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M A T K M A T I C K O - K V / J I v A L X V Č A S O P I S s A V. I (i. 2. DOG 

OB O^HOM BHflE IIEPECTAHOBOK 

MI1XA.T B y x l K O (MICHAL R U Č K O ) , Koníma-, 

iíOCV<I> KAVilKil ( J O S E F KAU(1-KÝ), BpaTiaviau, 

В 4 главе своей книги о комбинаторном анализе [ I ] Д ж . Р п о р д а н 

занимается изучением некоторых свойств перестановок из п различных 

элементов, р а з л о ж е н и я которых в циклы не содержат единичных ц и к л о в . 

М. Б у ч к о к работе [2] обобщи.;! зти рассуждения в том смысле, что 

рассматривал перестановки, р а з л о ж е н и я которых в циклы не содержат 

н и к а к и х /.'-циклов, где 1 ^ к ^ п. 

В настоящей статье мы рассмотрим некоторые свойства перестановок, 

циклы которых имеют порядок равный г-ым степеням натуральных ч и с е л : 

! г , 2 , З г , . . . . где г :- 1 —- целое число. 

1з дальнейшем оудем рассматрпва г гь только перестановки из п различных 

элементов. К а ж д а я т а к а я перестановка может быть однозначно записана 

к а к произведение конечного числа циклов, если не считать различными 

циклы, получающиеся друг из друга только циклической заменой а пимен­

тов. О ц и к л а х будем говорить, что перестановка состоит из них. 

В каждом цикле поставим наименьший элемент на первое место. Цикл 

с г элементами это цикл п о р я д к а г; назовем его г-циклом. Перестановка. 

состоящая из Ад циклов первого п о р я д к а , к, циклов второго порядка к„ 

циклов п-ого п о р я д к а , причем 

(1) к'1 4- 2к> + . .. + пк„ == п. 

н а з ы в а е т с я перестановкой циклового класса (к\ . к, кп) пли, короче. 

к л а с с а (к). 

Число перестановок класса (к) дается формулой [ I | 

п\ 
(2) С(ки к,. .... кп) = ~. V --• 

\^к{\^к,\ ... пк"кп\ 
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(.оответствуюшую п р о и з в о д я щ у ю функцию 

(•'*) С„(Н,к *„) ••=-• Оп(() = > ( •-

Рпордан называет цикловым индикатором симметрической г р у п п ы . 

Д л я решения некоторых задач из теории перестановок важна произво 

д я щ а я ф у н к ц и я ;мн зтих индикаторов [ 1 | 

гС ч* 
охр иС(1) =ех\)\и1\ + 1-> ! /3

 л . . . 

где в разложении левой стороны следует положить Сп(1) ---- ( /+)• 

3 

Рассмотрим перестановки, п о р я д к и циклон которых равны г-ым сте­

пеням н а т у р а л ь н ы х чисел. Т а к к а к индексы переменных /. , /.., . . . , 1ц за-

д,ают порядка! циклов, то мы должны в уравнении (4) п о л о ж и т ь 

(•">) (к ^ ° Д«7-Я к -.-/- \г, 2Г, 3 ' \ . . . . 

Коли соответствующие индикаторы обозначить через 1Л,(/. I), то для 

них имеем п р о и з в о д я щ у ю функцию 

гг гС 
+ ) ехр иИ(1щ г) --охр \и1л + /.„ + / г -

2Г З'г 

в которой /7" (Л /*) />«(/, ?')• 

Положим в атом уравнении 

(7) + =(.,, --=(зг = ... = *. 

лта о п е р а ц и я означает, что в исследуемых перестановках преиебрегается 

величиной п о р я д к о в ц и к л о в . 

Коли новый индикатор обозначить через Ъп((, г), то будем иметь 

/ •>, •{• 

/ и" и 
(8) охр иЬ((. г) - охр / и + -\ 

\ 2Г Зг 

г д е Ъ»(К г) - / > й ( / ? г ) . 

Чтобы найти рекуррентное соотношение д л я зтих и н д и к а т о р о в , про­

дифференцируем поеледнее уравнение по //. Получаем 

(0) Ь(1, г) охр иЬ(1, г) = 1(\ + гг"1 + гС'1 + .. .) охр иЬ(1, г), 
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откуда поело ерашюния коаффицноптон у одинаковых (тепогпп и получаем 

(10) ЬпЛ(1.г) = / 2 » , > - ,
 А
«-л .('•'')• 

/ 1 

где 

(11) .ч = [(п + 1)г]. 

Если, наконец, записать 

п 

(12) Ъп(1.г) - 2
 й
(

п
> *' '"К* 

А- О 

и если отсюда подставить в предыдущее соотношение, то получится урав­

нение, из которого следует новая рекуррентная формула 

(13) Ь(п -4 1. к, г) = У (п);т_Мп <г -Г V ^ — V О-
? I 

Число &(/г, /*, г) задает согласно определению Ъ)Ь{1, г) число переста-

новок, состоящих из к циклов, порядки которых являются г-ымп степенями 

натуральных чисел. При этом пренебрегается величиной порядков циклов. 

Из последнего уравнения можно рекуррентно вычислять эти числа. 

Известный случай г = 1 дает проверку справедливости соотношения. 

В этом случае 

Ъ(п, к, 1) - с(п. к), 

где с(п, к) обозначает по Риордану число перестановок, состоящих из к цик­

лов, причем пренебрегается их длиной. 

Далее, 

с(п, к) =(—1)п+Щп, к), 

где $(п, к) — число Стирлинга 1 рода. Если из этих соотношений подставить 

в уравнение (13), то получим рекуррентную формулу 

ф? -+ 1, к) = 2 (—1)*'ЧпЪ-1*(п + 1 — ?\ А" — 1) 

и, так как ,.(п, к) = 0 для к > п, в этой сумме производится сложение 

от г = 1 до I = п + 2 — к. Но это соотношение получается из известного 

свойства чисел Стирлинга 1 рода 

8(п +- 1, к) — 8(п, к — 1) — п$(п, к). 

Положим теперь в уравнении (12) I = 1 п запишем 

(14) Ьп(\,г) =Ъп(г). 

х1исло Ь7,(г) задает число перестановок из п различных элементов, порядки 
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цпк- (ов которых равны г-Ым степеням натуральных чисел. Для этпч 
чисел имеем из (10) рекуррентное соотношение 

(I*) ЬП,1(Г) - У ^ - А ,.{(г). 
/ ] 

Для г ~ I имеем, очевидно, 

М 1 ) =п\ 

и последнее уравнение дает в этом случае 

^ (//)/ Ф»ч /(1) = 2 (п){л(п 4- 1 — /)! ==2 ' п\ =(п + 1)! =Ь»-и(1). 
/ 1 / 1 / 1 

Таблица 1 содержит числа Ъ(п, А:, 2) для п., к = 1, 2, . . . , 10. Так, на­
пример, й((>, 3, 2) = 90 говорит о том, что существует 90 перестановок 
из (> элементов, каждан из которых состоит из 3 циклов с порядками 
равными 1 и 2 2 — 4. Следовательно, эгго перестановки типа (а) (Ь) (со!еГ). 

Таблица 1. Числа Ь(п, к, 2) 

А- I " " " "" ~ " I 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ! 

i '> 
I 

I ° 1 

3 ! <> 0 I 

4 :
 г> 

0 0 1 

i 5 0 30 0 0 1 

i
 ( > 0 0 90 0 0 1 
1
 7 0 0 O 210 0 0 1 

i
 s 

i ° 
1260 O 0 420 0 0 1 

9 40320 0 11340 0 0 756 0 0 1 

10 ! 0 403200 0 56700 0 0 1260 0 0 

К табулированию чисел Ъ(п, к, г) нужно в общем случае сказать сле­
дующее. 

\. Прежде всего стоят на главной диагонали каждой такой таблицы 
одни единицы, так как для к = п имеет только основная перестановка 
требуемые свойства. 

2. Далее, если п означает строки, а к столбцы, то над главной диаго­
налью таблицы стоят одни нули, так как не существует перестановки, 
имеющей больше циклов чем элементов. 

3. Наконец, в 1 столбце (к = 1) стоит число перестановок, состоящих 
из одного цикла. Значит, для п Ф гг', ?' — 1, 2, 3, . . . стоят в нем одни 
пули. В строке п — ?г, / —- 1, 2, 3, . . . стоит число 

(гг— 1)!, 
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поскольку в каждом цикло на первом моете стоит наименьший т ю ч е н т , 

а остальные :).юмонты могу г следовать за ним в произвольном п о р я д к е . 

что для п -- !г дает (!г I ) ! возможностей. 

Числа к остальных ж*о етолоцах получатен по формуле ( ! . ' ) . 

Пудом искать теперь число четных и число почетных иерее 1 ш т п о к 

и:* предыдущего раздела. 

Обозначим через //',',(/, г) | через />!,(/, г) | индикатор для ЧРТНЫХ (ДЛЯ 

нечестных) перестановок. Пели //„(/,/•) (функция, которая получится 

из индикатора //„(/, г), ос.ш в нем ноложтггь 1.2, вместо /.„ . /,, пчегто /,. 

и т.д., то согласно ( I ! 

(к>) .//;;(/./•) -1\пп((.г) г кп((.г)\. 

Ву,.г) -Л[Кп(*,г)~~ Вп(1.г)\. 

Стдовательно, производящими функциями для тгнх индикаторов оудут 

( I - ) 
/ U- U* 

2 exp uK'-(t. r) - exp u/-, f /.„ -~ /.„ 
\ 2r " :v 

u- u* 
exi) I ut\ — /.„ • /.„ 

2r ~ \V " 

•is) 2 exp uB°(f. r) --= exp ut\ f /.„ 
•>r :v 

exп ut 
u- U/-

t,r -] /., 
2r " W ' 

Положим н :»тих у | )авноииях 

11г ---и -1ЯГ /. 

что означает, что в перестановках оудом препеорегнть в(мпчпт»п п о р я д к о в 

ц и к л о в . Коли обозначить соответствующие индикаторы соответственно 

черев Ъ''н(1, г) и //'(/, г), то получим 

(19) 2 oxp uhe(t, r) --- exp / u 

j - e x p / u 

u- Uó 

2r :v 



(-"") 2 ex|) ub°(tf r) — exp t | u 

exp t u 

ìi- , , з r 

2 r З r 

н-r !/ rЗ 

-1.. 

•>'Г 

1мми, наконец, продифференцировать зги 'оотношения по /I и под­

ходящим образом преобразовать полученные у р а в н е н и я , то получим 

(2 I) /г (/, г) ехр иЬе(1, г) -•=- /(1 [- ге}! * -+-

1 м5' 1 --[ . . .) ехр >иЪе((. г) / 1(и-г 1 1 ?/4'~1 -\- • • •) ехр нЬ°(1. г), 

(22) /Г(/, /') ехр иЬ°(Ь, г) ^ 1(1 п ч 3 ' " 1 -т-

+ и:>'- 1 - . . .) е х р иЬ°(1. г) -+ 1(н-г 1 -4- г/4' 1 + . . .) ехр иЬе(1. г). 

Из зтпх уравнении обычным способом получаются следующие рекур­

рентные соотношения 

(-:*> '''».,('•'•) ^ ( " ) ( А . . ) . - , ' > : - ( • . , п- . ( ' - о - ^ с о ( , ; ) . . , ' / ; , . , , , ) . ,('•'•)• 
/ О ./' 1 

с-'-*) ' ' ; , : ,( '•'•) - - ' ^ ( « • ) № • о--.*"- ( 2 ,- о- , ( ' • ' • ) + ^У(«)(,,.,,.,/>;;.. (^,. , ( ' • ' • ) • 
; i 

ľ Д Є 

P l ( " '/ (н -f iy. 

\'|)ашнч1Ш1 симметричны относительно индикаторов //Д/, г) и Ъ°п(1, г). 

Келп о т о записать 

//,(/ r) ------V frҷ,,, k. r)fh 

//; (/ !•) ^ //>(>?. /,-, г)м-
А- о 

и подставить отсюда в предыдущие соотношения, то получим у р а в н е н и я , 

из которых получаются следующие рекуррентные формулы для чисел 

//'(//, А\ г) и Ъ°(п, /л г) 

(IV,) !>>•(„ 4 I. />./•) - ^ í - " ) ^ / . ! ) . - . ^ ! " - - <-»' - J ) ' ' -ř LA- - l . r l 
í 0 

-'•2(»-W-,ft°l" —C-jK f 1.A--1.,-). 
; i 
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(26) b°(n + V k\ r) --- V (w)(2/; lV_, b+t -- (2/ - \y k - V /•] + 

+ 2 Ц 2 М Ф - Р / ) Г -г 1«*— 1+1-

Числа Ье(п, к, г) и 6°(/?., к, г) задают число соответственно четных и не­
четных перестановок из п различных элементов, порядки циклов которых 
число циклов равно к равны г-ым степеням натуральных чисел. При 
этом пренебрегается величиной порядков циклов. 

Покажем, что например для г --- 1 уравнение (23) вытекает из резуль­
татов Риордана. Действительно, в этом случае в обозначении Рпордана 

и, далее, 

bejt, i) -<;(/), //;,(/.!) - f-;;(o 

rrvc.-
)-Q-

2 c°(t) 

/ / • ! 

ř -f w 
./ 

Теперь, например, из уравнения (23) 

(H — 2i)\ 
K i i(0 - í У(»)2i(» - 2/)! -'"-"~- + t > (»)2t-j[и — (2. - 1)]! 

_2c;;..,;.,(o 

(И-2/--1)! 

ИJШ Ж í . 

2c;,, ,(í) 

H! 

[_] 

•žíf-.iri+(.-'*•)} 

1) ) + « • — (2. — 1)) 

. — 1 -r w— (2? — 1 
/? — (2i — 

Далее, 

2 < ц ( 0 _ (I + г/ 

(?? + 1)! In 4 - 1 / W 4- 1} „ + ] \ » / ' n + l\ „ I 

."WV." /г + 1 

t + -+ 
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гак что доказательство справедливости предыдущего соотношения сво­
дится к доказательству тождества 

\/{с-~' + ».-*_ + ( < . и + Ч ^ К ' - ' ^ - » - ( « - о \ _ 
_ Д \ и---21 I \»—2г}\ __ [\ м _ ( 2 . — 1) / 
I О 1 I 

\-м — (2. — 1),)( \ и / М « ) 

Но левая сторона :>того уравнения равна, очевидно, 

2Г+>2<-'>" П — k 
) • 

A- 0 A- 0 

а сели учесть еще известные формулы 

п п 

V I* -ц * ľГH'V+')- :+'++-»- r;1). 
чо видно, что первая и вторая суммы дают соответствен!! 

( ' • „ " ) » ( ' ; , ' ) 

Тем самым справедливость уравнения (23) для г — 1 установлена. 
Аналогичные результаты получатся и для уравнения (24). 

И таблице 2 приводятся полиномы Ъ('п(1, 2) и Ъ°(1, 2) для п — 1,2, .. . , 10. 
Полагаем />_(/;, 2) - 1, Ь_(*, 2) = 0. Далее, очевидно, Ь_(*, 2) - 1, ///(*, 2) 

О, так как из одного элемента можно образовать только одну четную 
перестановку и никакой нечетной перестановки. Остальные полиномы 
вычисляются ужо по формулам (23) и (24). 

Т а б л и ц а 2. Полиномы Ь(

п(1, 2), Ь°п(1, 2) 

и ! О : 1 2 3 : 4 I 5 ! (> 7 ! 8 \ 0 10 

'>;:(/. 2) 

i I t ! t2 tз i t4 t5 i Ѓ \ f 

0 I II 0 • 0 i ()t i 30t2 90t3 210 t4 

+ 1200t2 

420t5 

11340t3 + 
t10 + 

+ 5()700t4 + í 
+ 40 320 t I + 403 200 V1 

75()t6 1260tT 
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