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JEDER ENDLICH ERZEUGTE, MODULARE VERBAND
ENDLICHER WEITE IST ENDLICH

YUDOLF WILLE

Eine der aktuellsten, ungelosten Fragen in der Theorie der modularen
Verbande ist, ob die primitive Klasse aller modularen Verbande von der Klasse
aller endlichen, modularen Verbinde erzeugt wird. Um einer Antwort auf
diese Frage niherzukommen, wurde in Wille [5; Problem 2] allgemeiner
gefragt, ob jede der Klassen 9" von einer Menge endlicher Verbande erzeugt
wird; dabei ist I, die primitive Klasse, die von allen modularen Verbanden
mit Linge < m und Weite < n erzeugt wird (0 < m € o0, 1 < n < o).
Bekannt ist bisher, daBl die Klassen I fur m, n < co und Iy fir m < 2
(s. Wille [5]), MT und MF (denn MT = MT = M), M3 (s. Jonsson [3])
sowie M7 (s. Freese [2]) jeweils von einer Menge endlicher Verbinde erzeugt
werden. Dal} dieses sogar fir alle Klassen 9i; mit » < oo gilt, folgt unmittel-
bar aus dem im Titel angegebenen Hauptergebnis dieser Note.

Fiar einen Verband L definiert man bekanntlich als Lédnge I(L): =

sup {|K| — 1|K endliche Kette von L} und als Weite w(L): = sup {|4]|4
endliche Antikette von L}. Ein Zusammenhang zwischen Lange und Weite bei
modularen Verbinden wird in den folgenden beiden Hilfssitzen beschrieben.

Hilfssatz 1. M ser ein modularer Verband der Weite n <o und a, be M.
Dann hat das Intervall [a, a v b] oder das Intervall [a, @ v b] eine Linge < n — 1.

Beweis. Angenommen, die Lingen der Intervalle [a, @ v b] und [b, a v b]
seinen grofer als 7 — 1. Dann existieren Ketten ay < a1 < ... < a, in
[a, @ b] und bo <by <'... < by, in [b,avb]. Aus a; rby—; < a;/ by
und < j folgt 2=7; denn a; bp ;= (a;Abpq) Vv (a5 Aba—y) — ((a;

bn i) bu—g) naj==(a; Vv by—) Abp_i naj = a; A by—; und damit b, ; =

(a; by 5) v by j = ((lj v bn.j) Abp_i = bp—i. Aus a; Aby—; < a; l/ﬂ—j und
t > j folgt 4 =7 entsprechend. Somit bilden die Elemente «g A by
a b, 1,...,a, Aby eine (n -~ 1)-elementige Antikette, was w(M) —n
widerspricht.

Hilfssatz 2. M sev ein modularer Verband der Weile n < cound @y, . ...ty €
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€ M. Dann hat eines der Intervalle [a;, a1 Vv ... VvV an] eine Linge <
< (n — 1)(m — 1).
Beweis durch Induktion: Der Fall m = 1 liegt auf der Hand. Fiir m > 1

hat nach Hilfssatz 1 das Intervall [ay v ... v am-1, a1 /... / an] oder das
Intervall [am, a1V ...V ay] eine Linge < n — 1. Da nach Induktions-
voraussetzung eines der Intervalle [a;,a; v ... v ¢p—1] eine Linge <

< (n — 1)(m — 2) hat, folgt die Behauptung.

Hilfssatz 3. Wird ein Verband L wvon Elementen e, ..., ey erzeugt, so qilt

fireinac Lstetsey n ... ey < aodera<egaVv ...vem(1<k<<m—1)

Beweis. Man weist leicht nach, daB [0, exg11 v ... ven] U [e1 A ... A eg, 1]
ein Unterverband von L ist. Da die Erzeugenden e, ... ey in diesem Unter-
verband liegen, folgt L = [0,ex11 Vv ... Ven] U et A ... Aeg, 1].

Satz 4. Fiir einen modularen Verband M der Weite n, der von m Elementen

1
erzeugt wird, gilt (M) < 5 (n— 1ym(m — 1) +m — 1 und |M| <

1
< n (;(n——l)m(m—l)-{—m—2)+2.

Beweis. Die erste Behauptung des Satzes ist offenbar bewiesen, wenn die
Giiltigkeit folgender Aussagen (Ag) fir 1 < k < m gezeigt wird:
(Ax) Es gibt Erzeugende e, ..., 5 von M mit
2

Ilern ... neg, 1)< (n—1) (> m—i)+k— 1

i-1

Die Aussage (A;) folgt unmittelbar aus dem Hilfssatz 2. Sei nun die Aussage
(Ag) fur ein k < m vorausgesetzt. Nach Hilfssatz 2 existiert ein je
e{k+1,...m} mit I([ej,exgr1V ... Ven]) < (n— 1)(m — k — 1). Da nach

Hilfssatz 3 I ([ex+1V ... vem, (€1 A ... Aep) VegVv ... v en]) <1 ist, gilt
I(lej, (1 A ... neg)VegaV...Ven]) < (m—1)(m—£kE—1) + 1 Auf
Grund der Modularitit hat dann auch das Intervall [e1 A ... Aex e,
e1A ... neg] eine Lange < (n — 1)(m — k — 1) 4 1. Zusammen mit der
Induktionsvoraussetzung ergibt das {([ex v ... Aegne;, 1) < (n — 1)

k41

(> m — i) + k, womit dic Aussage (4z-1) nachgewiesen ist.
i1
Die zweite Ungleichung folgt sofort aus der ersten, wenn man noch die fur
jeden Verband L giiltice Ungleichung |L| < w(L)(I(L) — 1) + 2 heranzicht.
Korollar 5. Jeder endlich erzeugte, modulare Verband endlicher TWeite ist
endlich.

Korollar 6. Fir jedes n << oo wird die primitive Klasse O von einer Menge
endlicher Verbdnde erzeugt.
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Korollar 7. Fiir m, n << oo ist der relativ freie Verband F(m IN;) endlich
(vgl. Freese [2; Theorem 3]).

Man konnte vermuten, dal sogar jeder endlich erzeugte, modulare Verband,
der nur endliche Antiketten besitzt, endlich ist. Diese Vermutung ist jedoch
nicht richtig, wie man an dem Beispiel des von 4 Elementen erzeugten, mo-
dularen Verbandes FM(J;) in Day & Herrmann & Wille [1] sehen kann.

DaB ein endlich erzeugter Verband endlicher Weite nicht endlich zu sein
braucht, zeigt das folgende Beispiel eines von 3 Elementen erzeugten Verbande
der Weite 3. (Fig. 1).

=
aa
-

Allerdings ist jeder endlich erzeugte Verband der Weite 2 endlich, da nach
Nelson [4] jeder Verband der Weite 2 subdirektes Produkt von Verbianden
ist, die 2-clementig oder 5-elementig (und nichtmodular) sind.
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