
Czechoslovak Mathematical Journal

Edgar Müller; Otto Mutzbauer
Schichtengleiche Gewichte und Butlergruppen

Czechoslovak Mathematical Journal, Vol. 47 (1997), No. 2, 193–204

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/127351

Terms of use:
© Institute of Mathematics AS CR, 1997

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/127351
http://dml.cz


Czechoslovak Mathemat ical Journal , 47 (122) 1997, P r aha 

SCHICHTENGLEICHE GEWICHTE UND BUTLERGRUPPEN 

EDGAR MÜLLER und O T T O MUTZBAUER, Würzburg 

(Eingegangen am 21. April 1993) 

Das Gewicht einer torsionsfreien abelschen Gruppe A ist eine Abbildung (D, die 
jedem Unterraum W der divisiblen Hülle V = QA den Summentyp ST(Wf)A) zuord­
net. Aus diesem lassen sich sämtliche Ty penin Varianten ablesen. Schichtengleichheit 
von Gewichten ist eine Äquivalenzrelation. Gruppen mit schichtengleichen Gewichten 
besitzen denselben Richman-Typ. Weiter ist eine Gruppe, deren Gewicht schichten­
gleich dem einer Butlergruppe ist, selbst eine Butlergruppe. 

Die folgenden Begriffe werden von [6] übernommen. Eine aufsteigende Reihe rei­
ner Untergruppen 0 = AQ C* A[ C* . . . C* An = A einer torsionsfreien abelschen 
Gruppe A endlichen Ranges mit um 1 ansteigenden Rängen heißt eine Kompositi­

onsreihe. Die Reihe {ti,. . . ,tn} der zugehörigen Typen t{ = t(Ai/Ai-\) heißt eine 
Typenreihe von A. Die Quotienten Aj/Aj-i heißen Hauptfaktoren und die zugehüri-

n 
gen Typen Haupttypen. Die Summe der Haupttypen einer Typenreihe ST(A) = ^ // 

7 - 1 

ist eine Invariante ([6,3.1]), d.h. unabhängig von der Wahl der Kompositionsreihe in 

A, und wird als der Summentyp von A bez« ichnet. 

Sei V ein rationaler Vektorraum endlicher Dimension. Sei "/' = Y(V) der Verband 
aller Unterräume von V. Sei .// der Verband aller verallgemeinerten Typen (vgl. [6]). 
Sei Jtr die Menge der ordnungserhaltenden Abbildungen von V nach „//., die dem 
Raum 0 den Typ 0 = t(I) zuordnen und einem Unterraum W einen verallgemeiner­
ten Typ ^ ST(W), wobei W als divisible torsionsfreie abelsche Gruppe betrachtet 
wird. Solche Abbildungen heißen Gewichte. Gewichte heißen vom Rang ?i, wenn der 
Vektorraum V die Dimension n hat. Ein Gewicht 7 heißt endlich, wenn 7('/ /) endlich 
ist. Die Menge T^ = {y(U) \ U C 17, dim U = k} heißt das Gewicht auf der k-ten 
Schicht. 

Für eine torsionsfreie abelsche Gruppe A vom Rang //, mit divisibler Hülle V = QA 
sei der Verband Y(V) aller Unterräume in V mit '/^ bezeichnet. Die Abbildung 
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(D: Yn -> Jl wird für W e '/„ definiert durch <p(\V) = ST(\V D A). Sie ist eine 

ordnungserhaltende Abbildung in jif und wird als das Gewicht von A bezeichnet. 

Zur Definition einer Booleschen Algebra werden die Bezeichnungen und Definitio­

nen von Birkhoff [2] verwendet. 

Ein komplementierter distributiver Verband heißt Boolesche Algebra. Nach [2. Ch. 

X, Theorem 6] ist jede Boolesche Algebra endlicher Länge n isomorph zur Potenz­

menge einer Menge von n Elementen und wird deshalb kurz als isomorph zu 2n 

bezeichnet. Sei I = { 1 , . . . ,71} eine 71-elementige Menge». Dann werden die Elemente 

aus einer Booleschen Algebra //' für P C I mit '//p identifiziert. Dabei gelten für 

Teilmengen P , Q C I die Regeln WP n WQ = 'W'POQ und WP U WQ = 1/r
PuQ. Ferner 

ist für die Teilmenge P C I mit P n P = 0 und Pu~P = I das Element X/p das 

eindeutig best immte KomplenuTit zu 1/r
P. 

In [4] wird folgende Definition für die Hypertypen (angeführt. Sei A eine torsions­

freie abelsche Gruppe des Ranges n und F eine vollrangige freie Untergruppe von 

A. Sei A/F = 0 T; eine Zerlegung von A/F mit O C ^ C . . . C T n C Q / Z . Eine 
r = l 

solche Zerlegung ist eindeutig, man bezeichnet sie als Standardzerlegung. Der i-te 

Hypertyp von A ist definiert als HTi(A) = t(T{). Die Hypertypen HT^A) = IT(A) 

bzw. HTn(A) = OT(A) sind nach [9] der innere bzw. der äußere Typ von A. Für 

eine vollrangige Untergruppe D einer torsionsfreien abelschen Gruppe A des Ranges 

n gilt nach [3, 15.6] HT(D) <C HT7(A) für alle 1 <: 1: <: 11. 

Die Quasiisomorphieklasse der Torsionsgruppe A/F heißt Richman-Typ RT(A) 

von A. Sie ist unabhängig von der Wahl der vollrangigen freien Untergruppe F , so 

daß RT(A) eine Invariante von A ist, siehe [8]. 

Für den Richnam-Typ RT(A) = [A/F = 0 T ;] einer torsionsfreien abelschen 
j = i 

Gruppe A des Ranges n bezeichnet man für Indizes l <C i <C k <C n mit RTf(A) 
k 

die Quasiisomorphieklasse RTf(A) = [ 0 Tj] . Insbesondere ist RT(A) = RT[l(A). 

j=i 

Für Richman-Typen I?T(A) bzw. ItT(H) schreibt man RT/(A) <: itT^(H) oder 

RTi{A)cRTl(B), falls HTi+m(A) <C HTk^n(D) gilt für alle 0 <C 77t <C j - i = / - k. 

Insbesondere besitzt A kleineren Richman-Typ als D. i. Z. RT(A) <̂  RT(R), falls 

HT?:(A) <: HT?(H) gilt für alle 1 <: z <: n. Es gilt also l>T(C) <: RT(A) für eine voll­

rangige Untergruppe C C A und bei gleichem Richman-Typ, d.h. RT(C) = RT(A), 

besitzt C endlichen Index in A (vgl. Satz 9). Analog definiert man für eine Prim­

zahlmenge P die P-Gleichheiten bzw. die P- Verglcichbarkeiten RT/(A) <Cp RTk
{(D). 

RTl(A) =P RT^B), und RT/(A) ^P RT[
k(R), falls (Titsprechendes für die zugehö­

rigen Hypertypen gilt. Ferner ist RT/(A) <P RTl
k(B). falls RT/(Ä) <CP RTl

k(B) und 

P-Gleichheit nicht für alle Hypertypen gilt. Analog Rl)>(A) >P RTl
k(D). 
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k 
Teilsummen von Hypertypen sind definiert durch STf(A) = ]T HTj(A). Für i > k 

j=i 

setzt man STt
k(A) = t(l). [6, 4.1] liefert ST(A) = ST{l(A), den üblichen Summentyp 

von A. Sowieso ist 5T(>1) = STf(A) + 5T^+ 1(A) für alle 1 <C fc <C n. 

Die folgenden Ergebnisse für die Hypertypen beruhen auf [4, 1+2+4]. 

Satz 1. Sei A eine torsionsfreie abelsche Gruppe des Ranges n und 77/ eine Boo­
lesche Algebra isomorph zu 2n in Yn. Dann gilt: 

HTi(A)= | J IT(A/(y/'QnA))= f | OT(WPCiA). 

\Q\ = i-l \P\ = i 
QCI PCI 

Insbesondere ist diese Formel unabhängig von der Wahl der Boolschen Algebra 7//. 

Lemma 2. Sie A eine torsionsfreie abelsche Gruppe des Ranges n ^ 2. Für reine 

Untergruppen X C* Y C* A mit zugehörigen Rängen 0 < rg(X) = fc <̂  rg(Y) = / < 
n gelten: 

(1) IT(A/Y) ^ HTl+1_k(A/X) ^ HTI+1(A). 

(2) OT(X) > HTk(Y) > HTk(A). 

Für eine reine Untergruppe X einer torsionsfreien abelsehen Gruppe A sei 
CA(X) = {Z C* A | A/(Z + X) ist Torsionsgruppe} die Menge aller reinen 
Komplemente in A. Die Gruppen Z heißen „X-high" Untergruppen [3]. 

Mit Lemma 2 erhält man die Abschätzungen für die Summentypen und Richman-

Typen: 

Korollar 3. Sei A eine torsionsfreie abelsche Gruppe des Ranges n und seien B 

rein in A, vom Rang fc, und C G CA(B). Dan gelten 

(1) ST/(A) <: ST/(C) <: ST((A/B) <: ST/^(A) für alle l ^ i ^ j ^ n - fc. 

(2) RT/(A) <C RT/(C) <C RT/(A/B) < RT^(A) für alle 1 <: i <C j <C n - fc. 

Insbesondere gelten ST^(A) <: S r ( £ ) <C ST^.+ ^A) und RTf(A) <C HT(J3) <C 
RT^_k,1(A) für alle reinen Untergruppen B, vom Rang k. 

Die folgenden einfachen Typenrechnungen werden häufiger verwendet: 

Lemma 4. Seien I eine endliche Indexmenge und s, t, u, l7;, H; (verallgemeinerte) 
Typen mit t <C t{ <̂  s für aiie i £ I. Dann gelten: 

(i) no»-*.) = «- i u -
i E / i'G/ 

(2) u (s - t>) = « - n n. 
iei iei 
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(3) r\(u-t) = f]ti-t-. 
iei iei 

(4) u ( * . - ' )= U'.--'-
iei iei 

(5) f](Ui + u) = f| m+u. 
(6) U (Ui + u) = U H7 + H. 

iei iei 

L e m m a 5. Seien t\, t-2, si und 6'2 (verallgemeinerte) Typen. Dann gilt (t\ + t2) H 

(5i + s2) ^ (U H s*) + (tj U *,) für {ij} = {k,l} = \U2}. 

Sei A eine torsionsfreie abelsclie Gruppe des Ranges // mit dem Gewicht ipA- Für 

das Gewicht von A auf der Ä;-ten Schicht schreibt man auch TA, = Th
n . Insbesondere 

ist T\ = T(A) die Typenmenge von A und T\ = {ST(A)}. Zwei Gruppen A und H 

gleichen Ranges n bzw. ihre Gewichte heißen schichten gleich, wenn T^ = Tß gilt für 

alle 1 ^ k ^ ;i. Der folgende Satz beschreibt das Infiniuni der Menge Tjj. Für k = 1 

liefert die angegebene Formel den inneren Typ. 

Satz 6. Sei A eine torsionsheie abelsclie Gruppe des Ranges n mit dem Gewicht 

<PA und W eine Boolesche Algebra isomorph zu 2" in '/,,. Dann gilt: 

infT'i = f| <pA(rQ) = sr?(A) 
Qci 
\Q\ = k 

Insbesondere ist diese Gleichung unabhängig von der Wahl der Booleschen Alge­

bra W. 

[li i i] Kor.З 
B e w e i s . Mit [6, 4A] und Korollar 3 folgt ^A(U) l" = M ST(Ur\A) J> ST{(A) 

für alle Unterräume U C V = QA der Dimension /.-. Die behauptete Gleichung 

zeigt man mit Induktion über die Dimension k der Vnterräume U C V bzw. die 

Mächtigkeit \Q\ der Teilmengen Q C I. Für A: = 1 folgt f| {^AWQ) \ Q C U\Q\ = 

1} = IT(A) = HT{(A) = Sl\ (A) aufgrund der Definition des inneren Typs. Sei 

nun schon für alle m < k die Gleichheit f| {<pA{#Q; I Q C L \Q\ = m} = ST{n(A) 

gezeigt. Dann ist 

ST*(A)<: f] ^(rQ)
Len= (5) f| (9,(//,ii/r(A/(/fPn.4) 

QCI PCI 
\Q\ = k |P|-=.fc-l 

Le|'5 H ^i(///0+ IJ IT{A/('//rnA)) 
PCI Pd 

| P | = A:-1 | P | = fc-l 

Sa tz l + Ind.ann. gj.k-1 {A) + ^ { A ) = ^ ^ ^ 

mit Gleichheit. 
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Somit lassen sich auch die i-ten Hy per typen wie folgt aus dem Gewicht berechnen: 

Korollar 7. Für eine torsionsfreie abelsche Gruppe A des Ranges n und 1 ^ i ^ n 

gilt: 

HTi(A) = miTA-mfTA-1. 

B e w e i s . Für den i-ten Hy pertyp gilt: 

HTi(A) = STi(A) - ST*-l{A) Sa= 6 inf T\ - inf Tl
A

l. 

D 

Inbesondere lassen sich die üblichen Typeninvarianten, wie der innere Typ 

IT(A) = HTX(A), der äußere Typ OT(A) = HTn(A), der Summentyp ST(A) = 

J2HTi(A) und der Richman-Typ RT(A) = (HT{(A),..., HTn(A)) am Gewicht 
2 = 1 

ablesen. 
Die folgende Proposition zeigt, daß die Schichtengleichheit zweier Gruppen den­

selben Richman-Typ garantiert. 

Propostion 8. Schichtengleiche Gruppen besitzen denselben Richman-Typ. 

B e w e i s . Seien A und B zwei schichtengleiche Gruppen. Dann ist TA = Tg für 
alle 1 O ^ rg(-4) = rg(ß) und mit Korollar 7 folgt HTk(B) = inf F^ - inf F£-1 = 
inf Tk

A - miTk
A-1 = HTk(A). • 

Natürlich sind Gruppen vom selben Richman-Typ i.a. nicht schichtengleich, wie 
die Gruppen Za0Q^p '9;6 und Q(p)a®Q^g)b mit verschiedenen Primzahlen p, q zeigen. 
Andererseits sind zwei Gruppen A und B mit denselben Mengen von Typenreihen 
y(A) = S?(B) schichtengleich. Umgekehrt besitzen jedoch schichtengleiche Gruppen 
i.a. nicht dieselben Mengen von Typenreihen. Seien nämlich A = yxi®yx2(&yx^Pd 

5 

A' und B = yxx © yx2 © y'x* e B' mit A, B C 0 QT; und den Gruppen A! = 
i = l 

(x4,xr>,p~'2(xA 4- [yjp\x$) | p prim) und B' = (:r4, :/>,, P~2(x4 +;AT 5 ) | p prim). Man 
erkennt leicht, daß die Gruppen B und B' jeweils l(,y)-uniform sind, die Gruppe A 
jedoch nicht, da A' faktoriell homogen ist. Also gilt ^(A) / ^(B). Jedoch sind A und 
B schichtengleich. Dazu betrachtet man die Gewichte auf den einzelnen Schichten. 
Für k = 1 gilt: T(A) =T\= {/(/), t(y)} = Tj, = T(B). 
Für k = 2 gilt: T\ = {t(y),2t(y)} = T%. 
Für k = 3 gilt: T% = {2t(y),2t(y)} = T%. 
Für A' = 4 gilt: T\ = {3f.(^),4t(.yj} = T%. 
Für A- = 5 gilt: T\ = {ST(A) = r>t(y) = ST(B)} = T%. 
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Also sind A und B schichtengleich. 

Der folgende Satz beschreibt die Untergruppen inner torsionsfreien abelschen 
Gruppe A, die schichtengleich zu A sind. 

Satz 9. Für eine torsionsfreie abelsche Gruppe A endlichen Ranges und eine voll-

rangige Untergruppe U C A sind äquivalent: 

(1) A/U ist endlich. 

(2) U und A sind schichtengleich. 

(3) U und A besitzen denselben Richman-Typ. 

B e w e i s . (1) nach (2) ist trivial. (2) nach (3) zeigt Proposition 8. Seien nun 
U und A vom selben Richman-Typ und n ihr Rang. Sei F eine vollrangige freie 
Untergruppe von U. Dann sind U/F = Tx © .. . © Tn = A/F = Si © .. . © Sn 

quasiisomorphe Standardzerlegungen mit HT{(U) = t(T) = t(Si) = HTi(A), d.h. 
(Ti)p = (Si)p für fast alle p und beide sind zyklisch oder isomorph zu l(p°°). Seien 
nun Up := (U/F)p C Ap := (A/F)p die zugehörigen Primärkomponenten. Nach 
[3, 21.3] lassen sich Up bzw. Ap zerlegen in Up = R\i © Du bzw. Ap = RA © DA 

mit bis auf Isomorphie festgelegten endlichen Gruppen Ry bzw. RA und divisil)len 
Gruppen .Dt, bzw. DA. Nun ist Dv = © {(T{)p \ (T-t)r - Z(p°°)} CDA = @ {(St)p \ 

(Si)p = I(p°°)} mit Gleichheit und nach [3, 21.2] kann RA so gewählt werden, daß 
Ru C itA, da Htf n Du = 0. Also ist Ap/Up = (RA © DA)/(RV © EV) ^ I?.4/I?r 
endlich. Da (T{)v = (Si)p für fast alle p gilt, muß auch U,, = Ap für fast alle p gelten 

endl 
und (0^4p) / (©U P ) = ® {Ap/Up) ist endlich. Folglich ist (A/F)/(U/F) =" A/U 

V V V 

endlich. D 

Im folgenden wird die Schichtengleichheit für Butlergruppen betrachtet. Butler­
gruppen besitzen ein endliches Gewicht ([6, 6.1]). In Gruppen mit einem endlichen 
Gewicht sind der innere und der äußere Typ realisiert ([G, 1.3+2.6]). Somit existieren 
für diese Gruppen Kompositionsreihen 0 C* A\ C, .. . C* An = A mit zugehöriger 
Typenreihe {tu ... ,tn}, wobei // = t(Ai/Ai-i) = IT(A/Ai-i) gelten. 

[4, Corollary 1] zeigt RT(A/X) = RT£(A) für eine reine rationale Untergruppe 
X vom inneren Typ IT(A). Somit erhält man folgendes Ergebnis für Gruppen mit 
einem endlichen Gewicht: 

Satz 10. [4, Corollary 1], [6,1.3] Eine torsionsfreie abelsche Gruppe A des Ranges 
n mit einem endlichen Gewicht besitzt eine reine Untergruppe B des Ranges k ^ n 
mit RT(B) = RT?(A) und RT(A/B) = RT^Y(A). Insbesondere besitzt A eine 
aufsteigend linear geordnete Typenreihe, nämlich {HT\ (A ) , . . . , HTn(A)}. 

Für Butlergruppen gilt sogar schärfer: 
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Satz 11 . [7, Satz 8] Eine Butlergruppe A besitzt genau eine aufsteigend linear 

geordnete Typenreihe. 

Das folgende Lemma beschreibt die Hypertypen von Butlergruppen: 

L e m m a 12. [7, Lemma 13] Sie A eine Butlergruppe und X rein in A, vom Rang 

/ - 1, mit RT(X) = RT;-\A). Dann ist 

IT(A/X) = HTi(A) = sup {IT(Z) \ Z e CA(X)}. 

Die Hypertypen von Butlergruppen lassen sich aus der Typenmenge und den Rän­

gen der Typenuntergruppen bestimmen. Diese Eigenschaft ist auch charakteristisch 

für Butlergruppen. 

Satz 1 3 . Sei A eine torsionsfreie abelsche Gruppe des Ranges n mit einer endli­

chen Typenmenge T. Dann sind äquivalent: 

(1) A ist eine Butlergruppe. 

(2) HTi(A) = {J{teT\i>n- rg (A(T)) } für alle l ^ i ^ n. 

B e w e i s . Sei A eine But lergruppe, t e T und lt = rg (A(t)). Sei ~A e CA (A(t)). 
_ _ Lern.2 

Dann ist t = HTx(A(t)) = HTl((A(t)®A)/A) ^ HT{(A/A) ^ HTl+{n_lt)(A) <: 

HTi(A), falls i > n - lt. Folglich gilt auch HT{(A) ^ [j {t e T \ i > n - / , } . 

Nach Satz 10 existiert andererseits eine reine Untergruppe X des Ranges i — 1 mit 

RT(X) = RTl~l(A) und HTi(A) = IT(A/X). Für eine Gruppe Z e CA(X) gilt 

offensichtlich Z C A(IT(Z)) und deshalb xg(A(IT(Z)j) = lIT{Z) < n - i + 1. 

Also ist IT(Z) e {t e T \ i > n - lt}. Schließlich ist |J {t e T \ i > n - / ,} ^ 
IJ IT(Z) L e = 1 2 HTi(A) und die Gleichheit ist gezeigt. 

zecA(X) 

Sei umgekehrt (2) verausgesetzt. Dann gibt es nach [1,0.1 + 1.9] eine reguläre But-

leruntergruppe C C A gleichen Ranges, es gilt also C(t) = C D A(t) für alle t e T. 

Aus Ranggründen besitzen C(t) und A(t) denselben Rang lt für alle t e T. Folglich 

ist HTi(C) = | J {t e T | i > n - lt} = HT{(A) für alle 1 ^ i ^ n, da C eine 

Butlergruppe ist, und C besitzt nach Satz 9 endlichen Index in A. Also ist A wie C 

eine Butlergruppe. D 

Es ergibt sich nun sofort die folgende Abschätzung für die Hypertypen torsions­

freier abelscher Gruppen endlichen Ranges mit endlicher Typenmenge. 

Korol lar 14 . Sei A eine torsionsfreie abelsche Gruppe des Ranges n mit einer 

endlichen Typenmenge T. Dann ist HTt(A) ^ IJ {/ G T \i > n - rg (A(t))} für alle 

1 ^ i ^ ?i. 
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B e w e i s . Nach [1, 0.14-1.9] existiert eine reguläre Butleruntergruppe B C A 

gleichen Ranges und nach Satz 13 gilt für diese HT,(A) ^ HT-,(B) = \J {t e T \ i > 

n-vg(A(t))}. D 

Zwei Butlergruppen mit gleichen Typenmengen und gleichrangigen Typenunter­

gruppen besitzen denselben Richman-Typ. 

Korol lar 15. Zwei Butlergruppen A und B mit denselben Typenmengen T und 

rg (A(t)) = rg (B(t)) für alle t £ T besitzen densell)cn Richman-Typ. 

B e w e i s . Die Gruppen A und B besitzen nach Satz 13 dieselben Hypertypen 

und somit denselben Richman-Typ. D 

Umgekehrt können jedoch Typenuntergruppen A(t) bzw. B(t) zweier Butlergrup-

pen A und B gleichen Ranges mit gleicher Typennienge und demselben Richnian-

Typ unterschiedliche Ränge l)esitzen. Denn seien P\ und P2 zwei disjunkte unendliche 

Teilmengen der Menge aller Primzahlen P mit Fi UP2 = P. Seien S{ = ( p _ 1 | p £ P,-) 

für i = 1, 2 und S = (p~l \ p G P). Dann besitzen die vollständig zerlegbaren Grup­

pen A = S\Xi 0 S2x2 0 5i .r3 4 S2x4 0 S.v.-, und B = .S'i x{ 0 S2x2 0 Ixs 0 S:r4 0 Sxr) 

offensichtlich dieselbe Typennienge und denselben Richman-Typ. Aber die Typen­

untergruppen A(t(S)) bzw. B(t(S)) besitzen die Range 1 bzw. 2. Somit lassen sich 

die Ränge der Typenuntergruppen i.a. nicht aus dem Richman-Typ und der Typen­

menge bestimmen. Die folgenden Ergebnisse aus [7] beschreiben das Gewicht einer 

Butlergruppe und sind grundlegend für die weitere1 Bet rachtung. 

Satz 16. [7, Korollar 17] Für eine Butlergruppe A des Ranges n und 1 ^ k ^ // 

giltsupT*=ST:_k+1(A). 

Satz 17. [7, Korollar 18] Sei A eine torsionsfreie nbelsche Gruppe des Ranges 

n mit einem endlichen Gewicht. Besitzt der Typ sup F\ — IT(A) nur endlich viele 

unendliche p-Komponenten, wobei 00 — 00 = 0, so sind äquivalent: 

(1) A ist eine Butlergruppe. 

(2) supTjJ = STZ_k+i{A) für alle l ^ k ^ n. 

Eine Untergruppe B einer torsionsfreien abelschon Gruppe A endlichen Ranges 

heißt regulär, wenn tB(b) = tA(b) für alle b e B gilt. Diese Eigenschaft ist äquivalent 

zur Bedingung B(t) = B D A(t) für alle Typen t. Yollrangige reguläre Untergruppen 

von Butlergruppen besitzen nach [1, 140] endlichen Iudex in diesen. Ferner besitzt 

nach einem Ergebnis von Koeliler [1, 0.1 + 1.9] jede1 torsionsfreie abelsche Gruppe 

endlichen Ranges mit einer endlichen Typenmenge eine vollrangige reguläre Unter­

gruppe. 
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Für eine rationale Gruppe R und eine torsionsfreie abelsche Gruppe A endlichen 

Ranges sei im folgenden RA = RQ A, so daß RA C Q A , der divisiblen Hülle von A. 

L e m m a 18. Sei A eine torsionsfreie abelsche Gruppe des Ranges n mit einem 

endlichen Gewicht und B C A eine reguläre Butleruntergruppe gleichen Ranges. 

Falls supF^ = ST;x
l_k+1(A) für alle 1 ^ fc <C n gilt, so folgt ST(A) = ST(B). 

Insbesondere gelten HTk(B): HTk(B) = HTk(A): HTk(A) für alle 1 O ^ n. 

B e w e i s . Sei p eine Primzah l mit [ST(A)]P = ku für fc ^ 1. Wegen supTJj = 

\J{ST(C) | C C* A des Ranges fc} = ST;;_A .+ 1(A) muß eine reine Untergruppe 

Ak C* A des Ranges fc existieren mit pAk = Ak. Folglich ist IT(Ak) ^ £(Q ( p )) , 

also Ak C A(t(Q{p))). Andererseits kann A(t(Q{p))) höchstens den Rang fc ha­

ben, da sonst [ST(A)] } > ku) gelten müßte. Also folgt Ak = A(t(Q^)). Aus 

der Regularitätseigenschaft von B folgt nun Ak 0 B = B(t(Q^)), vom Rang fc 

aus Ranggründen. Somit folgt auch [ST(B)] = kuo. Insgesamt erhält man ST(A): 

ST(A) = ST(B): ST(B). Aus £ (HT3(A): HTj{A)) = ST(A): ST(A) = ST(B): 

ST(B) = £ (HTj(B): HTj(B)) und HT:(B): Hlj(B) <: HT3(A): HTj(A) für alle 

1 ^ j ^ n folgt nun mit den Rechenregeln für LÜ auch HTj(B): HTj(B) = HTj(A): 

HTj(A) für alle 1 ^ j ^ n. Sei nun P^ die maximale Primzahlmenge, auf der HTn(A) 

unendlich ist, und sei P die Komplement menge zu Poe in der Menge aller Primzahlen. 

Es genügt RT(A) —p RT(B) zu zeigen. Sei Hoo = (p~l \ P £ ^oo) R i n der erzeugte 

unitäre Ring rationaler Zahlen. Dann genügt es zu zeigen, daß ( I? 0 0 A ) / (H 0 o^) end­

lich ist. Wegen supFjj = SF;;_A + 1 ( A ) für alle 1 <C fc ^ n folgt auch supT^ A = 

ST;;_A.+1 (Hoo^4) für alle 1 -̂  fc <J n. Sowieso ist I?ooI? wieder eine reguläre Unter­

gruppe in Hoo^4 und wie B eine Butlergruppe. Nach Konstruktion von Hoo besitzt 

ferner der Typ 0T(RooA) — IF(Hoo-4) kei ie unendlichen /> Komponenten. Also ist 

I?oo^4 nach Satz 17 selbst eine Butlergruppe. Nach [V 1.10] besitzt schließlich R^B 

endlichen Index in I?oo-4 als vollrangige reguläre Untergruppe einer Butlergruppe. 

D 

L e m m a 19 . Sei A eine Butlergruppe des Ranges n und B schichtengleich zu A. 

Dann ist RT(D) = RTf(B) = RTf(A) für alle reinen Untergruppen D von B, vom 

Rang fc, mit einem divisiblen Quotienten B/D. 

B e w e i s . Seien A und B wie vorausgesetzt und ferner derart , daß D C B ein 

Gegenbeispiel kleinsten Ranges fc ^ 1 ist. Nach Proposition 8 besitzen A und B 

denselben Richman-Typ. Wegen Tjj = F# existiert eine Untegruppe D' rein in A, 

vom Rang fc, mit ST(D') = ST(D). Wegen ST(A) = ST(B) muß auch ST(A/D') = 
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ST(B/D) = (71 - k)t(Q) gelten. Also ist RT(A/D') = RT£+1(A) =" (Q/l)n~k. Nach 

Satz 11 besitzt A genau eine aufsteigend linear geordnete Typenreihe und deshalb 

ist RT(D') = RTf(A). Folglich ist ST(D) = ST(D') = STk(A) = STk(B). Nach 

Korollar 3 gilt RT(D) ^ RTk(B). Aufgrund der Rcchenregehi für tu und der für die 

ganzen Zahlen gelten für 1 <$ / ' ^ k somit HT{(D): HT,(D) = HT{(B): HT{(B) und 

HTi(D) =P< HTi(B) für alle Primzahlmengen P<, auf denen HTk(B) endlich ist. 

Insbesondere ist damit HTk(D) = OT(D) = HTk(B) gezeigt. Sei nun j maximal 

bzgl. HTj(D) > HTj(B) angenommen. Dann ist insbesondere j < k und es existiert 

eine unendliche Primzahlmenge P , so daß HTj(D) >r HTj(B) gilt, HTj(B) endlich 

auf P und HTk(B) unendlich auf P ist. Aufgrund des Schubfachprinzips existieren 

nun ein Index j < i ^ k und eine unendliche Teilmenge Q C P , so daß HTj(D) >Q 

HTJ(B) gilt, HTi-i(B) endlich auf Q und HT?(P) unendlich auf Q ist. Da <̂ B 

endlich ist, existiert nach Satz 10 eine reine Untergruppe E des Ranges i — 1 in D mit 

RT(E) = RTi~l(D) und RT(B/E) = RTn(B). Sei nun R = ( p " 1 | p £ Q) der 

erzeugte unitäre Ring rationaler Zahlen. Dann ist auch RA eine Butlergruppe, und 

RB ist wieder schichtengleich zu RA. Nach Konstruktion von R ist auch (RB)/(RE) 

divisibel. Da RE vom Rang •/ - 1 < k ist, gilt RT(RE) = P T / _ 1 ( H P ) , da P als 

Gegenbeispiel kleinsten Ranges angenommen wurde. Folglich ist auch HTj(D) =Q 

HTJ(RD) = HTj(RB) =Q HT}(B), im Widerspruch zu HTj(D) >Q HTj(B). Also 

gilt auch RT(D) = RTk(B). D 

Der folgende Satz zeigt nun, daß für eine Butlergruppe A alle zu A schichtenglei­

chen Gruppen wieder But lergruppen sind. In Beweis des Satzes wird der folgende 

Schluß (Schubfachprinzip) häufiger verwendet: 

Seien für (verallgemeinerte) Typen l,si,... ,-SA und eine unendliche Primzahlmen-
k k 

ge P die Typen t und IJ s,- P-gleich, d.h. t —p [j s,. Dann exitieren ein Index j 

und eine unendliche Teilmenge Q C P , so daß f = g sy gilt. 

S a t z 20 . Alle zu einer Butlergruppe schichtengleichen Gruppen sind selbst But­

lergruppen. 

B e w e i s . Sei A eine Butlergruppe des Ranges // und B schichtengleich zu A. 

Nach Korollar 16 gilt supTjj = STn_k+x(A) für alle 1 ^ A; ̂  n. Nach Proposition 8 

besitzen A und B denselben Richman-Typ und somit dieselben Hypertypen. Also 

gilt auch s u p T ^ = ST;^_k+i{B) für alle 1 ^ k ^ //. Da A und B jeweils endli­

che Gewichte besitzen, existiert nach [1,0.1 + 1.9] eine4 reguläre Butleruntergruppe 

C C B gleichen Ranges und für diese gilt nach Lemma 18 ST(C) — ST(B). Für die 

Behauptung genügt es RT(C) = RT(B) nachzuweisen, da B/C dann nach Satz 9 

endlich ist und B wie C eine Butlergruppe ist. Sowieso ist RT(C) ^ RT(B). Nach 
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Lemma 18 gelten schon HT7(C): HT{(C) = IIT?(P): HT{(B) für alle 1 ^ i ^ n 

und die Hypertypen HTk(C) und HTk(B) sind P<-gleich für alle Primzahlmengen 

P<, auf denen HTn(B) endlich ist. Sei nun j maximal bzgl. HTj(C) < HTj(B) an­

genommen . Dies impliziert, daß der äußere Typ HTn(A) unendlich viele oo-Stellen 

besitzt . Sowieso ist dann j < n. Es existiert also eine unendliche Primzahlmenge P 

der Menge & aller Prinzahlen, so daß HTj(C) <P HTj(B) <P HTn(B) =P oo. 

Weiter existiert nach dem Schubfachprinzip ein Index j ^ i < n und eine unendliche 

Teilmenge P ' C P , so daß HTj(C) < P t HTj(B) <^pi HT{(B) <P> HTi+l(B) =P> oo. 

Sei nun R = (p~l \ p G £P \ P')R. der erzeugte unitäre Ring rationaler Zahlen. 

WTieder sind RB und RA schichtengleich und besitzen daher nach nach Proposi­

tion 8 denselben Richman-Typ. Weiter sind auch RC und RA Butlergruppen und 

RC ist eine reguläre Untergruppe in RB. Nach Konstruktion von R hat man wie­

der die Situation HTj(RC) <P, HTj(RB) <Cf>t HT{(RB) <P, HTi+l{RB) =P> oo. 

Seien deshalb im folgenden RA, RB, usw. jeweils durch A, B usw. ersetzt. Wegen 

s u p T ß - 1 = STJl
+l(B) = (n — 1)/(Q) gibt es nach dem Schubfachprinzip eine Unter­

gruppe D rein in B, vom Rang n — /, und eine unendliche Teilmenge PD C P ' , so 

daß s u p T ^ " 1 = P D ST(D) =PD (n - l)u. D ist also />divisibel für alle p G PD. Nach 

Satz 10 gibt es eine Untergruppe Ai rein in A, vom Rang i, mit RT(Ai) = RT[(A). 

Die Untergruppe Ai ist als reine Untergruppe einer Butlergruppe wieder eine But­

lergruppe und nach Satz 16 gilt s u p T ^ - = STUA). Nach dem Schubfachprim-

zip existiert wieder eine Untergruppe E' rein in A,-, vom Rang i — j + 1, und 

eine unendliche Teilmenge PE C PD mit ST](A) =PE ST(E'). Wegen T ^ j + 1 C 

T^~J = T^ _ J existiert eine Untergruppe E rein in B, vom Rang i — j + 1, mit 

ST(E) = ST(E') =PE STj(A) = ST)(B). Wegen ST(E) = ST(E') G T J ^ 1 ist 

ST(E) <P> oo. Folglich läßt sich E einbetten in eine Untergruppe Bi rein in B, vom 

Rang i, mit divisiblem Faktor B/B{. Nach Lemma 19 folgt RT(B{) = RT[(B). We­

gen STj(B) =PE ST(E) erhält man aufgrund ganzzahliger Rechnung auf PE sogar 

RT(E) =PE RTj(Bi) = RTj(B). Da die Gruppe D für alle Primzahlen p G PD divisi-

bel war, ist nun DDE = 0 und die Gruppe B' =< D, E >* besitzt den Rang n — j + 1 

und einen inneren Typ IT(B') ^PD HTX(E). Die Gruppe C = C D B' besitzt nun 

denselben Rang n-j + 1 und denselben inneren Typ IT(C) = IT(B') ^PD HT{(E) 

wie B', da C eine vollrangige reguläre Untergruppe in B ist. Nun ist IT(C') ein 

Typ aus der Typenmenge T(C) = T(B) und folglich C C C(lT(C)). Also ist 

n - rg (C(IT(C))) ^ n - rg(C') = n - (n - j + 1) = j - 1 < j . Nach Satz 13 

ist damit aber HTj(C) ^ IT(C') ^P[) HTX(E) =PE HTj(Bi) = HT5(B), da, wie 

oben gezeigt, RT(E) =PE RTj(B{) = RT](B). Das ist jedoch wegen PE C P' ein 

Widerspruch zu HTj(C) <P> HTj(B), und die Behauptung ist gezeigt. D 
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Schichtengleiche Butlergruppen sind Va. nicht quasiisomorph, wie das folgende 
Beispiel zeigt. Die Rang-3-Butlergruppen A = Q{p) <r\'Q{(,) (a-\-b)eQ{r) (a-b)(DQ{s) b-b 

Q^cundB = Q{p^a^Q{q)(a-rb)eQ{r)(a-2b)eQ{^ 1)^rQ{t)c C V = QaeQ&eQr für 
paarweise verschiedene Primzalilen p, O, r, 5 und t besitzen dieselben Mengen von 
Typenreihen und sind daher schichtengleich. Sie sind jedoch nicht quasiisomorph, 
da es in diesem Fall nach [1, 1.6] einen Isomorphismus i/>: V = QA —> V geben 
müßte mit iß{QA(t)) = QB(t) für alle t e V(A) = V(B), wobei V die kritische 
Typenmenge bezeichnet. Einen solchen Isomorphismus gibt es jedoch nicht. 

Zwei schichtengleiche Butlergruppen mit linear geordneten Typenmengen sind je­
doch isomorph, wie das folgende Korollar zeigt. 

Korollar 21 . Sei A eine Butlergruppe mit einer linear geordneten Typenmenge. 
Eine zu A schichtengleiche Gruppe B ist isomorph zu A. 

B e w e i s . Nach Satz 20 ist auch B eine Butlergruppe mit derselben linear geord­

neten Typenmenge wie A. Nach [1, 1.11] sind daher A und B vollständig zerlegbar 

mit denselben linear geordneten Typenmengen und vom selben Richman-Typ nach 

Proposition 8. Also besitzen A und B isomorphe vollständige Zerlegungen. • 
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