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SCHICHTENGLEICHE GEWICHTE UND BUTLERGRUPPEN

EDGAR MULLER und OTTO MUTZBAUER, Wiirzburg

(Eingegangen am 21. April 1993)

Das Gewicht einer torsionsfreien abelschen Gruppe A ist eine Abbildung ¢, die
jedem Unterraum W der divisiblen Hiille V' = QA den Summentyp ST(WNA) zuord-
net. Aus diesem lassen sich sdmtliche Typeninvarianten ablesen. Schichtengleichheit
von Gewichten ist eine Aquivalenzrelation. Gruppen mit schichtengleichen Gewichten
besitzen denselben Richman-Typ. Weiter ist eine Gruppe, deren Gewicht schichten-
gleich dem einer Butlergruppe ist, selbst eine Butlergruppe.

Dic folgenden Begriffe werden von [6] iibernommen. Eine aufsteigende Reihe rei-
ner Untevgruppen 0 = 4o C, ) C. ... Cv A, = A einer torsionsfreien abelschen
Gruppe A endlichen Ranges mit um 1 ansteigenden Ridngen heifit eine Kompositi-
onsrcihe. Die Reihe {ti,.... t,} der zugehorigen Typen t; = t(A;/A;_1) heifit cine
Typenrcihe von A. Die Quotienten A4;/A;-; heilen Hauptfaktoren und die zugehori-
gen Typen Haupttypen. Die Summe der Haupttypen einer Typenreihe ST(A) = i t;

i=1

ist eine Invariante ([6,3.1]), d.h. unabhingig von der Wahl der Kompositionsreihe in
A, und wird als der Summentyp von A bez ichnet.

Sei 17 ein rationaler Vektorraum endlicher Dimension. Sei /" = ¥/(V') der Verband
aller Unterrdume von V. Sei ./ der Verband aller verallgemeinerten Typen (vgl. [6]).
Sei # die Menge der ordnungserhaltenden Abbildungen von ¥ nach ./, die dem
Raum 0 den Typ 0 = ¢(Z) zuordnen und einem Unterraum W cinen verallgemeiner-
ten Typ < ST (W), wobei W als divisible torsionsfreie abelsche Gruppe betrachtet
wird. Solche Abbildungen heiflen Gewichte. Gewichte heiflen vom Rang n, wenn der
Vektorraum V' die Dimension n hat. Ein Gewicht v heifit endlich, wenn (") endlich
ist. Diec Menge Tf = {V(U) | U C V,dimU = k} heifit das Gewicht auf der k-ten
Schicht.

Fiir eine torsionsfreie abelsche Gruppe A vom Rang n mit divisibler Hiille V' = QA
sei der Verband 7/ (V') aller Unterrdume in V' mit 7}, bezeichnet. Die Abbildung
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¢: Y = A wird fiir W e 7, definiert durch o(117) = ST(W N A). Sie ist cine
ordnungserhaltende Abbildung in ¢ und wird als das Gewicht von A bezeichnet.

Zur Definition einer Booleschien Algebra werden dic Bezeichnungen und Definitio-
nen von Birkhoft [2] verwendet.

Ein komplementierter distributiver Verband heiit Boolesche Algebra. Nach [2. Ch.
X, Theorem 6] ist jede Boolesche Algebra endlicher Linge n isomorph zur Potenz-
menge einer Menge von n Elementen und wird deshalb kurz als isomorph zu 2"
bezeichnet. Sei I = {1,...,n} cine n-elementige Menge. Dann werden die Elemente
aus einer Booleschen Algebra 77 fiir P C I mit #p identifiziert. Dabei gelten fiir
Teilmengen P, Q C I die Regeln #p N g = Wpno wud #p U # = #pug. Ferner
ist fiir die Teilmenge P C [ mit PN P = § und ’U P = I das Element 75 das
eindeutig bestimmte [Komplement zu #/p.

In [4] wird folgende Definition fiir die Hypertypen cingefiihrt. Sei A eine torsions-
freie abelsche Gruppe des Ranges n und F eine vollrangige freie Untergruppe von

n

A. Sei A/F = @ T; cine Zerlegung von A/F mit 0 C Ty C ... C T, C Q/Z. Eine
i=1

solche Zerlegung ist eindeutig. man bezeichnet sic als Standardzerlegung. Der i-te

Hypertyp von A ist definiert als HT;(A) = t(77). Dic Hypertypen HT | (A) = IT(4)
bzw. HT,,(A) = OT(A) sind nach [9] der innere bzw. der dulere Typ von A. Fiir
eine vollrangige Untergruppe I einer torsionsfreien abelschen Gruppe A des Ranges
n gilt nach [3, 15.6] HT;(B) < HT:(A) fiir alle 1 <7 < n.

Die Quasiisomorphicklasse der Torsionsgruppe A/ heifit Richman-Typ RT(A)
von A. Sie ist unabhingig von der Wahl der vollrangigen freien Untergruppe F. so
dafl RT'(A) eine Invariante vou A ist, siehe [8].

Fiir den Richnam-Typ RT(4) = [A /F = & T,-] ciner torsionsfreien abelschen
J=1
Gruppe A des Ranges n bezeichnet man fiir Indizes 1 < i < & < n mit RTF(A)
k
die Quasiisomorphieklasse RT(A) = [ @ T;]. Inshesondere ist RT(A) = RT|'(A).
Jj=i

Fiir Richman-Typen RT(A) bzw. RT(B) schreibt man RT;j(A) < RTL(B) oder
RTij(A)éRTli(B), falls HTiy,, (A) < HTpym(B) gilt fiivalle0O<m < j—i=1-h.
Insbesondere besitzt A kleineren Richman-Typ als B.i. Z. RT(A) < RT(B), falls
HT;(A) < HT;(B) gilt fiir alle 1 <7 < n. Es gilt also RT(C') < RT(A) fiir eine voll-
rangige Untergruppe C' C A. und bei gleichem Richman-Typ. d.h. RT(C) = RT(A4).
besitzt C' endlichen Index in 4 (vgl. Satz 9). Analog definiert man fiir eine Prim-
zahlmenge P die P-Gleichheiten bzw. die P-Vergleichbarkeiten RTij(A) <p RT}(B).
RTij(A) =p RT{(B), und RT/(A) 2p RTL(B), falls entsprechendes fiir die zugeho-
rigen Hypertypen gilt. Ferner ist RTij(A) <p RTL(B). falls RT/(A) <p RT}(B) und
P-Gleichheit nicht fiir alle Hypertypen gilt. Analog [i"l';i(A) >p RT}(B).
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k
Teilsummen von Hypertypen sind definiert durch STF(A) = 5 HT;(A). Fiiri > k
Jj=i

setzt man STF(A) = t(Z). [6, 4.1] liefert ST(A) = ST}*(A), den iiblichen Summentyp
von A. Sowieso ist ST(A) = STF(A) + ST 1 (A) fir alle 1 <k < n.
Die folgenden Ergebnisse fiir die Hypertypen beruhen auf [4, 1+2+4].

Satz 1. Sei A eine torsionsfreie abelsche Gruppe des Ranges n und % eine Boo-
lesche Algebra isomorph zu 2™ in ¥,,. Dann gilt:

HT;(A) = U IT(A/(7gNA)) = ﬂ OT(WpnNnA).
|Q=i—1 [P|=i
Qc! rci
Insbesondere ist diese Formel unabhéingig von der Wahl der Boolschen Algebra 7.
Lemma 2. Sie A eine torsionsfreie abelsche Gruppe des Ranges n > 2. Fiir reine
Untergruppen X C. Y C,. A mit zugehorigen Ringen 0 <1g(X) =k <rg(Y)=1<
n gelten:
(1) IT(A)Y) < HT141-1(A/X) < HT1 41 (A).
(2) OT(X) 2 HT\.(Y) > HT,.(A).

Fiir eine reine Untergruppe X einer torsionsfreien abelschen Gruppe A sei
CAX) = {Z c. A | A/(Z & X) ist Torsionsgruppe} die Menge aller reinen
Komplemente in A. Die Gruppen Z heifien ,, X -high* Untergruppen [3].

Mit Lemima 2 erhilt man die Abschitzungen fiir die Summmentypen und Richman-
Typen:

Korollar 3. Sei A eine torsionsfreie abelsche Gruppe des Ranges n und seien B
rein in A, vom Rang k, und C € C*(B). Dan gelten

(1) ST/(A) < ST/ (C) < ST/ (A/B) < ST/HE(A) fiir alle 1 <i < j <n—k.
(2) RT/(A) < RT/(C) < RT/(A/B) < RT/HS(A) fiiralle 1 <i<j<n—k.

Insbesondere gelten ST (A) < ST(B) < ST, ,(4) und RT{(A) < RT(B) <
RT)_, 1 (A) fiir alle reinen Untergruppen B, vom Rang k.

Die folgenden einfachen Typenrechnungen werden hiiufiger verwendet:

Lemma 4. Seien I eine endliche Indexmenge und s, t, u, t;, u; (verallgemeinerte)
Typen mit t <t; < s fiir allei € I. Dann gelten:

)y N(s=t;)=s—U ti.

€1 €1
(2) Uls—t) =s— [ ta.
i€l el
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B) Nti—-t)y=Nt:i—t
el i€l

4) Utti—t)=Ut:—1.
i€l i€l

5) N(ui+w)= ) w+u.
iel iel

6) Uui+w)=U wi +wu.
el icl

Lemma 5. Seien ty, t,, s; und sy (verallgemeincrte) Typen. Dann gilt () + t5) N
(31 + 52) < (ti N Sk.) + (fj U s;) fiir {Z,j} = {11,1} = {1.2}.

Sei A eine torsionsfreie abelsche Gruppe des Ranges n mit dem Gewicht ¢ 4. Fiir
das Gewicht von A auf der A-ten Schicht schreibt man auch T = T% . Insbesondere
ist T4 = T'(A) die Typenmenge von A und T} = {ST(A)}. Zwei Gruppen A und B
gleichen Ranges n bzw. ihre Gewichte heiflen schichtengleich, wenn T = TF gilt fiir
alle 1 < & < n. Der folgende Satz beschreibt das Infimum der Menge Tf’; Firk =1
liefert die angegebene Formel den inneren Typ.

Satz 6. Sei A eine torsionsticie abelsche Gruppe des Ranges n mit dem Gewicht
pa und ¥ eine Boolesche Algebra isomorph zu 2" in /,,. Dann gilt:

inf 74 = [ wa(#o) = ST (A).

QcCl
|Ql=k

Insbesondere ist diese Gleiclinng unabhédngig von der Wahl der Booleschen Alge-
bra .

0 Kor.3
Beweis. Mit [6, 4.1] und Korollar 3 folgt ¢ (") v ST(UNA) > ST{(4)
fiir alle Unterrdume U C V7 = QA der Dimension A. Die behauptete Gleichung

zeigt man mit Induktion iiber die Dimension A der Unterriiume U C V' bzw. die
Méchtigkeit |Q| der Teilmengen Q C 1. Fiir k = 1 folet N {pa(#4) | Q C 1,|Q| =
1} = IT(A) = HT(A) = ST, (A) aufgrund der Definition des inneren Typs. Sei
nun schon fiir alle m < & die Gleichheit {99,1('//(‘) Sl cCl|Ql = m} = ST (4)
gezeigt. Dann ist

. v, - bem.d(5) , ,
STHA) < () vatr) ™= () (ealr i+ IT(4)(rp 0 1))

QCI PCI
1Ql=k | P =hk—1

Lem.5

< ) vatrp+ Y IT(A/(7p 0 A))

rci PClI

|P|=k—1 |P|=k—1

Sz\tzl—%—_g\d.ann. ST‘)\¥1(V1) i HT’\(A) _ ST('(“)

mit Gleichheit. O
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Somit lassen sich auch die i-ten Hypertypen wie folgt aus dem Gewicht berechnen:

Korollar 7. Fiir eine torsionsfreie abelsche Gruppe A des Rangesn und1 < i < n
gilt:
HT;(A) = inf T —inf T}

Beweis. Fir den i-ten Hypertyp gilt:
HTi(A) = ST{(A) — ST (A) *Z ® inf T — inf T51.

]

Inbesondere lassen sich die iiblichen Typeninvarianten, wie der innere Typ
IT(A) = HT,(A), der dulere Typ OT(A) = HT,(A), der Summentyp ST(A) =
'” HT;(A) und der Richman-Typ RT(A) = (HTi(A),...,HT,(A)) am Gewicht
zwzbllesen.

Die folgende Proposition zeigt, dafl die Schichtengleichheit zweier Gruppen den-
selben Richman-Typ garantiert.

Propostion 8. Schichtengleiche Gruppen besitzen denselben Richman-Typ.

Beweis. Seien A und B zwei schichtengleiche Gruppen. Dann ist T% = Tg fiir
alle 1 < k < rg(A) = rg(B) und mit Korollar 7 folgt HTy(B) = inf T§ — inf Tg_] =
inf T4 —inf 757" = HT (A). a

Natiirlich sind Gruppen vom selben Richman-Typ i.a. nicht schichtengleich, wie
die Gruppen Za®Q9b und Q' @ Q b mit verschiedenen Primzahlen p, ¢ zeigen.
Andererseits sind zwei Gruppen A und B mit denselben Mengen von Typenreihen
T (A) = Z(B) schichtengleich. Umgekehrt besitzen jedoch schichtengleiche Gruppen
i.a. nicht dieselben Mengen von Typenreihen. Seien niimlich A = Y2, 22B S x3d
A'und B =11 ® S0 ® S 3B mit A, B C GJB Qz; und den Gruppen A’ =
(va. x5, p7% (x4 + [/Plrs) | p prim) und B’ = <;1f.1,;1'r',,11)‘2(m4 + pas) | p prim). Man
erkennt leicht, dafl die Gruppen B und B’ jeweils t(.¥")-uniform sind, die Gruppe A
jedoch nicht, da A’ faktoriell homogen ist. Also gilt 7 (A) # & (B). Jedoch sind A und
B schichtengleich. Dazu betrachtet man die Gewichte auf den einzelnen Schichten.
Fiir k = 1 gilt: T(A) =T} = {H(2),t()} = T} = T(B).

Fir k=2 gilt: T3 = {¢(¥),2t()} =T3.

Fiir k = 3 gilt: T3 = {2t(),3¢() } = T},

Fiir k = 4 gilt: T4 = {3t(5),4t(¥)} = T}.

Fiir kb = 5 gilt: T3 = {ST(A) =5t() = ST(B)} = T},.
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Also sind A und B schichtengleich.
Der folgende Satz beschreibt die Untergruppen ciner torsionsfreien abelschen
Gruppe A, die schichtengleich zu A sind.

Satz 9. Fiir eine torsionsfreic abelsche Gruppe A cndlichen Ranges und eine voll-
rangige Untergruppe U C A sind dquivalent:
(1) A/U ist endlich.
(2) U und A sind schichtengleich.
(3) U und A besitzen denselben Richman-Typ.

Beweis. (1) nach (2) ist trivial. (2) nach (3) zcigt Proposition 8. Seien nun
U und A vom selben Richman-Typ und n ihr Rang. Sei F' eine vollrangige freie
Untergruppe von U. Dann sind U/F =Ty & ...+ T, o~ A/JF =85 & ...4 85,
quasiisomorphe Standardzerlegungen mit HT;(U) = (T;) = t(S;) = HT;(A), d.h.
(T3)p = (Si), fiir fast alle p und beide sind zyklisch oder isomorph zu Z(p>). Scien
nun U, = (U/F), C A, := (A/F), die zugehorigen Primirkomponenten. Nach
(3, 21.3] lassen sich U, bzw. A4, zerlegen in U, = I}y i» Dy baw. A, = Ry & D4
mit bis auf Isomorphie festgelegten endlichen Gruppen Ry bzw. R4 und divisiblen
Gruppen Dy bzw. D 4. Nunist Dy = @ {(T,-),, | (1)), = Z(p‘x’)} CD,=6 {(S,-),, |
(Si)p = Z(p°°)} mit Gleichheit und nach [3, 21.2] kann R4 so gewihlt werden, dafl
Ry C Ra,da Ryn Dy = 0. Also ist A,,/Up = (R, Da)/(Ru ®Dy) = Ry/Rr
endlich. Da (T3), = (S;), fiir fast alle p gilt, mul auch U/, = A, fiir fast alle p gelten
und (P A4,)/(DU,) = elGKBH(A,,/U,,) ist endlich. Folglich ist (A/F)/(U/F) = 4/U
endlichf. ’ I a

Im folgenden wird die Schichtengleichheit fiir Butlergruppen betrachtet. Butler-
gruppen besitzen ein endliches Gewicht ([6, 6.1]). In Gruppen mit einem endlichen
Gewicht sind der innere und der duflere Typ realisicrt ([6. 1.34+2.6]). Somit existicren
fiir diese Gruppen Kompositionsreihen 0 C, A; C, ... C. A, = A mit zugehoriger
Typenreihe {t1,...,t,}, wobei {; = t(4;/A;—1) = IT (/A1) gelten.

[4, Corollary 1] zeigt RT(A/.X) = RT}'(A) fiir cine reine rationale Untergruppe
X vom inneren Typ IT(A). Somit erhiilt man folgendes Ergebnis fiir Gruppen mit
einem endlichen Gewicht:

Satz 10. [4, Corollary 1], [6,1.3] Eine torsionsfrcic abelsche Gruppe A des Ranges
n mit einem endlichen Gewicht besitzt eine reine Untergruppe B des Ranges k < n
mit RT(B) = RT{(A) und RT(A/B) = RT}",,
aufsteigend lincar geordnete Typenreihe, namlich { HT\(A), ..., HT,(A)}.

(A). Insbesondere besitzt A eine

Fiir Butlergruppen gilt sogar schirfer:
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Satz 11. (7, Satz 8] Eine Butlergruppe A besitzt genau cine aufsteigend linear
geordnete Typenreihe.

Das folgende Lemma beschreibt die Hypertypen von Butlergruppen:

Lemma 12. [7, Lemma 13] Sie A eine Butlergruppe und X rein in A, vom Rang
i — 1, mit RT(X) = RT;~*(A). Dann ist

IT(A/X) = HT:(A) =sup {IT(Z) | Z € C*(X)}.

Die Hypertypen von Butlergruppen lassen sich aus der Typenmenge und den Riéin-
gen der Typenuntergruppen bestimmen. Diese Eigenschaft ist auch charakteristisch
fiir Butlergruppen.

Satz 13. Sei A eine torsionstreie abelsche Gruppe des Ranges n mit einer endli-
chen Typenmenge T. Dann sind dquivalent:
(1) A ist eine Butlergruppe.
(2) HT;(A)=U{t €T |i>n—rg(AT))} fiir alle 1 <i < n.

Beweis. Sei A eine Butlergruppe, t € T und [, = rg (A(t)). Sei A € CA(A(t)).

Dann st t = HTy (A(t)) = HT, (A(t) & A)/A) < HT ( 4/21 Y Ty ) (A) <
HT;(A), falls i > n — [;. Folglich gilt auch HT;(A) U{teT|i>n-1U}
Nach Satz 10 existiert andererseits eine reine Untergruppe X des Ranges i — 1 mit
RT(X) = RT;7'(A) und HT;(A) = IT(A/X). Fiir eine Gruppe Z € CA(X) gilt
offensichtlich Z C A(IT(Z)) und deshalb rg (AIT(Z))) = lypzy < n—i+ L
Also ist IT(Z) € {t € T | i > n —{;}. SchlieBlich ist J{t € T | i >n -1} >

U 1Tz ) fem.12 HT;(A) und die Gleichheit ist gezeigt.
ZeCH(X)

Sei nmgekehrt (2) verausgesetzt. Dann gibt es nach [1, 0.1+1.9] eine reguldre But-
leruntergruppe C' C A gleichen Ranges, es gilt also C'(t) = C'N A(t) fiiv alle t € T.
Aus Ranggriinden besitzen C(t) und A(t) denselben Rang I, fiir alle ¢ € T. Folglich
ist HT;(C) = U{t € T | i > n—1,} = HT:(A) fiv alle 1 < i < n, da C cine
Butlergruppe ist, und C besitzt nach Satz 9 endlichen Index in A. Also ist A wie C
eine Butlergruppe. O

Es ergibt sich nun sofort die folgende Abschitzung fiir die Hypertypen torsions-

freier abelscher Gruppen endlichen Ranges mit endlicher Typenmenge.

Korollar 14. Sei A eine torsionsfreie abo]schc Gruppe des Ranges n mit einer

endlichen Typenmenge T. Daun ist HT:(A) 2 J{t € T |i > n —rg (A(t))} fiir alle
1<i<n.
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Beweis. Nach [1, 0.14+1.9] existiert eine regulire Butleruntergruppe B C A
gleichen Ranges und nach Satz 13 gilt fiir diese HT;(A) > HT:(B) =UJ{teT|i>
n—rg (A(t)) }. a

Zwei Butlergruppen mit gleichen Typenmengen und gleichrangigen Typenunter-
gruppen besitzen denselben Richman-Typ.

Korollar 15. Zwei Butlergruppen A und B mit denselben Typenmengen T und
rg (A(t)) = rg (B(t)) fiir alle t € T besitzen denselben Richman-Typ.

Beweis. Die Gruppen A und B besitzen nach Satz 13 dieselben Hypertypen
und somit denselben Richman-Typ. a

Umgekehrt konnen jedoch Typenuntergruppen A(t) hzw. B(t) zweier Butlergrup-
pen A und B gleichen Ranges mit gleicher Typenmenge und demselben Richman-
Typ unterschiedliche Ringe besitzen. Denn seien ) und % zwei disjunkte unendliche
Teilmengen der Menge aller Primzahlen P mit PLUP, = P.Seien S; = (p~' | p € r;)
firi =1,2und S = <1)_l |pe€ P>. Dann besitzen dic vollstdndig zerlegbaren Grup-
pen A = S1a1 & Sowy & Szt Sowg B Sws und B = Sy b Sovs B Zrg @ Sag it Sy,
offensichtlich dieselbe Typenmenge und denselben Richman-Typ. Aber die Typen-
untergruppen A(t(S)) bzw. B(#(S)) besitzen die Riinge 1 bzw. 2. Somit lassen sich
die Riange der Typenuntergruppen i.a. nicht aus dem Richman-Typ und der Typen-
menge bestimmen. Die folgenden Ergebnisse aus [7] heschreiben das Gewicht einer
Butlergruppe und sind grundlegend fiir die weitere Betrachtung.

Satz 16. [7, Korollar 17] Fiir eine Butlergruppe - des Ranges n und 1 < &k < n
gilt supTh = S g1 ().

Satz 17. [7, Korollar 18] Sci A eine torsionstreic abelsche Gruppe des Ranges
n mit einem endlichen Gewicht. Besitzt der Typ sup '\ — IT(A) nur endlich vicle
unendliche p-IKomponenten, wobei oo — o0 = 0, so sind dquivalent:
(1) A ist eine Butlergruppe.
(2) supTﬁ = STy ;. (A) fiiv alle 1 <k < n.

Eine Untergruppe B einer torsionsfreien abelschien Gruppe A endlichen Ranges
heiit reguldr, wenn tZ(b) =t (h) fiir alle b € B gilt. Diese Eigenschaft ist dquivalent
zur Bedingung B(t) = BN A(#) fiir alle Typen t. Vollrangige reguldre Untergruppen
von Butlergruppen besitzen nach [1, 1.10] endlichen Index in diesen. Ferner besitzt
nach einem Ergebnis von Kochler [1, 0.141.9] jede torsionsfreie abelsche Gruppe
endlichen Ranges mit ciner endlichen Typenmenge cine vollrangige regulédre Unter-
gruppe.
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Fiir eine rationale Gruppe IR und cine torsionsfreie abelsche Gruppe A endlichen
Ranges sei im folgenden RA = R A, so dal RA C QA, der divisiblen Hiille von A.

Lemma 18. Sei A eine torsionsfreie abelsche Gruppe des Ranges n mit eincm
endlichen Gewicht und B C A eine regulire Butleruntergruppe gleichen Ranges.
Falls supTh = ST, ., (A) fiir alle 1 < k < n gilt, so folgt ST(A) = ST(B).
Insbesondere gelten HT.(B): HT(B) = HT\(A): HT,.(A) fiir alle1 < k < n.

Beweis. Seip eine Primzahl mit [ST(A)], = kw fiir k > 1. Wegen sup T =
U{ST(C) | C C. A des Ranges k} = ST, () muB} eine reine Untergruppe
Ar C. A des Ranges k existicren mit pA; = Ag. Folglich ist IT(A4x) > t(Q)),
also Ay C A(H(Q)). Andererseits kann A(t(Q”)) hochstens den Rang k ha-
ben, da sonst [ST(A)]]) > kw gelten miiBte. Also folgt A, = A(H(Q®)). Aus
der Regularititseigenschaft von B folgt nun A, N B = B(f((@(”))), vom Rang k
aus Ranggriinden. Somit folgt auch [ST(B)]P = kw. Insgesamt erhilt man ST (A):

ST(A) = ST(B): ST(B). Aus i: (HT;(A): HT;(A)) = ST(4): ST(A) = ST(B):
Jj=1
ST(B) = i (HT;(B): HT;(B)) und HT-(B): HT1;(B) < HT;(A): HT;(A) fiir alle
i=1

1<j< 'njfolgt nun mit den Rechenregeln fiir w auch HT;(B): HT;(B) = HT;(A):
HT;(A) fiir alle 1 < j < n. Sei nun P,, dic maximale Primzahlmenge, auf der HT),(4)
unendlich ist, und sei P die Komplementmenge zu P in der Menge aller Primzahlen.
Es geniigt RT(A) =p RT(B) zu zeigen. Sei Roo = (p7' | p € P°°>R'mg der erzeugte
unitiire Ring rationaler Zahlen. Dann geniigt es zu zeigen, dafl (RooA)/(Roo B) end-
lich ist. Wegen supTh = ST_, () fiiv alle 1 < & < n folgt auch sup Ty | =
STy )41 (RooA) fiir alle 1 < & < n. Sowieso ist R, B wieder eine reguldre Unter-
gruppe in R A und wie B cine Butlergruppe. Nach KNonstruktion von R, besitzt
ferner der Typ OT(RoA) — IT (R A) keiie unendlichen p-IKomponenten. Also ist
Roo A nach Satz 17 selbst eine Butlergruppe. Nach [1. 1.10] besitzt schlieflich R, B
endlichen Index in R A als vollrangige regulire Untergruppe einer Butlergruppe.

O

Lemma 19. Sei A eine Butlergruppe des Ranges n und B schichtengleich zu A.
Dann ist RT(D) = RT{(B) = RTF(A) fiir alle reinen Untergruppen D von B, vom
Rang k, mit einem divisiblen Quotienten B/D.

Beweis. Seien A und B wie vorausgesetzt und ferner derart, dal D C B cin
Gegenbeispiel kleinsten Ranges A > 1 ist. Nach Proposition 8 besitzen A und B
denselben Richman-Typ. Wegen Th = T existiert eine Untegruppe D' rein in A,
vom Rang k, mit ST'(D'") = ST (D). Wegen ST(A) = ST(B) muf} auch ST(A4/D') =
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ST(B/D) = (n—k)t(Q) gelten. Also ist RT(A/D') = RT}",(4) = (Q/Z)"~*. Nach
Satz 11 besitzt A genau cine aufsteigend linear geordnete Typenreihe und deshalb
ist RT(D') = RT}(A). Folglich ist ST(D) = ST(D') = STF(A) = ST} (B). Nach
Korollar 3 gilt RT(D) > RT"( ). Aufgrund der Rechenregeln fiir w und der fiir die
ganzen Zahlen gelten fiir 1 </ < k somit HT;(D): HT,(D) = HT;(B): HT;(B) und
HT;(D) =p_. HT;(B) fiir a‘llo Pumzahhnengen P auf denen HT(B) endlich ist.
Insbesondere ist damit HT} (D) = OT(D) = HT, (D) gezeigt. Sei nun j maximal
bzgl. HT;(D) > HT;(B) angenommen. Dann ist inshesondere j < & und es existiert
eine unendliche Primzahlmenge P, so dafl HT;(D) >, HT;(B) gilt, HT;(B) endlich
auf P und HT,(B) unendlich auf P ist. Aufgrund des Schubfachprinzips existieren
nun ein Index j < ¢ < &k und cine unendliche Teilmenge Q C P, so dal HT;(D) >¢
HT;(B) gilt, HTi_l( ) endlich auf @ und HT;(83) unendlich auf Q ist. Da ¢p
endlich ist, existiert nach Satz 10 cine reine Untergruppe E des Rangesi—1 in D mit
RT(E) = RT{""(D) wnd RT(B/E) = RT}(B). Seinum R= (p~! |p¢ Q) Ring T
erzeugte unitire Ring rationaler Zahlen. Dann ist auch RA eine Butlergruppe, und
RB ist wieder schichtengleich zu RA. Nach Konstruktion von R ist auch (RB)/(RE)
divisibel. Da RE vom Rang i — 1 < k ist, gilt RT(RE) = RT;"'(RB), da D als
Gegenbeispiel kleinsten Ranges angenommen wurde. Folglich ist auch HT;(D) =¢
HT;(RD) = HT;(RB) =¢q HT(B), im Widerspruch zu HT;(D) >¢o HT;(B). Also
gilt auch RT(D) = RT{(B). 0

Der folgende Satz zeigt nun, daf} fiir eine Butlergruppe A alle zu A schichtenglei-
chen Gruppen wieder Butlergruppen sind. In Beweis des Satzes wird der folgende
Schlufl (Schubfachprinzip) hiuliger verwendet:

Seien fiir (ver allgememm te) Typen t, sy, ..., s, und cine unendliche Primzahlmen-
k k

ge P die Typen ¢t und U s; P-gleich, d.h. t =p |J s;. Dann exitieren ein Index j
i=1 i—1

und eine unendliche Teilmenge Q C P, so daf t =, s; gilt.

Satz 20. Alle zu einer Butlergruppe schichtengleichen Gruppen sind selbst But-
lergruppen.

Beweis. Sei A eine Butlergruppe des Ranges n und B schichtengleich zu .
Nach Korollar 16 gilt sup T = ST™_ wq1(A) fiir alle T < k < n. Nach Proposition 8
besitzen A und B denselben Richman-Typ und somit dieselben Hypertypen. Also

gilt auch supTy = ST (B) fiir alle 1 < & < n. Da A und B jeweils endli-

n—hk+1
che Gewichte besitzen, existiert nach [1,0.1 + 1.9] cine regulire Butleruntergruppe
C C B gleichen Ranges und fiir diese gilt nach Lemma 18 ST(C) = ST(B). Fir die
Behauptung geniigt es RT(C) = RT(B) nachzuweiscn, da B/C dann nach Satz 9

endlich ist und B wie C eine Butlergruppe ist. Sowicso ist RT'(C) < RT(B). Nach
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Lemma 18 gelten schon HT;(C'): HT;(C) = HT;(B): HI;(B) fiir alle 1 <7 < n
und die Hypertypen HTy(C) und HTy(B) sind P.-gleich fiir alle Primzahlmengen
P, auf denen HT,(B) endlich ist. Sei nun j maximal bzgl. HT;(C) < HT;(B) an-
genommen. Dies impliziert, dafl der duflere Typ HT,(A) unendlich viele oo-Stellen
besitzt. Sowieso ist dann j < n. Es existiert also eine unendliche Primzahlmenge P
der Menge & aller Prinzahlen, so da8 HT;(C) <p HT;(B) <p HT,(B) =p oc.
Weiter existiert nach dem Schubfachprinzip ein Index j < ¢ < n und eine unendliche
Teilmenge P’ C P,so dal HT;(C) <pr HT;(B) <p HT:(B) <pr HT;41(B) =p' 0.
Seinun R = (p7! | pe P2\ P’)Ring der erzeugte unitire Ring rationaler Zahlen.
Wieder sind RB und RA schichtengleich und besitzen daher nach nach Proposi-
tion 8 denselben Richman-Typ. Weiter sind auch RC' und RA Butlergruppen und
RC ist eine reguldre Untergruppe in RB. Nach Konstruktion von R hat man wie-
der die Situation HT;(RC) <pr HT;(RB) <p» HTi(RB) <p: HT;11(RB) =p: .
Seien deshalb im folgenden R, RB, usw. jeweils durch A, B usw. ersetzt. Wegen
sup Tg_l = ST} |(B) = (n — 1)t(Q) gibt es nach dem Schubfachprinzip eine Unter-
gruppe D rein in B, vom Rang n — i, und eine unendliche Teilmenge Pp C P’ so
daf sup Tg’l =p, ST (D) =p, (n—1)w. D ist also p-divisibel fiir alle p € Pp. Nach
Satz 10 gibt es eine Untergruppe A; rein in A, vom Rang i, mit RT(A;) = RT}(A).
Die Untergruppe A; ist als reine Untergruppe einer Butlergruppe wieder eine But-
lergruppe und nach Satz 16 gilt sup T‘f\le = STJ?' (A4). Nach dem Schubfachprim-
zip existiert wieder eine Untergruppe E’ rein in A4;, vom Rang i — j + 1, und
cine unendliche Teilmenge Pr C Pp mit ST;(A) =p, ST(E'). Wegen T;:Hl -
Tj\_jH = T};H’l existiert eine Untergruppe E rein in B, vom Rang ¢ — j + 1, mit
ST(E) = ST(E') =p, STi(A) = STi(B). Wegen ST(E) = ST(E') € Tj " ist
ST(E) < pr 00. Folglich 14t sich E einbetten in eine Untergruppe B; rein in B, vom
Rang i. mit divisiblem Faktor B/B;. Nach Lemma 19 folgt RT(B;) = RTj(B). We-
gen ST; (B) =pg ST(E) erhilt man aufgrund ganzzahliger Rechnung auf Pg sogar
RT(E) =p, RT;(B,-) = RT]?(B). Da die Gruppe D fiir alle Primzablen p € Pp divisi-
bel war, ist nun DNE = 0 und die Gruppe B’ =< D, E >, besitzt den Rangn—j+1
und einen inneren Typ IT(B') >p, HT\(E). Die Gruppe C' = C N B’ besitzt nun
denselben Rang n — j + 1 und denselben inneren Typ IT(C") = IT(B') >p, HT\(E)
wie B’, da C eine vollrangige regulire Untergruppe in B ist. Nun ist IT(C') cin
Typ aus der Typenmenge T(C') = T(B) und folglich ¢’ C C(IT(C")). Also ist
n—rg(CUTC"))) <n-1g(C") =n-—(m-j+1) =j—1< j Nach Satz 13
ist damit aber HT;(C) > IT(C') 2p, HT\(E) =pr HT;(B;) = HT;(B), da, wie
oben gezeigt, RT(E) =p, RTj(B;) = RTj(B). Das ist jedoch wegen Pg C P’ ein
Widerspruch zu HT;(C) <p HT;(B), und die Behauptung ist gezeigt. O
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Schichtengleiche Butlergruppen sind i.a. nicht quasiisomorph, wie das folgende
Beispiel zeigt. Die Rang-3-Butlergruppen 4 = Q" a:-Q) (a+0)®Q") (a—b) & Q") b--
QWeund B = QP ad Q9 (a+0)dQM) (a—2b)aQh+QWe C V = QadQbd Qe fiir
paarweise verschiedene Primzahlen p, ¢, r. s und ¢ besitzen dieselben Mengen von
Typenreihen und sind daher schichtengleich. Sie sind jedoch nicht quasiisomorph.
da es in diesem Fall nach [1, 1.6] einen Isomorphismns ¥: V= QA — V geben
miifite mit w(QA(t)) = QB(t) fiir alle t € T'(4) = T'(B), wobei T die kritische
Typenmenge bezeichnet. Einen solchen Isomorphismus gibt es jedoch nicht.

Zwei schichtengleiche Butlergruppen mit linear geordneten Typenmengen sind je-
doch isomorph, wie das folgende Korollar zeigt.

Korollar 21. Sei A eine Butlergruppe mit einer lincar geordneten Typenmenge.
Eine zu A schichtengleiche Gruppe B ist isomorph zu .

Beweis. Nach Satz 20 ist auch B eine Butlergruppe mit derselben linear geord-
neten Typenmenge wie 4. Nach [1, 1.11] sind daher 4 und B vollstindig zerleghar
mit denselben linear geordneten Typenmengen uud vom selben Richman-Typ nach
Proposition 8. Also besitzen A und B isomorphe vollstiindige Zerlegungen. O
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