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CROCHET DE JACOBI NON LOCAL SUR UN REVETEMENT ET
SES APPLICATIONS A L’ETUDE DE L’EQUATION DE BURGERS

MICHELE BENYOUNES, Brest

(Regu le 1 février 1995)

I. INTRODUCTION

Pour un systeme # d’équations aux dérivées partielles, on rappelle d’abord les
notions de revétement # — %, et de symétries non locales associées, introduites
dans [4], [5]. En utilisant la structure d’algebre de Lie des symétries non locales
de &, nous définissons un crochet de Jacobi «non local» sur les caractéristiques de
symétries non locales. Nous montrerons dans le Théoréme 1 ci-dessous que le crochet
ainsi obtenu permet de déduire de nouvelles symétries non locales pour #: nous
appliquons cette construction a ’étude de 1’équation de Burgers (voir paragraphe 5
ci-dessous).

Nous suivons les notations de [4]. En particulier, # = {F = 0} C J*r désignera
un systéme d’équations aux dérivées partielles sur la variété fibrée E 5 M avec

dimM = n, dimE = n + m. J*7r désigne le fibré des jets d’ordre k sur E, J®r le
fibré des jets d’ordre infini et F' = (F, ..., F,) ot F; € €2 (J* 7). %, est I'extension
d’ordre infini de &, %, C J°°w. D; pour 1 £ j < n désignant 'opérateur de
dérivation totale par rapport a z;, on notera D ; sa restriction & # (les (z1,...,2n)
sont des coordonnées locales sur M).

On rappelle aussi que la structure de contact sur J*(7) (resp. Z&o) est déterminée
par le systéme des n champs de vecteurs D;(resp. D;) qui satisfont les conditions de
Frobenius: [D;, D;] =0 pour 1 < 4,5 < n (resp. [D;, D;] = 0).

Enfin, si ¢ = (¢1,...,9m) est la caractéristique d’une symétrie généralisée (lo-
cale) 3, de &, ¢ vérifie alors £rp = O ou ¢r désigne 'opérateur de linéarisation

universelle pour F: £p = 3 %D I
. |7]1>0
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II. REVETEMENT D’UN SYSTEME D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES %

Définition. Un revétement d’un systéme d’équations aux dérivées partielles %
est un triplet (&, 7, %) vérifiant les trois propriétés suivantes:

— % est une variété de dimension infinie.

— % est une distribution intégrable de dimension n sur #.

— 7 est une application € de Z dans % qui préserve les structures de contact.

Interprétation locale d’un revétement (voir [4]). Soient W C RV, 0 < N <
oo un domaine de RY et (wy,...,wy) des coordonnées locales sur W. Alors, loca-
lement, un revétement 7 : % — %, est représenté par ¥ = W X Zoo = Foo OU T

désigne la projection naturelle sur Z4,. Le revétement 7 : % — %, est défini par sa
structure de contact de dimension n, qui est déterminée par le systéme des n champs
de vecteurs D; sur ¥:

(1) Di=Ei+Xi,1<i<noi1
Moo
Xi= Zx;a—w—j avec X} € €(¥).
j=1
Les coordonnées (wy, . .., wy) sur la fibre de la projection 7 sont appelées variables

non locales et N est la dimension du revétement 7: & — %, Les n champs de vec-
teurs D; satisfont les conditions de Frobenius [Di, Dj] = 0; ils peuvent s’interpréter
de fagon naturelle comme des opérateurs de dérivation totale sur #'.

III. SYMETRIES NON LOCALES D’UN SYSTEME D’EQUATIONS
AUX DERIVEES PARTIELLES %

De fagon indépendante, les symétries non locales ont été étudiées par Bluman et
Kumei ([2]), mais sans utiliser le revétement associé. Nous introduirons ici unique-
ment les symétries non locales associées & un revétement % donné, en nous référant
une nouvelle fois aux travaux de A. M. Vinogradov et I.S. Krasilshchik.

Définition (voir [4]). Soient 7: & — %, un revétement de %, Dg% 'algebre
de Lie des champs de contact (ou €-champs sur %), et €¥D(#) l'idéal de D (¥ )
formé par les champs de vecteurs triviaux. Alors I'algebre de Lie des symétries non
locales de type 7 de %, que I’on notera Sym, (%), est définie comme ’algebre de Lie
quotient D¢ (%) /€ D(¥).
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Expression en coordonnées locales d’une symétrie non locale. L’identifi-
cation du quotient D (%) /€ D (%) avec la sous algébre de Lie de Dg (%) des champs
de contact verticaux sur &, que ’on notera D}’;"(Z’; ), permet d’obtenir la forme
générale d’une symétrie non locale de type 7 pour . Notant { le nouvel opérateur
obtenu en substituant D; & D; dans £, on obtient alors:

Théoréme [4]. Soit 7 : # — % un revétement de % = {F = 0}. Supposons,
pour simplifier les notations, que (z;,u$) (1 <i<n, 1 <a<m,0< || <), soit
aussi un systéme de coordonnées locales internes sur %,,. Alors toute symétrie non
locale de type T de % est de la forme

N
~ - 0 .- - 0
Spe =Sy + ) Cigp OU > Dl(d)a)—aua;
i=1 I NI I
1<agm

les fonctions ¥ = (1,...,%m) € €°(¥) et ¢
les relations

(@1,..-,0n) € €°(¥) satisfont

¢ =0,
3) { F(¥)

Di(¢;j) = 54,0(X}) pour 1 <i<n,1<j < N.

IV. CROCHET DE JACOBI NON LOCAL

Dans cette partie, nous définissons un crochet de Jacobi sur %, qui étend le crochet
de Jacobi usuel sur &, de telle sorte que si 3y, et Sy o sont deux symétries non
locales de type 7 pour %, le crochet {(¥,¢), (¥',¥’) } ~ soit encore la caractéristique
d’une nouvelle symétrie non locale de type 7 pour #.

Crochet de Jacobi sur #'. Dans ’étude des symétries locales généralisées d’un
systeme d’équations aux dérivées partielles %/, si 'on désigne par ¥ et ¥’ les ca-
ractéristiques de deux symétries d’évolution généralisées pour #, le crochet de Lie
[34,3y] de ces deux symétries est une nouvelle symétrie d’évolution pour %, notée
3y~ . Lanouvelle caractéristique ¢" est donnée par la formule ¢" =34 (¢')—34 (¥).
On définit alors le crochet de Jacobi par {y,v¢'} = ¥", ce qui fournit le résultat
suivant: [3y,3y/] =3y y}€ Sym%.

Définition du crochet de Jacobi non local. Soit # 5 %, un revétement de %

de dimension N. Soient 3y, 3y, deux symétries non locales de type 7 de # avec

Y= W1, %m) €FX (D)W = (1, ¥m) € EX(F),
©=(p1,-..,0N) EE®(X);¢ = (p1,...,0N) EE>(Y).
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Alors le crochet de Jacobi non local des deux couples de fonctions (¥, ¢) et (v', ¢')
est défini par:

(4) {(@,0), (W', @)}~ = (@", ") avec
{'/)” = §¢,<p(¢l) - 5¢',¢' (¥) et
@" = 34,0(#") = Syr,p ().

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer notre résultat principal:

Théoréme 1. Soient # = {F = 0} un systéme d’équations aux dérivées partielles
et 7: % — Yy, un revétement de % de dim N. Soient Sy,p €t Sy o deux symétries
non locales de type T de &. Alors

(i) le crochet de Lie de 3y, et 3y v est égal & S((y,0) (v .0} 5

i) {(¥, ), @', ")}~ = (¥",¢") est la caractéristique d’une nouvelle symétrie
non locale de type T de %'

Démonstration. (i) En suivant la notation de (2) pour 3y, et 34/, on a:

.. e e )
[Bup 3w wl= D GueDrh) =3y, (Dl(il)a)))&‘—?
0<]71S00

N
< ~ 0
+ Z(Bw,w(wﬁ-) = dy' ¢! (<Pj))%
=1 ’

N
= 0 0
— n I! .
= > Diy) us + jglcp] w2V les notations de (4)

1<asm
0<17]<oo

et [Bu,p, 3u,¢'] = 3((y,0), (w9}, d'0U le résultat.

(ii) Maintenant, il suffit de montrer que ¢” et ¢" vérifient (3): mais le résultat
découle du fait que les opérateurs {r et 5, d'une part, D; et 3, , d’autre part,
commutent entre eux. O

V. APPLICATION A L'ETUDE DE L'EQUATION DE BURGERS

Considérons ’équation de Burgers # = {u; = uy; + uu,} et son prolongement
d’ordre infini %, avec des coordonnées internes (z,t,po = u,...,px = Uk,...) OU
U = g—:’é. La transformation de Cole-Hopf est un revétement de ’équation de
Burgers par I’équation de la chaleur. On a 7: & — %, ot % est Péquation de la

chaleur wy = wgz.

508



Le revétement considéré, de dimension 1, (la variable non locale est notée w) est
2w .
ici déterminé par un opérateur A défini par u = A(w) = -w—z La transformation

A associe A toute solution de % une solution de #. Dans ce cas particulier, trouver
les symétries non locales de % se réduit donc & expliciter les symétries (locales)
de #: Ainsi, si ¢ = @(w) est une fonction génératrice d’une symétrie (locale) de
% la fonction ¢ = ZA(w)(cp) est une solution non locale de ’équation Zr = 0 (ou
F = u; — uzgs — uug et £ est opérateur de linéarisation universelle restreint 3 %,).
Alors 3y, est une symétrie non locale de I’équation de Burgers. Il n’est pas difficile
de montrer que toute symétrie d’ordre inférieur ou égal 4 2 de 1’équation de la chaleur
s’écrit sous la forme

Q= [%at2 + bt + c]wu + [—;—(at +b)z + dt + e]wz

1, 1 1
+[§ax +-2—dx+Zat+f]w+u(t,z)

oua, b, ¢, d, e, f sont des constantes arbitraires et u(t,z) une solution de I’équation
de la chaleur. L’algébre de Lie est donc engendrée par sept générateurs:

1
(5) ¢1 = u(t,2); Y2 = W5 Y3 = Wa P4 = tWe + STW; P5 = Waas
1 1
e = twWgx + Exw,;(m = t2wu + tzw, + (Zm2 + %t)w.

Bien que 3y, ,, soit la seule symétrie non locale de #, le crochet de Jacobi non
local {(¥1,¢1), (®j,¢5)}. (2 < j £ 7) donne & nouveau des symétries non locales
pour 1’équation de Burgers. Le calcul de ces nouvelles symétries non locales peut
étre résumé de la fagon suivante: on note

(¥1,5,01,5) = {(W1,01), (¥5,05)} ., 2<J<T.

On a alors:
1
(6) 1= 5[2/% — pu); 2 = 0; Y3 = Ug; Y4 = tug + 1; Y5 = Upy + Uly;

1 1
Yo = t(uzz + uug) + Exum + Eu;¢7 = t?(Uge + uttg) + tzug + tu + 2.

En utilisant (5), (6) et le théoréme 1, on obtient:
1
Y12 = Y15913 = ~[2M00 — Hat);
1 1 1
Y14 = E[U(Mx(t -2)- STH Eﬂu(t = 1)) + (¢ = 1ptz + 2800 + Tha + M];
1 1 1 3
1/115 = E[zﬂzzz - ,U':z:zu];d)IG = E [t(zll@xz - ,Uq;zU) + pe + z(,uu - Euzu + Zﬂu2)];
1 1 1
Y = [t2(2um — Heatt) + t(3uz - EMU) +t2 22z — pou) + Zzz (282 — pu) + zu]
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et

1]
2]

(3]
(4]

(5]
(6]

1 1
Y12 = L1, P13 = My P14 = izu + thz; O15 = flaz; P16 = Exuz + tiza;

1 .
017 = t2 gz + tTpg + Zu(2t + 2?).
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