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Czechoslovak Mathematical Journal.. 47 (122) (1097), Praha 

CROCHET DE JACOBI NON LOCAL SUR UN REVETEMENT ET 

SES APPLICATIONS À L'ÉTUDE DE L'ÉQUATION DE BURGERS 

MICHÈLE BENYOUNES, Brest 

(Reçu le 1 février 1995) 

I. INTRODUCTION 

Pour un système & d'équations aux dérivées partielles, on rappelle d'abord les 
notions de revêtement $ -> ty^ et de symétries non locales associées, introduites 
dans [4], [5]. En utilisant la structure d'algèbre de Lie des symétries non locales 
de 3^, nous définissons un crochet de Jacobi «non local» sur les caractéristiques de 
symétries non locales. Nous montrerons dans le Théorème 1 ci-dessous que le crochet 
ainsi obtenu permet de déduire de nouvelles symétries non locales pour <&: nous 
appliquons cette construction à l'étude de l'équation de Burgers (voir paragraphe 5 
ci-dessous). 

Nous suivons les notations de [4], En particulier, <3( = {F = 0} C Jkir désignera 
un système d'équations aux dérivées partielles sur la variété fibrée E --* M avec 

d imM = n, dimE = n + ra. Jk7r désigne le fibre des jets d'ordre k sur E, J°°7r le 
fibre des jets d'ordre infini et F = ( F i , . . . , Fm) où Fi G c€°°(Jk"K). ^ est l'extension 
d'ordre infini de ^ , #£o C J°°7r. Dj pour 1 ^ j ^ n désignant l'opérateur de 
dérivation totale par rapport à Xj, on notera Dj sa restriction à $£o (les ( x i , . . . , xn) 
sont des coordonnées locales sur M). 

On rappelle aussi que la structure de contact sur J°°(n) (resp. ^ ) est déterminée 
par le système des n champs de vecteurs .Dj(resp. Dj) qui satisfont les conditions de 
Probenius: [D^Dj] = 0 pour 1 ^ i , j -̂  n (resp. [Di,Dj] = 0). 

Enfin, si (p = (<pi,... ,(pm) est la caractéristique d'une symétrie généralisée (lo
cale) 3y, de S', <p vérifie alors tp^P = O où £F désigne l'opérateur de linéarisation 
universelle pour F: £F = Yl §^~Di-

\i\>o UI 
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I L REVÊTEMENT D'UN SYSTÈME D'ÉQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES & 

Définition. Un revêtement d'un système d'équations aux dérivées partielles 3/ 

est un triplet (#,T , ^ ) vérifiant les trois propriétés suivantes: 

- 3Ï est une variété de dimension infinie. 

- *ê est une distribution intégrable de dimension n sur 3/. 

- r est une application ^°° de 3? dans 3^^ qui préserve les structures de contact. 

Interprétation locale d'un revêtement (voir [4]). Soient W C IRN, 0 ^ 7V ^ 
oo un domaine de UN et ( iv i , . . . , uf/v) des coordonnées locales sur W. Alors, loca
lement, un revêtement T : $ -> 3^ est représenté par 3Ï = W x 3/^ --> 3 ^ , où T 

désigne la projection naturelle sur 3^. Le revêtement T : 3/ —•> 3 ^ est défini par sa 
structure de contact de dimension n, qui est déterminée par le système des n champs 
de vecteurs Di sur 3/\ 

(1) Di = Di +X\ 1 ^ i ^ n où 

X1' = YX}— avec Xj G <*f°°(#). 
j=1 J 

Les coordonnées (w\,..., w^) sur la fibre de la projection T sont appelées variables 
non locales et N est la dimension du revêtement T : & —> 3/^ Les n champs de vec
teurs Di satisfont les conditions de Frobenius [Di,Dj] = 0; ils peuvent s'interpréter 
de façon naturelle comme des opérateurs de dérivation totale sur <3f. 

III. SYMÉTRIES NON LOCALES D'UN SYSTÈME D'ÉQUATIONS 

AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 3/ 

De façon indépendante, les symétries non locales ont été étudiées par Bluman et 
Kumei ([2]), mais sans utiliser le revêtement associé. Nous introduirons ici unique
ment les symétries non locales associées à un revêtement 3f donné, en nous référant 
une nouvelle fois aux travaux de A. M. Vinogradov et I. S. Krasilshchik. 

Définition (voir [4]). Soient T: # -> 3/^ un revêtement de <&, D^ty l'algèbre 
de Lie des champs de contact (ou ^-champs sur # ) , et fêDfê) l'idéal de D^(°J) 
formé par les champs de vecteurs triviaux. Alors l'algèbre de Lie des symétries non 
locales de type T de 3/, que l'on notera Sym r ( ^ ) , est définie comme l'algèbre de Lie 
quotient L7^ (#)/<^L>(#). 
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Expression en coordonnées locales d'une symétrie non locale. L'identifi

cation du quotient D^(<3r)jc^D(c3r) avec la sous algèbre de Lie de D<g(3/) des champs 

de contact verticaux sur # , que l'on notera D^rt(3<), permet d'obtenir la forme 

générale d'une symétrie non locale de type r pour <3/. Notant tp le nouvel opérateur 

obtenu en substituant Di à D\ dans IF, on obtient alors: 

Théorème [4]. Soit r : # -> 3/^ un revêtement de <3f — {F = 0}. Supposons, 

pour simplifier les notations, que (xi,uj) (1 ^ i ^ n, 1 ^ a -̂  m, 0 ^ |I| ^ oo). soit 

aussi un système de coordonnées locales internes sur 3^. Alors toute symétrie non 

locale de type r de 3/ est de la forme 

N 8 3 

3 = 1 j 0<|/|^oo l 

l^ar<Cra 

les fonctions V> = (V>i, • • • ,^m) G ^ ° ° ( # ) et <D = (<pi,... ,<DN) E ^ ° ° ( # ) satisfont 
1es relations 

(3) JW)=0, 
\ -Di(^) = § ^ ( X j ) Pour l^i^n,l^j^N. 

IV. CROCHET DE JACOBI NON LOCAL 

Dans cette partie, nous définissons un crochet de Jacobi sur # , qui étend le crochet 
de Jacobi usuel sur <3f, de telle sorte que si Ê ) ^ et §-/,/>y,' sont deux symétries non 
locales de type r pour <3f, le crochet {(i/),ip), ^',ip')}~ soit encore la caractéristique 
d'une nouvelle symétrie non locale de type r pour <3f. 

Crochet de Jacobi sur &'. Dans l'étude des symétries locales généralisées d'un 
système d'équations aux dérivées partielles 3/', si l'on désigne par ip et ipf les ca
ractéristiques de deux symétries d'évolution généralisées pour 3/, le crochet de Lie 
[9v>3v»'l de c e s deux symétries est une nouvelle symétrie d'évolution pour 3/', notée 
^^p». La nouvelle caractéristique ip" est donnée par la formule ip" =3^ (^p,) — ^<^p> (ip). 

On définit alors le crochet de Jacobi par {^^'} = tp", ce qui fournit le résultat 
suivant: [9^, 3^] = 3 / ^ / } G S y m ^ . 

Définition du crochet de Jacobi non local. Soit 3/ --* 3^ un revêtement de <3f 

de dimension N. Soient §-/,,«p, 3 y/,y?' deux symétries non locales de type r de 3/ avec 

^ = W>1, • • • , Vm) € ^ ° ° ( # ) ; ^ = W , • • . , Vm) € tf°°(#), 

<P = (cpi,...,ipN) e ^°°(#); ip' = (tpu...,^N)e r ( # ) . 
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Alors le crochet de Jacobi non local des deux couples de fonctions (ip, <p) et (ifr1, <p') 
est défini par: 

(4) m<p),w,<p')}~ = w>",<p") ^ c 
j V>" = §^W>') - -V,*»'WO et 

\<pn = § V ^ ( ^ - - V , v ? ' M -

Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer notre résultat principal: 

Théo rème 1. Soient & = {F = 0} un système d'équations aux dérivées partielles 
et r : # -> ^ o un revêtement de W de dimN. Soient §,/,jV, et § '̂,< '̂ deux symétries 
non locales de type T de &. Alors 

(i) le crochet de Lie de à^y(p et à,p>j(p> est égal à -2{(i/>,p),(<0',¥>')}„; 
(h) {(ip,<p),(ipf,(pf)}~ = (ip,f,(p") est la caractéristique d'une nouvelle symétrie 

non locale de type T de &. 

D é m o n s t r a t i o n . (i)En suivant la notation de (2) pour §^j(/) et à^>^> on a: 

[ §^|V,, -V,*,'] = XI ( ^ ( ^ 1 0 0 - ^^'^'(Dl^a)))-^— 
l^a^m 1 

O^lIKoo 

+ £(-Wv>í) - -W(w))--— 
J = l 

ðujj 

d N d 
= Yl ^>I (̂ «) â^"+ - S ̂  â~~" avec les notations de (4) 

l^a^m 7 j=l j 

0<|/Koo 

et [Ê)-/-^, =*V'.¥>'] = ^({V',v),(''/>,,V,);L d'où ^e r e s u - t a t -
(ii) Maintenant, il suffit de montrer que <D" et ip" vérifient (3): mais le résultat 

découle du fait que les opérateurs tp et §^>v, d'une part, Di et §-/,>v, d'autre part, 

commutent entre eux. D 

V. APPLICATION À L'ÉTUDE DE L'ÉQUATION DE BURGERS 

Considérons l'équation de Burgers <& = {ut = uxx + uux) et son prolongement 
d'ordre infini 3 ^ avec des coordonnées internes (x, t,po = u,... ,pk = uk, • • •) où 
uk = | - ^ . La transformation de Cole-Hopf est un revêtement de l'équation de 
Burgers par l'équation de la chaleur. O n a r : f 4 ^x>, où $ est l'équation de la 
chaleur wt = wxx. 
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Le revêtement considéré, de dimension 1, (la variable non locale est notée w) est 
2w 

ici déterminé par un opérateur A défini par u = A(w) = . La transformation 

A associe à toute solution de $ une solution de W. Dans ce cas particulier, trouver 
les symétries non locales de & se réduit donc à expliciter les symétries (locales) 
de $: Ainsi, si <D = ip(w) est une fonction génératrice d'une symétrie (locale) de 
# , la fonction T/J = ÏA(W)(V>) est une solution non locale de l'équation lF = 0 (où 
F = ut — uxx — uux et l est l'opérateur de linéarisation universelle restreint à %o). 
Alors § ^ est une symétrie non locale de l'équation de Burgers. Il n'est pas difficile 
de montrer que toute symétrie d'ordre inférieur ou égal à 2 de l'équation de la chaleur 
s'écrit sous la forme 

(D = \~at2 + bt + c \wxx + \~(at + b)x + dt + e\wx 

+ [ T ^ X 2 + r dx + -at + f\ w + /j,(t, x) 

où a, b, c, d, e, f sont des constantes arbitraires et ii(t,x) une solution de l'équation 

de la chaleur. L'algèbre de Lie est donc engendrée par sept générateurs: 

(5) <pi = fi(t,x); ip2 =w; <p3 = wx; <p4 = twx + -xw; <p5 = wxx; 

1 o fl o 1 \ 
(fe = twxx + -xwx;(p7 = vwxx + txwx + I - o r + *t)w. 

Bien que §v>i,y>i soit la seule symétrie non locale de <3/', le crochet de Jacobi non 
local {(^i,(Di), (V>j><Pj)}^ (2 ^ j ^ 7) donne à nouveau des symétries non locales 
pour l'équation de Burgers. Le calcul de ces nouvelles symétries non locales peut 
être résumé de la façon suivante: on note 

W>l,j,<r°l,j) = W l , ^ l ) . ( ^ j . ^ j ) L . 2^j ^7. 

On a alors: 

(6) Vi = — [2fix - fiu]; t/>2 = 0; V>3 = ux; t/>4 = tux + 1; V>5 = uxx + uux; 
w 

ip6 = t(uxx + uux) + -xux + -u;^)7 = t2(uxx + uux) + txux +tu + x. 

En utilisant (5), (6) et le théorème 1, on obtient: 

</>i2 = V>i; V>i3 = — [2/Xxx - Vxv]; 

w 

</>i4 = — [u(/xx(* - 2) - -xii - -fiu(t - 1)) + (t- 1)/JLUX + 2\ixx + x[ix + \j\ ; 

V>i5 = ~[2/ixxx - Vxxv]; V>ie = — \t(2fjixxx - fj,xxu) + \xx + x(jixx - -fixu + 7 ^ 2 j ] ; 

V>17 = — U2(2/LxXX - /JLXXU) + t\3nx - yV>u>) + tx(2fixx - /JLXU) + -x2(2fj,x - yu) + XJI\ 
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e t 

1 x 1 
< 1̂2 = <Pl, <£>13 = /ix5 < 1̂4 = -X[l + tllx\ (D15 = ltx-.r; <£>16 = ~ ^ x + t\lxx\ 

(p17 = t2fixx + Lr/Lr + - l / ( 2 l + : r 2 ) . 
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