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Karel Löwner a Loewnerûv elipsoid 
Ivan Netuka, Praha 

Kalifornsko místní noviny Palo Alfo Times přinesly v úterý 9. ledna I9G8 ti
tulek oznamující smutnou zprávu: MATU E X P E R T CHARLES L O E W N E R O F 
S T A N F O R D SUCCUMBS AT 74. 

Ve dvou sloupcích je krátce připome
nut životopis zesnulého, k tomu je při
pojeno několik poznámek o jeho odbor
né a učitelské činnosti, o jolio rodině, 
a jsou zde uvedeny i informace o jeho 
pohřbu. 

Loewnerovi kolegové Menahem Schif-
fer, Robert Finu a Samuel Karlin z De
partment of Mathematics, Stanford 
University, napsali stručný nekrolog 
[21], z něhož uvádíme: Loewner byl nia-
tematik světové povésti, jehož výsledky 
se staly klasickou součástí matematic
ké literatury. Povahově se vyznačoval 
osobní vřelostí a hlubokým lidským ci-
tem, které inu přinášely lásku a trvalou 
oddanost lidí z jeho okolí . . . 77, kteří 

byli s Loewncrem ve styku, se od něj uěili rozuměl i ědě, získávat cit }>ro matematickou 
eleganci i smysl pro lidskost. Nás ústav, univerzita i světová matematická veřejnost 
jso^l ztrátou velkého vědce, váženého kolegy a milovaného učitele velice postiženy. 

Prof. RNDr. IVAN NETUKA, DrSc. (19 1 
Sokolovská 83, 18G00 Praha 8. 

>racuje v Matematickém ústavu MFF UK, 
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Úvodem je snad užitečné říci, že Charles Loewner, Karel Lówner a Karl Lówner j sou 
j m é n a téhož člověka. První je ve skutečnosti americká forma jména; druhá souvisí se 
skutečností, že Lównerovým mateřským jazykem byla čeština (údaj z [7]), a třetí s t ím, 
že se Lównerovi dostalo německého vzdělání, že psal své publikace v němčině a před 
svým nuceným odchodem do USA působil výhradně na německých univerzitách . 

Po r. 1984 se s Lównerovým j m é n e m setkal určitě každý, kdo se zajímá o ma
temat iku . Po 68 letech dokázal americký matemat ik Louis cle Brange Bieberbachovu 
domněnku o prostých hol o mor fnich funkcích. Žádný výklad o vývoji této problematiky 
se nemohl vyhnout Loewnerovu výsledku |«3| ^ 3 z r. 1923. Daleko významnější 
než tento výsledek je však m e t o d a důkazu opírající se o tzv. Lównerovu diferenciální 
rovnici — ta v de Brangesově přístupu sehrála podstatnou roli, viz např. [19] (překlad 
je otištěn v PMFA 31 (1986), 208-213); viz také [11]. 

S Lównerovým j m é n e m jsme se nedávno setkali při překládání článku [4] (viz PMFA 
38 (1993), č. 3, s. 129-146), speciálně v části o Jolmově-Loewnerově elipsoidu. Tento 
důležitý pojem jsme znali už dříve, ale nic j sme nevěděli o jeho původu. Ani naše 
znalosti o K. Lównerovi (a jeho dlouholetém pobytu v Praze) nebyly příliš rozsáhlé. 
Koneckonců zájem podníti lo také blížící se sté výročí jeho narození. 

Zdálo se, že získat životopisné údaje bude složitější než vypátrat Lównerňv zájem 
o elipsoid nejmenšího objemu. Všechno dopadlo docela j inak. Postupně se podařilo 
získat podklady [1], [7], [9], [10], [17], [18], [21] (z nichž tento článek čerpá), zato p á t r á n í 
„Lówner o Loewnerově elipsoidu" skončilo fiaskem. Zdá se, že Lówner o Loewnerově 
elipsoidu v životě nenapsal ani řádku . Ani korespondence s M. SchiíTerem [20] a F . Joh-
nem [14] nevnesla clo této záležitosti žádné světlo. A tak se ani nepodařilo potvrdit , že 
by pro Lównera mohlo být motivací s tudium zobrazení pomocí komplexních funkcí, 
jak by se snad z formulace v [4] dalo usoudit . 

Možná, že určité vysvětlení celé záležitosti je vlastně obsaženo v následujícím úryvku 
z [21]: Existuje velká část Loewnerova díla; která se nenajde v seznamu jeho publikací. 
Jeho dveře byly otevřeny pro každého, kdo se chtěl bavit o matematice. Svůj čas ochotné 
rozdával při neformálních diskusích. Tak jeho znalosti a pochopení věci vstupovaly do 
vědeckých prací mnoha jeho studentů a kolegů, a tím pronikal jeho duch do života 
moderní matematiky. 

K Loewnerovu elipsoidu se na závěr přece jen ještě vrátíme, teď se však soustřeďme 
na Lównerňv běh života. 

Karel Lówner se narodil 29. května 1893 v Lánech nedaleko od Prahy. Jeho rodiče, 
Sigmund a J a n a Lównerovi, měli celkem devět dětí, jedno z nich však záhy zemřelo. 
(Pouze dva členové z celé rodiny se nakonec po protižidovském běsnění dožili konce 
druhé světové války.) Lównerňv otec (1856-1906) byl v Lánech majitelem konzumu. 
Měl obdiv ke vzdělání a respekt k německé kultuře. Karel vystudoval německé gymná
zium v Praze a v letech 1912-1917 pak filozofickou fakultu německé univerzity v Praze. 

Pokud bychom se přiklonili k běžně užívanému německému výrazu „Doktorvater" 
pro vedoucího disertační práce, pak by K. Weierstrass byl Lównerňv „Doktorur-
groflvatera. K. Lówner promoval u G. Picka na základě práce Untersuchungen uber 
die Verzerrung bei konformen Abbildungen des Einheitskreises \z\ < 1, die durch 
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Funktionen mit nichtverschwindender Ableitung geliefert werden (posuzovateli byli 
G . Kowalewski a G. Piek). G. Piek psal disertaci u L. Konigsbergera, a ten sepsal 
disertaci pod Weierstrassovým vedením. (G. Piek, který je především znám svými 
pracemi z teorie funkcí komplexní proměnné, byl ve svých osmdesáti letech deportován 
do terezínského ghetta, kde v r. 1942 zemřel.) 

Do r. 1922 byl K. Lowner asistentem na pražské německé technice, od r. 1922 
působil nejprve jako asistent, od r. 1923 pak jako Privatdozent na berlínské univerzitě . 
V letech 1928-1930 byl mimořádným profesorem v Kolíně nad Rýnem . V r. 1930 se 
jako mimořádný profesor vrátil na německou univerzitu do Prahy, kde působil (od 
r. 1934 jako řádný profesor) do r. 1939. 

V r. 1934 se K. Lowner oženil s Elisabeth Alexander z Breslau (Wroclaw). Lownerova 
paní vystudovala zpěv a K. Lowner se ve hře na piano natolik zdokonalil, zeji při zpěvu 
mohl doprovázet . V r. 1936 se Lownerovým narodila dcera Marian (nyní Mrs. Tracy 
žijící v USA). Jejich synovec Paul Graf Loewner, kterého po válce po jeho návratu 
z koncentračního tábora adoptovali, žije také v USA. 

V r. 1933 v Německu nastal prudký úpadek akademického života. Lowner se snažil 
židovským kolegům propuštěným z německých univerzit p o m á h a t . Po anšlusu Ra
kouska mu bylo jasné, že spojovat s Prahou další budoucnost není reálné. Zahájil 
přípravy na emigraci, věnoval se intenzívně angličtině. Správně vycítil, k čemu se 
schyluje. Svému doktorandu Lipmanu Bersovi (známý americký matemat ik lotyšského 
původu) doporučil urychleně dokončit a podat disertaci, „než bude příliš pozdě" . 
(Název disertace: Uber das harmonische Mass im Raume; podle dostupných informací 
se žádný exemplář disertace v Praze nedochoval.) 

Lównerovi opouštěli Československo za dramatických okolností. K. Lowner byl po 
okupaci Československa gestapem týden vězněn. Enormní finanční oběť a energický 
postup paní Lpwnerové nakonec vyústily ve zdařilý odjezd do USA. 

V letech 1939-1944 K. Lowner, vlastně již Charles Loewner, působil (za nepříliš 
příznivých podmínek) na Louisville University (k místu inu tam dopornohl J . von 
N e u m a n n ) . Pak krátce pracoval v „Advanced Research and Instruction in Mechanics 
Program", s tátní instituci zřízené ve válečné době při Brown University. 

Po skončení války přešel C. Loewner na Syracuse University, kde setrval do r. 1951. 
Mezi jeho kolegy tehdy byli L. Bers, P. Erdós, P. R. Ilalmos, A. N. Milgram, G . D. Mos-
tow, M. II. Protter, P. C. Rosenbloorn, H. Samuelson, A. Selberg a další. Jak se uvádí 
v [7], „matematický ústav postrádal stabilitu (z důvodů, které zde není třeba líčit) a 
nikdo z těchto lidí v Syracusách nezůstal". 

C. Loewner získal profesuru na Stanford University, kde setrval do svého penziono
vání v r. 1963. Sešel se t a m se svými přáteli a vrstevníky S. Bergmanem a G. Szegó. 
(Na počest sedmdesátých narozenin těchto tří matematiků, vyšel XIV. svazek časopisu 
Journal ďAnalyse (Jerusalem); viz [10].) 

Odchod do penze neznamenal konec Loewnerovy aktivity. Dále učil, vedl řadu 
doktorandů a dělal kvalitní matemat iku. , 

V Loewnerovýeh sebraných spisech [7] je přetištěno celkem 33 prací, z nichž 7 spadá 
do „předamerického" období. Nejsou zahrnuta dvoje skripta, ani kniha Theory of 

2 1 4 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ročník.38 (1993), č. 4 



continuous groups. Stranou zůstaly i dvě kapitoly z učebnice, kterou napsali P. Frank a 
R. v. Mises z r. 1927. (Mimochodem, P. Frank se stal v r. 1912 nástupcem A. Einsteina 
na německé univerzitě v Praze.) 

Jak je uvedeno v [7], Loewnerově povaze odpovídalo publikovat pomalu, jakoby 
respektoval Gaussovu zásadu pauca sed matura (málo, ale vyzrále). 

Výše zmíněný výsledek |a,31 ^ 3 je nejznámější z Lównerových prací z teorie funkcí. 
Velkému ohlasu se těšily Lównerovy práce o monotónních maticových funkcích. N a 
druhé straně se zdá, že mimo zájem matemat iků dosud zůstal Lównerův originální 
přístup k problému invariantní míry na Hilbertově prostoru. (Hodnoty takové míry 
nemohou ovsem být čísla, nýbrž prvky vhodného nearchimedovsky uspořádaného 
tělesa.) 

Určitým společným jmenovatelem Loewnerových prací je pojem pologrupy zobraze
ní. Prostupuje práce z komplexní proměnné, z maticových funkcí i práce z geometrické 
problematiky. 

Během války se Loewnerův zájem obrátil také k aplikované matemat ice (proudění 
tekutin, zákony zachování) a tím přirozeně i k parciálním diferenciálním rovnicím. 

Seznam publikovaných prací C. Loewnera, jak už j sme uvedli, nedává plný obraz 
o jeho matematických zájmech. Výstižně to mj. ilustruje úryvek z [1], kde L. Bers 
vypráví o K. Lównerovi v době, kdy si sám vybíral vedoucího disertace (byl to poslední 
Lównerův pražský doktorand) : Nikdo mi neřekl, že [Lowner] je vynikající matematik a 
když vám to nikdo neřekne, tak to nevíte. Také jsem nevěděl, že se zajímá o dynamiku 
tekutin. Věděl jsem o jeho zájmu o geometrickou teorii funkcí. A když jsem ho sel 
požádat o téma disertace, výslovně jsem nechtěl ani geometrickou teorii funkcí ani 
maticové funkce, na nichž tenkrát pracoval. To ode mne bylo dosti neomalené, ale co 
se dá dělat. Řekl, ať tedy přijdu za týden, že si věc chce rozmyslet. Pak mi zadal téma, 
které se ukázalo pro mne příliš obtížné. Při prcici na problému jsem ale dostal nápad 
a svou disertaci z teorie potenciálu jsem sepsal. 

Můžeme zde poznamenat, že K. Lowner o teorii potenciálu přednášel jako docent 
v Berlíně. (M. Pinl [17] vzpomíná na hezký výklad o Poincarého „rnéthode cle balaya-
ge".) Uveďme ještě, že j edna z výše zmíněných kapitol v knize autorů Franka a von 
Misese se jmenuje „Die Potentialgleichung in der Ebene". 

Nechme na závěr ještě jednou promluvit Loewnerova žáka a pozdějšího kolegu 
L. Berse [7]: Loewner byl člověk, kterého měl každý rád; snad proto, že on sám byl 
v duševní rovnováze. Měl celoživotní vášnivý milostný poměr s matematikou, ale nikdy 
se nikam nehnal, nebyl žárlivý ani ješitný. Jeho laskavost a štědrost ke studentům 
i kolegům, pokud šlo o vědu, byla příslovečná. Patrně viíbec neznal, co je zášť, zlá 
vůle. Měl uhlazené způsoby, působil až ostýchavým dojmem, ale za tímto chováním 
se skrývala železná vůle. Nebyl nábožensky založený, ale silně vnímal svou židovskou 
totožnost. Mluvil čistou a dokonalou kafkovskou němčinou, aniž by však zapomínal na 
češtinu, svou mateřštinu. O Sovětském Rusku si nedělal iluze, avšak stál nalevo. Byl 
skvělý vypravěč historek, s humorem zároveň židovským i švejkovským. Ale v první řadě 
a především byl matematik. 
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Loewnerův elipsoid 

Množinu E nazveme elipsoidem v Wd, jestliže existují kladná čísla a\,..., a<* tak, že 
E je izometrickým obrazem množiny 

íx = (x1}...}xd)eRd: ÍZxVa)^1)' 
1 i=1 ) 

(Všimněme si, že na rozdíl od úmluvy z [4] nemusí zde elipsoid mít střed v počátku.) 
Nejstarší zmínku o Loewnerově elipsoidu se nám podařilo najít v [5], s. 159, 160: 

. . . Protože Minkowského geometrie má více invariantů než euklidovská geometrie, lze 
rozlišovat více speciálních elipsoidů než v euklidovském případě. Jeden z nich byl obje
ven Loewnerem a je pro další výklad obzvláště důležitý: Mezi všemi elipsoidy s daným 
středem, které obsahují [danou množinu] V existuje právě jediný, nazývaný Loewnerův 
elipsoid, který má nejmenší Minkowského (a tedy také euklidovský) objem ... Protože 
Loewner svůj výsledek nepublikoval, uvádíme pro pohodlí čtenáře důkaz . . . 

Stejné tvrzení tentýž autor dokazuje v [6], s. 90, kde výsledek připisuje Loewnerovi 
a Behrendovi. Ve vysvětlivkách (s. 414) se uvádí (užíváme naše číslování): Viz Behrend 
[3]; Loewner výsledek sdělil ústně. 

Zdůrazněme, že Behrendovy práce [2], [3] zahrnují pouze případ d = 2. Z [4] víme, 
že důkaz existence elipsoidu minimálního objemu (je jedno, zda s pevným či volným 
středem) se provede pomocí argumentu založeného na kompaktnosti. Důkaz jedno
značnosti je pro d = 2 obsažen v [3], pro prostory vyšší dimenze a pevný střed v [5], 
[6]. Pro případ volného středu byl podle [8] důkaz jednoznačnosti pro HHd prezentován 
K. Leichtweissem na matematickém semináři ve Freiburgu v r. 1954. Nezávisle je důkaz 
(poněkud rozdílně) publikován v [8] a [22]; srovnej též [16]. 

Na základě uvedených pramenů naznačíme důkaz jednoznačnosti, tedy důkaz tohoto 
tvrzení: Nechť M C Md je omezená množina s neprázdným vnitřkem a nechť E\, E2 

jsou elipsoidy minimálního objemu obsahující M. Potom E\ = E2. 
Po afinní transformaci lze předpokládat, že existují kladná čísla <ii,...,a<z a bod 

m = ( m i , . . . , m<i) e Mrf tak, že 

d 

EX = { x e 
V 3 = 1 } 

E2=íxem": £ > , - - rnjf/a] g 1 V 

d 
Protože pro objemy platí volFV = volKi, je FI aj ~ *• f*ro ^ ^ M ovšem platí 

i=1 
x e Ěi OF2, tedy 

|E(4+(-i--i)V«j)ži-
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Množina M j e tedy obsažena v elipsoidu 

d 

E = { x € E d : ± £ ( 1 + 1/«?)(*; - m H ( l + a))f Z 

- ' - ï 

Obě následující nerovnosti jsou zřejmé: 

(*) 1(1 + 1/«|) ^ !/«„ , 
2 

(**) l-WmУil+aftŞl. 
2 І = 1 

Podle vzorce pro objem elipsoidu je 

d 

voifľ=пG(i + i/«l))"ł(i-5E"łi/(1 + «л)2vol í ľi 
j = i v y=i y 

ş(iь) ł 
vol J^i = vol E\ 

Protože M C E, je voli? ^ volJ^i, takže v (*) a (**) platí rovnost. O d t u d cij = 1 a 
nij = 0 pro všechna •/ = 1 , . . . , f/, neboli Z?2 = E\. 

(Další zajímavé informace o Loewnerově elipsoidu lze nalézt v [12], [15] a [13]; m j . 
j e v těchto pramenech citace na Johnovu práci z r. 1948.) 

Otázku, kdy K. Lówner věděl o existenci jediného elipsoidu minimálního objemu a 
čím byl jeho zájem o tento problém motivován, j sme nicméně nezodpověděli. 

Že by přece jen klíč k záhadě byl v Praze? Kdoví. Každopádně pod názvy článků 
[2], [3] čteme: Felix Behrend in Prag. 

P o z n á m k y 

(1) Z Nationale (K.k. deutsche Karl-Ferdiiiands-Uni versi tát in Prag) uložených v Archivu 
UK jednoznačně vyplývá, že rodištěm K. Low-nera jsou skutečně Lány u Prahy (a nikoli, jak 
se v některých podkladech uvádí, Lán u Jindřichova Hradce). V témže materiálu lze nalézt 
údaj: Muttersprache — deutsch. 

V této souvislosti poznamenáváme,, že při příležitosti Mezinárodní konference o teorii 
analytických funkcích (Jerevan, 1965) se s prof. Loewnerem osobně setkal dr. Jaroslav Fuka 
z Mu ČSAV. Vzpomíná, jak byl nadšen Loewnerovou dokonalou češtinou. 

Po dokončení článku zaslal Státní ústřední archiv v Praze vyžádaný výpis z Matriky 
narozených židovské náboženské obce v Novém Strašecí^ 1872-1893, č. 160. Z výpisu se 
dovídáme: datum a místo narození 29. 5. 1893 Lány 6, jméno a příjmení dítěte Karel Lówner, 
původ manželský, otec Zikmund Lówner, obchodník v Lánech 6, matka Jenny, dcera Marka 
Krause z Loděnic. 
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(2) P r o zájemce je u a u t o r a k dispozici přeh led výuky, kterou si K. Lowner v p r ů b ě h u svélio 
s tudia n a německé univerzitě v Praze v letech 1912-1918 zapsal. Dále j sou k dispozici: soupis 
přednášek a seminářů, které v době svélio pražského působení K. Lowner vypsal, seznam 
disertačních prací, které byly pod jeho vedením napsány a konečně údaje o jeho pražské 
přednáškové č innosti mimo rámec univerzity. Uvedené materiály umožňují získat alespoň 
částečně obrázek o m a t e m a t i c e n a německé univerzitě v Praze . 

P o d ě k o v á n í . Za p o m o c při práci s archivními mater iály děkuji dr. M. Kunštá tov i 
z Ú s t a v u dějin Univerzity Karlovy. R a d a kolegů pročetla rukopis článku a přispěla svými 
p o z n á m k a m i k jeho zlepšení. Také j im za jejich zájem děkuji. Můj dík p a t ř í dále D e p a r t m e n t 
of M a t h e m a t i c s , Stanford University, za poskytnut í fotografie C Loewnera a kopie nekrologu 
[21]. 
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