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socialistické spoleCnosti a jeji zdméry pro dalsi etapu nutné€ vyZaduji. A podobné jako
mdme v§ichni znaéné rezervy v kvalité prdce v oblasti védeckovyzkumné a ve spoluprdci
s praxi, mdme nejméné takové rezervy ve zkvalitiiovdni vychovné€ vzdéldvaciho procesu
na v§ech typech $kol véetné §kol vysokych. Kromé& odborné vyuky, podnécovdni zajmu
o studium fyziky a matematiky, je pfitom stejné dileZitd promySlend svétondzorovd
vychova v dohodnuté jednotné front€ vSech uciteld. K takové vychovné prdci nds
rovnéZ zavazuji zdvéry XV. sjezdu KSC, jejichZ nedilnou souédsti je novd vychovné
vzdéldvaci soustava a zejména potom zdvéry pfijaté na celostdtni konferenci ucitel
v dubnu 1979.

Jsem presvédéen o tom, Ze naSe usili v téchto oblastech na vSech naich pracovistich
se bude cilevédomé v danych podminkdch pldnovitého rozvoje védy a techniky a vycho-
vy mladé generace nasi vyspé€lé socialistické spole¢nosti cilevédomé zvySovat, Ze vSichni
budeme pldnovité podle svych sil pracovat a Ze ndm k tomu bude stdle daslednéji na-
pomdhat i nase Jednota ¢s. matematikl a fyziku tak, jak to bylo v podstaté formulovdno
na loiiském sjezdu. Pokud jde o fyziky, jsem pevné pfesvédéen o tom, Ze maji dostatek
prostoru, sil, prostfedkl a tviir¢iho eldnu, aby se fyzika stdle prokazatelnéji dostdvala
do cela téch védeckych disciplin, které tvofi a budou tvofit zdklad moderni techniky
a jejich bezprostfednich aplikaci v celém naSem ndrodnim hospoddfstvi.

Jest€ jednou upfimné€ deékuji za moznost vystoupit na 6. konferenci fyzikl, pfeji
jménem celého kolektivu Vysoké §koly batiské v Ostravé vaSemu zdvaznému a odpovéd-
nému jednani plny uspéch.

F. Riesz a matematika dvacatého stoleti
Ivan Netuka, Jifi Vesely, Praha

Pivodné jsme zamysleli tento ¢ldnek nazvat Mistr z Levo¢e a matematika dvacdtého
stoleti. Znalci a milovnici gotiky by byli pravdépodobné nazvem nadSeni, dalsi text by
Jjim v8ak pfinesl zklamdni. V tomto ¢ldnku nebudeme zkoumat vyznam dila Mistra
Pavla z Levoce (okolo 1460 — pfed 1527), s jehoZ jménem jsou spojena ¥pikova dila
nasi pozdni gotiky a ktery ovlivnil sloh aZ do dvacdtych let Sestndctého stoleti, tim méné
pak jeho vztah k matematice. Mistrem*) z LevoCe, kterého jsme méli na mysli, je Frigyes
Riesz (1880 —1956). O jeho pobytu v Levo¢i moznd vi u nds jen mdloktery matematik.

*) mistr,—a, m., z lat. magister, 1. titul samostatného femeslnika (...); pfenes. mistr = znalec, odbor-
nik, umélec (...) 2. Cestny titul umélcd (...) 3. v starsi dobé akademicka hodnost, doktor...

Vasa, Travnicek
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Na zajimavosti této informaci pfiddvd skutenost, Ze prdv€ v prib&hu levocského
pusobeni dosdhl Riesz prvnich pronikavych a zdsadnich vysledkii.

Tvrdit matematikim, Ze Riesz patfi k nejvyznamnéj§im postavdm svétové matematiky
tohoto stoleti, je snad zbyte¢né. Neni vSak na $kodu si pfi pfileZitosti stého vyro¢i jeho

r s

narozeni Fici trochu vice o jeho dile i o jeho Zivoté.

Soucasny matematik spojuje Rieszovo jméno s rozvojem matematické analyzy v prvni
poloviné 20. stoleti. Pravdépodobné si spolu s jeho jménem vybavi funkciondIni analyzu
nebo teorii funkci redlné proménné, patrn€ v kombinaci s Lebesgueovou mirou a in-
tegrdlem. Specialisty napadne navic pfinos k funkénim prostortim, k teorii potencidlu,
ke komplexni analyze a k ergodické teorii.

Rieszovy vysledky jsou natolik fundamentdlni, Ze mnoho z nich naslo trvalé misto
v zdkladnich univerzitnich matematickych pfedndskdch. Pfipomerime alespoii heslovité:
Rieszova véta o reprezentaci linedrnich funkciondld (na prostoru spojitych funkei,
prostorech L, a na Hilbertové prostoru), Rieszova-Fischerova véta, Rieszovo lemma,
Rieszova-Schauderova teorie, Rieszliv prostor, Rieszlv rozklad apod. Mdlo je zndmo,
Ze je Riesz spolu s FRECHETEM a HAUSDORFFEM zakladatelem moderni mnoZinové
topologie. To souvisi nejspiSe s tim, Ze svoji koncepci, kterou pfednesl r. 1908 na kongre-
su v Rimé, jiz ddle nerozpracovdval a jeho skv&lé a nesmirné nové myslenky nenasly
tehdy bezprostfedni ohlas.

Je celd fada pojmil a tvrzeni, které nejsou spojovdny s Rieszovym jménem, piestoZe
je jejich autorem nebo duchovnim otcem. Tak je to napf. s definici souvislosti v topologii
(coZ nebylo vcelku zndmo nebo spiSe bylo zapomenuto — srv. [4]), s axiomatikou
Gplného normovaného linedrniho prostoru (Banachiv prostor), s pojmem silné a slabé
konvergence, s uspofddanymi vektorovymi prostory (pro n& md zdsadni vyznam Riesziv
piisp&vek na kongresu r. 1928 v Bologni), s konvergenci podle miry, se zavedenim
a studiem prostori IP, s pojmy adjungovaného i kompaktniho operdtoru, funkci
operatord, atd.

S Rieszem se ti, ktefi studuji matematiku, setkdvaji (aniZ by to v&tsinou védeli) jiz
v prvnich letech studia. Tak napf. dnes standardni dikazy vét o zdkladnich vlastnostech
spojitych funkci na uzavieném intervalu pochdzeji od Riesze. Vdé€ime mu i za véty
o ortogondlnim dopliiku. Spektrdlni teorie kompaktnich operdtorti byvd vétSinou vérné
reprodukovdna podle jeho praci. Je mu tfeba pfipsat i fadu krdsnych obrati a dikazt
v diferencidlnim a integrdlnim poctu a v teorii miry — namatkou pfipomeiime origindlnf
dikaz tvrzeni, Ze derivace monotdnni funkce existuje skoro vSude, zaloZeny na elemen-
tdrnim lemmatu ,,0 vychdzejicim slunci‘, nebo diikaz Jegorovovy véty.

Sife Rieszovych zdjmi nebyla nikterak mald. Nelze dnes zvlddnout zdklady teorie
potencidlu bez znalosti Rieszovy teorie subharmonickych funkci. V uéebnicich ergodické
teorie nenajdeme pravdépodobné jiné diikazy zdkladnich vét neZ ty, které pochdzeji od
Riesze. Teorie Banachovych prostori analytickych funkci(zejména prostortt H?) je opét
tésné spjata s Rieszovym jménem. To vSe je jen n€kolik ndhodné vybranych ptikladi.

Seznam Rieszovych praci md ke stovce poloZek. Prdce jsou psdny v madarsting,
francouzitiné, némdiné, anglictiné a ital$tin€. Nékteré vySly dvakrdt — v madarstiné
a v n&kterém svétovém jazyce. Cldnky jsou vZdy stylizovdny jasn& i podrobné a do-
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kumentuji Rieszitv program: sloZité ptevddét na jednoduché a z t&zkého udélat lehké.
(Autofi &ldnku se nemohou zbavit dojmu, Ze pro pochopeni podstaty Rieszovych vysled-
ki je Casto lépe sahnout k ptivodnim pracim neZ k moderné&jsim u&ebnicim, kde pozadi
problému, motivace, souvislosti a pochopitelnd logika ivah byvd nahrazovdna abstrakt-
ni formulaci, stru¢nosti a formdlni vybrousenosti.)

Pro Riesze byla charakteristickd mimofddnd schopnost vidét v krystalické podobé
podstatnd fakta v pracich jinych a vyuZit je pro vlastni baddni. Byl jednim z prvnich,
kdo si uvédomil, Ze Lebesguelv integrdl neni samotucelnym zobecnénim integrdlu
Riemannova a pln€ pochopil jeho vyznam. Je dobfe zndmo, Ze pfijeti koncepce Le-
besgueova integrdlu, kterd je dnes povaZovdna za zdkladni, nebylo zpocdtku jednoznaéné
a samoziejmé. Ostatné cena kazdé teorie je provéfovdna mozZnostmi jeji aplikace. Sdm
Lebesgue pouzil svého integrdlu pro dosaZeni novych vysledkl, na dal§i podstatnd
uplatnéni upozornil jiZ v prvnim desetileti naseho stoleti pravé Riesz (vedle FATOUA
a nevelkého podtu daldich matematikit). Lze tedy o Rieszovi jednozna¢né fici, Ze md
velké zdsluhy na rozpracovdni a propagaci moderniho pojeti redlné analyzy, reprezento-
vaného predevsim francouzskou skolou.

Z ptedchdzejiciho vyCtu jiZ jasné vyplyvd vyjimecnost Rieszovy osobnosti a jeho po-
staveni v déjindch matematické analyzy a matematiky 20. stoleti vitbec. Jakoby to nebylo
dilo jediného Clovéka — ujiStujeme vSak informovanéjsi ¢tendfe, Ze jsme nic z vysledki
Marcela Riesze F. Rieszovi nepfipsali.

Frigyes Riesz se narodil 22. ledna 1880 v Gydru (mé&sto leZici nedaleko Komdrna
v dne$nim Madarsku). Jeho otec byl 1ékafem, jeho bratr Marcel se stal rovn&Z vyznam-
nym matematikem (n€kolik podstatnych vysledkt z komplexni analyzy publikovali
bratfi Rieszové spolu v préci z roku 1916).

Po absolvovdni gymndzia se F. Riesz zapsal na zndmou I’Ecole Polytechnique v Ziiri-
chu, pfestoZe jiZ v té dob& mél vyhranéné matematické sklony; pravdépodobné on sdm
i jeho rodina povaZovali v tehdejsi dob& postaveni inZenyra za jist&j$i neZ méné& perspek-
tivni matematickou kariéru. Zdjem o matematiku vSak brzy zvitézil. Od r. 1899 studoval
Riesz na univerzité v Budapesti, pozdé&ji strdvil rok v Gottingen, kde jej silné ovlivnili
HiLBERT a MINKOWSKI. Studia zakondil r. 1902 v Budapesti obhajobou disertace z pro-
jektivni geometrie; tato prace obsahuje cenné myslenky, nesetkala se viak s podstatnéj-
§im ohlasem.

Rieszilv Zivot byl naplnén tuspéchy, je tfeba si vSak uvédomit, Ze se nedostavily
okamzit€ — byly vysledkem usilovné prédce. Po ziskdni profesorského diplomu pisobil
jako profesor gymndzia nejprve v Levodi (1904 —1908) a pozd&ji v Budapesti. Teprve
r. 1911, kdy mél za sebou vyrazné uspéchy, mu bylo nabidnuto misto mimofddného
profesora na univerzit§ v Koloszvaru (nyni Cluj, Rumunsko). V dob& svého stfedo-
Skolského pulisobeni Riesz intenzivné studuje prdce velikdnl zlatého v€ku francouzské
matematiky (BAIRE, BOREL, LEBESGUE, FRECHET) a usilovng pracuje. Jeho jméno pro-
niklo do §ir§iho povédomi teprve po uvefejnéni prdce o ortogondlnich systémech r. 1907
(obsahuje Rieszovu-Fischerovu vétu, o niZ se podrobnéji zminime ddle). R. 1908 pred-
n43i na kongresu v Rimg, r. 1909 publikuje v&tu o reprezentaci funkciondlu na prostoru
spojitych funkci. Na univerzitu pfichdzi jako jedenatficetilety ovéncen mezindrodnimi
uspéchy a v té dobé md ,,na kont&*“ 25 publikaci.
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Pak se jiz rychle dostavuji dalsi uspéchy. R. 1914 se stdvd fddnym profesorem, r. 1916
¢lenem korespondentem (uherské) akademie v&d. Po roce 1918, kdy Koloszvar pfipadl
Rumunsku, odchdzi Riesz nakrdtko do Budapesti a r. 1920 do Szegedu. Tam pusobi na
univerzité, kterd se potykd s nedostatkem prostor a studijni literatury vcetné Casopist.
Ptijimd pfitom ndro¢ny ukol: spolu s kolegou A. HAAREM zaklddaji r. 1922 matematicky
ustav Jdnose Bolyaie a Casopis Acta Scientiarum Mathematicarum, ktery se brzy zafadil
mezi vyznamnd matematickd periodika. P¥es zna¢né zaneprdzdn&ni (v roce 1925/26 je
rektorem univerzity) neustdle publikuje prdce pfindSejici nové perspektivy rozvoje
matematické analyzy. I kdyZ je v té dob€ ve svété uz povazovan za pfedniho badatele,
jeho jmenovédni fddnym &lenem akademie ,,projde‘ teprve na druhy pokus v r. 1936.
Jeho pfechod na budapestskou univerzitu se uskuteciiuje aZ v r. 1946.

Rieszovi byly udéleny Cestné doktordty univerzity v Szegedu a Budapesti i Cestny
doktorat pafizské Sorbonny; byl ¢lenem-korespondentem pafiZzské akademie véd a dal-
§ich udenych spoleénosti, Cestnym piedsedou matematické spoleénosti J. Bolayie a dvoj-
ndsobnym lauredtem Kossuthovy ceny. Podruhé mu byla udélena za knihu Legons
d’analyse fonctionnelle, kterou napsal spolu se svym Zdkem B. Sz.-NAGYEM a kterd
byvd povaZzovdna za nejusp&$ng€j$i matematickou publikaci své doby; o jejim uspéchu
sv&d¢i, Ze byla preloZena do némdiny, angliCtiny, rustiny a Einstiny.

I pfes stoupajici zdravotni obtiZe pfedndsel profesor Riesz na budapestské univerzité
aZ do roku 1955, kdy se téZ musel pro nemoc vzddt funkce pfedsedy kolegia matematiky
a fyziky madarské akademie véd. Zbytek Zivota strdvil na 1dZku v nemocnici. Zemfel
28. unora 1956.

PribliZit Ctendfi vSechny Rieszovy vysledky v ¢ldnku rozumné délky je nemoZné,
pfestoZe Riesz ovlddal uméni délat t€zké véci s nevidanou lehkosti. Navic jsou jeho
vysledky hluboké. Na§ vybér bude pfirozené subjektivni.

Viimnéme si nejprve vysledki z teorie subharmonickych funkci, které ¢asové spadaji
do doby Rieszova pobytu v Szegedu (nejzdvazn&jsi prace vysly v letech 1926/27). Ozna-
Ceni i vyklad je upraven, snaZime se vSak zachovat celkovy Rieszuiv p¥istup k problema-
tice.

Je obecné zndmo, Ze funkce f definovand na otevieném intervalu I < R!, pro kterou
plati f* = 0, je konvexni v I. Ptipomindme, Ze f je konvexni v I, jestliZze pro kazdé dva
body x, y eI a kazdé a € {0, 1) plati nerovnost

1) flax + (1= ) 3) = af(x) + (1 = ) £().

Posledni vztah 1ze geometricky interpretovat takto: pfedstavme si graf funkce f a spojme
body [x, f(x)], [y, f(»)] grafu f useckou. Potom vztah (1) vyjadfuje, Ze celd Gisetka leZi
nad grafem nebo na grafu funkce f. Druhy pfipad nastdvd, prdavé kdyzZ je f mezi x a y
linedrni (plati tedy f"(z) = O pro viechna z mezi x a y).

Je zndmo, Ze k charakterizaci konvexnich funkci staci méné: f je konvexni na I, je-li
spojitd na I a pro v§echna z eI a r> Otakovd, Ze (z — r, z + r) < I, plati

@) fz) = 4lf(z = 1) + f(z + 7)].
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Vyraz na pravé strang (2) je aritmetickym priimé&rem funké&nich hodnot funkce f v bo-
dech, které maji od z vzddlenost rovnou r, tedy v hrani€nich bodech ,,jednorozmérné
koule* {x; |x — z| < r}.

Nyni pfejdeme k pfipadu R™, m = 1, pfipomeneme viak jest€ jednu definici. Jsou-li
funkce u, vesmés spojité a u, ~ u(tj.u; = u, = ...au = lim u,), nemusi byt limitni
funkce u spojitd. Rikdme, 7e funkce u s hodnotami v{ — o0, ©) je shora polospojitd,
pokud existuje posloupnost spojitych funkci u, tak, Ze u, \ u.

Zobecnit pojem konvexni funkce v R! pro p¥ipad vicerozmérného prostoru lze riizné.
Je-li G = R™, 1ze pozadovat platnost (1) pro viechna x, y € G (je tedy pkirozené, Ze
viechny body ax + (1 — &) y musi leZet v G, takZe md smysl uvaZovat jen konvexni G);
tak dostaneme konvexni funkce na G = R™, m = 1. Jiné zobecnéni navrhl Riesz. Vysel
z podminky (2), ve které aritmeticky pramér nahradil sférickym, resp. objemovym
prumérem. Sféricky primér je vicerozmérnym analogem aritmetického prameéru: je-li
u funkce definovand na oteviené mnoZin€ G — R™ a existuje integrdl u pres sféru
S(z,r) = {x; |z — x| = r}, je sféricky prim&r L,(z, r) definovdn jako hodnota tohoto
integrdlu dé€lend plosnou velikosti S(z, r). Podobng& se definuje objemovy primér, ve
kterém se integruje pfes kouli K(z,r) = {x; |z — x| < r}. Timto zpfisobem Riesz
dospél k definici tzv. subharmonickych funkci: funkce u definovand na oblasti G = R™
je subharmonickd v G, pokud je shora polospojitd, neni identicky rovna — oo a pro
ka?dé x € G a kazdé r, pro néZ je K(x, r) = G, plati

(3) u(x) S L(x, )

(pfi zdmén& L,(x, r) za objemovy primér dostaneme tutéZ tfidu funkci).
Je-li 4 mira s kompaktnim nosiéem v R™, m > 2, nazyvd se funkce

P9 = [ I sPiant)

Newtoniw potencidl miry pu. Fyzikdln& lze na R® tuto funkci interpretovat zhruba
takto: popisuje-li u rozloZeni hmoty v prostoru, uddvd p“(x) velikost prdce potiebné
k preneseni jednotkové hmoty z x mimo gravitaéni pole vytvofené u. Studium funkci
tohoto typu sahd do 18. stoleti; tyto funkce daly jméno celé disciplin€ — teorii potencidlu.

Newtonovy potencidly jsou aZ na znaménko subharmonické funkce. RovnéZ pro
spojité funkce vyhovujici podmince

2

QD
N

QD

&

4) Au=-— +...+

2

NN

2
(|
o

I

X,

neni ovéfeni podminky (3) obtizné. Vyhoda Rieszovy definice spodivd v tom, Ze se
subharmonicita zachovdvd pfi monoténnim limitnim pfechodu: jsou-li u, vesmés sub-
harmonické funkce a u, \ u, je u subharmonickd nebo u = — co. Pfitom se Rieszovo
pojeti ptili§ nevzdaluje od ,,hladkych* subharmonickych funkci charakterizovanych
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vztahem (4): je-li u subharmonickd, lze volit u, nekone&n& hladké subharmonické tak,
Ze u, \ U.

Riesz dokdzal pro subharmonické funkce celou fadu dileZitych vlastnosti (napf.
o jejich sférickych a objemovych pramérech). Podstatné je, Ze pomoci nich charakterizo-
val jistym zplsobem potencidly. JiZ vime, Ze — p, je subharmonick4 funkce. Je-li obrdce-
né u < 0 subharmonickd funkce, pak existuje mira u a nezdpornd konstanta c tak, Ze
—u=p,+c

Podobnou vétu (Rieszova v&ta o rozkladu) dokdzal i pro subharmonické funkce
definované na obecnéjSich mnoZindch. Je-li G = R™, m > 2 a u subharmonickd funkce
na G, pro kterou existuje harmonickd funkce h = u(na G), lze —u vyjddtit jako soucet
jisté harmonické funkce (nejv&tsi harmonické minoranty —u na G) a jistého potencidlu
s tzv. Greenovym jddrem.

Vyjimeénou dulezitost v Rieszové dile maji jeho zdsluhy o funkciondlni analyzu.
V &ldnku [3] jsme se snaZili popsat alespofi v hrubych obrysech vyvoj této discipliny
v dobé jeji prehistorie; tehdy jsme skoncili pravé v té€ dobé, kdy Riesz dostudoval; neusko-
di tedy si povSimnout trochu $ifeji dalsiho vyvoje s pfihlédnutim prdvé k Rieszovym
vysledkim. Pfipomeneme nékteré pojmy.

Necht X je normovany linedrni prostor, tj. linedrni prostor (neprdzdnd mnoZina
prvki, které budeme nazyvat vektory nebo body prostoru X, pro néZ je definovdno
,,rozumné* s¢itdni a ndsobent redlnymi, resp. komplexnimi &isly), na némz je definovdna
norma. Norma je funkce x — |x|, x € X, kterd m4 ndsledujici vlastnosti: pro viechna
x, y € X a kaZdé redlné, resp. komplexni ¢islo o plati

Ix +» = I + I»].
x| = o - [

|x|]| = 0, pfigemz ||x|| = O, pravé kdyZ je x = O.

wwr

Nejjednodus$im ptikladem normovaného linedrniho prostoru je euklidovsky prostor
R™. Tento prostor md fadu specidlnich vlastnosti, z nichZ né€které budeme potfebovat
v obecnéj$im kontextu. Jestlize v normovaném linedrnim prostoru X je kazdd cauchyov-
skd posloupnost konvergentni, nazyvime X dplny prostor (podrobnéji: z podminky
[xm — X, = 0 pro m, n > oo vyplyvé existence x € X tak, Ze x, — x).

Linedrni prostor H nad t&lesem komplexnich (resp. redlnych) isel se nazyvd prostor
se skaldrnim soulinem, je-li kazdé uspofddané dvojici x, y prvkd z H pfifazeno
komplexni (resp. redlné) &islo (x, y) tak, Ze pro viechna x, y, z € H a kazdé komplexni
(resp. redlné) &islo « plati:

(x, ») = (», x) (pruh znagi &slo komplexné sduzené),
(x + y,2) = (x, 2) + (, 2),

(ax, y) = «(x, y),
(x,

x) 2 0, pti¢emz (x, x) = 0, pravé kdyZ je x = 0.
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Ze skaldrniho soucinu lze jednoduSe obdrZet normu pomoci vztahu ||x| = (x, x)'/2.
Je-li pfi této normé& H uplny normovany linedrni prostor, nazyva se H Hilbertiv prostor.
Standardnim ptikladem je prostor C™ m-tic komplexnich ¢&isel, resp. prostor R™ (s ob-
vyklym skaldrnim sou&inem) a prostory I*> a I?*(a, b). Poznamendvéme, 7e v normova-
ném linedrnim prostoru obecn& nelze zavést skaldrni soucin tak, aby platilo ||x| =
= ( 1/2

= (x, x)!/2.

Prostor I? je pfirozenym zobecnénim prostortt C™ a R™. Pfipometime tfeba ,,komplex-
ni* p¥ipad: I? je linedrni prostor viech posloupnosti x = {x,} komplexnich ¢&isel, ‘pro
néz je

Z|x,|? < oo0.
Skaldrni sou€in se definuje vztahem
(x, ) = Zx,p -

Prostor I*(a, b) méfitelnych funkci na (a, b), &tverec jejichZz absolutni hodnoty je
(lebesgueovsky) integrovatelny na (a, b), je dal$im dutlezitym pfikladem; skaldrni soucin
se definuje vztahem

(fg)= rf(t)md'

a provddi se obvyklé ztotoZnéni funkci, které se liSi pouze na mnoZiné nulové miry.

Analogicky jako v konecnérozmérném ptipadé definujeme v Hilbertové prostoru H
ortonormdlni mnoZinu. Nazyvd se tak mnozina {u,; p € P} prvki z H, pro néZ plati
(up, ug) = 0, pokud p =+ g, zatimco (u,, u,) = 1 pro viechna p € P. V kaZzdém Hilber-
tové prostoru existuje ortonormalni mnoZina, kterou nelze doplnit na vétsi ortonormalni
mnoZinu; takovd mnoZina se nazyvd ortonormdlni bdze prostoru. DuleZitou ortonor-
mdlni bézi v [*(—, &) tvofi tzv. trigonometricky systém

(5) {(2n)"*, n~* cos nx, n~* sin nx} .

Budeme pro jednoduchost predpoklddat, Ze Hilbertliv prostor H md spoCetnou orto-
normdlni bdzi (to nastdvd, prdvé kdyZ je separabilni, tj. obsahuje spogetnou hustou
podmnoZinu) a Ze {u,} je ortonormdlni mnoZina. Pro x € H se definuje k-ty Fourieriv
koeficient £, (prvku x vzhledem k {u,}) rovnosti £, = (x, ;). Fourierovy koeficienty
maji tuto dileZitou vlastnost: chceme-li co nejlépe aproximovat prvek x linedrni kombi-
naci prvkd u,,...,u,, je nejlepsi aproximace ddna pravé souctem

(6) S = 2, Rolhy -

Snadno se spocte, Ze plati tzv. Besselova nerovnost

(7) Zl%* = X7
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tj. je £ = {#,} e I’. Lze tedy definovat linedrni zobrazeni A : x — %, které je zfejmé
zobrazenim H do I%. Pfichdzime k diileZité otdzce: které prvky z I jsou posloupnostmi
Fourierovych koeficientii né€jakého prvku z H? Jinak fe¢eno: chceme zndt A(H). Moderni
formulace Rieszovy-Fischerovy véty fikd, Ze plati rovnost

AH) = 12

Je-li navic {u,} dokonce bdze (maximalita!), plati v (7) rovnost a kazdy prvek x € H je
sou¢tem své Fourierovy fady (tj. je lim |s,, — x| = 0 neboli x = X%,u,). Dile je pak
zobrazeni A prosté a zachovdvd skaldrni soudin a normu (tj. je napf. (x, y) = (&, §), kde
vlevo je skaldrni souéin v H a vpravo v 12).

Z hlediska teorie Hilbertovych prostort jsou tedy H a I nerozeznatelné: prvek
x € H miiZeme ztotoZnit s jeho ,,soufadnicemi‘ {£,}, tj. s £. Specidlng to plati o funkénim
prostoru I*(a, b), takZe kaZdd funkce je popséna posloupnostf (,,soufadnicemi); lze
tedy I*(a, b) povaZovat rovn&z za nekone&n& rozmérnou verzi euklidovského prostoru.

Budeme je$té potfebovat né€kolik pojmi souvisejicich s normovanymi linedrnimi
prostory. Linerdni funkciondl f na prostoru X je funkce vyhovujici této podmince: pro
kazdé x, y € X a kazdd Cisla a, f je

flax + By) = af(x) + Bf(»)-

Je-li X normovany prostor, Ize mluvit o spojitych linedrnich funkciondlech: f je spojity,
jestlize pro kaZdou konvergentni posloupnost {x,} prvka z X, x, — x, plati f(x,) - f(x).
D4 se ukdzat, Ze linedrni funkciondl f je spojity, préavé kdyz &islo | f|| definované rov-
nosti

(8) |/] = sup{]/(x)

x] = 1}
je kone¢né. Nastane-li to, fikdme, Ze f je omezeny.

Na prostoru R™ jsou viechny linedrni funkciondly spojité, obecné v§ak na normova-
ném linedrnim prostoru X mohou existovat nespojité linedrni funkciondly. Spojité
linedrni funkciondly na X tvofi linedrni prostor, na kterém lze zavést normu pomoci
vyrazu z (8). Takto vznikly normovany linedrni prostor se nazyvd dudlni prostor
k prostoru X a znadi se X*.

Pfi aplikaci vysledktu funkciondlni analyzy v konkrétni situaci je dileZité zndt popis
X* (tj. obecny tvar fe X*). S touto problematikou souvisi hned n&kolik Rieszovych
vysledki. Pfi jejich popisu se pokusime pfibliZit vyvoj nékterych pojmi a tak i ¢dsteéné
vyvoj funkciondlni analyzy na zaddtku tohoto stoleti.

1. FREDHOLM (1866 —1927) publikoval svoje vysledky o feSitelnosti integrdlni rovnice

(srv- [3])

©) 1) + j K(x 5) £(3) dy = g(x)
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v letech 1900—1903. Tato problematika byla silnym stimulem pro vyvoj funkénich
prostord a mezi t€mi, ktefi se ji zacali zabyvat, byl i jeden z nejslavnéjSich matematikt
té doby D. HILBERT (1862—1943). Poznamenejme, Z¢ s linedrnim prostorem, jehoZ
prvky jsou funkce, pracovali jiz v minulém stoleti matematikové ,,italské Skoly* (VoL-
TERRA, PEANO, PINCHERLE); zabyvali se mj. systémem spojitych funkci na intervalu
{a, b) a snazili se i o vyjddfeni obecného tvaru spojitého linedrniho funkciondlu na
tomto prostoru (pracovali se stejnom&rnou konvergencf).

Vzniku vyznamnych vét o reprezentaci pfedchdzela fada dilCich vysledkt. J. HADA-
MARD (1865 —1963) nastolil na konci minulého stoleti problém vytvofeni uspokojiv&jsi
teorie mnozZin funkci, kterd by byla abstraktnéjsi nez vysledky ,,italské §koly*. R. 1903
otiskl prdci, v niZ vyjddril obecny spojity linedrni funkciondl U na prostoru C<{a, b)
vSech spojitych funkci na {a, b) ve tvaru

(10) U(f) = lim j " 10 oy ar,

n>o Jg

kde k, jsou vesmés z C{a, b). Je to nesporné lepsi vysledek nez CasteCné poznatky ital-
skych matematik, skytd vSak velky prostor — posloupnost k, neni uréena funkciondlem
U jednoznaéng. Podrobn&jsi zkoumdni reprezentace (10) provedl Hadamardiv Zzdk
M. FRECHET (1878 —1973), ktery ve své disertaci (1906) navdzal na préce italské 3koly
a vytvofil teorii metrickych prostori; je zajimavé, Ze ve vétsin€ ilustrativnich pfikladd,
které studoval, je metrika odvozena od normy (dne3ni pojeti).

Mezitim Hilbert vypracoval obecny postup feSeni rovnice (9). Jeho metoda spocivala
v pfevedeni Ulohy na feSeni nekone¢né soustavy linedrnich rovnic s nezndmymi, které
jsou Fourierovymi koeficienty vzhledem k vhodnému ortonormdlnimu systému funkci
{@n}. Jednim ze zdsadnich problémt Hilbertova pfistupu byla feSitelnost rovnic typu

(1) f ") oa(t) d =

(¢n a a, jsou zndmé, hledd se f). Hilbert si s pfipadem, kdy v (9) vystupuji spojité funkce,
usp&€sn€ poradil; na druhé strané se v jeho pracich nikde nemluvi o prostoru apod.,
i kdyZ se s I? pracuje.

Systematictéjsiho vy3etfeni apardtu z Hilbertovych praci se chopil E. SCHMIDT (1876 —
1959), ktery pracoval s ,,komplexnim‘ I?> (u n&ho se mj. objevuje oznaleni ||...|, je
dokdzdna tplnost prostoru [? a fada dalsich tvrzeni; kuridzni je, Ze i kdyZ Fréchetovu
disertaci urcité znal, nevyuzil toho, Ze |x — y| je metrika).

Riesz byl veden cilem dostat Hilbertovy vysledky pro obecnéjsi tfidy funkci. Pro
tyto potfeby dokdzal Rieszovu-Fischerovu vétu pro I*(a, b). TéhoZ roku k ni dospél
nezdvisle E. FISCHER (1875—1959), ktery byl patrné motivovdn rovnéZz Hilbertovou
teorii.

Rieszlv diikkaz neni jednoduchy, zdne$niho hlediska je mdlo ,,funkciondlné analyticky*‘.
Fischeriv pfistup se stal standardnim; postupoval tak, Ze nejprve dokdzal uplnost
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prostoru I*(a, b) a z ni obdrZel tvrzeni jako pfirozeny disledek. ProtoZe podstatny krok
tvofi prdvé dikaz uplnosti, oznacuje se nékdy jako Rieszova-Fischerova véta tvrzeni
o uplnosti I*(a, b). Ve Fischerov& prdci je poprvé explicitné zavedena konvergence
v praméru: je-li f,, f € I*(a, b), pak f, - f v praméru, plati-li

j b 1£:() — F(®)]* dt - 0.

Tato prdce byla signdlem ke zvySeni aktivity na tomto poli. NeZ postoupime déle, v§im-
neme si jest€ blize Rieszovy-Fischerovy véty. Nd§ popis ji pfedstavil ve tvaru, jaky
v 1. 1907 neméla, nebot vie se tehdy odehrdvalo v I*(a, b) a oznadeni Hilbertiv prostor
nikdo neznal (poprvé uZil toto pojmenovdni pro I* pravdépodobné Riesz ve své knize,
kterd vysla v Pafizi r. 1913). Poznamenejme jest& néco k motivaci: pro systém (5) a funk-
ce, jejichZ &tverec je riemannovsky integrovatelny, byla nerovnost (7) zndma jiz v minu-
1ém stoleti. HARNACK se pokousSel neusp€sné dokdzat rovnost a byl si r. 1882 pravdé-
podobné védom, Ze Rieszova-Fischerova véta pfi riemanovské integrovatelnosti ne-
plati. Harnack chtél zobecnit Riemannilv integrdl, jeho pokusy nebyly vsak tisp&sné.
Jak jsme ale ukdzali, po zrodu Lebesgueova integrdlu to nebyla problematika trigono-
metrickych fad, kterd bezprostfedné pfispéla k ,,uzrdni* tohoto vysledku.

Jiz jsme Yekli, Ze tento vysledek tvofi meznik v Rieszové Zivoté; je to vysledek opravdu
hluboky a je ¢asto citovdn i pouZivdn. Nebude na $kodu upozornit na jednu z mnoha
jeho netrividlnich aplikaci. Je zndmo, Ze Zn~! diverguje, zatimco X(—1)"* 'n~!
konverguje. Zhruba feceno pii vhodné zméné€ znamének Ize proménit divergentni fadu
v konvergentni. Otdzka zni: jakd je pravdépodobnost, 7e fada X + n~! konverguje?
Je-li {e,} posloupnost, pro niz ¢, € { — 1, 1}, pak ,,0znaménkovéni‘ fady Xa, s nezépor-
nymi Eleny je vlastné pfechod k fad€ X¢,a,. Jak ale mé&fit ,,mnoZiny znamének*? UZije-
me prostého zobrazeni, které ¢ = {¢,} pfifadi 6 = {4,} tak, Ze je 5, = 3(1 + ¢,); nyni
si pfedstavime dyadicky psané ¢islo 0, §,0,... Jen spocetné mnoho &isel z €0, 1) md
nejednoznacny dyadicky rozvoj, takZe abychom zméfili ,,mnoZinu znamének &, pro
néZ fada konverguje, miZeme zméfit (ve smyslu Lebesgueovy miry) odpovidajici mnoZi-
nu redlnych ¢&isel z (0, 1). Na Rieszové-Fischerové vété lze zaloZit dikaz tvrzeni: Je-li
Za? < oo, potom fada X + a, konverguje pro skoro viechny volby znamének. Dodejme,
7e pti Za? = oo fada X + a, diverguje pro skoro viechny volby znamének.

Po uvefejnéni Fischerovych vysledkd o I?(a, b) publikuji Riesz a Fréchet r. 1907
prakticky soucasn& vétu o obecném tvaru spojitého linedrniho funkciondlu na I?*(a, b).
V moderni verzi ji 1ze pro Hilbertv prostor H vyslovit takto: je-li U € H*, pak existuje
u € H tak, Ze pro viechna x € H je U(x) = (x, u). V roce 1909 se Riesz vrtil k proble-
matice reprezentace funkciondli a vylepsil Hadamarduv vysledek pro C{a, b) takto:
je-li Ve C*{a, b), pak existuje funkce v s kone¢nou variaci tak, Ze pro vSechny fe
€ C{a, b) je

N v(f) = f "1 du(t)
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(integrél vpravo zaved] STIELTIES v préci o fetézovych zlomcich r. 1894 — nyni se nazyvd
Stieltjestiv integrdl; je zajimavé, Ze to byl Riesz, ktery ho poprvé od té doby vyznamnym
zpGsobem pouZil). DilleZité je, Ze funkce v, kterd md kone¢nou variaci, je po pfiddni
jednoduché podminky jednoznacné uréena. Zhruba feceno, dudlni prostor k C{a, b)
je prostor funkci s kone€nou variaci na {a, b)>. Riesz se k tvrzenim o reprezentaci spoji-
tych linedrnich funkciondll ve svych pracich jesté vracel.

Posledni obsdhld prdce, které si v§imneme, vysla v roce 1910. V ni se Riesz nejprve
zabyval fesitelnosti rovnic typu (11). Navdzal na dfiv&jsi prdce Stieltjesa, Hilberta,
Schmidta a Fischera, z nichZ posledni fe3il problém pro funkce z I*(a, b). Riesz zavddi
obecn&jii tfidy méfitelnych funkci (op&t se nemluvi o prostorech) f, pro n&z je (lebes-
gueovsky) integrovatelnd mocnina |f|[” — v dneSnim pojeti studuje prostory I?(a, b).
Vysledki, které pro n& obdrZel (op&t napf. reprezentaci spojitych funkciondl@, uplnost
apod.), je mnoho a Ize dokonce doloZit, Ze jiz tehdy m&l na mysli moZnost vytvofeni
axiomatické teorie, tj. teorie normovanych linedrnich prostorti. K jejimu rozvoji ostatné
prispél jesteé fadou dalsich praci.

Frigyes Riesz byl skute¢né Mistrem ve vSech zminénych vyznamech tohoto slova:
byl zruény a pilny poctdt — dokonaly femeslnik matematiky, jakych je dnes jiZ po-
skrovnu. Byl hlubokym znalcem svého oboru a nejen jeho odbornikem, ale i na slovo
vzatym umé&lcem (snad ndm tedy milovnici gotiky prominou). Byl i n&kolikandsobnym
doktorem a také vynikajicim ucitelem. Kdybychom k jeho pfimym Zdékum pfipocetli
i ty, ktefi aktivné€ ovlddli a vyuZili jeho vysledky, bylo by jich velmi mnoho; snad prdvé
oni se vydatnou mérou pficifiuji o to, Ze dulezZitych a krdasnych vysledki v matematice
stdle pfibyvd. Jen jedno je snad bohuzel jiné: mdlokdo chce a umi o téZkych vécech
psdt srozumitelné a s takovou eleganci a lehkosti jako F. Riesz.
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Prednasejici ma kontrolovat svou vlastni praci.
Mél by prohliZet zapisky posluchadd. Studentav
konspekt je urditym zrcadlem vlastni prace,
oviem mulze to byt kfivé zrcadlo. Lektor ma
povinné vést cvi¢eni, asponi v jedné skupiné, to
je téz svym zpusobem sebekontrola. Naproti
tomu stenograficky zdznam pfedndsky je malo
uzite¢ny jako zpusob kontroly, a vzajemné
hospitace zcela méni charakter prace.

A. P. Minakov
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Kniha je bezducha, na jejich strankach jsou
myslenky uzavieny v tésnych neménnych vyra-
zech. Ale pfednaska — to je zivot, podoba se
dé&ji, ktery probiha pfed nami, lektor musi vyuzit
vSechny udaje, dokud nepociti, Ze do mysli
poslucha¢i pronikla ta idea, kterou do nich
chtél vtisknout.

F. Vidal
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