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zatorska prace A. P. JuSkevile, kterd znamenala intenzitou i po autorové sedmdesdtce. K tomu
velice mnoho pro rozvoj moderni svétové histo- piejeme A. P. JuSkevi¢ovi mnoho zdravi a sil.
riografie matematiky (ovlivnila také ¢eskou pro-

dukci v tomto oboru), pokratovala se stejnou Jaroslav Folta

vyucovani

Zdanlivé protiklady ve vyuCovani matematice*)

Peter Hilton, Seattle

Uvod

Teorie i praxe vyuky jsou dnes ve stadiu kvaSeni. Tradi¢ni nazory jsou napadany
na vSech stupnich. Zvlasté ti, ktefi se stavi za vétSi neformalnost a aktivngjsi podil
studentlt na vyuce, pochybuji o vhodnosti tradi¢nich zpGsobti vyucovani. Tradi¢ni
vychovné normy jsou brany v potaz t€mi, kdo tvrdi, Ze dosavadni kritéria pfili§ naruzivé
pfeji lidem z akademického prostfedi na ikor muzi praxe a Ze zavadéji nezdravou
jednostrannost do naseho socialniho systému — stru¢né feceno vychova plodi snobstvi.
Tradi¢ni obsah vyuky je také jesté pod palbou téch, ktefi si st€Zuji, Ze tento obsah viibec
neodpovida potfebam a zajmim soudasné spolecnosti a Ze nové dilezité a vzruSujici
oblasti lidskych z4jmu0 jsou v naSem vychovném procesu opomijeny prosté proto, Ze
netvofi ¢ast systému vybudovaného dfive. Obrovské naklady na vychovu jsou Cinitelem,
na ktery je vefejnost velmi citlivd, a zpisobuji, Ze mnohé skupiny lidi davaji najevo svou
nespokojenost s nizkou urovni vychovného procesu a navrhuji nejriizné€jsi ozdravné
prostfedky. Tytéz skupiny ze stejného divodu trvaji na vypracovani kritérii uspé€snosti
vychovného procesu pouzitelnych prakticky kdykoliv tak, aby vesSkeré nedostatky
mohly byt v€éas odhaleny a nespravné postupy, at jiZ se zfetelem k jednotlivym studentiim
¢i celému uéebnimu planu, mohly byt co nejrychleji odstranény a nepokazily tak cely
vychovny proces. Mnozi si uvédomuji, Ze vyuka neni viibec pfizplisobena potfebam
urditych skupin ve spole¢nosti. Ve Spojenych statech se siln€ argumentuje tim, Ze vy-
chovny systém se musi pfizplisobovat potfebam neprivilegovanych, téch, jejichz matet-

*) Clanek je ptekladem textu prednasky, kterou autor proslovil dne 4. 12. 1975 na matematicko-
fyzikalni fakulté v Praze. Pfeklad pof¥idili Ladislav Bican a Oldfich Kowalski.
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sky jazyk neni jazykem vlddnoucich vrstev, a potfebdm pfislu$niki jinych mensin
ve spole¢nosti.*) Dal§im argumentem v Cetnych socialistickych statech, stejné jako
ve Spojenych statech je, Ze na rozdil od klasického modelu by zkuSenosti ziskané
ve $kolnich lavicich nemély byt tak pfili§ odlisné od podminek, se kterymi se Zak setka
v praktickém Zivoté. Z této teze se pak vyvozuji zavéry tykajici se jak prfiméfeného
obsahu vyuky, tak i socidlniho prostiedi, v némZ vyuka probihd. Dal§im dasledkem
tohoto starostlivého zajmu pak je, zejména ve Spojenych statech, znaény posun ve sméru
nazyvaném ,,vychova k povolani‘.

Je pfirozené a véci prospéiné, Ze teoretikové i praktikové se vyjadiuji k problému
z mnoha navzajem velmi odliSnych hledisek. Najdou se i takovi, ktefi se chvastaji, Ze
dokazi odhalit vady a nedostatky soudobého systému a Ze jsou schopni vypracovat
univerzalni navod na uspéSnou vychovu. BohuZel pfi nesporné zdravych pokusech
o zkvalitnéni vyuky bylo jiZz napachdno mnoho vaznych chyb jak teoretickych, tak
praktickych. Zlistava pfitom neblahou skutenosti, Ze pravé vyu€ovani je oblasti, v niZ
pravdépodobnost chyb je znaéné vysoka, pfi¢emzZ kazda chyba ma vaziné a dlouho-
trvajici nasledky.

V tomto pojednani se chci pokusit analyzovat nékteré z téchto chyb pouzitim sché-
matu faleSného protikladu. Ukazuje se totiz, Ze lidské mysleni se dostava ponékud
na scesti, chce-li hledat univerzalni 1€k na hluboké choroby spoleénosti. Upada pak
do systému protikladi bud anebo, pfi¢emz argumentuje tim, Ze je-li dany systém nebo
princip $patny, je ke zlepSeni situace nutné nahradit jej systémem nebo principem pravé
opaénym. Pokusim se v dal$im ukazat, Ze mnohé takto vzniklé protiklady jsou faleSné.
Jinymi slovy to znamend, Ze dv& pojeti, ktera jsou obvykle stavéna do protikladu,
nemusi tvofit situaci bud anebo, protoZe i kdyZ ob& pojeti jsou odli§né, v né&kterych
podstatnych rysech se mohou shodovat, a jestlize se spravné pochopi a pouZiji, mohou
se ve skute€nosti vzajemné podepirat.

PonévadZ jsem matematik, davam pfednost vybéru svych pfikladi z vyuovani mate-
matice, ackoliv véfim v moZnost zobecnéni na jiné discipliny. Jisté& je spravné, zacneme-li
ponékud podrobnéji studovat néjaky dilezity problém, zamé&fime-li se na ty aspekty, ve
kterych se mlizeme povaZovat trochu za experty. VE&fim, Ze sejdou-li se specialisté z riiznych
oborli a porovnaji své zkusenosti, pak se pfekvapivé mohou vynofit velké, Siroké a obecné
pravdy. Naopak neni sprdvné ani uZitetné, kdyZ se jednotlivec pokousi sim od sebe
a bez konzultaci s kolegy, pouze na zékladé€ jejich hypotetické zkusenosti, dojit k vlast-
nim zavérim. Skuteéné jsem se zhrozil opovézlivosti védcl, odborniklt v urditém
oboru, ktefi se v otazkadch vychovy bohorovné pletou do disciplin jim zcela cizich.
Proto se neomlouvam za to, Ze se omezuji na diskusi o0 matematice a pfirodnich védach,
a zaroven véfim, Ze jini ov€fi ma pozorovani v patficné mife ve svych oborech.

Ve svém seznamu protikladd uvedu nékteré, které jsou vSeobecn€ aplikovatelné,
a jiné, u nichZ sama formulace protikladu vychazi z kontextu vyuovani matematiky
a prirodnich véd. Nicméné opakuji, Ze ve svém rozboru vSech téchto protikladd se
omezim velmi uzce na tyto dv€ oblasti vyu€ovani.

*) Slovo menS$ina se zde uzZiva v technickém smyslu znevyhodnéné podmnoZiny komplementu
mnoziny trubct.
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Zde tedy pfedkladam neuplny seznam zdanlivych protikladi béZné se vyskytujicich
ve vyuCovani matematiky a ptirodnich véd.

vyucovani x vycvik

dovednost x porozuméni

uzite¢né vyucovani x zabavné vyuéovani
strukturalni vystavba x feSeni problému
axiomatika x konstruktivni metoda

uméni x véda

Cistd matematika x aplikovand matematika

Mym zdmérem je rozbor téchto sedmi protikladii. Béhem tohoto rozboru se mohou
vynofit, jak jsem jiZ poznamenal, jista pozitivni doporudeni pro ucebni plany a pedago-
giku. VE&Fim, Ze tato doporudeni budou ve skuteénosti souhlasit s principy podloZzenymi
experimentalnim programem v matematice a pfirodnich v&€dach, na némZ ve Spojenych
statech spolupracuji, a o kterém bych vam velmi rad fekl n&co vice. Nicméné&, opé&t
ve shodé se svou zasadou hovofit pouze o téch vécech, které skuteéné divérné znam,
budu vybirat mnoho svych pfikladi na to, jak nespravnou analyzou lze dojit k zdanlivym
protikladiim, pfimo z vysoko$kolské matematiky.

Formalné& vzato, protikladem rozumime rozklad mnoziny S na dvé vzijemné disjunkt-
ni podmnoZiny P, Q; tedy

P U Q = S — sjednoceni mnozZin P a Q je mnoZina S

PN Q =0 — prunik mnoZin P a Q je prazdna mnoZina §.

(Naptiklad mnoZina S vSech Zijicich lidi je disjunktnim sjednocenim podmnoziny P
vsech Zen a podmnoZiny Q vSech muzi.) Proto k tomu, abychom ukazali, Ze jde o zdan-
livy protiklad, musime bud ukazat, Ze P U Q je vlastni asti S, tj. Ze zadané moZnosti
nejsou vycerpavajici, nebo ze P n Q neni prazdné, tj. Ze zadané moZnosti se vzdjemné
nevylucuji. Pravé timto druhym zptsobem budeme v dal$im demonstrovat nespravnost
protikladt.. Jakoukoliv namitku, Ze dané moZnosti nejsou vyerpavajici, miZeme totiz
ptedem vylougit tim, Ze S poloZime definitoricky rovné sjednoceni P a Q. Zadny podobny
uskok nemuiZe vSak vyvratit ndmitku, Ze P a Q maji spolenou podstatnou &ast.

1. VyuCovani x vycvik; dovednost X porozuméni

Ve svych dfivéjSich pfednaskach a ¢lancich jsem obsirné dokazoval, Ze vyu€ovani se
podstatné lisi od vycviku a Ze dovednost se podstatné lisi od porozuméni.*) Jsem si
nyni védom, Ze je pravé tak nutné dokazat existenci vyznamné Casti spole¢né vyufovani
i vycviku, dovednosti i porozuméni. Rik4 se dnes, ¢ musime nasi vyuku uéinit takovou,

*) Some Problems of Contemporary Education, Papers on Educational Reform, Volume IV, Open
Court Publishing Company, 1974, 77— 104.
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aby student 1épe vidél jeji smysl, a tak jsme napiiklad Zddani, abychom na vSech stupnich
zavedli jakysi druh ,,vychovy k povolani“. Heslo, Ze vyuka na odbornych $kolach je
vlastné vychovou k povolani, nemiZe zamaskovat nedostatek intelektudlniho obsahu
v téchto kursech ve Spojenych stitech, pfetrvavajici pfinejmens$im na stfedoSkolské
urovni. Tento systém je pouze priipravou pro uzce vymezenou vydéle¢nou &innost
po ukonceni $kolni dochézky. Rychle se ménici technologie, jakoZto charakteristicky
rys na$i doby, zplsobuje mimofaddné obtiZe pfi pfesném piedvidani znalosti, které
bude mlady ¢lovék potiebovat k tomu, aby mohl efektivné a produktivné pfispivat
spole¢nosti. Pokud se tyce vyhlidek studentli v budoucim zaméstnani, spoéiva odpo-
védnost vychovného systému v tom, aby vybavil studenta potfebnou davkou pruznosti
a povolnosti, kterd by mu umoznila pfizplsobit se zmé&nam, rozeznat pokrok, a s davé-
rou a optimismem jej jakoZto pozitivni uvitat. Zdalo by se tedy, Ze potieby nasi doby
kladou diiraz na vychovu v klasickém pojeti, pfesné&ji feCeno poZaduji absolventa, ktery
by byl s to vice pfispivat spoleCenskému systému v némz Zije, a také vice vytézit z jeho
vyhod. Podobné pouhé nabyvani tradi¢nich dovednosti je zcela nedostate¢né dokonce
i z toho nejprakti¢téjsiho hlediska, nebof tyto dovednosti velice rychle zastaravaji.
Nicméné schopnost osvojovat si riizné dovednosti nikdy nezastard. To znamena, Ze
Zaci si musi v pribé&hu studia spiSe osvojit schopnost skute¢né pochopit obsah vyuky,
neZ schopnost memorovat nékteré partie latky a tyto partie reprodukovat ve formalnich
testech. Abych poskytl pfiklady téchto principi, poukaZi na standardni zpusob, jakym
se vyklada ivod do infinitezimalniho poc¢tu. Kalkulus je chapan jako mnoZina dovednosti
— dalo by se skoro Fici trikii — a student se tyto triky uéi, je v nich cvien tak, aby
dosahl potiebné tGrovné zralosti. Medvédi sluzbu pfi studiu infinitezimélniho poétu
prokazuji studentim pfiklady §ité na miru, tj. volené tak, aby ilustrovaly jednotlivé
dovednosti, které ma student zvladnout. Spravné uceleny kurs by mél mit na zfeteli
cely komplex otazek spojeny s feSenim praktického problému, tj. jak volit na zacatku
feSeni matematicky model, jak uvaZovat v ramci tohoto modelu, jak vysledky ziskané
uvahou konfrontovat s ptivodnim problémem, aby se ovéfila vhodnost zvoleného
modelu, a kone¢né jak modifikovat model v pfipadé nesouladu mezi teorii a praxi.
Vsechny tyto stranky opravdové aplikované matematiky v sob& zahrnuji vychovu
studenta v Sirokém slova smyslu a jeho ziskavani pro skute¢né chapéini matematiky
a jeji Glohy v praxi.

Tento pfiklad se nam bude hodit i pozdéji, pfi rozboru dalsich protikladii z naseho
seznamu. Nicméné v tomto okamzZiku by bylo vhodné poukazat na to, Ze nutnost dat
studentu opravdové vzdé€lani neni nikde naléhavéj$i neZ na zdkladni Skole, kde je
Zak nejvnimavéjii k pfirozené atraktivnosti vyuky. Malé dit€, nezkaZené scestnymi
pokusy dospélych zménit ho podle svych vlastnich pfedstav, ma totiz nejvétsi radost
ze své schopnosti porozumét. Na zakladnim stupni ma dit€¢ nadhernou nespoutanou
obrazotvornost, kterd muZe byt udrZovidna a obohacovéana ucitelem, ktery mu nabizi
mnoZstvi poznatkd a zkuSenosti, uéitelem, ktery dokaZe vyuZit a uspokojit pfirozenou
détskou zvidavost v souladu s okolim, v ném?Z dité Zije. Osviceny a vhodné koordinovany
program matematiky a pfirodnich vé€d na zédkladni urovni muZe slouZit k utfidéni téchto
poznatkl, a tak vyvstdva jako pfirozeny ramec pfi ziskdvani vychovnych zkuSenosti.
Tento program nicméné& nepochybné vyZaduje jisty stupeii porozuméni ze strany ucitele
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matematiky a pfirodnich véd, coZ neni ve Spojenych statech v sou¢asné dobé realisticky
pfedpoklad vzhledem k vychové a minulosti vétSiny ucitelti zakladnich Skol.

Dovolte mi tedy uzavfit tuto ¢ast nazorem, Ze vycvik a dovednost budou ziskavany
jako vedlejsi produkt dobrého vyucovani a skuteéného pochopeni. PokousSet se vitipit
dovednost nebo poskytnout skute¢né uziteény vycvik by bylo marné, kdyby toto usili
nebylo provazeno skuteCnou vychovou celé osobnosti studenta. Tak vychova, ktera
byla a je vlastni funkci naSich $kol a univerzit, ma své opravnéni nejen proto, Ze kazdy
¢lovék v moderni spolecnosti ma pravo na opravdové vzdélani, ale také z ryze praktic-
kych dtivod, Ze je to totiZ nejlepsi zplisob, jak ucinit clov€ka uzite¢nym pro spoleCnost
a také schopnym vydé€lavat si na Zivobyti.

2. Uzitecné vyu€ovani x zdbavné vyuovani

Zacal bych vysvétlenim, co minim ziabavnym nebo Zertovnym vyu€ovanim. Na za-
kladnim stupni mam na mysli vymyslené povidky toho druhu, s jakymi se setkivame
v programu ,,Open Court”, coZ jest experimentdlni program ve Spojenych statech,
o kterém jsem hovofil jiZ dfive. V té&hto pfibézich je pfedvadéna situace, ktera je zcela
jisté téméf neskutedna. Nicméné je to situace, ktera je pro déti smysluplna, rozptyluje je
a obveseluje, 1aka k vySetfovani problému navozeného povidkou. Na vys$Sim stupni
jsou vhodné problémy, jaké predlozili napiiklad LEwis CARROLL nebo CALIBAN, nebo
jiné otisténé velmi Casto v britskych nedélnich novinach. Ale ja bych chtél rozsitit pojem
zabavného vyuCovani jesté dale. Nejenom pouziti riiznych fiktivnich ilustraci matema-
tiky, ale samotna jeji sila vzruSuje i t&si studenty a svadi je, aby se samostatné snaZzili
o uspokojeni své intelektualni zvidavosti. Rozdil zde neni tentyZ jako u Cisté a apliko-
vané matematiky. Zdanlivy protiklad je mezi nazorem, Ze studentova pozornost by
méla byt zaméfena k uZiteCnym dovednostem a prosttedkiim, k uZite¢né aplikaci,
a mezi nazorem, ktery vychazi z toho, Ze studenti maji pfirozenou zdlibu ve fantazii,
a tedy jejich pfirozena nespoutana obrazotvornost by méla byt podnicena tak, aby je
vedla do oblasti mysleni, které nesouvisi pfimo s praktickou zkuSenosti.*)

Protiklad je skute¢n€ jen zdanlivy; prosté proto, Ze problém vybrany z kteréhokoliv
zdroje za pfedpokladu, Ze skute¢né zaujme obrazotvornost studenta, dovede ho ke sku-
teéné vychovné zkuSenosti. A tato zkuSenost miZe byt dale vyuZita v zajmu rozvoje
jeho znalosti skute¢ného svéta. Vymyslené povidky z ,,Open Court* jsou podle mého
nazoru vynikajici; ale dovolte mi uvést poné€kud odliSny pfiklad k ilustraci toho, Ze
uZitené a zdbavné vyuCovani jsou vzijemné se nevyluCujici pojmy. Pfiklad samotny
odrazi ve skute€nosti jeden zdkladni rys programu ,,Open Court.

Jedna z nejdulezitéjSich Casti aplikované matematiky, pravé pro jeji vSudyptitomnost,
je pravdépodobnost a statistika. Diky témto dvéma matematickym disciplinAm jsme
schopni rozumné reagovat na nase okoli a €init racionalni rozhodnuti. Jakym zpilisobem
Ize zavést zékladni principy pravdépodobnosti a statistiky? Jsem pfesvédéen, Ze idealni

*) Jsem presvéd&en, Ze pojeti protikladli bylo uzndno MITCHELLEM LAZAREM, kdyZ napsal: ,,Misto
vyuky matematiky pro ni samotnou mély by ji vysoké $koly ugit pro studenty*‘. (The elegance and
relevance of mathematics, Chronicle of Higher Education, Dec. 1, 1975.)
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cesta je pomoci her. Pfirozeny zajem déti o hry — a rovnéZ jejich pfirozené pfani zvitézit
— miZe byt vyuzito k tomu, aby si pfaly pochopit elementérni principy pravdépodob-
nosti a statistiky. Tak si lze pomoci her osvojit riizné metody a mimoto se timto zpiiso-
bem podnécuje intelektualni zvidavost. Tyto metody pak mohou byt aplikovany na si-
tuace, kde nemame uplnou informaci, a takovymi situacemi na$§ okolni svét vskutku
oplyva. Divody, pro¢ hledat takové postupy pro osvojeni si a pochopeni téchto partii
matematiky, jsou natolik zfejmé, Ze by bylo zbyteéné je zde rozebirat. Bylo by vSak
vhodné zdtraznit, Ze nejdileZit&j§im argumentem pro tento postup, siln&j$im neZ viechny
argumenty jiZz vyslovené ¢i pouze mySlené, je, Ze si nakonec budeme pfat aplikovat
na$i matematiku na situace vznikajici pfi védeckych pokusech, u nichZ nezname pfedem
vysledek, a Ze si budeme prat otestovat spravnost nasi metody v podminkach zpétné
vazby, jako je tomu praveé u her.

Existuje jesté pon€kud odliSny blud podporujici tento zdanlivy protiklad, o kterém
mohu ze své zkuSenosti Fici, Ze se vyskytuje zvlasté ve Spojenych statech, ackoliv se
docela dobfe miZe objevit i v nékterych statech socialistickych. Tyk4 se puritanské
viry, Ze nejctihodnéj$i druhy lidské €innosti nemohou byt provazeny pocity hlubokého
pozitku. To pak vede k zavéru, Ze ani ve vychovném procesu ani pfi jakékoliv jiné ¢in-
nosti se nemiZe dit nic skute¢né dulezitého, pokud se zicastnéné osoby pfitom velko-
lepé bavi. Je skutené politovinihodné, Ze tato domnénka ovliviiuje nés§ pfistup k vydé-
lavani si na Zivobyti. A je dvojnasob politovanihodné, Ze ovliviiuje i na$ pfistup k ziska-
vani vzdé€lani. Osvicené minéni uzndva, Ze zakladni vyuka miZe byt ¢asto zibavna.
Ale je tu ne$tastny nazor, Ze jak vychovny proces pokraduje, je nutné stavat se ve tfidé
postupné stale vaznéj$im; a rozptyleni 1ze pfipustit jen pfi mimoskolni ¢innosti. Vysled-
kem toho pak je pravé to, ¢eho bychom se méli vyvarovat — a mnozi lidé prohlasuji,
Ze se o to pokouseji — to jest oddéleni Zivotni zkuSenosti ze §koly od ostatniho Zivota.
Nasledky jsou pro budouci Zivot a povolani studenta skuteén& ne¥tastné — podporuji
ptedsudek, Ze prace a hra jsou navzajem v protikladu.

Mnoho z vyu€ovani by mélo byt Zertovné*); na hlub§im stupni by mélo byt velmi
zabavné. Zabavnost vyuovani nejen Ze neni v rozporu s jeho uZite¢nosti, ale pravé
naopak je absolutné zédkladni podminkou pro to, aby vyuka ovlivnila Zivot budouciho
dospélého ¢Elovéka. Nikdo si nepfeje, aby vyufovani matematiky odvadélo studenty
od vseho, co je v Zivot€ mimo matematiku dileZité. Nicméné€ z matematiky miZe vzejit
pouze dobro, bude-li jeji studium spojeno se zadbavou, s volnou hrou pfedstavivosti
a schopnosti pro fantazii.

3. Strukturdlni vystavba x FeSeni problémi; axiomatika x konstruktivni metoda

Tyto dv& nespravné antiteze jsou vzajemné velmi uizce spjaty. Tzv. ,,nova matematika‘
byla napadena za to, Ze pfili§ zdlraziiuje diileZitost matematickych struktur a Ze piehliZi,
jak je u mladeZe nutné péstovat schopnost fesit problémy. Toto miiZe byt zdrava kritika

*) Zde lze oponovat, Ze velkd zdbava a §vanda mohou vzniknout i pfi studiu redlnych situaci.
Samoziejmé! Bylo by absurdni tvrdit, Ze Zerty jsou moZné jen ve fantazii — opét dalii fale$ny proti-
klad.
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mnoha nepodafenych vyu€ovacich pokusii, které se uskute¢nily pod praporem nové
matematiky, ale pokud k nim doslo, pak to bylo zplisobeno nepochopenim cili reform-
niho hnuti ve vyu€ovani matematice, a jist€ to neodpovidd zdmériim Cinitelt odpovéd-
nych za vychovnou filozofii tohoto hnuti.

Studenti matematiky musi byt ov§em schopni feSit problémy. Ale pravdépodobné
pijde o takové problémy, které pottebuji ke svému feSeni matematiku, a tedy ma-li byt
matematika u¢inné€ aplikovana, musi byt dobfe pochopena. Snadno lze ovéfit, Ze je
dilezitou vychovnou zkuSenosti byt postaven pfed problém a pak se jej pokusit Fesit.
Ale odeptit nékomu pfistup k pouzitelné teorii béhem pokusti o feSeni problému,
znamena postavit ho do velmi nevyhodné situace a nadmérné sniZit pravd€épodobnost
ziskani dobrého feSeni v pfiméfeném cCase. Stejn€ jako vyluéné zaméfeni na vystavbu
matematickych struktur je zkreslenim principi nové matematiky, je vyluéné zaméfeni
na feSeni problému zkreslenim heuristickych principti ve vyucovani. Problémy lze
velmi 0&inné€ feSit pouZitim vhodné teorie; a zaliba pro teorii se nejpravdépodobnéji
vyvine z touhy fesit zajimavé problémy. Dvé ¢innosti, totiZz strukturalni vystavba a fe-
Seni problémil, se tedy navzajem podstatn€ dopliuji.

V matematice samotné se dvé strany mince nazyvaji axiomatika a konstruktivni
metody. Pomlouvaci axiomatické metody ji pfedstavuji jako nemotivované a bezduché
memorovani axidml pro néjaky abstraktni systém, bez odkazu na jakékoliv moZné
aplikace. Napfiklad profesor FEYNMAN, nositel Nobelovy ceny za fyziku, ve svych
podnétnych Messenger Lectures na Cornell University v roce 1964, zobrazil matema-
tika jako ¢lovéka vychazejiciho z pevné, ale jinak libovolné mnoZiny axiému a chladno-
krevné vytloukajici veSkeré disledky z t&chto axiomii. Porovnaval tuto odlids$ténou
éinnost s praci fyzika, postupujiciho lehce od jedné souvislosti k druhé pomoci jemnych
skoki tvlréi obraznosti, vZdy znovu a znovu pronikajiciho do neznama jasnym a pod-
nécujicim paprskem svétla. Ve skute¢nosti oviem Feynmaniiv popis pfirozeného ,,modus
operandi‘‘ fyzika dava presny popis ¢innosti dobrého matematika. Nicméné to, ¢im se
zde zabyvame, je faleSny protiklad mezi axiomatickou metodou v matematice a kon-
struktivni metodou, v niz se skute¢né provadéji ,,konkrétni‘ operace s ,,konkrétnimi‘
veliéinami a timto zplsobem se odvozuji disledky.

Ze tyto dvé metody existuji je bezpochyby pravda. Je rovnéz pravda, Ze existuje $kola
filozofického mysleni — intuicionismus — ktery véfi, Ze jenom konstruktivni dikazy
v matematice jsou skuteén€ platné. AvSak tento nazor zastavd extrémné maly pocet
matematik®i; kromé& toho ani toto hledisko nevyluduje axiomatiku jako celek — pouze
prosté odmitd platnost ditkazu sporem. Axiomatickd metoda byla pouZita EUKLEIDEM
k stanoveni elementarnich geometrickych vlastnosti a bezpochyby pfedstavovala ohrom-
ny pokrok v lidském mysleni. V soudasném vyuéovani geometrie se bohuZel velmi €asto
stava, ze se dokazuji geometrické vysledky, které jsou nezajimavé a trivialni, a dikazy
maji zfejmou prichutf pedanti¢nosti. Nicméné, kdyby geometrické dikazy se uZivaly
k matematickym objeviim, jak by se skute¢né mohly a mély pouZzivat, pak by argumenty
proti axiomatice zcela jisté zmizely.

Zakladatel moderni axiomatické metody v matematice byl Davip HiLBerT. U Hil-
berta se poprvé setkavame se zfejmym tvrzenim, Ze axiomaticky systém nevypovida nic
o realné existenci objektli. Axidomy jsou postulaty o nedefinovanych veli¢inach a nikoliv
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néjaké evidentni pravdy o skuteCnych objektech. Hilbert vyuZil axiomatickou metodu
s ohromnym uspéchem. Jednim z jeho podateénich triumfi bylo vyfeSeni problému
nalezeni konefné baze pro systém invariantd algebraickych forem. Velky némecky
matematik GORDAN konstruktivni metodou dokazal, Ze pro bindrni formy existuje
kone¢na baze. V roce 1888 Hilbert nalezl novy, nekonstruktivni ditkaz Gordanovy véty,
a v zafi téhoz roku oznamil uplné feSeni. Pfi zpracovani tohoto velmi ,,konkrétniho*
problému z matematiky Hilbert v podstaté objevil axiomatickou metodu. Nekonstruoval
totiZ koneénou bazi invariantti, nybrZ dokazal, Ze systém invariantii musi mit kone¢nou
bazi. Reakce Hilbertovych sou€asnikii je velmi zajimava ve svétle predsudku, které
prezivaji dodnes. LINDEMANN, jeden z velkych zakladateltt moderni teorie ¢isel, oznagil
tento duikaz jako ,,pfiSerny* (unheimlich). Gordan sam fika ,,Das ist nicht Mathematik,
das ist Theologie* (to neni matematika, to je teologie). KRONECKER, o kterém Ize Fici,
Ze je predchiidcem intuicionizmu, a ktery byl jednim z nejtvrdsich Cantorovych odptrci
pii pozd€jsim rozvijeni teorie mnoZin, Hilbertovy argumenty zcela zavrhuje. Je zajimavé,
ze v roce 1890 Hilbert ziskal metodu konstrukce koneéné baze, jejiZ existenci dokazal.
Avsak napsal: ,,Zakazat existenCni tvrzeni ... je totéZ jako zfici se matematické védy
jako celku.* JestliZze je axiomatickd metoda pouZita k feSeni problému, pak ma své
velké opodstatnéni a uZite¢nost. Pouha vystavba matematické struktury, bez ohledu
na problémy, k nimZ by tato struktura mohla byt aplikovana, neni podle Zadného
myslitelného méfitka zasluzna a hodnotnd matematickd Cinnost, nybrz je to pouha
karikatura axiomatické metody.

V ponékud pozdéjsi dobé RENE THoM, velky francouzsky matematik, zkonstruoval
novou matematickou teorii nazvanou kobordismus a za tento objev obdrZel Fieldsovu
medaili. Thomiiv novy pojem slouZi ke sjednoceni a utfidéni velkych oblasti topologie
— arovnéz k feSeni dileZitych problémt. Ohromné mnozstvi literatury, které nasledo-
valo po Thomové prikopnické praci, je dostate€nym sv€dectvim jejiho vyznamu.

Abych vyvedl z omylu ty, ktefi véfi, Ze vystavba matematickych struktur a axioma-
tické mysleni jsou prost€ hajemstvim néjaké sobéstacné kliky Eistych matematiki,
sta¢i, kdyZ budu citovat poznamky RICHARDA COURANTA, jednoho z nejvétSich odbor-
nikll v aplikované matematice v tomto stoleti, z jeho zdravice k Hilbertovu stoletému
vyro&i. V roce 1962 Courant fekl: ,,Zivd matematika je zaloZena na fluktuaci mezi
protikladnymi silami intuice a logiky, mezi jedine¢nosti pozemskych problémi a obec-
nosti dalekosahlych abstrakci. My sami musime zabranit vyvoji zaméfenému pouze
k jednomu pélu téchto Zivotodarnych protikladii. Matematika musi byt s laskou
opatrovana a posilovana jako Zivotn€ dilleZity poticek spojeny s Sirokou fekou védy.
Nesmi kapat do pisku. Hilbert nim ukazal..., Ze neexistuje Zadna propast mezi Cistou
a aplikovanou matematikou a Ze mezi matematikou a pfirodnimi védami jako celkem
miiZe byt navazana plodna spoluprace.

Axiomaticka metoda se stala mimofadné silnym prostfedkem abstraktniho mysleni.
Aby si nasi studenti toto uméni osvojili, je dilezité, aby se ve $kolach chépala uloha
struktury v matematice jak ulitelem, tak i Zakem. Je znepokojujici, Ze v novém kole
reformy uebnich plani matematiky se klade tak velky diiraz na feSeni problému, jako
by to byla alternativa k rozvoji samotné matematiky. ReSeni problémd ma daleko
k né&jaké alternativé, nebot tvofi podstatnou €ast rozvoje chapani matematiky a nemiize
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zaujimat jiné misto, neZ ve spojeni s bohatym matematickym vzdélanim. Touha feSit
problémy je hnaci silou pro rozvoj matematiky, a tim je i hnaci silou pro pochopeni
a osvojeni si matematiky ve vyuCovacim procesu. PokousSet se feSit problémy, které
jsou vhodné pro matematické zpracovani a ignorovat pfitom vhodnou matematiku,
je cesta absurdni, nebof vede ke zmareni sama sebe.

Morris KLINE, ve své vyzyvavé knize Why Johnny Can’t Add (Pro¢ Johnny neumi
seditat), ke které bych se chtél obsirné&ji vyslovit ve své druhé pfednasce, napada pouZiti
axiomatické metody jako zdkladu vyu€ovani elementarni matematiky. Nelze diskutovat
s Klinem o jeho ndzoru na véc s vyjimkou jeho tvrzeni, Ze naSel hlavni pfi¢inu naseho
malého Gspéchu ve snaze dat naSim détem dobré matematické vzdélani. Axiomaticka
metoda ve své explicitni formulaci by se méla ve vychovném procesu objevit relativné
pozdégji. Ale studium skutené struktury pouzivané Ciselné soustavy je jisté€ vhodné jiz
na zakladnim stupni. Zde by se mélo vidy pfedpokladat, Ze studium neni samoucelné,
ale slouzi k lepSimu pouZivani matematiky jako nastroje k pochopeni a ovladnuti
okolniho svéta. Tak lze nalézt v programu ,,Open Court* néleZity zajem o praktickou
dulezZitost pocetnich dovednosti spojenych s uvédoménim si skuteCnosti, Ze Ciselna
soustava vykazuje jisté strukturni rysy, které mohou znaéné€ zjednodusit vyslednou
aritmetiku; to umoziiuje studentiim lépe pochopit pfirozeny rozvoj matematiky samotné
a vysvétluje dvoji roli ¢iselnych soustav ve vypoétech a méfenich. Cil dobrého vychov-
ného programu je vyuka budouciho ob¢ana, af jiZ v jakémkoliv specialnim oboru.
Proto vyuCovani musi obsahovat pochopeni podstaty matematickych metod. JestliZze
zamitneme studium matematickych struktur pro né samé — a toto zamitnuti by se mélo
tykat vétSiny naSich studenti — neznamena to vibec popreni dileZitosti struktur
v tvahach tykajicich se realného svéta.

4. Uméni x véda; Cistd matematika x aplikovana matematika

Kontrast mezi uménim a védou byva ¢asto pocitovan béhem celého Zivota ¢lovéka
jako zakladni rys vychovy. Véda je v souCasné dobé v mnoha zapadnich statech na
ustupu pied Gtokem téch, ktefi tvrdi, Ze védci prokazali naprosty nezdjem, hranidici
dokonce s pohrdanim, o blaho lidské rasy, a provozovali svou védu s naprostou bezo-
hlednosti pokud jde o socidlni, politické i moralni disledky. Kritikové ztotoZiiovali
védu s technologii a zaroven poukazovali na zvySujici se zneci§téni prostiedi a hromadéni
stale rafinovanégjsich zbrani jako na dikazy, Ze vé€dci v sob€ nemaji dost lidskosti a odtud
vyvozovali, Ze ve vychové védct je malo humanismu. Vyjadfenim tohoto nahlého obratu
proti védé je, Ze studenti ve Velké Britanii a Spojenych statech se zapisuji na pfednasky
z humanitnich a spolecenskych véd na ukor pfednasek z véd prirodnich, které jsou pak
na naich univerzitich malo naplnény — a nadani mladi lidé se obraceji zady k univer-
zitnimu vzdélani viibec, a to s pfesvédCenim, Ze univerzity jsou souéasti zfizeni, které se
vyznacuje lhostejnosti k moralnim otazkam.

Je ironii, Ze tento utok na v&du probihd ve stejné dobé jako utok na matematiku
proto, e je ptili§ abstraktni a ma zanedbatelné aplikace. Utok oviem nepfichazi od
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tychZ osob. Ale skutenost, Ze tyto dva utoky probihaji soudasné ilustruje dulezity
princip, Ze ,,neni na svété ¢lovék ten, jenZ by se zalibil lidem vSem*,

Neni cilem této pfednasky poustét se do Sirokych sociologickych otdzek vzniklych
utokem na védu.*) Zde je mym vymezenym cilem ukazat za prvé, Ze neexistuje skuteény
protiklad mezi istou a aplikovanou matematikou, a za druhé, Ze hodn€ z matematic-
kého uméni je zaméfeno k aplikacim matematiky na okolni svét.

Pokud se tyle prvni teze, chtél bych zadit diskusi o otazce, co je tfeba rozumét pod
slovy ,,aplikovani matematika‘‘. Podle mého nizoru oznaduje tento termin matematiku,
ktera se pouziva pfi feSeni matematickych problémti. Tu bychom vSak je$t€ neméli
omezovat pouze na matematiku, kterd byla vymyslena za ticelem aplikace, a tim spiSe
ne pouze na ty ¢asti matematiky, které se objevuji v tradiénich pfednaskéch z aplikované
matematiky. Dnes, kdy se matematika pouZivd v mnoha novych oborech, specidlné
ve spoleCenskych v&dach, neni zfejm& mozZné pfedepisovat predem, které partie mate-
matiky se ukazi uZiteCné v aplikacich. Napftiklad teorie kdd opravujicich chyby, ktera
je ztejme velmi diileZita v teorii automatd a v computer science, zavisi na studiu pozi-
tivné definitivnich kvadratickych forem nad dvouprvkovym télesem a jednou z vét této
teorie je skuteCnost, Ze kazda funkce, definovana na koneéném télese s hodnotami
v ném je polynomem. Teorie kvadratickych forem a teorie kone&nych téles zajisté
nebyly rozvijeny s jakymikoliv my$lenkami na aplikace, ale nyni se dostaly do sféry
aplikované matematiky, protoZe byly objeveny jejich aplikace.

Je tedy zfejmé, Ze rozdily mezi &istou a aplikovanou matematikou jsou nepodstatné.
Mnohem vhodné&jsi je prosté hovofit o matematice, a je-li potfeba, tedy o aplikacich
matematiky. ProtoZe celd matematika je potencidlné pfistupnd aplikacim, musime
zavrhnout kacifstvi, které hlasa, Ze existuji partie matematiky, jako naptiklad algebra,
geometrie, topologie, teorie ¢isel, které mohou byt budoucimi aplikovanymi matematiky
klidn& zanedbany. Stejné bychom méli pak odmitnout nazor, ktery by moznia mohli
zastavat néktefi lidé svedeni na scesti, Ze na vysokoskolském stupni, nebo mozna i dfive,
je tieba ostfe rozliSovat mezi témi, ktefi maji v planu pouZivat matematiku jako néstroj
a mezi témi, ktefi chtéji studovat matematiku pro ni samou. Vsichni studenti matematiky
se musi uéit matematiku, a musi se také ucit néco o metodach, jak lze matematiku apli-
kovat. Zatimco existuji rozdily mezi istym a aplikovanym matematikem, pokud jde
o charakteristické motivace, metodologie se podstatné piekryvaji. U obou totiZ existuje
velmi silnd experimentalni sloZka, kterda mtZe byt snadno piehlédnuta v piisné deduk-
tivnich postupech, jaké se najdou v mnoha uéebnicicich. U obou najdeme rozumny
vybér problémt vhodnych pro matematické zpracovani. Tyto problémy mohou patf¥it
do oblasti matematiky nebo mimo ni; a pravé otdzka, zda dana osoba hled4 inspiraci
pro svou matematiku bud uvnitf samotné matematiky, nebo mimo ni, je nejvyznam-
né&j8im kritériem rozliSujicim pracovniky v Cisté a aplikované matematice.

Analyzujeme-li schéma prace v aplikované matematice, najdeme kli¢ova mista, kde
hlavni ulohu m4 uméni. Naskyta se na pfiklad otazka, o které jsme se jiZ zminili, tykajici
se vybéru vhodného problému. To je nepochybné uméni, nebot zde je algoritmicky
postup nemoZny. Pak je zde problém volby vhodného matematického modelu. Zde

*) Zajimavé pojednani o téchto otazkach, doplnéné obsihlym seznamem literatury, je v ¢lanku
ROGERA WILLIAMSE: The Soluble in Pawn to the Possible, in Encounter, Janurary, 1974.
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Jjsou kritéria rovn€Z velmi sloZitd. Musi zahrnovat oblast kompetence matematika, jeho
rozhodnuti v jakém rozsahu je ochoten aproximovat problémovou situaci modelem
a ruzna dalsi omezeni, jako jsou ofekavané vydaje, méfené Casem, usilim nebo piimo
penézi, na shromazdéni numerickych dat nezbytnych pro nalezeni a pfezkouseni feSeni.
Jestlize matematik Uspé€Sné provede uvahy uvnitf modelu i pfislusné vypocty, a pak
pfi porovnavani svého vysledku s ptivodni nematematickou situaci zjisti neshody, je
postaven pred problém modifikace matematického modelu, popfipadé musi shromazdit
dalsi udaje. Zde je op&t podstatny vlastni usudek — Zzadny proceduralni algoritmus
nepomuzZe. Existuje tedy mnoho pfikladii na ulohu umeéni v aplikované matematice.
Z toho je patrné, Ze je spravné hovofit o véd¢ v matematice a o umeéni v aplikované
matematice. ProtoZe matematika zahrnuje systematicky soubor znalosti a vyZaduje
souhrnné uvahy a pochopeni smyslu téchto uvah, je skute¢né v tomto smyslu védou.
A protoZe aplikovana matematika zahrnuje volbu, ktera musi byt provedena na zakladé
zkuSenosti, intuice a dokonce inspirace, ma charakter uméni. Lze tedy v matematice
zajisté najit jak uméni, tak védu, a to jak v Cisté, tak v aplikované matematice. Tak
jsme rozbili oba fale$né protiklady jednou ranou.

Ostatni prirodni védy si berou pouceni z matematiky — cozZ je, jak véfim — velmi
podstatné kritérium zralosti pfirodnich véd. Matematika bez pfirodnich véd je sice
schopna Zivota, ale ma $patny vychovny vliv; pfirodni védy bez matematiky nejsou
dokonce ani Zivotaschopné.*) Dobry uéebni plan musi poskytovat mnoho pfileZitosti
pro pfeménu pouhych pozorovani a pouhych uvédoméni si individualnich sloZek okoli
¢lovéka na zdroj pfemysleni a zdravé zvidavosti. Aby vysledky inteligentniho pozoro-
vani a experimentu mohly byt pojaty do védy, k tomu je tieba matematiky. Feynman
fekl, Ze ,,pfiroda k ndm promlouva jazykem matematiky*, PETER MEDAWAR, nositel
Nobelovy ceny za biologii, popsal védu jako ,,uméni feSitelného*. Problémy feSime
pomoci symbolickych uvah, a to je doména matematiky.

Zavér

V této prednasce jsme se zabyvali vyvracenim jistych faleSnych protikladd. Nadvlada
téchto fale$nych protikladi je bariérou, kterd brani jasnému pohledu na vychovné
problémy. Ve viech pfipadech takovych neplodnych a scestnych antitezi, a to jak téch,
o kterych jsme pojednali v pfednasce, tak i mnoha dalSich, potfebujeme a miZeme
ziskat ob€ strany vyumélkovaného protikladu. Jako posledni varovné slovo mi dovolte
fici toto: Budeme-li naslouchat riznym zajmovym skupinam, které inzeruji své zbozi
a vychloubaji se svymi oblibenymi univerzalnimi Iéky, nedostaneme nikdy ob€ strany
mince a navic se octneme ve velkém nebezpeci, Ze nedostaneme stranu zddnou. Dobré
vyucovani v sob€ zahrnuje kaleidoskop riiznych kvalit a vlastnosti, jeho uspéch zavisi
na mnohostranném pfistupu, a tedy na spolupraci vSech opravdové zainteresovanych
ochotnych odbornikii, vychovatelli, psychologii, rodi¢li, ufedniki. Jediné tak mohou
nase déti a jejich déti doufat, Ze ziskaji tak dobré vzdélani, jaké si zaslouzi.

*) Nehovoiim o pfirodnich védach bez matematik(! Tvrzeni, Ze v tomto pfipadé by pfirodni védy
ztratily zivotaschopnost, je jiz sporngjsi.
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