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K vyvoju matematiky
infinitezimalna a nekonec¢na

Detlef Laugwitz, Darmstadt*)

Tento dodatok md doplnit ¢ldnok W. A. J. LUXEMBURGA Nestandardné Ciselné
systémy a odévodnenie Leibnizovho infinitezimdlneho poctu.

V novoveku prvymi priekopnikmi infinitezimdlneho poc¢tu boli CAVALIERI, PASCAL,
FERMAT a ini. GREGORY, NEWTON a predov§etkym LEIBNIZ infinitezimdlny pocet dalej
rozvinuli. Leibnizove abstraktné predstavy infinitezimdlna pouZili BERNOULLIOVCI
a zvld§t LEONHARD EULER (1707 —1783) takym spdsobom, ktory niekedy velmi pripo-
mina ne§tandardnu analyzu. Na doplnenie historického prehladu, ktory uvddza ABRA-
HAM ROBINSON na zdver svojej knihy'), spomeniem niekolko typickych spdsobov ich
uvaZovania.

(a) Euler (1749) si v8imol rozdielneho spdsobu vysvetlovania logaritmu pre zdporné
a imagindrne &isla u Leibniza a Johanna Bernoulliho?). Zatial &o Bernoulli si myslel, Ze
md byt log (—a) = log a, Leibniz chédpal log (—1) ako imagindrne &slo. Obidvaja dlho
a dokladne odovodiiovali svoje ndzory. Euler naproti tomu tvrdil, Ze logaritmus je
nekone&ne mnohoznaény. Nech n je nekonedne velké &islo (un nombre infiniment grand),
x = (1 + w)"a y = log x. Potom teda y = n . @ pri vhodnom tak definovanom neko-
ne¢ne malom . (x, y sa tu pokladaju za kone&né &isla!) Zo vzfahu y = n.x'" — n
sa moze teraz usudif, Ze existuje nekonecne vela hodnét pre y. Je totiZz jasné, Ze x'/2
md dve hodnoty, x/3 tri hodnoty a tak dalej, teda x!/* md nekone&ne vela hodnét.
Tu sa znovu objavuje myslienka, Ze pre nekoneCne velké ¢&isla plati to isté ako pre
konecné. Potom Euler uréil (sprdvne) hodnoty logaritmov pre x a to rozloZenim poly-
nému nekoneéne velkého stupiia

(1 + X) - X
n

(b) Metdda rozkladu polynému nekone&ne velkého stupiia sa uz predtym vieobecne
pouZivala. Vé€Sina rozvojov do radov sa odvodzovala z bindmov nekoneéne velkého
stupitia na zdklade Newtonovej binomickej formuly a nie z Taylorovho rozvoja. V Luxem-
burgovi [4] sa nachddza vaha o tom, ako Euler odvodil si€inovi reprezentdciu sinu,

na linedrne faktory.

*) Pieklad ¢lanku Zur Entwicklung der Mathematik der Infinitesimalen und Infiniten oti$téného
v ,,Jahrbuch Uberblicke Mathematik 1975 pofidila EvaA GEDEONOVA. Pozn. red.

1) [2]; hranatymi zdtvorkami poukazujeme na &islo v zozname literatury Luxemburgovej prace
Nestandardné &iselné systémy a odévodnenie infinitesimdlneho poétu.

2y L. EuLer: De la controverse entre Mrs. Leibniz et Bernoulli sur les logarithmes des nombres
negatifs et imaginaires. Mem. de 1’acad. Berlin 5 (1749), vyd. 1751, str. 139—179. Tiez Op. omn.
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Si“T" = (1 - ;—z) (1 - (2’:)2)

Pre Eulera a Bernoulliho vznikaju takéto formuly preto, Ze nulové hodnoty sin x/x st
predsa zndme a tym sa hned ziska vyjadrenie sinu v tvare sudinu. KedZe do favej strany
mozZno dosadit rozvoj sinu, moZno porovnanim koeficientov ndjst predtym dlho hladané

rozvoje, napriklad n2/6 = Y'1/n®. (K tomu aj Euler, Op. omn. (1) XLV str. 73—85,
z roku 1734/35.)

(c) Hoci sa bez rozpakov s divergentnymi radmi explicitne pog&italo, bolo uz Eulerovi
v roku 1734/35 jasné ,,Cauchyho* konvergen&né kritérium. Formuloval ho pre rady
v infinitezimdIno-matematickom tvare takto®): Series quae in infinitum continuata sum-
~ mam habet finitam, etiamsi ea duplo longius continuetur, nullum accipiet augmentum,
sed id quod post infinitum adjicitur cogitatione, re vera erit infinite parvum. Nisi enim
hoc ita se haberet summa seriei, etsi infinitum continuatae, non esset determinata et
propterea non finita. Ex quo consequitur si id quod ex continuatione ultra terminum
infinitesimum oritur, sit finitae magnitudinis, summam seriei necesario infinitam esse

debere*) Toto sa potom ihned pouZilo na harmonické rady, pri¢om i (pre infini) je
nekoneéne velké &islo:

2i
i.—l—'< Y £<1. 1 .
2i k=i+1k i+1

Suet je tu vdsi ako 1/2 a mensi ako 1, teda kone&ny a preto harmonicky rad nemdze
konvergovat. Potom pouZil Euler konvergenéné kritérium pre rady s lenmi k™%

(d) Euler nemal jednozna&ny vztah k nekone&nym radom, ako to jasne vidno v jeho
korespondencii s Nicolausom Bernoullim (1743, pozri ®)). Euler s istotou predpokladd,
Ze rad, ktory vznikne rozvojom z uzavretého vyrazu®), sa rovnd tomuto uzavretému vy-
razu aj tam, kde nemd koneény sucet. Vyvodzuje z

1
1—-x

=14+x+x*+...

3) Pozri tiez R. Reiff, Geschichte der unendlichen Reihen, Miinchen 1889, pretla¥ Wiesbaden
1969, str. 119.

4) Do nekone&na predlZeny rad m4 suet kone&ny, ak aj dvakrat predlZeny, nema nijaky prirastok,
avsak to, ¢o sa myslienkovo pridd po nekoneéne, bude v skuto¢nosti nekonedne malé. Keby tomu tak
nebolo, st¢et do nekonedna predlZeného radu by nebol uréeny a preto by nebol kone&ny. Z toho
vyplyva, Ze keby to, ¢o vznikd z pokradovania za infinitesimalnou hranicou bolo kone&nej velkosti,
musel by byt si¢et radu nevyhnutne nekoneény. Pozn. pr.

5) Pozri znovu R. REIFF, tamtieZ, § 11 a tam citovan4 literatira

6y Zaujimavé je aj, ako Euler neskorSie vyietroval konvenene divergentné trigonometrické rady.
Jeho spdsob vySetrovania je z hladiska pojmu distribicie v kazdom ohlade spravny. Formdlne sta-
novisko Eulera, o ktorom hned budeme hovorif, oZilo znovu v 20. storo&f v te6rii distribucii. Tato

tedria je teda blizka formalnemu stanovisku Eulera a ne§tandardni analyza je blizka stanovisku
infinitezimdlnej analyzy.
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pre x = —1 st&et 1/2. Neskorsie pravidld pre sditovanie radov na toto nadvizuji.
N. Bernoulli naproti tomu tvrdi, Ze sprdvne je

1 © 41
—l4 x4+ x4+ x4 T
1—x 1-x

¢o ostatne pripomina inokedy Eulerov ndzor, Ze pre nekoneéne velké ¢isla platia tie isté
vety ako pre kone&né. N. Bernoulli piSe (preklad podfa Reiffa, tamtieZ str. 121): ,,Ich
kann mir nicht einreden, dass Du behauptest, eine divergente Reihe, der ja, wenn man sie
auch ins Unendliche fortsetzt, immer noch etwas fehlt, stelle den Wert der Grosse,
welche entwickelt wurde, exakt dar,,.”)

Toto je vobec ddleZity jav, ktory podstatne prispel k tomu, Ze sa infinitezimédlne met6dy
zdiskreditovali. K tomuto tieZ prispelo to, ako ukazuje Eulerov citdt o kritériu konver-
gencie v (c), Ze sa presne nerozliovalo medzi nulou a infinitezimdlnom. Euler prileZitost-
ne bez rozpakov vynechd nekoneéné sity nekoneéne malych &isel. Nicolaus Bernoulli
je dokonca proti vynechaniu jednej koneénej veli€iny. Berkeleyho ndmietky su pochopi-
telné.

Uspokojim sa s tymito niekolkymi prikladmi a preskoéim vyvoj aZ po Cauchyho.
Na chybajticu &ast odkazujem &itatela na Robinsona [2]. Prechddzam hned k BERNARDOVI
BoLzaNovi (1781 — 1848), ktory, ako sa zdd, prvy ddsledne rozlifoval medzi nulou a ne-
kone¢ne malymi ¢&islami. Okolo roku 1830 vypracoval ,,nduku o veli€indch‘‘ v ktorej
sa vyskytuji nekone¢né &iselné vyrazyakol +1 + 1 + ...atd, 1 +2 + 3 + ... atd,,
1/1 + 1+ 1 + ... atd., ako aj nekone¥né suiny. S tymito vyrazmi po&ita takym
sposobom, ktory sa d4 oddvodnit dnesnymi metédami®). Skoda len, Ze tieto poznatky
sa stali zndme aZ sto rokov po Bolzanovej smrti a nemali Ziadny vplyv na dalsi vyvoj.
Nie je tieZ zrejmé, & Bolzano prisiel tak daleko, aby mohol dokdzat Leibnizov infinitezi-
mdlny podet.

Toto posledné v§ak mdZeme s istotou tvrdit uZ koncom 19. storo¢ia o mladom §tu-
dentovi T. Levi-CiviTA (1873—1941). T. Levi-Civitd chcel najprv obrdnit kritizované
Fondamenti di geometria od jeho uditela G. VERONESEHO, v ktorych sa pracuje s neko-
neéne malymi a nekoneéne velkymi tise€kami. V skutoénosti sotva dvadsatro¢ny Student
prispel podstatnou mierou k odévodneniu infinitezimdlneho podtu®). Skonitruoval
usporiadané nearchimedovské teleso, ktorého prvky méZeme dnes napisat v tvare
formdlnych potenénych radov v nekone¢ne malej neurditej w. Teda X = Y a,0™, kde

n

7y, Tazko pochopit Tvoje tvrdenie, Ze divergentny rad predstavuje presne hodnotu veli¢iny, ktora
sa rozvija. Divergentnému radu predsa vzdy eSte nie¢o chyba, aj ked ho rozvija$ do nekone&na‘‘. Pozn.
pr.
8) Tedria redlnych &isel v Bolzanovej rukopisnej pozostalosti, vydané K. RycHLikom, Praha 1962:
B. VAN ROOTSELAER, Bolzanos Theory of real Numbers, Arch. Hist. Ex. Sci. 2 (1964) 168—180; D.
LAUGWITZ, Bemerkungen zu Bolzanos Grossenlehre, tamtieZ 398 —409.

%) T. Levi-CIvITA: Sugli infiniti ed infinitesimi attuali quali elementi analitici. Atti Ist. Veneto di
Sci. etc. ser. 7% t. 4 (1892—93), 1765— 1815. Priamo nadviazal len HaNs HanN, Uber die nichtarchi-
medischen Grdssensysteme, Sitzber. Akad. Wiss. Wien Ila 116 (1907), 601—655. V zborniku k 100.
vyrodiu narodenia T. Levi-Civitad vySla autorova préica: Tullio Levi-Civitds work on nonarchimedean
structures.
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oy < &y < ... 00, kde a, st redlne koeficienty, «, st redlne exponenty. Algebraické
operdcie sa dajt zaviest zrejmym spdsobom. Usporiadanie dostdvame tak, Ze poloZime
X > 0, ak prvy nenulovy koeficient je kladny. Teraz sa roziiria redlne funkcie na nové
teleso. Ak je X = x, + dx, kde x, je redlne a dx je nekone¢ne malé, tak polozim

f(x) =k§0 j%x!o) (dx)"».

Potom sa ukazuje, Ze platia Leibnizove pravidld pre infinitezimdlny po&et. Stoji za po-
viimnutie vzhladom na dne$né zdklady ne§tandardnej analyzy, Ze sa urobilo rozumné
roziirenie aspofi C*-funkcii. L. NEDER'®) uvaZoval podobnym spdsobom, pravdepo-
dobne nezdvisle od Levi-Civitd. Dokonca pokladal svoje prdce za explicitné potvrdenie
Leibnizovho diferencidlneho poétu s aktudlne nekone&ne malymi &islami.

Z 19. storodia hodno spomenut e$te PAULA DU BoIls-REYMONDA, ktory chcel odhalit
podstatu nekone¥na a infinitezimdlna cez sprdvanie sa funkcii v nekone&ne.'!) Aj
Schmiedensove idey”), ktoré spomina Luxemburg vo svojom &ldnku, vychddzaju
z funkcii (alebo z postupnosti, t. zn. funkcii na N): Dve postupnosti sa nazvi ekvi-
valentnymi, ak sa zhoduji pre skoro vSetky indexy. Triedy tejto ekvivalencie budii nové
sla. Cislo je vadsie ako nejaké iné &islo, ak reprezentujiica postupnost prvého &isla
je védsia ako reprezentujuca postupnost druhého pre skoro vietky indexy. PodIa tohto
vzoru mozno vietky reldcie zdkladného telesa preniest na nové &isla. Postupnost {n}
je prikladom nekonecéne velkého &isla. Luxemburg potom vo svojich prednédskach v Pa-
sadene ukdzal, Ze tento postup sa dd zovieobecnif. PodmnoZiny ktoré obsahuju skoro
vietky prvky mnoZiny N, tvoria totiZ volIny filter. Ak zoberieme iné voIné filtre, najma
viak ultrafiltre, a povaZujeme triedu postupnosti {a,} za rovnu (mensiu ako) triede
(trieda) postupnosti {b,}, ak mnoZina vietkych n, pre ktoré a, = b, (a, < b,) patri do
filtra, tak sa dd tiez vSetko urobit. V pripade ultrafiltra bude tdto tedria obzvldst peknd
(napriklad &isla budu tvorit usporiadané teleso). A tak mdme na zéklade naivnej tedrie
mnoZin modely pre Robinsonove *R*?).

10y NEDER, L.: Modell einer Leibnizschen Differentialrechnung mit aktual unendlich kleinen Gréssen

samtlicher Ordnungen. Math. Annalen 118 1943, 718—732.
t1h Napriklad jeho Allgemeine Functionentheorie, Tiibingen 1882, pretlal Darmstadt 1968.

12) C. ScHMIEDEN a D. LAuGwitz: Eine Erweiterung der Analysis, Math. Zeitsch. 69 (1958), 1—29.
Préce od roku 1958, ktoré na tuto nadvizuji, sa citované v mojej praci: Ein Weg zur Nonstandard-
Analysis, Jahresber. d. DMV 75 (1973), 66—93. UZ v préci z roku 1958 (teda dva roky pred Robin-
sonovymi vysledkami) sa uvaZovali isté integraly ako nekone&né siéty nekoneéne malych séitancov,
derivacie ako podiely nekone&ne malych &isel a dokdzali sa zdkladné vety analyzy.

13y O dalsich Robinsonovych pracach od roku 1960 sa daju ziskaf informécie zo zbornikov troch
konferencii. Okrem préce [6] z Luxemburgovho prehladu literatiry su este: Applications of model
theory to algebra, analysis, and probability. W. A. J. LUXEMBURG, New York 1969; Victoria Sympo-
sium on Nonstandard Analysis, A. E. HURD, P. LoEB. Springer Lect. Notes Nr. 369, 1974.
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