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Hilbertovy problemy

O Ctrnactém
Hilbertové problému

Vaclav Vilhelm, Praha

Ctrnacty problém je v potadi druhym problémem spadajicim do algebry a D. Hilbert
jej formuloval zhruba takto: M&me m celych racionalnich funkci n proménnych

(1) X,-=f,~(x1,...,x,,), i=1,2,...,m.

Jeli g(zy, ..., z,,) raciondlni funkce a dosadime-li do ni za prom&nné z; funkce X
z (1), dostaneme opé&t racionalni funkci v promé&nnych x,, ..., x,; je-li g(X;, ..., X)
dokonce uZ cela racionalni funkce v xy, ..., x,, nazveme funkci g(z,, ..., z,,) relativng
celou. Zfejmé soucet, rozdil i soucin relativné celych funkci je opét relativné celd funkce.
Problémem je nyni zjistit, zda ke kaZdému systému racionalnich funkci (1) 1ze najit
kone¢n& mnoho relativnd celych funkei gy(zy, ..., zp), ..., (215 - - Zm) tak, Ze pro
kaZdou relativng celou funkci g(zy, ..., z,,) plati

g(Xl’ L] Xm) = P(gI(XD L] Xm)s e gl(Xlr seey Xm)) ’

kde P je cela racionalni funkce proménnych.

Problém 1ze formulovat v pfehledn&j§im tvaru. Pfedpokladejme pfitom hned, Ze
koeficienty uvaZovanych raciondlnich funkci leZi v n&jakém (libovoln& zvoleném)
komutativnim t&lese k. UvaZujme t&leso k(x,, ..., x,) racionélnich funkci n neurgitych
X, ... X, Nad k a k danym polynomim f;, ..., f,, z k[xy, ..., x,] utvofme t&leso T =
= k(f1, -+-s fm) < k(xy, ..., X,). Jeho prvky jsou tedy racionalni funkce nad kv fy, ..., fme
Racionalni funkce g(zy, ..., z,,) je zfejm3 relativng cela, pravé kdyz g(fy, ... f,) € k[xy,-..,
x,,]. Problém spotiva tedy ve zjist¢ni, zda obor integrity J = T n k[x,, ..., x,] je ko-
ne¢ného typu nad k, tj. zda existuje koneény systém prvkia gy, ..., g, z J takovy, Ze
J = k[gy, ..., 9] Viimn&me si je3t&, Ze se na problému nic nezméni, vezmeme-li za
t&leso T = k(fy, ..., f) libovolné mezitéleso F, kde k = F < k(x,, ..., x,): necht
F A k[xy, ..., x,] = k[M], kde M < k[xy, ... x,]; pak ziejm& i k(M) N k[x, ..., x,] =
= k[ M], takZe misto t&lesa F lze uvaZovat t€leso k(M), a to Ize vytvofit adjunkci kone&n¥
mnoha prvki fy, ..., f, Z k[Xy, ..., x,]. Problém tedy konen& ma4 tento tvar: zjistit, zda
pro libovolné t&leso F, kde k = F < k(xy, ..., x,) je obor integrity F N k[x,, ..., X,]
kone¢ného typu nad k.
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Posledni formulace ndm dovoluje jednoduse ukazat motivy, které vedly D. Hilberta
k vysloveni étrnactého problému. Ty spoéivaji v teorii algebraickych invariantd. Necht
G je n&jaka grupa automorfismi okruhu k[x;, ..., x,] nad k. Ozname F podt&leso
t&lesa k(x,, ..., x,) vytvofené viemi t&mi prvky f e k[x,, ..., x,], které jsou invariantni
viiti G, tj. pro n&Z plati g(f) = f pro kazdé g € G; je k = F < k(xy, ..., x,). Oznadime-li
nyni k[x,, ..., x,]¢ okruh t&h prvkd z k[x;, ..., x,], které jsou vii¢i G invariantni, pak

zfejme k[%1s oo %p)¢ = F O k[xy, ..0s x,] -

Jednou z hlavnich tloh teorie invariantd je pak zjistit, zda okruh k[x,..., x,]¢ je
kone&ného typu nad k. V dobg, kdy D. Hilbert formuloval svilj &trnicty problém, byla
uz znama kladna odpovéd na tuto tlohu pro fadu klasickych grup, napf. pro podgrupy
projektivni grupy; Hilbert sim dokézal kone&ny typ okruhu k[x;, ..., x,]¢ nad k pro
projektivni grupu G. Byla tedy opravn&nd domné&nka, Ze okruh k[x,, ..., x,]¢ je snad
vZdy kone¢ného typu nad k; ¢trnacty Hilbertiv problém je jejim jednoduchym zobecné-
nim.

Tomuto ryze algebraickému problému dal v roce 1954 zajimavou geometrickou inter-
pretaci O. ZAriskI ([1]); ta nakonec umoznila problém vyfesit. Abychom vsak mohli
véc ponékud bliZe vysvétlit, budeme potfebovat n€které pojmy z algebraické geometrie,
pfedeviim pojem divizoru. Je-li f(x) racionélni funkce promé&nné x nad t&lesem kom-
plexnich &isel C (tj. na afinni pfimce nad C), pak f(x) je aZ na nenulovy nasobek jedno-
zna¢n€ uréena mnoZinou svych nulovych bodd a pdli opatfenych ptisluSnymi nésob-
nostmi a obracen& kazdé konedné mnozing {x,, ..., x,} bodit z C opatfenych celistvymi
nasobnostmi k;, ..., k, odpovida racionélni funkce majici v x; nulovy bod s nasobnosti
k; pro k; > 0 nebo pdl s nasobnosti k, pro k; < 0. Souhrn té€chto bodl x; s nasobnostmi

S
k; miZeme popsat formalnim souttem Y k;{x;} a chapat jej jako prvek volné Abelovy
i=1

grupy generované mnoZinou vsech bodi z C. Je-li nyni V libovoln4 algebraick4 iredu-
cibilni varieta dimenze n nad t€lesem k, pak analogicky s pfedeslym rozumime divizorem
D na V konetnou mnoZinu {V,, ..., V;} ireducibilnich podvariet V; dimenze n — 1

s
na V opatfenych nisobnostmi ky, ..., k;; piSeme op&t D = Y k;V;. Divizory jsou tedy
i=1

prvky volné Abelovy grupy generované mnozinou viech ireducibilnich (n — 1)-rozmér-
nych podvariet variety V. MiiZeme je tedy s€itat a nasobit celymi &isly; plati-li pro divizor

D =Y k;V; k; = 0 pro viecka i, piSeme D > 0. Nosi¢em divizoru D = ) I;V; se rozumi
i=1

sjednoceni viech téch ¥;, pro n€Z I; + 0. Je-li f racionélni funkce na V(a mnoZina sin-
gularnich bodtt m4 dimenzi £ n — 2), pak opét lze funkci f pfifadit urdity divizor
(f) = YkV; tak, Ze f ma na V ,,nulu®, resp. ,,p6l“ fadu k;, je-li k; > 0, resp. k; < 0.
Je-li napf. V n-rozmérny projektivni prostor nad k, pak racionélni funkce f na ¥V ma
tvar f1/f2, kde fy, f, jsou formy stejného stupng; je-li f; = [[g¥", fo = [[h¥ jejich
rozklad na ireducibilni formy, pak (f) = Yk, V(g;) — Y k;V(h;), kde V(g;), resp.
V(h;) je nadplocha ur&en4 rovnici g; = 0, resp. h; = 0. Je-li ¥’ normalni varieta (specialn¥
nema-li Vsingularni body), pak plati (f) = 0, pravé kdy? je f definovana v kazdém bodé&
variety V.
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Vratme se opét ke zminéné Zariského geometrické interpretaci &trnictého Hilbertova
problému. Zariski vzal pfedné misto okruhu polynomi k[x, ..., x,] obecné&ji libovolny
obor integrity J celistvé uzavieny a koneného typu nad k. Necht T je podilové téleso
okruhu J, F libovolné mezitéleso mezi k a T, a O = F n J. Zariski ukazal, Ze k télesu
T a okruhu O existuje normalni varieta V s télesem racionalnich funkci T a kladny
divizor D na V takovy, Ze O je mnoZina vSech téch racionalnich funkci f na V, pro néz
(f) + iD = 0 pro dostatedng velka i, tj. O je mnoZina t&h racionélnich funkci na ¥V,
které nemaji vné nosice divizoru D pdly. Metodami algebraické geometrie se pak Za-
riskému podafilo dokazat, Ze i v tomto obecn&j§im tvaru ma Hilbertiv problém kladné
feSeni (tj. okruh O je kone&ného typu nad k), je-li dimenze variety V < 2 a k m4 charak-
teristiku 0. V pfipadg, Ze V je kiivka, odvodil tento vysledek uZitim Riemannovy-Rocho-
vy véty. PouZiti prostfedki algebraické geometrie vneslo pak brzy do 14. problému jasno.
M. NAGATA nejprve dale zobecnil Zariského vysledek, aviak uZ v roce 1958 se mu poda-
filo dokazat prekvapujici fakt, Ze totiz domnénka vyslovena ve 14. Hilbertové problému
neplati ([2]). M. Nagata tu dokonce ukazal, Ze pro kazdé t&leso k, které ma nad svym
prvoté&lesem stupeii transcendence r2, kde r = 4, existuje grupa G automorfismi okruhu
polynomt k[xy, ..., x,] (n = 2r?) tak, Ze okruh k[xy, ..., x,]¢ neni koneného typu
nad k. (Podrobnégji se o tomto Nagatové protipfikladu miZe &tensf dovédét v MANINOVE
referdtu o 14. Hilbertov& problému v [3], 171—174.) Tim byl tedy &trnacty Hilbertav
problém vyfeSen: odpovéd na né&j je zaporn4, a to i v jeho specidlnim pfipadg, ktery se
vztahuje k teorii invariantt.
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vyskoéi, volaje: ,,Mdm, mam tajemstvi odkryté
mam!‘‘ I shlukli se k nému v3ickni, vidéti a divit

(Kvadratura kruhu.) Ktefi mezi nimi nejucené&;si
byli, sstupovali se do prostfed a pokouseli se

o¢si velmi Gsilné, naceZ vidél jsem, Ze jini v§ickni
s otevienymi usty ofekdvaji; a bylo o tom feci
mnoho, jak by to nade vSeho svéta subtilnosti
divnéjsi bylo, a kdyby se vynalezlo, Ze by jiZ nic
nebylo nemoZného. J4 tedy, co to jest, védéti
Zadostiv jsa, pfFistoupil jsem a spatfil, Ze kolo
mezi sebou maji, o néZ otdzka jest, jak by z ného
quadrat udéldn byti mohl. A kdyZ se toho
s nevypravitedlnou praci vyhleddvalo, rozstou-
pili se zase, aby kazdy o tom pfemysloval, sobé
poru¢ic. Tozt po malé chvili nenaddle jeden

se chvdtajice. A on vynesa velikou knihu in fo-
lio, ukazoval jim. I stali se hlasové a prokfiko-
vani, jakéZ po vitézstvi byva. Ale tomu plésani ji-
ny hned brzo ptitrz udinil, co hlasu mél kfice,
aby se mamiti nedali, Ze quadrat neni; a postaviv
jesté vétsi knihu, viecky onoho domnélé quadra-
ty zase v kola obratil, mocné to provodé, Ze o€ se
onen pokusil, toho dovésti ¢lovéku mozné neni.
I sklopili v8ickni hlavy a navratili se k ¢ardm
a klikdm svym.
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