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Sophus Lie
a harmonie v matematické fyzice

(k 150. vyro€i narozeni)

Nail H. Ibragimov

NAL H. IBRAGIMOV se vzdélaval na moskevském fyzikdlné-technickém institutu a na
univerzité v Novosibirsku. Pfednasel na univerzité v Novosibirsku, na leteckém institutu
v Ufé, na moskevské univerzité, moskevském fyzikalné-technickém institutu a byl hostem
Georgia Tech a College de France. V soucasné dobé je zaméstnin v dstavu matematického
modelovani Ruské akademie véd. Jeho kniha Transformaéni grupy aplikované v matematické
fyzice obdrzela v roce 1987 stitni cenu.

»Mimofadny vyznam Lieova dila pro vSeobecny rozvoj geometrie nemize byt pre-
cenén; jsem pfesvédéen Ze v budoucnosti bude stile nartistat,“ psal Felix Klein [13]
ve svém navrhu, aby vysledky Sophuse Lieho o grupové teoretickych zakladech geo-
metrie byly ocenény cenou N. I. Lobacevského. Tato cena byla zfizena Fyzikalné-
matematickou spoleénosti Imperatorské univerzity v Kazani v roce 1895 a jejim cilem
bylo projevit uzndni pracim v geometrii, obzvlasté v neeuklidovské geometrii, na
zdkladé navrhi prednich specialistd. Prvni tfi udélené ceny ziskaly tyto osobnosti:

1897: S. Lie (Navrhovatel: F. KLEIN)
1900: W. Killing (Navrhovatel: F. ENGEL)
1904: D. Hilbert (Navrhovatel: H. POINCARE)

Nelze pochybovat, zZe Lieovy prace v oboru diferencidlnich rovnic si zaslouZzi stejné
vysoké ocenéni. Jednim z Lieovych pfekvapujicich vysledki v tomto oboru byl jeho
objev, Ze vétsina zndmych metod integrace diferencialnich rovnic, které se do té doby
zdaly byt umélé a vnitiné spolu nesouvisejici, miize byt zavedena na spole¢ném zékladé
teorie grup. Dale podal Lie klasifikaci obycejnych diferencidlnich rovnic libovolného
Fadu podle grup, které pfipoustéji, tedy urcil vSechny rovnice, které mohou byt expli-
citné rozfeseny, nebo mohou byt redukovény na rovnice nizsiho fadu, a to na zdkladé
grupoVé teoretickych tivah. Ale tyto vysledky a bohat4 zasoba dalsich jeho vysledkd
se nechtély poddat populdrnimu vykladu a dlouhd léta zlstavaly zvlastni doménou
nékolika zasvécenych. V soucasné dobé zjistujeme, Ze nastala podobnd situace pfi
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feSeni problémi matematické fyziky: mnohé metody maji grupové teoreticky zaklad,
ale vyucuji se zplisobem, jako by je nékdo objevil ¢istou ndhodou.

Mél jsem $tésti, Ze jsem se zacal zajimat o aplikace grup na diferencidlni rovnice
hned v zacatcich své prace na univerzité a Ze jsem napsal svou prvni praci pod vedenim
profesora L. V. Ovsjanikova, ktery se tolik zaslouZil o to, aby vzbudil zdjem o tuto
disciplinu a ué&inil z ni moderni védecky obor. Ve své pozdéjsi praci jsem se znovu a
znovu presvédcoval, jak G&innym prostfedkem je Lieova teorie pfi feSeni sloZitych pro-
blémi. Tato teorie podstatné rozsifuje a zostfuje intuitivni pojem symetrie, poskytuje
konkrétni metody pro aplikace, pomah4 p¥i vhodné formulaci problémi a ¢asto otvird
mo#né pfistupy k jejich Feseni.

V tomto ¢lanku objasiiuji své hledisko, jakou roli hraje teorie Lieovych grup v ma-
tematické fyzice. ZZasti vyuzivam svych pfednasek, které jsem mél v pribéhu let na
moskevské univerzité a na moskevském fyzikalné-technickém institutu.

Kratky Zivotopis

Marius Sophus Lie se narodil 17. prosince 1842 v Nordfjordeidu v Norsku jako Sesté
a nejmladsi dité luteranského knéze Johanna Hermana Lieho. Studoval v Kristidnii
(nyné&jsi Oslo) od roku 1857, nejprve na gymnaziu a pak (1859-1865) na univerzité.
Z udélosti v Lieové Zivoté, které formovaly jeho tviréi zaméfeni, stoji za zminku
zejména tyto: jeho vlastni studium geometrickych praci Chaslese, Ponceleta a Pliickera
v roce 1868, jeho cesty do Némecka a Francie v letech 1869-1870, jeho styky s Felixem
Kleinem, Chaslesem, Jordanem a Darbouxem a jeho Gzké pféatelstvi s Kleinem vedouci
k dlouholeté spolupréci. Lie pracoval na univerzité v Kristidnii od roku 1872 do roku
1886, pak v letech 1886-1898 v Lipsku. Zemfel 18. Gnora 1899 v Kristidnii.

Zivot a intelektualni vyvoj a dila nejvétsiho norského matematika jsou popsany ve
vzpominkach jeho kolegi a v pozdé&jsich Zivotopisech (viz napiiklad [7], [22], [27], [29] a
odkazy tam uvedené). Zv145t& upozoriiuji na velmi peélivy Gvod F. Engela k Lieovym
sebranym spistim [21]. To vée d4va podrobnou predstavu o podstaté Lieovych myslenek
a charakterizuje ho jako €lovéka.

Symetrie diferencialnich rovnic

V pojmu diferencilni rovnice jsou obsaZeny dvé slozky. Napfiklad v pfipadé oby-
&ejné diferencidlni rovnice prvniho fadu je nutné
1) specifikovat plochu F(z,y,y') = 0 v prostoru tfi promé&nnych z, y, '; tuto plochu
budeme nazyvat skelet diferencialni rovnice;
2) definovat t¥{du p¥ipustnych FeSenf; napfiklad hladké FeSeni je spojité diferencova-
telnd funkce p(z) takova, Ze kfivka '

de(z)

—_ /!
y=¢(z), ¥ = i
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lezi na vyse zminéné plose, tj. plati

P (o) 222) =

identicky vzhledem k «; pokud pFfipustime i nespojitd feSeni nebo zobecnéné
funkce (pfi zachovéni téhoZ skeletu), situace se Gplné zméni.

Rozhodujicim krokem pfi integraci diferencidlni rovnice je zjednoduseni jejiho skele-
tu pomoci vhodné transformace proménnych. Pro tento el se vyuziva grupa symetrii
diferencidlni rovnice zvan téZ pfipustnd grupa, coZ je grupa transformaci roviny (z, y),
jejiZ rozsifeni na derivace ¥/, ... zachovava skelet rovnice.

PRIKLAD. Riccatiova rovnice y' +y%—2/z2 = 0 pfipoust{ grupu transformaci z = ze?,
§ = ye~“, protoze skelet rovnice (obr. 1) je invariantni vii¢i nehomogennimu roztaZeni
Z=ze* §=ye °, ¢ = ye 2%, které se obdrii ,prodlouzenim*“ dané transformace
na prvni derivaci y’. Substituce ¢ = Inz, u = zy vede na diferencidlni rovnici
u' + u? — u — 2 = 0. Takto dostaneme ,napiimeni“ skeletu piivodni Riccatiovy rovnice
do podoby parabolické vélcové plochy (obr. 2); ptivodni transforma&ni grupa je zde
pak nahrazena grupou translaci { =t+a, &t = u, @' = u'.

Obr. 1. Obr. 2.

Grupova klasifikace

V kratkém sdéleni pred VEédeckou spoleénosti v Gottingen (3. prosince 1874) jsem kromé&
jiného podal seznam vsech spojitych grup transformaci se dvéma proménnymi z, y a zvlasté
jsem zdiraznil, Ze toto se miZe stit zikladem Kklasifikace a rozumné integraéni teorie
pro viechny diferenci4lni rovnice tvaru f(z,y,v',...,y(™) = 0, které pfipoust&ji spojitou
grupu transformaci. Velky program, ktery jsem zde naértl, jsem postupné vypracoval ve
viech detailech (S. LIE [16], str. 187).
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Tabulka I. Lieova grupova Kklasifikace rovnic druhého fadu

Dim. . . .
Béaze Lieovy algeb Rovnice
grupy y algebry
a " !
1 X1=a— . y' = f(v,9")
£
o] _ 9 " '
\ Xl_az’ 2_3y ¥ =f()
2] ] 7} 1
Xy =—, X — — _ 2 !
1 3y’ 2 8z+y3y y :cf(y)
9 9 3 ) ) 8 | Y +CyRl2 4472
Xi=—+—, Xo=z— —, X3 = z°— 2 " 2(—):0
1 3z+8y’ 2 waz"'yaya 3 zaz"'y 3y y + T—y
X—ix-2 5 X. a:—+a: 8 " = Cy3
3 l—azy 2= za 8) 3= yay y =Ly
Xy = 2‘1 X2 = 2 , Xs = Toe + (z+y)— ' =CeV
oz 3y
Xi= 2 Xa= oy Xamal Al v = Oy k20,11,
x .
X1=2-,X2=i, X3=xi,X4=$i,X5=yiy
8 dz dy dy dz oz "o
Xe =y, X .1:28+3:6X i+28 T
G—ya y AT 3z yay) ya Yy a

V tomto a v nasledujicich dvou odstavcich uvedeme nékteré z hlavnich vysledkt
realizace Lieova programu, pfiCemZ se omezime na obylejné diferencidlni rovnice
druhého Ffaddu. Nase omezeni neni motivovidno ni¢im podstatnym, co by se tykalo
metody, ale pouze nas$im pfidnim soustfedit se na konkrétni pfipady a podat kratka,
ale definitivni tvrzeni.

Pro rovnice druhého fddu vypada klasifikace grup [16] obzvlast jednoduse. Tato
klasifikace je uvedena struéné a explicitné v [18], § 3, a je reprodukovana v tabulce I.
Pfipomefime, Ze Lie provadél svou klasifikaci v komplexnim oboru a pouZival komplex-
ni substituce a komplexni bdze pfislusnych algeber, kde to bylo potfebné. Naptiklad
rovnice ,

" ='C(1+y'?)%29%%Y' C q = konst.,
pfipousti 3-rozmérnou Lieovu algebru s bizi
0
a;
Tuto rovnici nelze pfevést na Zadnou z rovnic v tabulce I s pomoci redlnych trans-

formaci. Al¢’s pouZitim komplexni transformace Z = 1(y —iz), § = 1(y +iz) ji lze
pfevést na rovnici

0 3] 0
X1 = X2=3—y, X3=(q$+y)a_z+(qy—3)5'§~

k-2 q+1
g — H —_
7 _Cyk_l, k_q—l'
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Tabulka [I. Kanonické tvary 2-rozmérnych Lieovych algeber a invariantnich rovnic druhého

fadu
T Struktura Béze v kanonickych Rovnice
P algebry L, proménnych
— - a — 8 1" —_ U
1 [X1,X2]=0, XiVXa#0 Xi=5 Xa=g v' = f(y')
4 o
2 [Xl,X2]=0, XivXe=0 X1=5§, X2=.'l:-a—y "=f(_1;)
3 X X=X, XiVXe#0 Xi=2, Xpmoluayd 4= 21(v")
! ! dy’ oz Ay z
2] ) '
4 [X1,X2] = X1, XivVX2=0 X1=5§, X2=y55 v’ = f(z)y

Algoritmus integrovani rovnic

Povsiml jsem si, Ze vétSina obycejnych diferencidlnich rovnic, které se daly integrovat

starymi metodami, byla zleva invariantni vzhledem k jistym transformacim a %e prislusné
integrani metody vlastné vyuZivaji tuto vlastnost. KdyZ uZ jsem tedy umél prevést
mnohé staré integradni metody na spoleény ziklad, poloZil jsem si pfirozeny problém:
vybudovat obecnou teorii integrace pro vSechny diferencidlni rovnice pfipoustéjici koneéné
nebo infinitezimaln{ transformace. (S. LIE [17], str. iv.)

Jestlize rovnice druhého Fadu pfipousti Lieovu algebru dimenze r 2 2, pak ji lze
integrovat kvadraturami na ziklad€ grupové teoretické metody. To lze udélat riznymi
zplsoby; jeden z nich je uveden v tabulce III. Je zaloZen na jednoduché skutecnosti, Ze
v komplexnim p¥ipadé ma kazd4 Lieova algebra dimenze r > 2 vyzna¢nou 2-rozmérnou
podalgebru. Avsak struktura 2-rozmérné Lieovy algebry s bézi

0 0
Xoa = Ea(z,y)a—x +na(z,y)%, a=1,2,

miuZe byt jednoduse popsidna pomoci operace komutatoru

[X1,X2) = X1 X2 — X2 X4

a operace pseudoskaldrniho souéinu

X1V Xy =&in2 —méa.

Tento popis je dan v tabulce II; detaily se najdou v [4, 6, 11, 12, 19, 23, 32].

PRIKLAD. Budeme aplikovat hofejsi algoritmus na diferencialni rovnici

yn_ yl 1

v zy
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Tabulka III. Algoritmus pro integraci rovnice druhého ¥adu pouZivajici 2-rozmérnou Lieovu
algebru

Krok Operace Vysledek
1 Vypoététe pripustnou Lieovu algebru L,. Béaze pro L,: Xi,..., X,
2 Je-li r = 2, prejdéte k dalsimu kroku; je-li r > 2, pak Baze pro Li: X, X2

vyznacte nékterou 2-rozmérnou podalgebru L; v L.
(Je-li r = 1, pak muiZe byt snizen fad rovnice; je-li
r = 0, pak grupovou metodu nelze aplikovat.)

3 Uréete typ algebry L, z tabulky II. K tomu Géelu vy- Redukce struktury na ka-
poctéte komutator [ X1, X,] a pseudoskaldrni soudin nonicky tvar z tabulky II
X1 V Xz; jestlize [ X1, X2] neni rovno 0 ani X;, pak
zvolte novou bazi X7, X; tak aby [X1, X3] = X|.

4 Na zakladé tabulky II vyjidrete ziskanou bazi pomo- Nalezeni novych promén-
ci operatort s kanonickymi promé&nnymi z, y. Pfepis- nych umoziujicich integ-
te danou rovnici pomoci kanonickych proménnych a raci rovnice

integrujte ji.
5 Vyjadrete ziskané reSeni pomoci pivodnich promén- Reseni dané rovnice
nych.

Pruni krok: najit pripustnou algebru. To lze provést s vyuzZitim tzv. uréujici rovni-
ce. Jako vysledek standardniho a jednoduchého vypoctu se ukdZe, Ze naSe rovnice
pripousti Lieovu algebru L, s bazi

0

0 0 y 0
= 2= — = —r— - =—,
Xi=2 Oz +xy6y’ X2 e 2 0y

Z tabulky III vidime, Ze mtiZeme pfejit rovnou k dalsimu kroku.

Treti krok: najit typ algebry Lo. Zde méme
1
[X1,X2]=X1, XiVXy= —ixzy #0.

Algebra L, tedy spada pod typ 3 z tabulky II.

Cturty krok: najit transformaci proménngjch umozriugici integraci. Pfedevsim oznaéme
hledané kanonické proménné jako ¢ a u (misto z a y) a vyjddifeme X; a X, pomoci
téchto proménnych. Ze vztahi

Xl(t)zﬂ, Xl(u):l,

najdeme substituci

t=
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kterad pfevadi 1-parametrickou grupu generovanou operitorem X; (jde o grupu pro-
jektivnich transformaci) na grupu translaci vzhledem k proménné u. Po‘této substituci
bude mit béze algebry L tvar

a t o 0
Xi=gp X=ggtug,

a shoduje se (aZ na nepodstatny koeficient % v X5) s kanonickou bézi typu 3 z tabul-
ky II. (Poznamenejme, e pfi této procedufe jsme ztratili nejjednodussi FeSeni puvodni
rovnice, a to FeSeni ve tvaru y = Cz.) Po substituci je rovnice pfevedena na tvar

”
u 1
=0
Obecné FeSeni je dano alternativnimi vzorci
J

t2 i1
U——--§+C a U——C—l—+-c,—121n|clt-—1|+02.

Pdty krok: urceni feseni v ptivodnich proménnych. Zde provedeme zpétny pfechod od

proménnych ¢, u k proménnym z, y s tim, Ze jsme dfive vyloucili speciilni feSeni tvaru
y = Cz. Pak obdrzime obecné feseni diferencidlni rovnice druhého Fadu ve tvaru

y=Cz, y=+V2z+ Cz?

Qy+@x+ﬂ4a%—q+cf=0

(celkem tfi alternativy).

Linearizace

Pfi studiu obyéejnych diferencidlnich rovnic je uZite¢né mit jednoduch4 kritéria pro
to, zdali lze danou rovnici pfevést na rovnici linearni. Jestlize shrneme Lieovy vysledky
v tomto sméru, miZeme formulovat nasledujici vétu ([16], Cast I1L, § 1; viz téz [1] a [2]).

VETA 1. Ndsledugict tvrzeni jsou spolu ekvivalentni:

(i) Obycejnd diferencidlni rovnice druhého Fddu

(1) v = f(z,y,9)

miZe byt transformaci proménnych prevedena na linedrni diferencidlni rovnici;

(ii) Rownice (1) je tvaru
©) y' + Fs(z,9) y° + Fa(z,9) ¥* + Fi(z,9) ¥ + F(z,9) = 0
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s koeficienty F3, F2, Fi, F splitujicimi podminky integrability pro ndsledujici
pomocny systém parcidlnich diferencidlnich rovnic

.a_i=zz—Fw—Flz+§£+FF2;
Oz oy

(3) ay 331‘ 38y
Ow _ _FF_.la_F‘..an_Fl.
3 = W 37 3%y T35z
a—w=~—-'w2-l-Fz‘tl)-i-F;gZ’-i-gé—FlF%
ay al’

(iii) Rovnice (1) pFipousti 8-rozmérnou Lieovu algebru infinitezimdlnich transformaci;

(iv) Rounice (1) pfipousti 2-rozmérnou Lieovu algebru s bdzi X1, X, takovou, Ze

(4) X;VXy=0.

PRIKLAD 1. Rovnice y’ = e~ z tabulky I se ned4 linearizovat, protoze nenf tvaru (2)
z podminky (ii).

PRIKLAD 2. Pfedpoklddejme v rovnici (2), ze Fy = Fp = F3 = 0. Pak soustava rovnic
(3) bude mit speciélni tvar

2ze =y — Fw+ Fy, 2zy=-—zw,

Wy = ZW, Wy = —w?,

a podminka integrability z;y = zy, davd Fyy = 0. Z toho plyne, Ze rovnice y" +
+ F(z,y) =0, kde F(z,y) samo neni linedrni vzhledem k y, nemizZe byt transformo-
vana na linedrni rovnici.

PRiKLAD 3. Podivejme se, za jakych pfedpokladii se d4 linearizovat rovnice ¥’ = f(y')

z tabulky I. Podle podminky (ii) z véty 1 se Zad4, aby f(y’) byl mnoho&len maximalné
tfetiho stupné vzhledem k ¥/, tj. rovnice musi byt tvaru

(5) Y’ + Asy® + Ay + A1y + Ao =0

s konstantnimi koeficienty A;. Snadno vidime, Ze pomocny systém rovnic (3) spliiuje
podminky integrability pro libovolnou volbu téchto konstant. Tedy rovnice (5) se da
linearizovat pro libovolné konstantni koeficienty A;.

PRIiKLAD 4. Nyni uvazujme nésledujici rovnici z tabulky I:

v'= %f(y’)-
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Aby se rovnice dala linearizovat, vyZzaduje to, aby byla tvaru (2), tj.

1
(6) v+ = (A3y® + Asy> + A1y + Ag) =0

s konstantnimi koeficienty A;. Podminky integrability pro pomocny systém rovnic (3)
dévaji
As(2— A1) + 94043 =0, 3A3(1+ A;)—A3=0.

Polozime-li A3 = —a, A; = —b, dostaneme

b2 b b3

Rovnice (6) se tedy d4 linearizovat, kdyz a jen kdyZ je tvaru

1 b? b b3
"o /3 /2 .
(7 y' = [ay +by* + (1+ 32 )y + 3a + 27“2]

Zde je vhodné najit pfislusnou transformaci soufadnic z podminky (1v) Provedme to
pro rovnici (7) v pfipadé a =1, b=0:

1
(8) ytl — ; (y/ + y/3)‘
Tato rovnice pfipousti 2-rozmérnou algebru s bazi

10 y 0

X1=—-75, Xog=*=—
©) Y L T 20z
splitujici podminku (4). Tato algebra L, nalezi k typu 2 z tabulky II a linearizujici
substituce se obdrzi pfechodem ke kanonickym proménnym z = y, § = z2/2, vzhledem
k nimZ se béaze (9) vyjadii ve tvaru X, = 0/0y, X2 = #(0/0y). Zanedbdme-li
partikuldrni feSeni tvaru y = konst., rovnice (8) se transformuje na tvar §’ + 1 = 0.

Invariantni ¥eSeni

Specialni typy presnych FeSeni rovnic, nyni Siroce zndmé jako invariantni feseni,
se po dlouhou dobu s vyhodou pouZivaly k FeSeni konkrétnich problémt. Staly se
zndmymi v matematice, mechanice a fyzice dokonce pfed vznikem teorie grup, kdy
mély postaveni jakéhosi matematického folkléru. Lie v [20] objasnil grupové teoreticky
smysl téchto FeSeni a zkoumal moZnost integrace parcidlnich diferencidlnich rovnic
v pfipadé, Ze pripustna grupa je dostateéné bohatd. (Viz [20], kapitoly III a IV.)

Postupné teorie grup umoznila objasnit, zostfit a rozsifit mnoho intuitivnich mys-
lenek a vtélit metodu invariantnich feSeni jako podstatnou sloZku moderni grupové

analyzy. Byl to pravé pojem invariantniho feSeni, ktery umoznil rozsifit aplikace teorie
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grup z obyéejnych diferenciilnich rovnic na problémy matematické fyziky, a to zejména
diky pracim [1, 5, 24, 26, 31].

PRiKLAD. UvaZujme rovnici
:./l - y—3

z tabulky I, kterd pfipousti 3-parametrickou grupu transformaci. Jeji feSeni
y=vV1+z2

je invariantni vzhledem k 1-parametrické grupé generované infinitezimalni transfor-

maci o 8
—_ 2y Y il
X1+X3—(l+:t )az-!-zyay.

JestliZe toto invariantni feSeni podrobime transformacim pFipustné 3-parametrické

grupy, obdrzime
y=[C1z? +2/CiCy -1z + 02]1/2,

coZ je obecné Feseni. To znamend, %e kazdé FeSeni hofejsi rovnice je invariantni vzhle-
dem k nékteré 1-parametrické podgrupé pfipustné 3-parametrické grupy (detaily viz

v [2)).

Princip invariance v problémech matematické fyziky

Kdyz pfejdeme od obylejnych diferencidlnich rovnic k parcidlnim, stava se (s Fid-
kymi vyjimkami) nemoZnym a kaZdopadné& nijak zv14st uZiteénym vyjadFit explicitng
obecné FeSeni. Ale matematickd fyzika vidy hledd jen takové FeSeni, kterd spliuji
nékteré dalsi podminky — pocéateéni podminky, okrajové podminky atd. P¥i FeSeni
mnoha problémt matematické fyziky je vihodné pouzit nasledujiciho, napil empiric-
kého pravidla, které lze zformulovat pfesné jen v jistych pfipadech.

Princip invariance. JestliZe problém s okrajovymi podminkami je invariantni vici
néjaké grupé transformaci, pak je treba hledat 7eseni mezi funkcemi, které jsou inva-
riantni vuci této grupé.

Hofejsi invarianci je tfeba chipat jako invarianci pfislusné diferencidlni rovnice,
déle variety, na niZ jsou pfedepsiny okrajové podminky, a nakonec téz jako invarianci
samotnych okrajovych podminek.

Pokud se ztrici invariance okrajovych podminek (coZ se Easto stava), pravé vyslove-
ny princip mize byt pouZit jinymi zplisoby. To nastane naptiklad pfi pouZiti metody
majoranty v diikazu véty Cauchyho—Kovalevské ([9] pojedndva o metod& invariantni
majoranty). Jinym pfikladem je Riemannova metoda, kterd redukuje Cauchyho pro-
blém s libovolnymi (tedy nikoli invariantnimi) podminkami na specidlni Goursatiiv
problém, ktery je jiZ invariantni a d4 se feSit pomoci principu invariance. Zde pouze
v kréatkosti objasnime jadro tohoto pFistupu; s podrobnostmi se lze sezndmit v [12].
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Grupovy pfistup k Riemannové metodé

V tomto odstavci se pokusime o jistou syntézu, kterd bude kombinaci Riemannovy
metody [30] integrace linedrnich hyperbolickych rovnic druhého fadu s Lieovou gru-
povou klasifikaci [16] takovych rovnic. DileZita je zde rovnéZ invariantni formulace
Lieovych vysledkd (v pojmech Laplaceovych invariantd), kterou podal Ovsjanikov
[25].

Riemannova metoda pfevadi problém integrace rovnice
(10) L[u] = ugzy + a(z,y) us + b(z,y) uy + c(z,y) u = f(z,y)

na konstrukci pomocné funkce v, kterd splituje adjungovanou rovnici s danymi pod-
minkami pro charakteristiky:

Yy . T
(11) L* [’U] = 0: v|$=1'o = exp/ a(zo7 77) dn: v'y:yo = exp/ b(E; yO) d£
y T

o [

Pokud nalezneme funkci v, pak feSeni Cauchyova problému pro rovnici (10) s poca-
tecnimi podminkami pfedepsanymi na libovolné necharakteristické kiivce se obdrzi na
zdkladé dobfe znamé integralni formule. Funkce v se nazyvid Riemannova funkce a
okrajovy problém (11) pro jeji uréeni se nazyva Cauchyho problém pro charakteristiky
nebo téz Goursativ problém.
Veliciny
h=a;+ab—c, k=by,+ab-c

se nazyvaji Laplaceovy invarianty pro rovnici (10). Ty se nezméni pfi jakékoli linearni
transformaci funkce u s promé&nnymi koeficienty (pokud proménné z, y zlstavaji
nezménény). Naproti tomu veliéiny

k 1
(12) p=3, 1= (Inh)sy

zistavaji invariantni vzhledem k obecné transformaci Z = a(z), ¥ = B(y), @ =
= A(z,y) v homogenni asti rovnice (10). Tyto invarianty jsou uZite¢né pfi klasifikaci
rovnic typu (10) vzhledem k pfipustné grupé. Rovnice (10) v homogennim pripadé
(f = 0) totiz pfipousti 4-rozmérnou Lieovu algebru infinitezimdlnich transformaci
[pfesnéji faktorovou algebru podle idedlu generovaného libovolnym Fesenim ¢(z,y)
rovnice (10)] v pfipadé, Ze velidiny (12) jsou konstantni. Pokud nékterd z nich neni
konstantni, pak rovnice (12) pFipousti nanejvys 2-rozmérnou Lieovu algebru. Dikaz
se najde v [25], §9.6. S vyuZitim tohoto vysledku se dokdze nisledujici véta (viz [11]
nebo [12]):

VETA 2. Predpoklddejme, Ze rovnice (10) md konstantni invarianty (12). Potom
Goursativ problém (11) pFipousti 1-parametrickou grupu transformaci. Proto lze apli-
kovat princip tnvariance a Riemannova funkce se dd odvodit z obycejné diferencidlni
rovnice druhého Tddu.
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PRIKLAD 1. Pro telegrafni rovnici uzy +4 = 0 mame p = 1, ¢ = 0. Lze tedy aplikovat
vétu 2. Goursatilv problém (11), totiz

(13) Vpy + V=0, o=z, =1, Vly=y, =1

musi podle véty 2 pfipoustét 1-parametrickou grupu generovanou infinitezimalni trans-
formaci

X = (2 —z0) o - (v - )

oz dy

Funkcionélné nezavislé invarianty této grupy jsou v a z = (x — zo)(y — yo). Tedy
invariantni feSeni je tvaru v = V/(z) a po substituci do rovnice (13) obdrZime jisty
tvar Besselovy rovnice: zV” + V' 4+ V = 0 s podminkou V' (0) = 1. Tedy. pro telegrafni
rovnici je Riemannovou funkci Besselova funkce Jp.

PRIKLAD 2. Riemann ([30], §9) pouZil sviij postup na rovnici

(14) u=0, k =konst.#0.

l
Ugy + ———s
U (z+y)?
Pro odpovidajici problém (11) je podminka kladena na charakteristické kfivky tvaru
(14) Vle=zo =1, ly=y, = 1.

Riemann redukoval problém (14), (14’) na feSeni obycejné diferencidlni rovnice (které
vedlo ke specidlnim Gaussovym hypergeometrickym funkcim) tim, Ze uvaZzoval v jako
funkci proménné

_ (z = =0)(y — w0)
(15) = ETwE Y

Nyni se na vSechno podivime z hlediska teorie grup. Invarianty (12) rovnice (14) jsou

p=1, ¢ = 2/l. Tedy vétu 2 lze pouZit. ReSenfm ,uréujici rovnice“ obdrzime operator

X = (o = a0)(e + o) g = = 90) (0 + 20)

piipustny pro Goursatiiv problém (14), (14’). Invarianty tohoto operitoru jsou v a

2 ¥ v

hodnota z dané rovnici (15). Tedy invariantni feSeni je tvaru v = V/(z). To je pfesné
invariantn{ feSeni nalezené Riemannem!

PRikLAD 3. Déle vezméme rovnici

l
Uzy + o =0, l=konst. #0,

jako ,mezistupeii“ mezi rovnicemi (13) a (14). Invarianty (12) jsou zde p=1,
¢ =1/l(z + y). ProtoZe g neni konstantni, véta 2 se ned4 aplikovat.

Uplny seznam rovnic, na n& lze aplikovat vétu 2, se najde v [11].
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Fundamentalni FeSeni

Budeme sledovat stejnou myslenku jako v pfedchozim odstavci, tj. pouZiti prin-
cipu invariance na okrajové problémy s libovolnymi pfedepsanymi hodnotami tim,
7e problém pfevedeme na invariantni problém speciilniho tvaru. Podivejme se, co
miiZe teorie Lieovych grup poskytnout pro konstrukci fundamentilnich feSeni t¥i
zdkladnich rovnic matematické fyziky. Tento pfirozeny smér vyvoje grupové analyzy
umoziiujici prechod k distribucim byl nastinén v [10], kde byly provedeny nékteré
heuristické ivahy a polozeny nékteré problémy. Jurij Berest [3], ktery je mym zékem,
obdrZel nedavno pozoruhodné vysledky v aplikaci této metody na vinové rovnice na
Riemannové varieté s netrividlni konformni grupou. Nékteré detaily o postupech, jak
se dajf infinitezimalni transformace aplikovat na distribuce, se najdou v [12].

Laplaceova rovnice
UvaZujme rovnici
(16) Au=46(z), z€R",
pro nalezeni fundament3lniho FeSeni jako okrajovy problém, kde v-daném bodg, na-

pfiklad v po¢atku, je dina singularita é-funkce. Tento okrajovy problém je invariantni
vzhledem ke grupé rotaci a dilataci generované operatory

.0 . 0
o= o b ) 7 —
X,,_zazi szJ" ,j=1,...,n,
;0 E)
Z=z -6—5;+(2—n)u5-£.

Baze invariant pro tuto grupu je tvofena jedinou funkci J = u |z|"~2. Podle principu
invariance je tfeba hledat fundament3lni FeSeni jako invariantni feSeni urcené rovnici
J = konst. Odtud plyne

(17) u=C|z|>".

Dosazenim ze (17) do (16) najdeme hodnotu konstanty C ve tvaru C = 1/(2 — n) 2,
kde 2, je povrch jednotkové sféry v n-rozmérném euklidovském prostoru. Tedy fun-
damentdini feseni bylo aZ na konstantni ndsobek uréeno z podminky invariance a sama
diferencidlni rovnice poslouzila pouze k normalizaci feseni.

Rovnice vedeni tepla

Rovnice
(18) us — Au=94(t, z)
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s n-rozmérnym Laplaceovym operatorem v prostoru proménnych z* je invariantni
vzhledem ke grupé€ rotaci, Galileiho transformaci a dilataci generované infinitezimal-
nimi transformacemi

! .9 0 .0
ol i O 9 gl
X”."”aw* e Yi 2t6t R
a0 8
I=tgtros —nug

Tato grupa pfipousti invariant

J=u t"/2 el”P/‘“_
Proto mé invariantni feSeni tvar
(19) u= Ot Il
Rovnice (18) slouzi jako podminka pro normalizaci: substituci z (19) do (18) dostaneme
hodnotu pfisluiné konstanty: C' = (24/m)~".
Vlnova rovnice
Pro rovnici
20 uy —Au=946(t,z
(

je grupa symetrie generovana operatory

| ] 0 . 0
=t pd =1 — i
ij—m 61‘] z 6$i’ },l tax,‘-*-wat’
3} ; 0 o ..

z t'67+”%+(1—")“55’ Li=1...,n

Operatory X;; a Y; generuji grupu rotaci a Lorentzovych transformaci a tato grupa
mé dva invarianty: u a 7 = t? — |z|2. Proto by se invariantni feSeni mélo hledat ve
tvaru u = f(7). Podminka invariance vzhledem ke grupé dilataci s generdtorem Z ma
pak tvar

(21) 2rf'(r) + (n = 1)f(r) = 0.

Uvazujme nyni jen lich4 n, protoZe pro sudd n bychom museli pouzit Hadamardovu
metodu ,balayage“. PoloZme tedy n = 2m + 1, m = 0,1, ..., a pfepidme rovnici (21)
ve tvaru 7f'(7) + mf(r) = 0, coz dava zndmé obecné Feseni

£(r) = { Ci6(7) + C, prom = 0,‘
T L C18™m=D(7) 4+ Cor~™ prom # 0.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, roénik 39 (1994), &. 4 205



Dosazenim t&chto vzorci do rovnice (20) se dostane Cy = 3n~™, C; = 0. Takto d4va
princip invariance fundamentalni FeSeni

_ { 30082 — |z[?), n=1,

= %K(l—n)/ZJ(n—3)/2(t2 - ‘zlz)» n g 3,

kde 6 je Heavisideova funkce a 6(”‘3)! 2 oznacuje derivaci prislusného Fadu d-funkce.

Keplerovy zakony

Pohyb hmotného bodu pod vlivem centrilni sily s potencidlem V = o/|z| spliiuje
zédkon zachovani momentu hybnosti M = m(z x v), kde m je hmotnost Eastice,
z a v jsou jeji polohovy vektor a vektor rychlosti. Tento zdkon zachovani, zndmy
z nebeské mechaniky jako druhy Kepleriv zdkon, je disledkem invariance Lagran-
geovych pohybovych rovnic vzhledem ke grupé rotaci a plyne z véty Noetherové.
NapiSme infinitezimalni transformace grupy rotaci s pouzitim vektorového parametru
a = (al, a?, a®) ve tvaru

(22) Z=z+dz, dz=zxa.

Potom z grupového pohledu drdhg] Kepleruv zdkon vyjadruje invarianci studovaného
problému vzhledem k infinitezimdinim rotacim (22).

Kepleriv problém je rovnéZ invariantni vzhledem k nehomogennim dilatacim gene-
rovanym operatorem

a ; 0
X=3%—=+2z"—.
%t o
Spole¢ny invariant grupy rotaci a grupy dilataci je veli¢ina J = t2/r3. Ezistence tohoto
tnvariantu je v nebeské mechanice zndma jako treti Kepleruv zdkon.
Nakonec, Kepleriv problém pfipousti specidlni grupu symetrii, kterd v oznadeni
uzitém v (22) miZe byt napsina ve tvaru

T=z+0z, dz=(zxv)xa+zx(vxa).

Tato 3-parametricka grupa se lisi od obycejnych Lieovych grup bodovych a kontaktnich
transformaci tim, Ze je obecné&jsi; nazyva se grupou Lieovijch-Bdécklundovgjch transfor-
maci [2]. Vypodet grupy symetrii (23) je proveden v [9], str. 346. Z véty Noetherové
se obdrZi vektorovy [prvni] integrdl pohybu

T
2|’

ktery byl poprvé objeven Laplacem [4]. Vezmeme-li skaldrni soudin Laplaceova vekto-
ru A s polohovym vektorem z, snadno odtud plyne, Ze orbitou keplerovského pohybu
je kuZelosecka. To je prvni Kepleriv zidkon. TakZe z hlediska teorie grup vyjadruje

A=vxM+a«a
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pruni Kepleriv zdkon invarianci viéi 3-parametrické grupé Lieovych-Bdcklundovyjch
transformaci generované€ infinitezimdlnimi transformacemi (23).

Tedy vsechny tfi Keplerovy zdkony nebeské mechaniky maji grupové teoreticky
charakter.

Zavéreéné poznamky

Mohl bych v tomto duchu pokracovat, protoZe existuje mnoho zdbavnych aplikaci
Lieovy teorie a v souasné dobé& ekaji na své aplikace nové vyvinuté metody grupové
analyzy. Ale doufiam, Ze jsem fekl dost, abych vis pfesvédiil, Ze znalost klasickych
zdkladd a modernich grupové teoretickych metod se stala dileZitou soucasti matema-
tické kultury pro kaZdého, kdo sestrojuje a zkoumd matematické modely problémi
vzatych z pfirody. Vice se lze dozvédét z krasnych knih Lieho, Bianchiho a dalsich
matematikl a také z novéjSich praci (viz literaturu).

Na zavér bych rad pfenesl na Lieovu teorii v matematické fyzice jednu poznamku
Einara Hilleho z [8]: ,PFivitdm [polo]grupu, kdekoli néjakou uvidim, a zd4 se, Ze je
vidim vSude! Pratelé si v8ak povsimli, Ze existuji i matematické objekty, které nejsou
[polo]grupami.“
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