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Sophus Lie 
a harmonie v matematické fyzice 

(k 150. výročí narození) 

Nail H. Ibragimov 

NAEL H. IBRAGIMOV se vzdělával na moskevském fyzikálně-technickém institutu a na 
univerzitě v Novosibirsku. Přednášel na univerzitě v Novosibirsku, na leteckém institutu 
v Ufě, na moskevské univerzitě, moskevském fyzikálně-technickém institutu a byl hostem 
Georgia Tech a College de France. V současné době je zaměstnán v ústavu matematického 
modelování Ruské akademie věd. Jeho kniha Transformační grupy aplikované v matematické 
fyzice obdržela v roce 1987 státní cenu. 

„Mimořádný význam Lieova díla pro všeobecný rozvoj geometrie nemůže být pře
ceněn; j sem přesvědčen že v budoucnosti bude stále narůstat ," psal Felix Klein [13] 
ve svém návrhu, aby výsledky Sophuse Lieho o grupově teoretických základech geo
metrie byly oceněny cenou N. I. Lobačevského. Tato cena byla zřízena Fyzikálně-
matemat ickou společností Imperátorské univerzity v Kazani v roce 1895 a jejím cílem 
bylo projevit uznání pracím v geometrii, obzvláště v neeuklidovské geometrii, n a 
základě návrhů předních specialistů. První tř i udělené ceny získaly tyto osobnosti: 

1897: S. Lie (Navrhovatel: F. KLEІN) 

1900: W. Killing (Navrhovatel: F. ENGEL) 

1904: D. Hilbert (Navrhovatel: H. PoiNCARÉ) 

Nelze pochybovat, že Lieovy práce v oboru diferenciálních rovnic si zaslouží stejně 
vysoké ocenění. Jedním z Lieových překvapujících výsledků v t o m t o oboru byl j eho 
objev, že většina známých metod integrace diferenciálních rovnic, které se do té doby 
zdály být umělé a vnitřně spolu nesouvisející, může být zavedena n a společném základě 
teorie grup. Dále podal Lie klasifikaci obyčejných diferenciálních rovnic libovolného 
řádu podle grup, které připouštějí, tedy určil všechny rovnice, které mohou být expli
citně rozřešeny, nebo mohou být redukovány na rovnice nižšího řádu, a to n a základě 
grupově teoretických úvah. Ale tyto výsledky a bohatá zásoba dalších jeho výsledků 
se nechtěly p o d d a t populárnímu výkladu a dlouhá léta zůstávaly zvláštní doménou 
několika zasvěcených. V současné době zjišťujeme, že nastala podobná situace př i 
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řešení problémů matematické fyziky: mnohé metody mají grupově teoretický základ, 
ale vyučují se způsobem, jako by je někdo objevil čistou náhodou. 

Měl jsem štěstí, že jsem se začal zajímat o aplikace grup na diferenciální rovnice 
hned v začátcích své práce na univerzitě a že jsem napsal svou první práci pod vedením 
profesora L. V. Ovsjanikova, který se tolik zasloužil o to, aby vzbudil zájem o tuto 
disciplínu a učinil z ní moderní vědecký obor. Ve své pozdější práci jsem se znovu a 
znovu přesvědčoval, jak účinným prostředkem je Lieova teorie při řešení složitých pro
blémů. Tato teorie podstatně rozšiřuje a zostřuje intuitivní pojem symetrie, poskytuje 
konkrétní metody pro aplikace, pomáhá při vhodné formulaci problémů a často otvírá 
možné přístupy k jejich řešení. 

V tomto článku objasňuji své hledisko, jakou roli hraje teorie Lieových grup v ma
tematické fyzice. Zčásti využívám svých přednášek, které jsem měl v průběhu let na 
moskevské univerzitě a na moskevském fyzikálně-technickém institutu. 

Krátký životopis 

Marius Sophus Lie se narodil 17. prosince 1842 v Nordfjordeidu v Norsku jako šesté 
a nejmladší dítě luteránského kněze Johanna Hermana Lieho. Studoval v Kristiánii 
(nynější Oslo) od roku 1857, nejprve na gymnáziu a pak (1859-1865) na univerzitě. 
Z událostí v Lieově životě, které formovaly jeho tvůrčí zaměření, stojí za zmínku 
zejména tyto: jeho vlastní studium geometrických prací Chaslese, Ponceleta a Pliickera 
v roce 1868, jeho cesty do Německa a Francie v letech 1869-1870, jeho styky s Felixem 
Kleinem, Chaslesem, Jordánem a Darbouxem a jeho úzké přátelství s Kleinem vedoucí 
k dlouholeté spolupráci. Lie pracoval na univerzitě v Kristiánii od roku 1872 do roku 
1886, pak v letech 1886-1898 v Lipsku. Zemřel 18. února 1899 v Kristiánii. 

Život a intelektuální vývoj a díla největšího norského matematika jsou popsány ve 
vzpomínkách jeho kolegů a v pozdějších životopisech (viz například [7], [22], [27], [29] a 
odkazy tam uvedené). Zvláště upozorňuji na velmi pečlivý úvod F. Engela k Lieovým 
sebraným spisům [21]. To vše dává podrobnou představu o podstatě Lieových myšlenek 
a charakterizuje ho jako člověka. 

Symetrie diferenciálních rovnic 

V pojmu diferenciální rovnice jsou obsaženy dvě složky. Například v případě oby
čejné diferenciální rovnice prvního řádu je nutné 

1) specifikovat plochu F(x, t/, y1) = 0 v prostoru tří proměnných x, y} \f\ tuto plochu 
budeme nazývat skelet diferenciální rovnice; 

2) definovat třídu přípustných řešení; například hladké řešení je spojitě diferencova
telná funkce <p(x) taková, že křivka 

, á(p{x) 
y = <p(x), y = -Jg^-i 
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leží na výše zmíněné ploše, tj. platí 

F\x,<p(x), 
d^>(x) 

dx ) • 
0 

identicky vzhledem k x\ pokud připustíme i nespojitá řešení nebo zobecněné 
funkce (při zachování téhož skeletu), situace se úplně změní. 

Rozhodujícím krokem při integraci diferenciální rovnice je zjednodušení jejího skele
tu pomocí vhodné transformace proměnných. Pro tento účel se využívá grupa symetrií 
diferenciální rovnice zvaná též přípustná grupa, což je grupa transformací roviny (x, y), 
jejíž rozšíření na derivace t / , . . . zachovává skelet rovnice. 

PŘÍKLAD. Riccatiovarovnice y'+y2—2/x2 = 0 připouští grupu transformací x = xea
} 

y = ye""a, protože skelet rovnice (obr. 1) je invariantní vůči nehomogennímu roztažení 
x = xe a , y = ye~a, yf = 2/e""2a, které se obdrží „prodloužením" dané transformace 
na první derivaci y*. Substituce t = lna:, u = xy vede na diferenciální rovnici 
u* + u2 — u — 2 = 0. Takto dostaneme „napřímení" skeletu původní Riccatiovy rovnice 
do podoby parabolické válcové plochy (obr. 2); původní transformační grupa je zde 
pak nahrazena grupou translací ť = £ + a, tx = u, úf = u'. 

Obr. 1. Obr. 2. 

Grupová klasifikace 

V krátkém sdělení před Vědeckou společností v Góttingen (3. prosince 1874) jsem kromě 
jiného podal seznam všech spojitých grup transformací se dvěma proměnnými ar, y a zvláště 
jsem zdůraznil, že toto se může stát základem klasifikace a rozumné integrační teorie 
pro všechny diferenciální rovnice tvaru /(.r, y, y',..., y*m*) = 0, které připouštějí spojitou 
grupu transformací. Velký program, který jsem zde načrtl, jsem postupně vypracoval ve 
všech detailech (S. LlE [16], str. 187). 
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Tabulka I. Lieova grupová klasifikace rovnic druhého řádu 

Dim. 
grupy 

Báze Lieovy algebгy Rovnice 

1 X - д y" = Hv,v') 

2 

э э 
Эx Эy 

Kl = — , K2 = X— + y — 
ay ax ay 

v" = Hv') 

v" = -Hv') 
X 

3 

a a ó a *> Q *>. a 

Эx Эy Эx Эy Эx Эy 

v ә v л ә Э v 2Э Э 
Xl = Tx^2 = 2xTx +УЭÏX*=XЭx- + XУTy 

X* = ҺX2 = Ty>Xz=XҺ + {X + У)Һ 
Э Э д Э 

Ki = ^ - , K2 = T~, Kз = x— + ky— 
ax ay ax ay 

yn + 2^v' + Cy^+^=0 

V" = Cy-3 

y" = C*-»' 

yO^Cy^-w-^^kфoĄлa 

8 

Э д д д Э 
Xi = — , X2 = — , Kз = x—, XĄ = x—, K5 = 2/—, 

ctø cty ay ax ax 

v ^ v 2 ^ , ^ v ^ , 2 ^ 
*6 = УTy> Xl = * 5Ï + XУTy> Xs = XУTX

 + У Ty 

y" = 0 

V tomto a v následujících dvou odstavcích uvedeme některé z hlavních výsledků 
realizace Lieova programu, přičemž se omezíme na obyčejné diferenciální rovnice 
druhého řádu. Naše omezení není motivováno ničím podstatným, co by se týkalo 
metody, ale pouze naším přáním soustředit se na konkrétní případy a podat krátká, 
ale definitivní tvrzení. 

Pro rovnice druhého řádu vypadá klasifikace grup [16] obzvlášť jednoduše. Tato 
klasifikace je uvedena stručně a explicitně v [18], §3, a je reprodukována v tabulce I. 
Připomeňme, že Lie prováděl svou klasifikaci v komplexním oboru a používal komplex
ní substituce a komplexní báze příslušných algeber, kde to bylo potřebné. Například 
rovnice 

y" = C ( l + 2 //2 )3/2 egarctgy' ) c g _ j ^ ^ 

připouští 3-rozměrnou Lieovu algebru s bází 

Xl = -k> *2 = |,' *«M«« + »)£+ (»-*)£• 
Tuto rovnici nelze převést na žádnou z rovnic v tabulce I s pomocí reálných trans
formací. Alé^s použitím komplexní transformace x = | ( y — ia:), y = ^(y + ix) ji lze 
převést na rovnici 

Ar — 2 , g + 1 ӯf' = Cӯ 
k-Ґ 

k = 
q-Ґ 
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Tabulka II. Kanonické tvary 2-rozměrných Lieových algeber a invariantních rovnic druhého 
řádu 

-.n Struktura Báze v kanonických „ 
Typ i i r / i_ Rovnice 

algebry L2 proměnných 

i [Xi,X2] = o, 5r!vx2#o *i = £> X2 = Ž v" = f(v') 

2 [K1,K2] = o, K1vK2 = o *i = | - , x*=x§~ v" = /(*) 
3 [K1,K2] = X1, KiVK.^o *i = J^ X 2 = x Ž + y i | t/" = £/(*/) 
4 [Ki,K2] = X1, K1vX2 = o *i = J^ X2 = y é y" = /Wí/' 

Algoritmus integrování rovnic 

Povšiml jsem si, že většina obyčejných diferenciábiích rovnic, které se daly integrovat 
starými metodami, byla zleva invariantní vzhledem k jistým transformacím a že příslušné 
integrační metody vlastně využívají tuto vlastnost. Když už jsem tedy uměl převést 
mnohé staré integrační metody na společný základ, položil jsem si přirozený problém: 
vybudovat obecnou teorii integrace pro všechny diferenciální rovnice připouštějící konečné 
nebo infinitezimální transformace. (S. LlE [17], str. iv.) 

Jestliže rovnice druhého řádu připouští Lieovu algebru dimenze r ^ 2, pak ji lze 
integrovat kvadraturami na základě grupově teoretické metody. To lze udělat různými 
způsoby; jeden z nich je uveden v tabulce III. Je založen na jednoduché skutečnosti, že 
v komplexním případě má každá Lieova algebra dimenze r > 2 význačnou 2-rozměrnou 
podalgebru. Avšak struktura 2-rozměrné Lieovy algebry s bází 

Xa = £a(x,y)— + T)a(x,y)—y a = 1,2, 

může být jednoduše popsána pomocí operace komutátoru 

[Xi, X2] = X1X2 — X2X1 

a operace pseudoskalárního součinu 

Xi VX2 = íi»72 - *7i&-

Tento popis je dán v tabulce II; detaily se najdou v [4, 6, 11, 12, 19, 23, 32]. 

PŘÍKLAD. Budeme aplikovat hořejší algoritmus na diferenciální rovnici 

y2 xy 
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Tabulka III. Algoritmus pro integraci rovnice druhého řádu používající 2-rozměrnou Lieovu 
algebru 

Krok Operace Výsledek 

1 Vypočtěte přípustnou Lieovu algebru LT. 

2 Je-li r = 2, přejděte k dalšímu kroku; je-li r > 2, pak 
vyznačte některou 2-rozměrnou podaigebru L2 v Lr. 
(Je-li r = 1, pak může být snížen řád rovnice; je-li 
r = 0, pak grupovou metodu nelze aplikovat.) 

3 Určete typ algebry L2 z tabulky II. K tomu účelu vy
počtěte komutátor [X\, K2] a pseudoskalární součin 
X\ V X2] jestliže [Xi, X2] není rovno 0 ani Xi, pak 
zvolte novou bázi X[, X'2 tak aby [X[, X2] = X[. 

4 Na základě tabulky II vyjádřete získanou bázi pomo
cí operátorů s kanonickými proměnnými x, y. Přepiš-
te danou rovnici pomocí kanonických proměnných a 
integrujte ji. 

5 Vyjádřete získané řešení pomocí původních proměn
ných. 

Báze pro Lr: X\,..., Xr 

Báze pro L2: Xi,X2 

Redukce struktury na ka
nonický tvar z tabulky II 

Nalezení nových proměn
ných umožňujících integ
raci rovnice 

Řešení dané rovnice 

První krok: najít přípustnou algebru. To lze provést s využitím tzv. určující rovni
ce. Jako výsledek s tandardního a jednoduchého výpočtu se ukáže, že naše rovnice 
připouští Lieovu algebru L2 s bází 

v 2 ð д 
Xl = x д ï + xyдï 

y - -. д y д 

M = --"7; õTf--
ox 2 ay 

Z tabulky III vidíme, že můžeme přejít rovnou k dalšímu kroku. 

Třetí krok: najít typ algebry L2. Zde m á m e 

[XUX2] = XU X1VX2 = ^x2yžO. 

Algebra L2 tedy spadá pod typ 3 z tabulky II . 

Čtvrtý krok: najít transformaci proměnných umožňující integraci. Především označme 
hledané kanonické proměnné jako t a, u (místo x a y) a vyjádřeme X\ a X2 pomocí 
těchto proměnných. Ze vztahů 

Xi(*) = 0, Xi(t i) = l , 

najdeme substituci 

t = i « = -•-. 
x' x' 
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která převádí 1-parametrickou grupu generovanou operátorem X\ (jde o grupu pro
jektivních transformací) na grupu translací vzhledem k proměnné u. Po této substituci 
bude mít báze algebry L2 tvar 

X l = lV X2=2di + Udu-

a shoduje se (až na nepodstatný koeficient | v X%) s kanonickou bází typu 3 z tabul
ky II. (Poznamenejme, že při této proceduře jsme ztratili nejjednodušší řešení původní 
rovnice, a to řešení ve tvaru y = Cx.) Po substituci je rovnice převedena na tvar 

u" 1 n 

^ + ií = 0-

Obecné řešení je dáno alternativními vzorci 

t2 t 1 
ti = — + C a u = — + ^ l n | C i ť - l | + C 2 . 

Pátý krok: určeni řešení v původních proměnných. Zde provedeme zpětný přechod od 
proměnných ť, u k proměnným x, y s tím, že jsme dříve vyloučili speciální řešení tvaru 
y = Cx. Pak obdržíme obecné řešení diferenciální rovnice druhého řádu ve tvaru 

y = Cx, y = ±\/2x + Cx2, 

+ C1
2 = 0 Cl

y--i 
x 

C\y +C2X + xln 

(celkem tři alternativy). 

Linearizace 

Při studiu obyčejných diferenciálních rovnic je užitečné mít jednoduchá kritéria pro 
to, zdali lze danou rovnici převést na rovnici lineární. Jestliže shrneme Lieovy výsledky 
v tomto směru, můžeme formulovat následující větu ([16], Část III, § 1; viz též [1] a [2]). 

VETA 1. Následující tvrzení jsou spolu ekvivalentní: 

(i) Obyčejná diferenciální rovnice druhého řádu 

(1) t/'=-/(-MÍf,t/) 

může být transformací proměnných převedena na lineární diferenciální rovnici; 

(ii) Rovnice (1) je tvaru 

(2) y" + F3(x, y) y'3 + F 2(«, y) y12 + Fi(x, y) yf + F(x, y) = 0 
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s koeficienty F3, F2, F\f F splňujícími podmínky integrability pro následující 
pomocný systém parciálních diferenciálních rovnic 

| i = z 2 - F . - F i z + ^ + F F 2 , 

dz „ „ ldFx 2 5Fi 

(Vi dy 3 &c 3 % 

* " - « „ FF ldFx 2dFx — _zw-FF3--— + -—y 

-£L = -ur2 + F2w + F32: + — ^ - F1F3; 
cfy ox 

(iii) Jb>mice (1) připouští 8-rozměrnou Lieovu algebru infinitezimálních transformací; 

(iv) Rovnice (1) připouští 2-rozměrnou Lieovu algebru s bází X\,X2 takovou, ze 

(4) X i V K 2 = 0. 

PŘÍKLAD 1. Rovnice y" = e y z tabulky I se nedá linearizovat, protože není tvaru (2) 
z podmínky (ii). 

PŘÍKLAD 2. Předpokládejme v rovnici (2), že Fi = JF2 = F3 = 0. Pak soustava rovnic 
(3) bude mít speciální tvar 

zx = y2 - Fw + Fy, zy = -zw, 

wx = zw, wy = —txr2, 

a podmínka integrability zxy = zyx dává Fyy = 0. Z toho plyne, že rovnice y" + 
+ F{x, y) = 0, kde F{x,y) samo není lineární vzhledem k 2/, nemůže být transformo
vána na lineární rovnici. 

PŘÍKLAD 3. Podívejme se, za jakých předpokladů se dá linearizovat rovnice y" = f{y') 
z tabulky I. Podle podmínky (ii) z věty 1 se žádá, aby f{xf) byl mnohočlen maximálně 
třetího stupně vzhledem k yf, tj. rovnice musí být tvaru 

(5) y" + A3y'3 + A2y'2 + AlV' + A0 = 0 

s konstantními koeficienty Ai. Snadno vidíme, že pomocný systém rovnic (3) splňuje 
podmínky integrability pro libovolnou volbu těchto konstant. Tedy rovnice (5) se dá 
linearizovat pro libovolné konstantní koeficienty Ai. 

PŘÍKLAD 4. Nyní uvažujme následující rovnici z tabulky I: 

x 
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Aby se rovnice dala linearizovat, vyžaduje to, aby byla tvaru (2), t j . 

(6) y" + l- (A3y'3 + A2y'2 + Axy' + AQ) = 0 

s konstantními koeficienty A{. Podmínky integrability pro pomocný systém rovnic (3) 

dávají 

A2(2 ~ Ax) + 9AQA3 = 0, 3A3(1 + Ai) - A\ = 0. 

Položíme-li A3 = —a, A2 = —6, dostaneme 

A l = " ( 1 + £)' Ao = -(ra + £š)-
Rovnice (6) se tedy dá linearizovat, když a jen když je tvaru 

(7) y" = ì ay 27a2 

Zde je vhodné najít příslušnou transformaci souřadnic z podmínky (iv). Proveďme to 
pro rovnici (7) v případě a = 1, 6 = 0: 

(8) У" = ^(У' + У'3) 

Tato rovnice připouští 2-rozměrnou algebru s bází 

x ax x ox 

splňující podmínku (4). Tato algebra L2 náleží k typu 2 z tabulky II a linearizující 
substituce se obdrží přechodem ke kanonickým proměnným x = t/, y = x 2/2, vzhledem 
k nimž se báze (9) vyjádří ve tvaru X\ = <9/d;y, X2 = x(d/dy). Zanedbáme-li 
partikulární řešení tvaru y = konst., rovnice (8) se transformuje na tvar y" + 1 = 0. 

Invariantní řešení 

Speciální typy přesných řešení rovnic, nyní široce známé jako invariantní řešení, 
se po dlouhou dobu s výhodou používaly k řešení konkrétních problémů. Staly se 
známými v matematice, mechanice a fyzice dokonce před vznikem teorie grup, kdy 
měly postavení jakéhosi matematického folklóru. Lie v [20] objasnil grupově teoretický 
smysl těchto řešení a zkoumal možnost integrace parciálních diferenciálních rovnic 
v případě, že přípustná grupa je dostatečně bohatá. (Viz [20], kapitoly III a IV.) 

Postupně teorie grup umožnila objasnit, zostřit a rozšířit mnoho intuitivních myš
lenek a vtělit metodu invariantních řešení jako podstatnou složku moderní grupové 
analýzy. Byl to právě pojem invariantního řešení, který umožnil rozšířit aplikace teorie 
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grup z obyčejných diferenciálních rovnic na problémy matematické fyziky, a to zejména 
díky pracím [1, 5, 24, 26, 31]. 

PŘÍKLAD. Uvažujme rovnici 
y" = y~3 

z tabulky I, která připouští 3-parametrickou grupu transformací. Její řešení 

y=y/l + x* 

je invariantní vzhledem k 1-parametrické grupě generované infinitezimální transfor
mací 

X l + X 3 = { 1 + x ^ ^ + x y ^ 

Jestliže toto invariantní řešení podrobíme transformacím přípustné 3-parametrické 
grupy, obdržíme 

y = [ C 1 x 2 + 2 N / C 1 C 2 - l x + C 2 ] 1 / 2 , 

což je obecné řešení. To znamená, že každé řešení hořejší rovnice je invariantní vzhle
dem k některé 1-parametrické podgrupě přípustné 3-parametrické grupy (detaily viz 
v [2]). 

Princip invariance v problémech matematické fyziky 

Když přejdeme od obyčejných diferenciálních rovnic k parciálním, stává se (s říd
kými výjimkami) nemožným a každopádně nijak zvlášť užitečným vyjádřit explicitně 
obecné řešení. Ale matematická fyzika vždy hledá jen taková řešení, která splňují 
některé další podmínky — počáteční podmínky, okrajové podmínky atd. Při řešení 
mnoha problémů matematické fyziky je výhodné použít následujícího, napůl empiric
kého pravidla, které lze zformulovat přesně jen v jistých případech. 

Princip invariance. Jestliže problém s okrajovými podmínkami je invariantní vůči 
nějaké grupě transformací, pak je třeba hledat řešení mezi funkcemi, které jsou inva
riantní vůči této grupě. 

Hořejší invarianci je třeba chápat jako invarianci příslušné diferenciální rovnice, 
dále variety, na níž jsou předepsány okrajové podmínky, a nakonec též jako invarianci 
samotných okrajových podmínek. 

Pokud se ztrácí invariance okrajových podmínek (což se často stává), právě vyslove
ný princip může být použit jinými způsoby. To nastane například při použití metody 
majoranty v důkazu věty Cauchyho-Kovalevské ([9] pojednává o metodě invariantní 
majoranty). Jiným příkladem je Riemannova metoda, která redukuje Cauchyho pro
blém s libovolnými (tedy nikoli invariantními) podmínkami na speciální Goursatův 
problém, který je již invariantní a dá se řešit pomocí principu invariance. Zde pouze 
v krátkosti objasníme jádro tohoto přístupu; s podrobnostmi se lze seznámit v [12]. 
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Grupový přístup k Riemaimově metodě 

V tomto odstavci se pokusíme o jistou syntézu, která bude kombinací Riemannovy 
metody [30] integrace lineárních hyperbolických rovnic druhého řádu s Lieovou gru-
povou klasifikací [16] takových rovnic. Důležitá je zde rovněž invariantní formulace 
Lieových výsledků (v pojmech Laplaceových invariantů), kterou podal Ovsjanikov 
[25]. 

Riemannova metoda převádí problém integrace rovnice 

(10) L[u] = uxy + a(x, y) ux + b(x, y) uy + c(x, y) u = /(ar, y) 

na konstrukci pomocné funkce v, která splňuje adjungovanou rovnici s danými pod
mínkami pro charakteristiky: 

ľУ . ľx 

(11) L*[v] = 0, v\x=Xo = exp / a(x0, rj) drç, v\yzzyo = exp / 6(£, y0) d£. 
Jî/o Jxo 

Pokud nalezneme funkci v, pak řešení Cauchyova problému pro rovnici (10) s počá
tečními podmínkami předepsanými na libovolné necharakteristické křivce se obdrží na 
základě dobře známé integrální formule. Funkce v se nazývá Riemannova funkce a 
okrajový problém (11) pro její určení se nazývá Cauchyho problém pro charakteristiky 
nebo též Goursatův problém. 

Veličiny 
h = ax + ab — c, k = by + ab — c 

se nazývají Laplaceovy invarianty pro rovnici (10). Ty se nezmění při jakékoli lineární 
transformaci funkce u s proměnnými koeficienty (pokud proměnné xy y zůstávají 
nezměněny). Naproti tomu veličiny 

(12) p=£, q=j(lnh)xy 

zůstávají invariantní vzhledem k obecné transformaci x = a(ar), y = /?(t/), u = 
= A(z, y) u homogenní části rovnice (10). Tyto invarianty jsou užitečné při klasifikaci 
rovnic typu (10) vzhledem k přípustné grupě. Rovnice (10) v homogenním případe 
(f = 0) totiž připouští ^-rozměrnou Lieovu algebru infinitezimálních transformací 
[přesněji faktorovou algebru podle ideálu generovaného libovolným řešením (p(x,y) 
rovnice (10)] v případe, že veličiny (12) jsou konstantní. Pokud některá z nich není 
konstantní, pak rovnice (12) připouští nanejvýš 2-rozměrnou Lieovu algebru. Důkaz 
se najde v [25], §9.6. S využitím tohoto výsledku se dokáže následující věta (viz [11] 
nebo [12]): 

VETA 2. Předpokládejme, že rovnice (10) má konstantní invarianty (12). Potom 
Goursatův problém (11) připouští 1-parametrickou grupu transformací. Proto lze apli
kovat princip invariance a Riemannova funkce se dá odvodit z obyčejné diferenciální 
rovnice druhého řádu. 
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PŘÍKLAD 1. Pro telegrafní rovnici uxy + u = 0 máme p = 1, q = 0. Lze tedy aplikovat 
větu 2. Goursatův problém (11), totiž 

(13) VXy + V = 0, vU=ař0 = 1, V\y=y0 = 1 

musí podle věty 2 připouštět 1-parametrickou grupu generovanou infinitezimální trans
formací 

X = (X-Xo)--{y-y0)-. 

Funkcionálně nezávislé invarianty této grupy jsou v a, z = (x — a?o)(2/ — 2/o). Tedy 
invariantní řešení je tvaru v = V (z) a po substituci do rovnice (13) obdržíme jistý 
tvar Besselovy rovnice: zVn + V + V = 0 s podmínkou K(0) = 1. Tedy pro telegrafní 
rovnici je Riemannovou funkcí Besselova funkce Jo. 

PŘÍKLAD 2. Riemann ([30], §9) použil svůj postup na rovnici 

i_ 
(x + yУ 

(14) uxy + . 2 u = 0, & = konst. ^ 0. 

Pro odpovídající problém (11) je podmínka kladená na charakteristické křivky tvaru 

(14') V\XZZXQ = 1, V\y=y0 = 1. 

Riemann redukoval problém (14), (14') na řešení obyčejné diferenciální rovnice (které 
vedlo ke speciálním Gaussovým hypergeometrickým funkcím) tím, že uvažoval v jako 
funkci proměnné 

(15) z = (* "" *°K?f."_??) 
(so + îfoH-c + î/Г 

Nyní se na všechno podíváme z hlediska teorie grup. Invaгianty (12) rovnice (14) jsou 
p = 1, q = 2/1. Tedy větu 2 lze použít. ftešením „určující гovnice" obdržíme operátoг 

й й 
X = (x - XQ)(X + y0)— - (y - y0)(y + *o)^-, 

přípustný pro Gouгsatův problém (14), (14J). Invarianty tohoto operátoru jsou v a 
hodnota z daná rovnicí (15). Tedy invariantní řešení je tvaru v = V(z). To je přesn 
invariantní řešení nalezené Riemannem! 

PŘÍKLAD 3. Dále vezměme rovnici 

v>xy H = 0, í = konst. ф 0, 
x + y 

jako „mezistupeň" mezi rovnicemi (13) a (14). Invarianty (12) jsou zde jt>=l, 
q = l/l(x + y). Pгotože q není konstantní, věta 2 se nedá aplikovat. 

Űplný seznam rovnic, na něž lze aplikovat větu 2, se najde y [11]. 
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Fundamentální řešení 

Budeme sledovat stejnou myšlenku jako v předchozím odstavci, tj. použití prin
cipu invariance na okrajové problémy s libovolnými předepsanými hodnotami tím, 
že problém převedeme na invariantní problém speciálního tvaru. Podívejme se, co 
může teorie Lieových grup poskytnout pro konstrukci fundamentálních řešení tří 
základních rovnic matematické fyziky. Tento přirozený směr vývoje grupové analýzy 
umožňující přechod k distribucím byl nastíněn v [10], kde byly provedeny některé 
heuristické úvahy a položeny některé problémy. Jurij Berest [3], který je mým žákem, 
obdržel nedávno pozoruhodné výsledky v aplikaci této metody na vlnové rovnice na 
Riemannově varietě s netriviální konformní grupou. Některé detaily o postupech, jak 
se dají infinitezimální transformace aplikovat na distribuce, se najdou v [12]. 

Laplaceova rovnice 

Uvažujme rovnici 

(16) Au = S{x), x G R n , 

pro nalezení fundamentálního řešení jako okrajový problém, kde v daném bodě, na
příklad v počátku, je dána singularita í-funkce. Tento okrajový problém je invariantní 
vzhledem ke grupě rotací a dilatací generované operátory 

v j 9 i d . . 
X" = *a?-"M- '-> = 1 "' 

Báze invariantů pro tuto grupu je tvořena jedinou funkcí J = u \x\n~2. Podle principu 
invariance je třeba hledat fundamentální řešení jako invariantní řešení určené rovnicí 
J = konst. Odtud plyne 

(17) u = C\x\2'n. 

Dosazením ze (17) do (16) najdeme hodnotu konstanty C ve tvaru C = 1/(2 — n) Í2nj 

kde Í2n je povrch jednotkové sféry v n-rozměrném euklidovském prostoru. Tedy fun
damentální řešení bylo až na konstantní násobek určeno z podmínky invariance a sama 
diferenciální rovnice posloužila pouze k normalizaci řešení. 

Rovnice vedení tepla 

Rovnice 

(18) ut-Au = S(t,x) 
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s n-rozměrným Laplaceovým operátorem v prostoru proměnných x% je invariantní 
vzhledem ke grupě rotací, Galileiho transformací a dilatací generované infinitezimál
ními transformacemi 

*» = ' ' & - ' 5 I - Y' = 2'li-*'<-k-

Tato grupa připouští invariant 

J = utn'2eW2'4t. 

Proto má invariantní řešení tvar 

(19) u = Crn'2e-M2'*t. 

Rovnice (18) slouží jako podmínka pro normalizaci: substitucí z (19) do (18) dostaneme 
hodnotu příslušné konstanty: C = (2-v/ř)~n. 

Vlnová rovnice 

Pro rovnici 

(20) utt-Au = Ó(t1x) 

je grupa symetrie generována operátory 

* „ = . . » . . » «=.»+*•» 
3 dxi cV' dx% dť 

f) f) f) 
z = tdi+xid?+(l-n)ud^' i'j = l'--'n-

Operátory XÍJ a Y{ generují grupu rotací a Lorentzových transformací a tato grupa 
má dva invarianty: u a r = t2 — \x\2. Proto by se invariantní řešení mělo hledat ve 
tvaru u = / ( r ) . Podmínka invariance vzhledem ke grupě dilatací s generátorem Z má 
pak tvar 

(21) 2r/ ' ( r) + ( n - l ) / ( r ) = 0. 

Uvažujme nyní jen lichá n, protože pro sudá n bychom museli použít Hadamardovu 
metodu „balayage". Položme tedy n = 2m + 1, m = 0,1, . . . , a přepišme rovnici (21) 
ve tvaru rf(T) + mf(T) = 0, což dává známé obecné řešení 

f ( r ) = f CX0(T) + C2 pro m = 0, 
(T) i C i f ( " - ^ ( r ) + C 2 r - m pro m ^ 0. 

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ročník 39 (1994), č. 4 205 



Dosazením těchto vzorců do rovnice (20) se dostane C\ = | rc~ m , C2 = 0. Takto dává 
princip invariance fundamentální řešení 

r§*(t2-Ma). n = i, 
U \ lK(l-n)/2<y(n-3)/2(í2 _ ^ p ^ n = j ^ 

kde 0 je Heavisideova funkce a í( n " 3 W 2 označuje derivaci příslušného řádu í-funkce. 

Keplerovy zákony 

Pohyb hmotného bodu pod vlivem centrální síly s potenciálem V = &l\x\ splňuje 
zákon zachování momentu hybnosti M = rn(x x v), kde m je hmotnost částice, 
x a, v jsou její polohový vektor a vektor rychlosti. Tento zákon zachování, známý 
z nebeské mechaniky jako druhý Keplerňv zákon, je důsledkem invariance Lagran-
geových pohybových rovnic vzhledem ke grupě rotací a plyne z věty Noetherové. 
Napišme infinitezimální transformace grupy rotací s použitím vektorového parametru 
a = (a1, a2, a3) ve tvaru 

(22) x = x + Sx, Sx = x x a. 

Potom z grupového pohledu druhý Keplerův zákon vyjadřuje invarianci studovaného 
problému vzhledem k infinitezimálním rotacím (22). 

Keplerův problém je rovněž invariantní vzhledem k nehomogenním dilatacím gene
rovaným operátorem 

Společný invariant grupy rotací a grupy dilatací je veličina J = t2/r3. Existence tohoto 
invariantu je v nebeské mechanice známa jako třetí Keplerův zákon. 

Nakonec, Keplerův problém připouští speciální grupu symetrií, která v označení 
užitém v (22) může být napsána ve tvaru 

x = x + Sx, Sx = (x x v) x a + x x (v x a). 

Tato 3-parametrická grupa se liší od obyčejných Lieových grup bodových a kontaktních 
transformací tím, že je obecnější; nazývá se grupou Lieových-Bácklundových transfor
mací [2]. Výpočet grupy symetrií (23) je proveden v [9], str. 346. Z věty Noetherové 
se obdrží vektorový [první] integrál pohybu 

x 
A = vx M + a — , 

\x\ 

který byl poprvé objeven Laplacem [4]. Vezmeme-li skalární součin Laplaceova vekto
ru A s polohovým vektorem x, snadno odtud plyne, že orbitou keplerovského pohybu 
je kuželosečka. To je první Keplerův zákon. Takže z hlediska teorie grup vyjadřuje 
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první Keplerův zákon invarianci vůči 3-parametrické grupě Lieových-Bácklundových 
transformaci generované infinitezimálními transformacemi (23). 

Tedy všechny tři Keplerovy zákony nebeské mechaniky mají grupově teoretický 
charakter. 

Závěrečné poznámky 

Mohl bych v tomto duchu pokračovat, protože existuje mnoho zábavných aplikací 
Lieovy teorie a v současné době čekají na své aplikace nově vyvinuté metody grupové 
analýzy. Ale doufám, že jsem řekl dost, abych vás přesvědčil, že znalost klasických 
základů a moderních grupově teoretických metod se stala důležitou součástí matema
tické kultury pro každého, kdo sestrojuje a zkoumá matematické modely problémů 
vzatých z přírody. Více se lze dozvědět z krásných knih Lieho, Bianchiho a dalších 
matematiků a také z novějších prací (viz literaturu). 

Na závěr bych rád přenesl na Lieovu teorii v matematické fyzice jednu poznámku 
Einara Hilleho z [8]: „Přivítám [polo]grupu, kdekoli nějakou uvidím, a zdá se, že je 
vidím všude! Přátelé si však povšimli, že existují i matematické objekty, které nejsou 
[polojgrupami." 
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