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POKROKY MATEMATIKY, FYZIKY A ASTRONOMIE ROCNIK XVIII (1973) CISLO 6

K tficatému vyroc¢i amrti

Davida Hilberta

Otakar Zich, Praha

DAVID HILBERT 1862—1943

Rok 1943, v némz zemfel velky némecky
matematik a logik David Hilbert, spada
do jednoho z nejsmutnéj§ich obdobi nage-
ho naroda. Nelze se divit, Ze nasi matema-
tikové tehdy nehodnotili jeho dilo, nebyly
ani podminky (Casopis pro pé&stovani
matematiky a fysiky nevychazel) a snad
ani chut, ackoli Hilbert rozhodng& nepatfil
k osobnostem, jez byly v pfizni nacistické
vlady. Kupodivu vSak nedalo Hilbertovo
dilo ani dfive podnét k rozsahiej§imu
zhodnoceni pti nékterém jeho Zivotnim
jubileu, ackoli jiz od pfelomu stoleti vy-
volala jeho osobnost pozornost a zajem
(dr. Pexider). K Hilbertovym Sedesatinam
vysel v Casopise pro péstovani matematiky
a fysiky kraticky ¢lanedek, spiSe poznam-
ka*). Je bez podpisu (3ifry) a veelku velmi
vystizné charakterizuje na minimalnim
prostoru Hilbertovu viestrannost, spoje-
nou s badatelskou pronikavosti a ptivod-
nosti. V dobé¢, kdy tento ¢lanecek vysel,
se mohlo zdat, Ze soubor pracovnich

okruhii Hilbertovy ¢innosti je uzavien. I tak by byl byval tUctyhodny, nebof obsahuje
aritmetiku, teorii &isel, teorii forem, klasickou analyzu (zejména zaklady varia&niho
poctu, teorii integralnich rovnic), syntetickou geometrii a fadu praci aplikujicich mate-
matiku na moderni fyzikalni odvétvi. Aviak soubor Hilbertovych pracovnich okruht
nebyl uzavien, jak si jeSt¢ naznacime. To samo sv&d¢i o neobvyklé tviiréi svéZesti, jiz

*) Roc¢. 57 (1922) str. 219. Za upozornéni na tento ¢ldnedek vdé&im laskavosti prof. FR. VESELEHO.
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si Hilbert zachoval aZ do konce Zivota. ProtoZe v tomto roce je tomu tficet let, co se
Hilberttv Zivot uzavfel, pokusime se zamyslit nad nékterymi rysy jeho dila.

Népadnou vlastnosti Hilbertovy osobnosti je jeho vztah k nejobtiZn&j$im matematic-
kym a logickym problémiim, pozdé&ji dokonce obecné metodologickym. Zda se jakoby
byl pfitahovan pravé tim nejtézSim. Uvedme si alespoii jeden doklad, tykajici se teorie
&isel. Je dobfe znam Lagrangetv teorém, jenZz fika, Ze kazdé pfirozené cislo 1ze vyjadrit
jako soucet nejvyse Ctyf Etvercu pfirozenych Cisel. Platnost tohoto teorému byla tuSena
jiz pted Lagrangem a tak, jak se historicky vyvijela problematika teorie &isel, ¢asto se
empiricky odkryté zakonitosti zobeciiovaly. Pracoval tak i Fermat. Anglicky matematik
WARING (nar. 1736) vyslovil hypotézu, Ze kazdé pfirozené Cislo lze vyjadfit jako soucet
k-tych mocnin ptirozenych &isel (k > 2), ktery obsahuje nejvySe (k) s€itancu, kde o(k)
je konstanta, zavisejici pouze na exponentu k. Ukazalo se, Ze diikaz této hypotézy je
neobycejné obtizny, jak o tom svédCily neuspéSné pokusy do roku 1907, kdy Hilbert
podal pomérné kratky dikaz Waringovy hypotézy, opiraje se o znacné silné prostfedky
analyzy. HENRI POINCARE, ktery se vicekrat zabyval Hilbertovym dilem, obdivoval
tento dikaz a vyslovil se, Ze budou-li n€ékdy poznany zakladni podnéty tohoto dukazu,
budou z nich patrné plynout vyznamné aritmetické teorémy jako z rohu hojnosti.
Poincaréovo tuseni se skuteéné potvrdilo (HARDY, LITTLEWOOD aj.). V této souvislosti
snad stoji za zminku i drobnost, ktera se vypravi o Hilbertovi a tzv. poslednim teorému
Fermatové€. Na pocatku naSeho stoleti v€noval zamoZny némecky matematik dr.
WOLFFSKEHL nemalou ¢astku 100 000 fi§skych marek na rozfeSeni Fermatova problému.
Do té doby, nez by byl rozieSen, mély byt Groky z uvedené sumy pouZity k odméné
nejuspésnéjsich praci na tomto poli. Hilbert pry fik4val, napolo v Zertu, Ze tento problém
by stejné rozfesil jen on sam, a Ze je 1épe, plynou-li uroky z Wolffskehlovy ceny dal.

Rekli jsme jiz, Ze Hilbert byl pfitahovan kouzlem nejt&Z$ich problémi. K takovym
jisté patfi prace na zakladech matematickych disciplin. Chceme-li alespori trochu
pochopit posledni tviréi obdobi Hilbertovo, v némz uéinil tak mnoho po své Sedesatce,
musime se zamyslit nad pfipravou tohoto obdobi, ktera prinesla mimofadné vysledky
JiZ koncem 19. stoleti a zacatkem stoleti naSeho. Jde o Hilbertovo klasické zkoumani
zakladid geometrie ([1]). V tomto dile byly poprvé viibec formulovany a vyuZity nékteré
metodologické zasady, spoleéné pro viechny matematické obory a od té doby zavazné.
Hilbert pfedevsim vyjmenoval t¥idy objektt, jeZ vyhovuji axiémtm. Dale uvedl tplny
seznam axidmd, jeZ jsou rozdéleny na skupiny, z nichZ kazda charakterizuje uréitou
stranku geometrickych vztahd. Tak je to napf. skupina axiomi uspofadani (II. skupina),
axiému kongruence (II1. skupina) nebo nakonec skupina axidmi spojitosti (V. skupina).
ProtoZe operace, o které jde v geometrii, jsou matematické povahy, nevyslovuje tu
Hilbert zvlastni pravidla odvozovani, béZna v logickych soustavach. Velmi dileZité
a pavodni je Hilbertovo zkoumani nezavislosti axiému (v podstat& na vhodnych mode-
lech jako dnes) a studium takovych geometrii, jeZ vypoust&ji nékteré axiomy nebo
teorémy. Zde dosahl Hilbert vysledk, jez piekvapily cely matematicky svét. Obdivu se
neubranil ani Henri Poincaré (tentokrat opét), ktery zvlasté rozebira Hilbertovu ne-
archimedovskou geometrii i dalsi, jako je nepascalovska geometrie ([2]: str. 261 a nasl.).
V nearchimedovské geometrii neplati axiom, formulovany EUDOXEM, ktery pro nase
ucely ne zcela presné vyslovime takto: zvolime-li na pfimce dva body A, B libovolné
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vzdalené a kromé toho tseCku d pevné délky, pak existuje pfirozené &islo n takové, Ze
n-nasobnym nanesenim useky d od bodu A4 smérem k B piekro¢ime bod B. Takova
geometrie, pro niZ sestrojil Hilbert zvla§tni tfidu komplexnich ¢&isel, neni pouhou hrou
intelektu. Hilbert tuto geometrii objevil jesté pfed EINSTEINOVOU teorii relativity. V této
teorii nelze pfekrodit mez mechanické rychlosti, tj. rychlost svétla, Zddnym n-nasobkem
rychlosti mensi nez rychlost svételna. Nepascalovské geometrie, které opoustéji platnost
znamé Pascalovy véty o Sestithelniku vepsaném do kuZelosecky (zde degenerujici ve dvé
pfimky) maji tu vlastnost, Ze v nich neplatizdkon zdménnosti nasobeni iseéek. Popularn&
feCeno, v takové geometrii neni plocha obdélnika nezavisla na zdméné€ jeho stran.
Slavny je Hilbertiiv dikaz bezespornosti geometrie. Projevuje se v ném metodologicky
postup, uzity od té doby mnohokrat. Hilbert pfevedl bezespornost geometrie na beze-
spornost aritmetiky tak, Ze zobrazil geometrické vztahy vzijemné jednozna&né na
aritmetické. Otevienou otazkou zlstala oviem bezespornost aritmetiky. Poincaréav
zajem na Hilbertové praci vyustil v dal§i zavaZzny objev. Piivodni soustava Hilbertovych
axiomi koncila Archimedovym axiémem. Poincaré ukazal, Ze Hilbertové soustavé
vyhovuji je$t& jiné t¥idy geometrickych objektd neZ tfi obvyklé: tfida bodd, t¥ida pfimek
a tfida rovin. To vedlo Hilberta k formulaci tzv. axiému uplnosti, jenZ tvofi s Archi-
medovym skupinu axiomi spojitosti. Axiom tplnosti vyvolal celou literaturu. Jeho
zakladni myslenka se objevuje v fad€ tivah o deduktivnich soustavach (povaha jejich
modelll), a to nejen pfi vytvafeni soustavy axiémi, ale i v poZadavcich na tvofeni
vyrazi.

Posledni obdobi Hilbertovy tvorby, o némz jsme se zminili, je vyplnéno uisilim o zvlad-
nuti velkorysého programu, znamého v dg&jindich moderni matematiky jako Hilbertiiv
program. Hilbert k nému nepfistupoval bez pfipravy. Jeho tvahy o zdkladech matema-
tiky, poriiznu uvefejnéné, vystupuji jiZz od r. 1900, napf. v praci [3] o pojmu &isla nebo
v heidelberské pfednasce o zakladech logiky a aritmetiky ([4]). A kone&né&cela jeho prace
v geometrii, 0 niZ jsme mluvili a v axiomatizaci aritmetiky, byla téZ pfipravnou etapou
jeho programu, i kdyZ relativné samostatnou. Hilbert ob&toval programu, pro jehoz
realizaci ziskal fadu svych vynikajicich Zaké (jako ACKERMANN, BERNAYS, SCHUTTE
a jini, patfi sem i genialni HERBRAND), celou svoji ostatni praci. Dokonce je znamo, Ze
praci na zdkladech logiky a matematiky pokladal za sviij dluh v&decké vefejnosti (srv. [5]:
str. 317 a nasl.). Je nemoZné vylidit struéné motivy, které vedly k jeho programu. Proto
se pokusime popsat struéné€ program sam. Zda se, Ze nutnym piedpokladem tu bylo
vytvofeni systému Principia mathematica, dila RUSSELLOVA a WHITEHEADOVA, logickych
zakladi moderni matematiky. Hilbert viak potfeboval jit dale a oprostit zaklady mate-
matiky od takovych prvki intuice, jeZ by se daly téZko kontrolovat. Hilbertiv program
je uréen dvéma etapami. Za prvé bylo tfeba matematiku plné formalizovat, tj. vytvofit
takové axiomatické soustavy zakladnich matematickych disciplin jako je aritmetika,
klasicka analyza, teorie mnoZin, aby v nich pomoci pevné mnoziny pravidel bylo mozno
vyvodit teorémy pfiblizné v rozsahu citovanych Principii. Pro formalizaci je charakteris-
tické formalni pojeti, pfi némzZ se bere v fivahu jen tvar a uspofddani symboll, z nichZ
se tvofi posloupnosti, specialné pak dikazové posloupnosti. Intuice se tu uziva mini-
malné, je tfeba pouze umét symboly rozeznivat nebo typograficky identifikovat. Nic
vic neni zapotfebi a praci s posloupnostmi symboli by zdsadn€ bylo moZno svéfit
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mechanismu. Neni tedy tfeba symboliim a jejich sestavam rozumét, znat jejich vyznam.
Naznaky této krajni pozice Hilbertovy jsou jiZz v jeho axiomatizaci geometrie. Vyznam
termint je dostate¢né urcen tim, co o nich vypovidaji axiémy. JiZ v realizaci této prvni
etapy programu byla fada novych vysledki, mezi jinymi zavedeni tzv. epsilon-operatoru
Hilbertova, jimZ je moZno definovat oba klasické kvantifikatory predikatové logiky,
totiZ obecny a existencni, a ktery ma sloZity vztah k znaAmému mnoZinovému axiomu
vybéru.

Za druhé bylo tfeba ukazat, Ze aplikace pravidel odvozovani (jako je pravidlo sub-
stituce nebo modus ponens) nepovedou k formalnimu sporu, tj. ke konjunkci typu
p et non-p. K tomu cili byla vytvofena teorie ditkkazu, jiZ nazval Hilbert metateorii.
V metateorii vyuzil vysledku kritiky, kterou na zakladech matematiky uplatnila BRoU-
WEROVA intuicionisticka $kola (zdkaz uZiti zakona tertium non datur pfi tivahach
o nekonecnych souborech) nebo Russellovy rozbory nepredikativnich postupt v defini-
cich, aby bylo zabranéno vzniku antinomii. Jinak feeno: Hilbert vtélil do svého pro-
gramu poZadavek finitnosti metod diikazu, a¢ tento poZadavek, podobné jakou Brouwer,
nikdy jasné neformuloval. Hilbertova metateorie by tedy méla zarucit bezespornost
matematickych teorii, na néz se aplikovala, tedy také bezespornost teorie mnozZin v né-
které z jejich axiomatizovanych podob. Pro Hilberta (ostatné jako pro mnoho jinych
matematiki) to byl poZadavek zajistujici existenci matematickych objektu.

Ukéazalo se vak, Ze Hilbertiv program nelze uskute¢nit v té podobé, jak jej gottin-
gensky mistr razil. Dvanact let pfed Hilbertovou smrti uvefejnil mlady rakousky mate-
matik a logik KURT GODEL kratkou praci, jeZ se ukazala byt rozhodujici pro nova
zkoumdni zakladd matematiky ([6]). Jeji vysledek je zdanlivé negativni, ale pravé jen
zdanlivé. Na jejim zdklad€ a z jejich podnétl vyrostla velka literatura, zabyvajici se
novymi prostfedky ve zkoumani zakladli matematiky. Goédeluv vysledek zni: kazdy
logicky systém, obsahujici formalizovanou rekursivni aritmetiku, je bud sporny, nebo
obsahuje nékterou nerozhodnutelnou formuli (tfeba pravdivou)*). Pfitom nerozhodnu-
telna formule systému je takova formule, kterou uvnitf systému nelze ani dokazat ani
vyvratit. Dusledek tohoto zakladniho vysledku je teorém, ktery omezil nadéje kladené
Hilbertem a jeho skvélymi spolupracovniky do puvodniho programu. Teorém fika:
méjme tvrzeni, které lze piesné interpretovat jako tvrzeni vyjadiujici bezespornost
né&jakého bezesporného logického systému. Jestlize takovy systém obsahuje aritmetiku,
nelze v ném tvrzeni o bezespornosti dokazat.

I kdyz se Hilbertiiv program ukazal jako neuskuteénitelny v principu, nemizZe tento
daste€ny nezdar oslabit vahu celého badani, jezZ proved] Hilbert se svou §kolou, zejména
vyzkum metateorie. Ostatné€ v jeho $kole a v jeho pokradovatelich se rozieSilo mnoho
dilgich vysledkii nemalého vyznamu pro nynéj$i matematiku a matematickou logiku.

Mohlo by se zd4t, Ze Hilbert byl vyloZenym typem analytickym (logickym), jak fikal
Poincaré, kdyZ jej kladl jako protiklad typu geometrického (intuitivniho), jehoZ pted-
stavitelem byl mu velky némecky matematik Felix KLEIN, Hilbertav pfitel ([7]: str.
12—13). Neni tomu tak. Hilbert dovedl napsat kouzelnou knihu o ndzorné geometrii

*) Plvodni Godelova formulace pocita s omega-spornosti; vzhledem k pozdéj§imu Rosserovu
vysledku lze tento pojem nahradit obvyklym pojmem spornosti.
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[8], v jejiz pfedmluvé piSe: ,,. . . na zaklad€ ndzoru si miZeme p¥ibliZit mnoha geometric-
ka fakta a kladeni otazek, a krome toho se daji naznacit v ndzorné podob& v mnoha
pfipadech i metody vyzkumu a dikazu, jeZ vedou k poznéni fakt, aniZz bychom se
potfebovali zabyvat jednotlivostmi pojmové teorie a vypoltem*. Uvefejnénim této
knihy v r. 1932 sledoval také cil u¢init matematiku popularn&j’i, nebot ,,obecné se
matematika net&§i Zadné oblibé, i kdyZ se uznava jeji vyznam* (tamtéz). Fakt, Ze Hilbert
umél zaujmout k matematické problematice takovyto postoj, neni pfili§ znam. Jeho
laska k véd¢ byla takova, Ze se snaZil ukazat dokonce jeji pfistupnost §ir§im kruhtm.
To se mu znamenit& podafilo, uvaZime-li, Ze mezi mnoha problémy, o nichZ kniha mluvi,
jsou i nesnadné a pfece poutavé podané zdkonitosti topologie.
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Matematika se definuje jako véda o libovolnych moZnych ,,Cistych' strukturdch; moz-
nych — ve smyslu logicky myslitelnych, i kdy#? jinak pouze ,.fiktivnich* a ,,neredInych’,
a Cistych v tom smyslu, %e jejich prvky a vztahy nemaji ddny jiny obsah neZ ten, ktery je
ddn v samotné definici struktury. Svoboda ve vytvdreni mnoZinové teoretickych definic
pFiméla Cantora k hrdému vyroku: ,,Podstata matematiky je v jeji svobodé!* AvsSak
skutecnd svoboda vyZaduje pochopeni nutnosti, nebot jinak subjektivné svobodnd cinnost
miiZe vést k neocekdvanym disledkiim nebo dokonce miZe ztratit schopnost sama se
realizovat a ukdzat se tak objektivné nesvobodnou. Takovy byl i osud svobody vyhldsené
Cantorem: spolu s velkolepymi uspéchy vedla i k zndmym paradoxim. MnoZinové teore-
tické hledisko bylo otfeseno a s nim se ukdzala podkopanou i celd harmonickd stavba
matematiky. V horejSich patrech se energicky budovalo: cihly matematickych vét spojo-
vané cementem logiky byly vcleriovdny do rdmcti jiZ existujicich disciplin a byly vztycovdny
skelety novych teorii — avSak v mnoZinové teoretickych zdkladech se objevily rozSifujici
se trhliny paradoxii a pod nimi pohyblivé pisky a baZiny logickych obtiZi. Architekti
a inZenyFi — logicisté, intuicionsté, efektivisté, konvencionalisté, realisté, formalisté —
predklddali rizné projekty pocitajici aZ se zborenim podstatné cdsti celé budovy. Takto
chtéli naloZit specidlné intuicionisté se vSemi Cisté existencnimi vétami. Jednota v chdpdni
matematiky byla poruSena a napFiklad se prohlaSovalo, ¥e pro intuicionistu matematickd
pravda existuje v hlavé matematika a pro formalistu — na papire.
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K zdchrané prekrdsné budovy matematiky Hilbert priSel s vlastnim projektem podloZit
Ji pevnym zdkladem formalizace. Matematika se musi opFit o presné definovand pravidla
operovdni se symboly, a protoZe samy tyto symboly, jejich komplexy — formule, a posloup-
nosti formuli jsou dostatecné urcené vnéjsi predméty, kaZdd nepevnost zdkladi bude vylou-
Cena touto vnéjsi predmétnou jasnosti. Aviak tento projekt se ukdzal neuskuteénitelnym;
Jeho vlastni rozpracovdni privedlo k dikazu toho, Ze Zddnd aspori trochu obsaZnd édst
matematiky nemiize byt beze zbytku formalizovdna, a pokud formalizovdna je, nemiiZe
byt v ramci této formalizace dokdzdna jeji bezespornost. Tak bylo zjisténo, nikoliv na filo-
sofické, ale na matematické urovni, Ze nekonecné nemiize byt beze zbytku zahrnuto
do konecného a Ze zkoumdni a zpevriovdni zdkladii matematiky nemd hranic, nemiize
byt nikdy ukonceno. Ukdzalo se stejné neukondenym procesem jako je budovdni novych

teorii na téchto zdkladech.

A. D. Aleksandrov

Tento vynatek jsme vybrali z &ldnku A. D. Aleksandrova Matematika i dialektika (Sibirskij

matematiCeskij Zurnal, 1970, &. 2, str. 243—263).

Redakce PMFA

Kvyro¢i H. A. Lorentze (1853—1928)

Elektronova teorie hmoty, kontrakce délek,
transformace mezi ekvivalentnimi systémy spe-
cidlni teorie relativity, dovr§eni Maxwellovy
teorie elektromagnetismu, teoreticky vyklad
Zeemanova a Faradayova efektu, jakoZ i dalSich
dulezitych elektrickych a optickych jeva, pod-
statné pfinosy v teorii gravitace a termodynamice
— to jsou hlavni fyzikalni oblasti, kde se setka-
vame se jménem holandského fyzika ANTOONA
HENDRIKA LORENTZE. Jeho postavu snad nej-
lépe charakterizuji slova Alberta Einsteina:
,,Kdybychom my mladsi byli znali H. A. Lo-
rentze jen jako osviceného ducha, byly by nas
obdiv a ucta k nému uZ jedine¢né. Co vSak
pocifuji, myslim-li na H. A. Lorentze, neni tim
zdaleka vy&erpdno. Znamenal pro mne osobné
vic neZ vSichni ostatni, kdo mé potkali na mé
Zivotnf pouti. Jak ovlddal fyziku a matematiku,

ovladal i sebe sama, bez ndmahy a v trvalé
umirnénosti. Proti vSem pravidlim nemél
lidskych slabosti, a pfesto na své blizni nepiisobil
tisnivé. Kazdy citil jeho pfevahu, ale nikdo se ji
necitil utladen. Nebotf ackoliv vidél do lidi
a lidskych vztaht, mél pfece pro viechno dobro-
tivou vlidnost. Nikdy nepusobil dojmem ¢&lovéka,
ktery vladne, ale &lovéka, ktery slouZi a poma-
ha...*

K této kratké vzpomince snad jest€ dodejme,
Ze po Roentgenovi byli Lorentz s Zeemanem
v poradi druzi, ktefi dostali Nobelovu cenu
za fyziku (v roce 1902 za vyzkum v oblasti
pusobeni magnetického pole na zifeni) a Ze
Lorentz, profesor teoretické fyziky v Leydenu,
vyresil i tak ndro¢nou inZenyrskou tlohu, jakou
byly hydrostatické a hydrodynamické problémy
Zuider Zee — velkého vodohospodaiského dila
Holandska.

JiFi Niederle
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