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,Teoretickd matematika®

aneb

Jak smifit matematiku s teoretickou fyzikou

Arthur Jaffe a Frank Quinn

Je spekulativni uvaZovini v matematice nebezpetné? Nékteré ne-
davné pfipady interakce mezi matematikou a fyzikou dodévaji této
otazce na dirazu: tradiéni matematické normy odrazuji od spekula-
ci, jez jsou pfedivem teoretické fyziky. V praxi miZe tato meto-
da pfinést vyhody, ale miZe také vést k nékterym nepfijemnym
a destruktivnim néasledkim. Je na misté vyslovit vdZné varovani
a zabyvat se problémem, dfive nez dojde ke zjevnym $kodam, a nikoli
az dodate¢né. Zvazivie mozna nebezpeti, navrhujeme uspofidani,
v némz spekulativni uvaZovani mize sehriavat zdravou a prospésnou
roli.

Uzivani rigor6znich diikazl je pro moderni matematiku jednim z nejcharakteristic-
t&jich znaki. Tato praxe, jeZ je vysledkem doslova tisicileti kultivace, dala matematice
jasnost a spolehlivost, s niz se Zddna jin4 véda nemiiZe mérit. Ale uéinila také mate-
matiku pomalou a tézkopadnou; lze s Gspéchem tvrdit, Ze je to nejdisciplinované;jsi
z lidskych intelektudlnich aktivit.

Skupiny a jednotlivci uvniti matematické obce se ¢as od asu pokouseli dopfat si
trochu svobody v podrobnostech argumentace. Vysledky byly smiSené, nékdy téz kata-
strofilni. A pfece dnes v nékterych oblastech opét pozorujeme snahu opfit matematiku
o intuitivni uvaZovani bez dtkazd. Do ur¢ité miry je to staré historické schéma, jez
opakuji lidé, ktefi si toho nejsou védomi. Ale miiZe jit také o pocatek fundamentilnich
zmén v organizaci matematiky. V kaZzdém pripadé je dnes nezbytné pfezkoumat roli
dikaz v chipani matematiky a vytvofit konstruktivni ramec pro zminéné sméry
vyvoje.

Zatneme diskusi stavu ve fyzice, jednak proto, Ze nékteré souc¢asné problémy jsou
disledkem interakce s teoretickou fyzikou, a zlasti také proto, Ze odtud ziskdme
uZiteény model pro mozné sociologické paralely. Poté se obratime k historii matematiky
pro pfiklady pfinosu a rizika nerigor6znich pracovnich metod. Na z&vér navrhneme
usporidani, jez by umoznilo riznym pfistuptim koexistovat.

Z pivodniho textu , Theoretical Mathematics“: Toward a Cultural Synthesis of Mathema-
tics and Theoretical Physics, Bull. Amer. Math. Soc. 29 (1993), 1-13.

PieloZil PAVEL EXNER.
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Teoreticky a rigorézni pristup

K informaci o matematickych strukturach se typicky dospivd ve dvou etapich.
Nejprve se rozviji intuitivni chapani, formuluji se hypotézy spolu se spekulativnim
nacrtem jejich zdivodnéni. Poté se hypotézy a spekulativni avahy koriguji; vypraco-
vani diikazi je ¢ini platnymi vysledky. Budeme uZzivat terminu teoretickd matematika
pro spekulativni a intuitivni metody; fazi zaméfenou na dikazy oznaéujeme jako ri-
gorézni. Nepfejeme si byt zapleteni do diskuse o této volbé terminologie; neni to hlavni
namét naseho ¢lanku. Jako vhodny uvod vysvétlime nicméné stru¢né, co rozumime
teoretickym a rigoréznim pfistupem.

Pocateéni etapy matematického objevu — intuitivni avahy a hledani hypotéz ob-
dobné teoretické praci v pfirodnich védach — zahrnuji spekulace o povaze jsoucna
presahujici hranice ovéfeného poznani. To je divod, proc si vyptjcujeme od fyziky
pojem ,teoretickd“. V matematice ma tento termin také starsi vyznam, totiz identifi-
kovat ,Cistou“ védu jako protiklad aplikované; povazujeme toto oznaéeni za archaické
a nebudeme je uzivat. '

Vysledky teoretické prace vyZzaduji opravy, zjemnéni a provérku prostifednictvim
experimentu nebo dikazu. Tvrdime tedy, Ze Gloha rigorézniho diikazu v matematice
je funkéné analogicka roli experimentu v pfirodnich védach. Tato teze mlZe pusobit
nezvykle, ale pfinejmensim matematikim by méla byt po urcitém rozmysleni jasna.
Diikazy slouZi dvéma hlavnim Géelim. Jednak poskytuji zpisob zji¥fovani platnosti
matematickych tvrzeni podobné jako laboratorni zkousky, jichz uzivaji k ovéfovani
jiné védy. Vedle toho akt hledani dikazu Casto vede jako vedlejsi vysledek k novym
zptisoblim chipani a ne¢ekanym novym datiim, pravé tak jako laboratorni prace.

Matematici maji moZna dokonce lepsi experimentdlni pfistup k matematické realité
neZ laboratorni védy k jejimu fyzikalnimu proté&jsku. To je zalezitost modelovani:
fyzikalni jev se aproximuje matematickym modelem, ktery lze studovat pfesnymi
metodami, nebot je pfistupnéjsi. Tato pfistupnost ma rovnéz disledky pro matematiku
na spolecenské drovni. Matematika vykazuje mnohem jemnéjsi déleni na podobory nez
fyzika, protoZe jeji metody dovoluji hlubsi proniknuti do pfedmétu zajmu.

A¢ je vSak uZiti dikazi v matematice funkéné obdobné experimentu, nenavrhu-
jeme nazyvat dikazy ,experimentdlni“ matematikou. Tento termin ma jiz zavedeny
a pfihodny vyznam, totiZ jako oznaceni pro numerické vypocty a poéitatové simulace
coby testy matematickych ideji. Ve skute¢nosti se vysledky pocitatovych experimentt
Casto predkladaji zptisobem, jemuz fikame teoreticky: na zdkladé zkusebnich pfikladu
a srovndni se vyslovuji obecné zavéry. Ty pak nemusi byt bezpodmine¢né platné
a snaha o nalezeni skuteénych dikazt vyjevuje vyjimky a omezeni.

Rozdéleni ukold
Ve fyzice jsme se museli smifit s délbou prace mezi teoretiky a experimentatory. Ve
skutecnosti viak toto rozstépeni zacalo byt zjevné teprve nedavno. Az do zacatku dva-

catého stoleti existovala v zdsadé jedina fyzikalni obec. PovaZovalo se za idedl, Ze titiz
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lidé se budou oddavat teoretickym spekulacim a ovéfovat své ndpady laboratornimi
pokusy, a vét§inou tomu také tak skute¢né bylo.

Rozkol zagal byt jasny v Evropé kolem roku 1900: tou dobou jiZ existovalo tolik
fyzikd zaméfenych vyhradné na teoretické aspekty, Zze bylo mozné odlisit dvé rozdilna
spoleCenstvi [H]. Ve Spojenych stitech postupoval tento proces ponékud pomaleji.
E. C. Kemble, jenZ pracoval na Harvardové univerzité v oblasti kvantové teorie, je
obecné povazovan za prvniho Ameri¢ana, ktery ziskal doktorat v Cisté teoretické fyzice
(ackoli jeho disertaéni prace z roku 1917 obsahovala experimentalni dodatek).

Bylo by ovSem mylné povazovat oddéleni teoretického a experimentalniho spole-
Censtvi fyzikd za projev jejich vzijemné nezavislosti. Teorie je Zivotné dulezitd pro
experimentatory, aby mohli identifikovat ndméty pro zasadni testy a interpretovat
data. Experiment je Zivotné dileZity pro teoretiky, nebot vede a koriguje jejich spe-
kulace. Teoretické a experimentalni skupiny jsou nestabilni a neefektivni, pokud se
nevyskytuji v Gzce interagujicich parech.

Srovnejme tuto délbu prace se soufasnou situaci v matematice. Stale se povazuje
za idedl, Ze titiz lidé spekuluji o matematickych strukturach a ovéfuji vysledky svych
avah rigoréznimi dikazy, a v praxi tomu tak vétSinou je. Dokonce na individualni
trovni zfidkakdy uznavame teoretickou matematiku za vhodny hlavni obor €innosti.

Pokusy rozdélit matematické snaZeni timto zpisobem jiz v minulosti existovaly,
le¢ skondily vétSinou nezdarem. Co je toho pfi¢inou? Je snad v matematice néco, co
zbavuje uvedenou analogii s fyzikou platnosti a zabrafuje bifurkaci? Je ,teoretickd
matematika“ ve své podstaté oxymoéron, feénické spojeni protikladnych pojma? Ci
snad mély minulé pokusy néjakou vadu, jez vedla k jejich nezdaru, ale jiZ se lze dnes
vyhnout?

Nové vztahy k fyzice

Nové spojovaci ¢lanky s fyzikou predstavuji vyznamnou silu Zivici spekulace v ma-
tematice. V neddvné dobé jsme byli svédky erupce matematice podobnych aktivit ve
fyzice pod néazvy jako ,teorie strun“, ,konformni teorie pole“, ,topologickd kvantova
teorie pole“ a ,kvantova gravitace“. Z vétsi ¢asti iniciativa pfitom vychazela od jedin-
cu, ktefi jsou vzdélanim teoretiéti fyzikové vysokych energii. Nejslavnéjsi a nejvlivnéjsi
z nich (a€ nikoli nejproblematic¢téjsi) je Edward Witten.

Z fyzikalniho hlediska vét3ina této prace jesté nedospéla do stadia, kdy je mozné ¢init
ovéritelné predpovédi o piirodé. Navic jde Casto o ,modely na hrani“ zkonstruované
jako jisté analogie redlnych jevi. A nékteré zavéry, jez by mohly vypovidat o skuteném
svété, se tykaji ukazi experimentalné nedosazitelnych: ¢astic o neuvéfitelné energii,
pohybt ve 3kale velikosti vesmiru & vzniku novych vesmirt.

Jednim disledkem tohoto nedostatku predpovédi je, Ze tito fyzici jsou odfiznuti od
své pfedpoklddané experimentélni obce; postrddaji zdroj relevantnich fyzikalnich fakt,
jeZ by omezovala a inspirovala jejich teoretizovani. Protoze pokrok vyvéra z interakce
mezi teorii a experimentem, teoretickd skupina nemtize dlouho existovat v izolaci. Po
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pravdé feceno vétsina fyzikalni obce aktivni v hlavnim proudu hledi na tyto vyboje
s podezienim vzhledem k jejich izolaci od tak zvaného ,redlného svéta“.

Ve skute¢nosti vSak tito fyzikové nejsou osamoceni. Nasli si nové ,experimentalni
partnery“, jimiZz jsou matematici. Jsou to nyni oni, kdo zdsobuji zminéné fyziky
spolehlivymi informacemi o systémech, které studuji. A ti ¢asto adresuji matematikiim
své spekulace, aby stimulovali novou ,experimentdlni“ praci. A za velky dspéch se
povaZuje porozumeéni matematické, nikoli fyzikdlni podstaté jevi. Vysledkem neni
nova &astice, ale popis reprezentaci neobvyklé ,monstrézni“ grupy pomoci vrcholovych
operatori v Kacovych-Moodyho algebrach. Neziskali jsme novou fyzikalni teorii, ale
novy pohled na polynomidlni invarianty uzli a ¢lankt na 3-varietdch pomoci Feyn-
manovych drdhovych integrald ¢i reprezentaci kvantovych grup.

Tito fyzikové pracuji stéle spekulativnim a intuitivnim zptisobem vlastnim teoretic-
ké fyzice. Mnohym z nich se nedostalo vzdélani v rigor6znich metodach a nemaji ani
o né zijem. Zabyvaji se teoretickou matematikou. Néktefi vedouci matematici tuto
praci chvali a tvrdi, Ze bychom s ni méli drZzet krok. Vysledkem je, Ze &ast téch, co
respektuji autority, prejima spekulativnéjsi pracovni metody. )

Z tohoto popisu je mozno uéinit zavér, Ze ¢ast matematiky uz bifurkaci prosla. Tyto
oblasti ziskaly fungujici ,teoreticky“ protéjsek, teoretické fyziky, a tradiéni matema-
tikové se stali partnerskym spolecenstvim majicim na starosti rigorézni ovéfovani.

K tomu ovSem doslo, aniz by se vyvinuly spolefenské normy a vzory chovani, jez
si vyZaduje stabilita novych struktur. Nebudou-li rychle vytvoreny a akceptovany
takovéto ,tradiéni hodnoty“, nové vztahy mezi matematikou a fyzikou se mohou snad-
no zhroutit. Fyzici se vrati ke svym tradiénim partnerim, rigor6znim matematikim
zlstane na krku tklid a matematici, ktefi se nechali naldkat na teoreti¢téjsi zptsoby
prace, se jako reakce dockaji ignorovani. Abychom pochopili, o co jde, podivejme se
nejprve do minulosti.

Drivéjsi vztahy k fyzice

Mnohovrstevné vztahy mezi matematikou a fyzikou jsou jesté star$i, nez bylo jejich
konstituovani jako samostatnych disciplin. Céasti matematiky, ktera se pohybuje po
hranici mezi nimi a pfesahuje ji, se b&zné ¥ika matematickd fyzika, ackoli zformulovat
pfesnou definici tohoto oboru je pravdépodobné nemozné. Vyraznd skola matematické
fyziky se vytvofila zejména v poslednich zhruba devadesati letech; soustfedovala se
kolem osobnosti jako D. Hilbert, F. Klein, H. Poincaré, M. Born, pozdé&ji H. Weyl,
J. von Neumann, E. P. Wigner, M. Kac, A. S. Wightman, R. Jost a R. Haag, vesmés
lidi majicich jak matematické, tak i fyzikalni vzdélani. Casto pracovali na problémech
motivovanych fyzikou, ale uchovéavali matematické tradice a stupnici hodnot.

Vysledky, jez tato Skola v rznych dobach pfinesla, byly relevantni jak pro ma-
tematiku, tak i pro fyziku. Jejich rozvoj postupoval uvaZenym tempem, v némz
se hromadily zavéry pfedstavujici dlouhodoby zajem. Z mnoha neddvnych pfikladd
jmenujme nékolik: existence kvantové teorie pole a jeji kompatibilita s teorii relativity,

My

Liebovy a Baxterovy vysledky o miiZovych modelech a odpovidajicich pfenosovych
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(transfer) maticich, Schonovy a Yauovy vysledky ohledné véty o pozitivni energii
v teorii relativity a jejim vztahu ke geometrii minimalnich povrchi, price Ruellovy
a dalsich o dynamickych systémech a turbulenci, operatorové algebraicky pfistup
k lokalni kvantové teorii a konetné Connestiv rany zijem o fyziku, z n&hoz vzesly jeho
matematické vysledky tykajici se faktord a pozdéji zdklady nekomutativni geometrie.

Hlavni véc je, k ¢emu pfitom nedoslo. Prace této 8koly je charakterizovana védec-
kou trovni a znalosti literatury, jeZ snesou méfitka nejlepsich matematickych tradic.
Definice, formulace tvrzeni ani dikazy vét neobsahuji Zddné nejednozna&nosti. Je to
rigorézni matematika ve své obvyklé podobé. I v bezprostiedni blizkosti fyziky byly
zachovany tradi¢ni matematické hodnoty. Matematiéti fyzikové maji oviem pfistup
k nesmirné bohaté zasobé spekulativnich vysledkd pochazejicich od jejich teoretickych
kolegti. Ale tyto spekulace byly tradi¢né uréeny fyzikdm, nikoli matematikim.

Teoreticka fyzika a matematicka fyzika maji znaéné rozdilnou kulturu a &asto se
mezi nimi objevuje napéti. Teoretickd prace ve fyzice nemusi obsahovat ovéfeni &
diikaz, nebot kontakt s realitou miZe byt pfenechin experimentu. Proto ma fyzikalni
sociologie snahu sniZit reputaci dikazu, jejz povaZuje za postradatelnou souéast teore-
tického procesu. Richard Feynman nachazival potéSeni v tom, Ze $kadlil matematiky
za jejich neochotu uzivat metod, jeZ ,funguji“, ale nemohou byt rigor6zné zdivodnény
[F, G2]. PovaZoval za zcela uspokojivé provéfovat platnost matematickych tvrzeni na
nékolika vhodné zvolenych pripadech.

Na matematické strané E. J. McShane jednou pfirovnal logiku ,fyzikalni argumen-
tace” k ,zené, jez dokiZe vysledovat sviij pivod aZ k Vilému Dobyvateli s pouhymi
dvéma mezerami“, coz je zcela typické pro matematicky pfistup. Existuje obecna shoda
o tom, Ze vyvoj musi kracet rozvaznym krokem, a nikoli udychané cvélat za fyzikovou
vizi. McShane a vétSina spolecenstvi matematickych fyziki odmitaji jako nevhodny
teoreticky pfistup pro jeho neformélnost hraniéici s nezodpovédnosti.

Je relevantni poznamenat, Ze vétsina teoretickych fyziki chova znaény respekt ke
svym experimentalnim prot&j$kim. Vztahy mezi fyzikou a matematikou by byly mno-
hem snaz8i, kdyby fyzikové uznavali matematiky za ,intelektualni experimentatory*,
misto co by je povaZovali za zbyte¢né puntickaiské teoretiky. Typicky pfistup fyzika
k matematikim lze charakterizovat cititem z knihy P. W. Andersona: ,,Mluvime
zde o teoretické fyzice, profeZ matematickd rigor6znost je pochopitelné irelevantni
a nedosazitelnd“.!) Ve skutecnosti je rigoréznost relevantni a mozn4 stejné jako ex-
perimentalni data, a stejn& jako ona by méla uZivina, kdykoli je to mozné. Studenti
fyziky jsou nicméné C€asto indoktrinovani antimatematickymi postoji; stfetnou-li se
pak s matematickym problémem, nejenom uvaZzuji teoreticky, ale vét§inou i popiraji,
Ze by jejich argumentace byla netplna.

Ne vSe v matematické fyzice je tak matematicky cCisté jako vySe popsané pripady.
Kupfikladu price némeckého matematického fyzika K. Symanzika byla z vétsi ¢asti
teoretickd. Dal si oviem pozor, aby nevznaSel nirok na rigor6znost tam, kde ji nemohl

') Anderson tento vyrok pfipisuje Landauovi [A, p. 132] a pokrafuje: ,Neni to pfesni
citace, ale vystihuje smysl“. Je ovSem charakteristické, Ze si tuto pasiZ pamatuje nepfesné;
ta zni [LL]: ,Nebudeme ve vykladu usilovat o matematickou pfesnost, protoZe v teoretické
fyzice je to stejné iluzorni... “.
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dosahnout. V roce 1968 uéinil spolu s matematikem S. R. S. Varadhanem seri6zni
pokus zformulovat Gplné dikazy pro vétsi &4st svého teoretického programu. O nékolik
let pozdéji se tohoto cile podafilo dosdhnout E. Nelsonovi, K. Ostervalderovi, R. Schra-
derovi a dalsim, coz mélo dalekosahlé diisledky etablujici vztahy mezi kvantovou teorii,
teorii pravdépodobnosti a statistickou fyzikou.

MiZeme se také zminit o dvojici autord, ktefi se po néjakou dobu zabyvali Cisté
matematickymi otdzkami z témér plné teoretického hlediska, totiz B. Mandelbrotovi
a M. Feigenbaumovi; viz popularni pfehled v [G1] a préci [Kr] vyjadfujici matematic-
kou nespokojenost s touto aktivitou.

VétSinovy nazor mezi matematickymi fyziky nepovazuje Cisté teoreticky pristup za
platny matematicky styl. Je ovSem nutné fici, Ze matematici angaZujici se v ,novych
vztazich“ k fyzice se lisi od tradi¢nich matematickych fyzikd. Geometfi, topologové
a lidé zabyvajici se teorii reprezentaci zacali vstupovat do kontaktu s fyziky. Tito
matematici nepfivykli kulturnimu rozdilu mezi obéma disciplinami a neuvédomuji si
analogie v jejich vlastni kolektivni zkuSenosti, jeZ by je mély ¢init citlivymi k rizikim
teoretickych pracovnich metod. To nas nuti se zeptat, zda i oni neza¢nou rovnéz
zavrhovat Cisté teoretizovani, jakmile nabudou vice zkuSenosti.

Nékteré tspéchy

Obratme se nyni k situacim, kdy si matematika zadala s teoretickym pracovnim
stylem. Za¢néme z pozitivni strany. Formulace hypotéz je nejbéznéjsi z matematickych
aktivit nezahrnujicich ditkkaz. Hypotézy jsou vselijaké, od brilantnich az k nudnym, od
neuvétitelnych ke zjevnym. Filtrace, kterou prochazeji, je spiSe vysledkem zajmu neZ
¢innosti redaktort a recenzentli. Skvélé hypotézy dokéazaly inspirovat vznik celych
obord. Z nejslavnéjsich pfikladi jmenujme Riemannovu hypotézu, Fermatovu ,velkou
vétu“ a Poincarého hypotézu. Soupis Hilbertovych probléma ve své Gchvatné Sifce
a hloubce ovlivnil nemalou mérou rozvoj matematiky v nasem stoleti. Dalsimi pfiklady
jsou Adamsova hypotéza v topologii, nékolik Serreho problémi, Novikovova hypotéza
a Wightmanovy axiomy pro kvantovou teorii pole.

Nékteré hypotézy jsou doprovazeny technickymi detaily ¢i navrhem dikazu. Tak
napftiklad ,,Weilovy hypotézy“ podavaji nacrt pristupu k p-adické analogii Riemannovy
hypotézy. Naplnéni tohoto programu, o néz se zaslouzili Grothendieck a Deligne, si
ziskalo uznani jako velky spéch moderni algebraické geometrie. Podobné slavny je Fal-
tingv dikaz Mordellovy hypotézy, jenZ je soucasti Gsili o vyporadani se s Fermatovou
,vétou“. ,Langlandsiv program“ zaméfeny na porozuméni automorfnim formam byl
velkym podnétem pro tento obor a ,,Moriho program* vysetfovani algebraickych ztro-
jeni vnesl zivot do této oblasti. Klasifikace koneénych prostych grup byla uskute¢néna
na zakladé programu navrzeného Gorensteinem.

Spole¢nou charakteristikou téchto programi je, Zze byly explicitné spekulativni po-
vahy v dobé, kdy byly formulovany (& pfinejmensim byla jejich spekulativita rychle
rozpoznina jako ve Fermatové piipadé). Predstavovaly cil, k némuZ bylo nutné se
dopracovat, a hlavni zdsluha za Gspéch se zjevné pri¢itala tomu, kdo nalezl dilkaz.
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Jiny typ matematické prace se nachazi na pil cesté mezi tradiénim a teoretickym.
Postupuje podle schématu ,,Plati-li A, vyplyvd odtud X,Y a Z“ nebo ,Za pfedpokladu
platnosti A lze o¢ekavat R, S a T“. V tomto pfipadé A muize byt nedokizané tvrzeni,
v néz véfime, napiiklad Riemannova hypotéza. Nedavnym piikladem je vénovani
celého Séminaire Bourbaki novym moznostem v teorii ¢isel a algebraické geometrii, jez
otviraji hypotézy, které vyslovili Deligne a Beilinson [Fo]. Je zajimavé, ze Bourbaki,
kdysi strazce citadely nejkonzervativnéjsi tradi¢ni matematiky, nyni nachazi zalibeni
v pyramidach hypotéz.

Siroce zaméfen4 &innost slouzici formulaci cil, nutné teoreticka, nabyva na vyzna-
mu. Zijeme ve v&ku ,velké védy“ a matematika neni vyjimkou. Odhaduje se napiiklad,
Ze klasifikace kone¢nych prostych grup zaujima 15000 ¢asopiseckych stran. Jiné védy
reaguji na tento trend vytvarenim velkych formalné definovanych skupin slouzicich
spolupraci.

National Science Foundation a vladni (fady v jinych zemich se snaZi postrkovat
matematiku smérem k tymové a interdisciplindrni prici. Je v8ak nutné si uvédomit,
Ze velké projekty v matematice se nesoustfeduji kolem grantu, techniky ¢&i pfistroje.
Obvykle se do nich poust&ji neformalni skupiny vedené vizionafskym teoretickym
programem. V piipadé kone¢nych prostych grup byl program formulovan a koordi-
novan D. Gorensteinem, ktery rozdélil kousky sklddanky neforméalnimu ,tymu“, jenz
se problému ujal. Budouci rist takovychto Sirokych matematickych aktivit je mozny
pouze tehdy, bude-li vice vizionafskych nosnych ideji.

Varovné zkusSenosti

Vétsina zkuSenosti s teoretickou matematikou neni tak pozitivni jako vySe uvedené
priklady. Stava se to zvlasté tehdy, kdyZ nespravny nebo spekulativni material je
piedklddan jako znamy a spolehlivy a pachatel si ¢ini narok na zasluhy. Nékdy jde
o chybu ucinénou bona fide, jindy je to vysledek postaveni ditkazu na nestandardnich
pojmech. Cisté chyby jsou nejméné skodlivé. V roce 1910 bylo naptiklad publikovano
zdsadni ,Dehnovo lemma“ o 2-kruzich na 3-varietdch. Argument obsahoval chybu,
a kdyz Papakyriakopolos v roce 1957 navrhl dikaz, tvrzeni bylo povaZovéno za
dulezitou hypotézu.

Vétsi potize mohou byt disledkem nizkych standardd. V osmnéctém stoleti vedla
nedbald argumentace k epidemii problémid v analyze tykajicich se otdzek jako kon-
vergence fad €i stejnomérnd konvergence funkci. Jako protilatka poslouZily zvySené
naroky na rigoréznost. Byly zavedeny bez ohledu na namitky teoretiki té doby
a zabranily velkym Skodam.

V tomto stoleti se §koddm nevyhnula ,italska 8kola“ algebraické geometrie, kterd
se zhroutila po generaci brilantnich spekulaci — viz [EH, Ko] ohledné& t&chto pro-
blémi a dlouhého ozdravného procesu. V roce 1946 byl tento pfedmét jest& natolik
podeziely, Ze Weil povaZoval za nutné obhajovat svlij zdjem o né&j, jak doklada avod
k monografii [W].
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Algebraicka a diferencidlni topologie prosla nékolika tdobimi prehnané teoretic-
kého pristupu. Pogatek oboru datuje Dieudonné ve svém historickém piehledu [D]
k Poincaréové Analysis Situs z roku 1895. Tato ,fascinujici a roz€ilujici prace“ byla
mimofadné intuitivni. Nehledé na jeji zjevnou dileZitost trvalo patnact az dvacet let,
nez zalal skuteény rozvoj. Dieudonné vyjadfuje nad timto pomalym zacitkem udiv
[D, str. 36], le¢ zd4 se to byt témé&F nevyhnutelny disledek zplisobu poceti: Poincaré
tvrdil pfili§ mnoho, dokazal prili§ malo a jeho ,,zbrklé“ metody nebylo mozné imitovat.
Vysledkem byla mrtv4 oblast, jiz bylo nutno nejprve fadné pretridit, nez se vyvoj mohl
hnout dale.

Dieudonné ma za to, Ze nedbala argumentace je détskou nemoci matematickych obo-
ra a Fika: ,,. .. obecné akceptovany standard toho, co znamena platny dikaz v topologii,
se objevil po roce 1910 ... a od té doby se nezménil“. Ve skutecnosti se viak odehrala
fada epizod. Rané priace René Thoma o diferencovatelnych varietach, za néz dostal
Fieldsovu medaili, byly brilantni a obecné solidni. Pozdéji prace tykajici se singularit
jiz tak bezespornd nebyla. Jeho tvrzeni o C* hustoté topologicky stabilnich zobrazeni
bylo podpofeno detailnim, ale netiplnym na¢rtem argumentu, jenz byl pozdéji opra-
ven Johnem Matherem. Thom pokrafoval timto smérem a navrhl ,teorii katastrof*
zaloZenou na singularitiach, aby vysvétlil rizné formy fyzikalnich jev. Tato aplikace
byla matematicky teoretickd a jeji popularizace, $ifend pfedevsim E. C. Zeemanem,
se ukazala byt fyzikdlné rozporna.

Jinym prikladem jsou rané prace Dennise Sullivana. Po solidnim za¢atku se v sedm-
desatych letech dal do brilantniho a Siroce chvdleného, le¢ ,teoretického® prizkumu
topologie variet. Detailni argumentace byla slaba a pokusy zaplnit logické mezery pies
veSkeré sili uvézly. Sullivan sdm zménil obor a vratil se k rigor6znéjsi préci. Zda se,
Ze tento obor m4 stéle je§té vice mlhavych dtkazi, nez by si zaslouZil.

Casto citovanym piikladem je ,geometrizadni véta“ o strukturach na Hakenovych
3-varietach Williama Thurstona. Dostalo se ndm v ni skvélé hypotézy s krasnym, ale
nedostateénym nadrtem argumentu; Gplny dikaz nebyl nikdy publikovan. Pro mnohé
badatele se neodvolané tvrzeni stalo spiSe prekdzkou neZ inspiraci.

Podobné jako v Poincarého ptipadé se vSech téchto piikladech zd4, Ze zformulované
hypotézy jsou spravné. Existuji samoziejmé také situace, kdy vysledek teoretické
uvahy mé néjakou vadu. Problém spociva v tom, Ze nepiijemné vedlejsi efekty, jimz
se bylo lze vyhnout, existuji i v téch lep§ich pripadech. Vidime také, Ze kdyz Witten
navrhl heuristicky popis rozsifeni Jonesova polynomu [Wi], pokra¢oval tim v dlouhé
a problematické tradici, dokonce i kdyz neslo o topologii.

Nékteré oblasti ruské matematické 8koly maji rozsahlou tradici teoretické prace,
jez je obvykle zprostfedkovana piedéasnym oznamenim vysledki. Uvedeme pouze
dva z mnohych moznych pfikladd. Prvy se tykd poruchové teorie integrovatelnych
hamiltonovskych systémd, jejichz fizovy prostor se rozvrstvuje na invariantni tory.
V roce 1954 Kolmogorov oznamil, Ze torus s nerezonanéni frekvenci se pod vlivem
poruchy zachovéiva, a poskytl nalrt argumentu. Ve zpétném pohledu je vidét, Ze
tento naért obsahuje vSechny nezbytné hlavni myslenky, obecné vSak byl povaZovan
za nedostacujici ndvod k dikazu. Uplny dikaz se zdafil teprve Arnoldovi v roce 1959
pro analyticky pfipad a Moserovi v roce 1962 pro systémy, jeZ jsou pouze hladké.
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Druhy ptiklad zahrnuje problém, v némZ se jeden z autori osobné angaZoval, kdyz se
pokousel dokazat skutednost, v niZ se obecné véfilo, totiz zZe v (relativistické) kvantové
teorii pole dochézi k fizovym pfechodidm. V roce 1973 uznavani matematici Dobrusin
a Minlos publikovali ozndmeni tohoto vysledku. KdyZz se po dvou letech neobjevil
od Rusd ani ndznak dikazu, Glimm, Jaffe a Spencer se znovu do problému pustili
a nakonec zformulovali dva rizné dikazy. O nékolik let pozdé&ji Dobrusin a Minlos své
ptivodni ozndmeni odvolali.

Problémy

Uvedené priklady obsahuji opakujici se schémata. Uvedeme nejprve seznam nékte-
rych z nich a poté je probereme podrobnéji.

(1) Zajde-li teoreticka prace pfili§ daleko, ma tendenci zbloudit, protoZe postrada
zpétnou vazbu a korekce, jeZz poskytuje rigorézni dikaz.

(2) Nejistota o tom, které ¢asti lze povazovat za spolehlivé, odrazuje od dalsi prace
a vnasi do ni zmatek.

(3) Cini-li si energicky teoretik narok na plné uznani, vytvafi tim mrtvou zénu;
malokdo m4 pak chut uklizet nepofddek, jenz brani dalsimu pokroku.

(4) Studentim a mladym badateltim se dostava falesnych voditek.

Prvni problém je ¢astym kamenem trazu pro ty, ktefi se pokouseji o matematické
teoretizovani, zejména nejsou-li ochotni piipustit, Ze jejich price je nejistd a nedplna.
Dokonce i v teoretické fyzice, kde existuje obecné povédomi o tomto nebezpeéi, je
sloZité umeéni védét, kdy prestat. Pobloudilé teoretizovani $kodi divéryhodnosti teore-
tika a miZe rovnéZ po¥kodit obor prostfednictvim mechanismu popsaného v druhém
problému.

Druhy problém souvisi s nejistotou ohledné literatury. Ve srovnani s jinymi védami
je prvotni matematicka literatura mimotadné spolehliva. Clanky v zdkladnich recen-
zovanych matematickych Casopisech jsou téméf bez vyjimky spravné, coZ umoziuje
staly a efektivni pokrok. Kontaminace tfeba i jen malym mnozstvim vdznych chyb by
pfinutila matematiky investovat mnohem vice ¢asu a energie do provéfovani publiko-
vaného materialu, nez je tomu dnes. Vyhody spolehlivych literdrnich zdroji jsou tak
velké, Ze nas vedou k podezfeni, Ze toto je hlavni sila tlaéici matematiku k rigoréznosti.

Nedé4-li se na literaturu spolehnout, je nutné se ptat, pro¢ a v &em. Casto se spolé-
hime na rdzné ,praktické zasady.“ Matematici napiiklad pfedpokladaji, Ze €lanky ve
fyzikdlnich asopisech jsou teoretické. Tento pocit se pak rozsifuje v podezieni viéi
¢asopisim vénovanym matematické fyzice, kde jsou price obecné divéryhodné, ag
s nékterymi nebezpeénymi vyjimkami. Jiné Siroce aplikované praktické kritérium je,
Ze cokoli obsahujici funkciondlni integraly je nutné spekulativni. Jeden z nis popsal
potize, které odtud matematikim vyvstavaji pfi pokusech uZivat solidn& fundovanou
ast této techniky [J]. Obecnd pravidla tohoto druhu jsou neuspokojivd podobné jako
pfistup caveat emptor — kupce, stfez se —, v némZ divéryhodnost kazdé prace ma
byt posuzovana samostatné. Advokati posledné zminéného hlediska cituji Wittenovu
¢innost jako uspésny pfiklad. JenZe zvladnout takto lze n&kolik pfipadd; ve vétSim
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mnoZzstvi je to katastrofa. Navic se stalo empirickym pravidlem nahlizet kazdy Witte-
nav €lanek jako teoreticky. To sniZuje vyznam Wittenovy prace a soucasné ilustruje,
Ze vétSina matematiki diva prednost vrabci v hrsti, jakmile vzniknou problémy.

Nedavéryhodnost zdroji predstavuje jisté problém v teoretické fyzice, kde se €asto
prvotni literatura stava natolik irelevantni, Ze je ve velkém ignorovana. I. M. Singer
prirovnal fyzikdlni literaturu k tabuli, kterd musi byt ¢as od ¢asu smazéina. Fyziko-
vé dokdii tradiéné méné t&Zit z historie problému a jsou méné nachylni k hledéni
v literatufe. Cita¢ni polocas fyzikalnich praci je mnohem krat$i nez v matematice.

Problém ,mrtvé zony“ se tykd uznani a odmén. Matematiéti badatelé obvykle
neudéluji zasluhu dvakrit za tytéZ vysledky. Hlasi-li se tedy o ni teoretik, jeho ri-
gor6znéjsi kolegové mohou stézi zdivodnit usili vynaloZené na to, aby byl vysledek
u€inén spolehlivym. Je veliky rozdil mezi ,doplnénim véty autora X o nékteré de-
taily“ a ,ovéfenim hypotézy vyslovené autorem X“. Rigorézni matematici se radéji
vyhybaji stinu velkého tvrzeni. Obvykle se pak stava, Ze chybéjici ¢asti argumentu
jsou doplnény, ¢asto mnohem pozdéji, prostfednictvim technik a vysledku tykajicich
se jinych problémd, za néz lze ziskat uznani neoddiskutovatelnym zptsobem.

Co se tyce konecné posledniho bodu, nejiisp&snéjsi teoretici (pfinejmensim v mate-
matice) mivaji solidni zdklady v praci ,podle pravidel*, jez jsou zdrojem jejich intuice.
Vétina studenti, ktefi se vrhaji do opojného svéta teorie bez takovychto zdkladi, se
setkava s netispéchem. Nepochopeni rozdilu mezi témito dvéma typy aktivit mize vést
studenty k pokusu adoptovat ty pfitazlivéj$i a méné disciplinované aspekty €innosti;
vysledkem je zfidkakdy vic nez zvladnuti Zargonu.

Matematici maji sklon soustfedovat se na intelektuédlni obsah a zanedbdvat spo-
leGenskou stranku véci. Jsme nicméné obec a Casto si tvofime nézor prostifednictvim
spoleenské interakce spi¥ neZ pfimo z literatury, a to dokonce i v technickych otazkach.
Spoleéensky akceptované konvence hraji zasadni roli v tom, jak rozumime tomu, co
¢teme. Chovani je dileZité a nevhodny kéd miZe matematické obci zpisobit nemalé
§kody.

Nékolik recepti

Spoleéenstvi matematiki si vytvofilo pfisny standard ditkazu a normy, jez odrazuji
od spekulativniho uvaZovani. Jsou to ochranné mechanismy, které maji zabranit de-
struktivnim nésledkim; ztélesiiuji kolektivni matematickou zkuSenost, Ze nevyhody
spekulace pfevazuji nad vyhodami. Naproti tomu jsme vidéli, Ze spekulace miZe
pfinést znadny prospéch, pokud se s ni spravné zachézi. Lze si pfedstavit uvédomélejsi
a zdrZenlivéjsi pFistup, jenZ by ndm umoznil sklizet plody a vyvarovat se pfitom rizika.
Potfeba vypofadat se konstruktivné s novymi vlivy pfichdzejicimi z teoretické fyziky
nam nabizi zkousku, ale také prilezitost.

Matematici by méli byt vstficnéjsi k teoretickému materialu, ale zachovavat opatr-
nost a pfisnou poctivost. Ochrana, kterou nabizime, neni nové; je to v podstaté jen
tradiéni praxe ohledné hypotéz. Je jenom nutné hloubé&ji promyslet funkci a vyznam
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ochrannych mechanismi a aplikovat je stejnomérnéji a v §ir§im méritku. NasSe navrhy
mohou byt sumarné chiapiny jako opatieni k zajisténi ,pravdivé reklamy“.

Teoreticka prace by méla byt explicite oznaena jako teoretickd a neiplnd; spe-
ciadlné podstatny dil uznani za koneény vysledek musi byt rezervovan pro rigorézni
argumenty, jez ji dodaji platnost.

To mize byt rozdil mezi mrtvou zénou a Zivoucim oborem. Teoretici by méli uznat,
Ze v delsi perspektivé Uspéch jejich prace zavisi na Gsili partnerského rigorézniho
spoleCenstvi; méli by vztah k nému ctit a chranit, kdykoli je to mozné. Ve fyzice jisté
obec neSetfi uznanim za GspéSny experimentalni vyzkum, ktery se zdaleka nepovazuje
pouze za doplnéni nevyznamnych podrobnosti v pavudiné teoretické konstrukce. Na
individudlni drovni by si kaZzdy matematicky autor mél vybrat: bud uvést uplné
dikazy, nebo souhlasit s tim, Ze jeho prace je nelplnd a o uznéni za vysledek se
musi délit. Recenzenti a redaktofi by méli toto rozliSeni uplatiiovat, stejné jako by
mélo byt souéasti vychovy studentt.

Dalsi navrhy se tykaji integrity matematické literatury. Bylo vzdy pfipustné, aby
¢lanek obsahoval hypotézu, a oblas se objevuji prace sestavajici ze samych hypotéz.
Kli¢ovy problém je, zZe teoreticky materidl musi byt jasné identifikovan.

Je nezbytné uZivat standardni terminologie: v teoretickém materidlu piSme ,hypo-
téza“ misto ,véta“, slova jako ,pfedpovédét“ by méla mit pfednost pfed ,ukdzat“
nebo ,zkonstruovat®, a vyrazy ,motivujici Gvaha“ nebo ,podpirny argument®
necht nahradi slovo ,dikaz“. Je Zadouci, aby nazev a abstrakt takové prace

A3

obsahovaly adjektivum typu ,teoreticky“, ,spekulativni“ ¢i ,hypoteticky“.

Cilem je rozmistit vystrazna znameni, kterd by étenafi indikovala povahu prace.
Upozornéni v nazvu teoretického ¢linku se miZe objevit v citacich a zabranit tak
zprostfedkovanému nepochopeni. Teoretickd prace by méla byt citovana jako zdroj
inspirace, na doloZeni vyznamu nebo v podpirnych argumentech jinych teoretickych
vyzkumu. Citaci teoretického ¢lanku jako organické soucasti Gdajné rigorézniho di-
kazu je nutné pfijimat s opatrnosti a vystrazné znameni v ndzvu miZe naznacit, kdy
je ostrazitost na misté.

Zvlastni problém predstavuji pfedb&Zna ozndmeni (research announcements). Né-
kdy jsou to prosté shrnuti prace, kterou autor dokondil a sepsal; v takovém pfipadé
je uziti jazyka ,véta—dikaz“ opravnéné. Jina ozndmeni ohlasuji vysledky tvah, jez
nebyly propracovany se vSemi podrobnostmi, a nékdy s divérou pieskoli mezeru,
jejiz premosténi trva celd léta. V téchto pfipadech se tradi¢ni jazyk nehodi, nebot
vytvaii faleSnou pfedstavu o préci; takovito ozndmeni by méla byt oznalena jako
teoretickd. Z uvedeného rozboru je moZné vyvodit, Ze ne vidy miZe byt publikace
oznameni vhodna, a nékdy muZe i napachat §kodu. Ozndmeni maji pochopitelng
smysl, napfiklad jako prostfedek vysloveni nidroku na prioritu ¢i pfipoutani pozornosti
ostatnich k novym vysledkim a uziteénym technikdm. Podobné jako pro teoretické
price obecné je nutné najit voditka, jez by umoZnila t&3it se z vyhod, ale zabranit
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moznym $kodam. Klicovym problémem je misto oznameni v literatufe. Jedno mozné
feSeni je nasledujici:
PfedbéZna ozndmeni by neméla byt publikovdna s vyjimkou pfipadd, kdy jde
o shrnuti Gplné verze prace, jez byla pfijata k publikaci jinde. Citace nepubliko-
vané prace musi jasné rozliSovat mezi ozndmenim a iplnym textem.

sy

Ve véku kopirovacich pfistroju a elektronickych ,nastének“ lze $ifit informaci v 8i-
rokém okruhu, aniZ by ji bylo nutno formalné publikovat. ,Mezioborové“ predbézné
vysledky predstavujici obecny zajem je mozné neformélné zverejnit ve tvaru ,sloupku”
v periodikach, jako jsou Mathematical Intelligencer nebo Notices of the American
Mathematical Society. Chybéjici formalni publikace by tedy neméla znamenat vel-
kou nevyhodu. Poznamenejme, Ze tato diskuse soucasné podtrhuje vyznam uchovéni
rozdilu mezi formdlni (recenzovanou) publikaci a umisténim priace na ,nasténku.
Zachovat toto rozliSeni bude jednim z velkych problémd, jez s sebou pfinasi vznik
seriéznich elektronickych ¢asopisti.

Budou-li zminéna bezpetnostni opatfeni uplatiiovana, libovolny matematicky ¢aso-
pis muzZe zvazZovat zvefejiiovani teoretickych ¢lankd. Stimulativnim pracim s neupl-
nymi dikazy mize byt nabidnuta publikace v teoretické kategorii, budou-li pouZivat
spravného slovniku. Jsou myslitelné ¢asopisy vénované teoretické matematice. Ale opa-
trnost je namisté. Bez poctivého a rozvazného pristupu autori, redaktort a recenzenti
se znovu stfetneme s problémy, jichZ jsme se bolestné a opakované po léta zbavovali.

NaSe analyza naznacuje, Ze §tépeni matematiky na teoretickou a rigorézni obec z¢as-
ti zacalo, ale Ze bylo utlumeno jako nasledek nevhodnych spekulaci. Bude pokracovat?
Odpovéd je pravdépodobné tak jak tak kladnd; budou-li v8ak uplatnéna ochranni
opatfeni, vyvoj by mohl byt rychlejsi. Pfitom v klasickych oblastech bude postupovat
pomaleji, nebot inteligentni spekulace zde musi byt zaloZena na zvladnuti technickych
detailG predchozich dikazi. V téchto oblastech ramec pro spekulaci poskytne spiSe
konstruktivni vychodisko t€m jedincim, ktefi jsou nominalné &leny rigorézniho spo-
leCenstvi, le¢ jejich inspirace prevlada nad schopnosti poskytnout uplny dikaz. Jiné
oblasti, zvlasté ty, jez zahrnuji pocita¢ovou simulaci, se 1i§i v tom, Ze tvorba a analyza
dat pfedstavuji aktivitu naprosto odli¥nou od formulace ditkazi. V nékterych z nich
1ze jiz dnes odlisit specializované teoretiky a lze ofekavat, Ze jejich polet poroste.

Navrhované schéma poskytuje v kazdém pripadé misto pro interakci mezi matema-
tiky a teoretickymi fyziky. At uZ se stanou permanentnim ,inventifem“ matematické
obce ¢&i nikoli, fyziky bychom méli spi§ vitat jako ,teoretické matematiky“ neZ je
zapuzovat jako nekompetentni matematiky tradi¢ni razby.

Shrnuti

Byla obdobi, kdy spekulativni uvaZovani pohénélo rozvoj matematiky; jindy jej
naopak brzdilo. Diivod je v tom, Ze ,teorie“ a ,diikaz“ nejsou jen neutralné odli¥né.
Chybéjici rozliSeni mezi nimi miiZze zpisobit Skody jak spoleCenstvi matematikdi, tak
i matematické literature. Dalo by se fici, Ze je matematicky nemravné nerozliSovat mezi

36 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro&nik 41 (1996), &. 1



nedbalou argumentaci a diikazem. V tomto €lanku jsme se pokusili popsat praktickd
opatfeni a voditka, jeZ by pfi disledném uplatiiovani méla spekulativnimu uvazovani
vymezit pozitivni roli v matematice.
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Poznamka redakce: Diskusi k tomuto ¢lanku otiskneme v pfistim ¢&isle.
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