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Padesat let metody sdruzenych gradientii

aneb

Zvladnou pocitace soustavy milionti rovnic o milionech neznamych?

Jan Brandts, Amsterdam, a Michal K7iZek, Praha

1. Uvod

V roce 1952 M. R. Hestenes a E. Stiefel publikovali fundamentalni a zcela zasadni
¢lanek [12], v némz pfedstavili novou metodu pro feSeni soustavy linedrnich algebraic-
kjch rovnic

(1) Az =0,

kde A je dand realna symetrickd a pozitivng definitni!) matice typu n x n, x € R®
je vektor neznamych a b € R™ je dana prava strana. Metodu nazvali the conjugate
gradient method, coz se do CeStiny preklada jako metoda konjugovanych nebo sdru-
zenych gradientd. Tato metoda dlouho ztistavala nepovsimnuta, protoze pro ,,plné“
matice vyzaduje provedeni 2n3 + O(n?) aritmetickych operaci (tj. s¢itani a nasobent),
zatimco znama Gaussova eliminace pro symetrickou matici vyzaduje jen %ng’ + O(n?)
operaci?) pro n — oo. Metoda sdruZenych gradienti miZe byt pouZita i na systémy
rovnic, jejichz matice neni pozitivné definitni, ale pak nemusi vzdy dospét k FeSeni.
Hestenes a Stiefel ji zprvu chapali jako pifmou metodu®) pro feSeni soustavy (1).
Priblizné o 15 let pozdéji se zjistilo, Ze metoda sdruzenych gradientti, kterou lze
interpretovat téZ jako itera¢ni metodu, muZe konvergovat velice rychle (viz [10], popf.
[14]), pokud je matice A pozitivné definitni a ma dalsi pfiznivé vlastnosti. Takové

1y Matice A je pozitivné definitni, jestlize ¥ Az > 0 pro kazdé x # 0.

2) Clen O(n?) zahrnuje ostatni séitance, které odpovidaji provedeni fadové nejvyse n* ope-
raci. Takovy €len niz$iho stupné dostaneme napft. pfi zpétném chodu Gaussovy eliminace.
Obecné fekneme, 7e f(n) = O(n®) pro a € R' a n — oo, jestlize existuji takové konstanty
C' a nog, 7e pro véechna n > ng plati |f(n)| < Cn®.

3) Pfimé metody vedou k pfesnému feSeni soustavy (1) po koneéném poctu krokt (za
predpokladu, Ze se nedopoustime zadnych zaokrouhlovacich chyb). Naproti tomu u itera¢nich
metod se konstruuje posloupnost {x}, kterd konverguje k feseni (1).
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matice vznikaji pfi feSeni fady technickych tloh, napf. pti diskretizaci diferencial-
nich rovnic pomoci standardnich numerickych metod. To pak umoznuje na dnesnich
paralelnich poéitac¢ich vyfesit soustavu (1) s dostateénou pfesnosti pro n ~ 1000000
béhem nékolika minut. Pro srovnani uvedme, Ze pro inverzi matice soustavy (1) pro
n = 10 poéitace v roce 1949 potiebovaly 8 hodin (viz [28, s. 462]).

V roce 1969 V. Strassen publikoval ¢lanek [25], v némz ukazal, ze Gaussova eliminace
nen{ optimalni pfimou metodou pro Feseni (1), jestlize ji posuzujeme podle poctu
provadénych aritmetickych operaci. Navrhl pifmou metodu vyzadujici jen O(n?8!)
aritmetickych operaci. Pozdéji byl tento pocet snizen dokonce na O(n?3®) (viz napf.
[9], [26]). Poznamenejme v8ak, Ze tyto metody se pro praktické poéitani nepouzivaji,
protoze jsou rekurzivni, slozité a nestabilni. Dodnes ale neni znamo, jaky je minimalni
mozny exponent u n. Ziejmé nemiize byt mensi nez 2, protoze plna obecné nesymet-

rickd matice mé n?

nenulovych prvki a kazdy z nich se samoziejmé musi uplatnit pfi
vypoétu FeSeni soustavy (1).

Je-li k dispozici dostatek ¢asu a paméti pocitace, obvykle se doporucuje dat pfimym
metodam prednost pred itera¢nimi. Pak odpadnou problémy provazejici itera¢ni me-
tody, napf. potize s volbou pocateéniho priblizeni, riznych relaxac¢nich parametri,
se zastavovacim kritériem apod. (viz [2]). Na dnesnich nejvykonnéjsich superpocita-
¢ich vsak lze pfimymi metodami vytesit soustavy obsahujici nejvyse sto tisic rovnic
(s ,Fidkou“ matici), coZ je pro FeSeni skute¢nych technickych trojrozmérngch problémi
nedostatetné. Resit i ,malou” soustavu (1) bez znalosti teorie, napi. Cramerovym
pravidlem, miZze vést ke katastrofdlnim narokdm na vypocetni ¢as (srov. [17, s. 30]).

2. Hlavni myslenka metody sdruZenych gradientu

Snadno lze ukézat, Ze tloha (1) se symetrickou a pozitivné definitni matici A je
ekvivalentni tloze hledani minima kvadratického funkcionalu

(2) J(z) = 12T Az —bTa

v prostoru R™. Vrstevnice tohoto funkcionalu (srov. obr. 1) jsou hyperelipsoidy, jejichz
spoleénym stfedem je FeSeni soustavy (1) a jejichZ osy jsou dény sméry vlastnich
vektorii matice A (podrobnosti viz [15, s. 79]).

Metodu sdruzenych gradientt 1ze chapat jako itera¢ni metodu, pfi niz se konstruuji
t¥i posloupnosti vektori — posloupnost iteraci xj, posloupnost rezidui ry = b — Axy,
a posloupnost tzv. sdruzenych vektora py pro k = 0,1,... . Hestenes a Stiefel dokazali,
Ze posloupnost x dokonverguje k pfesnému feSeni soustavy (1) po nejvyse n krocich
algoritmu za predpokladu, ze se nedopoustime zaokrouhlovacich chyb.

Na obrazku 2 vidime geometrickou interpretaci toho, jak jednotlivé iterace postu-
puji pro n =2, kdy vrstevnice J jsou elipsy. Nejprve zvolime libovolnou pocéatecni
aproximaci zg € R™ a funkciondl (2) minimalizujeme ve sméru nejvétsiho spadu, tj. ve
smeéru rezidua pg = rg, které je kolmé na prislusnou vrstevnici. Tak ziskame bod x;.
Déle minimalizujeme J ve sméru sdruzeného vektoru p; (tj. sméru, ktery spojuje bod
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Obr. 1. Graf kvadratického funkcionalu J : R? — R.

dotyku x; a stied elipsy). Takto ziskdme FeSeni x5 po dvou krocich jednorozmérné
minimalizace.

Pro obecné n je metoda sdruZzenych gradient@i pro soustavu (1) se symetrickou
a pozitivné definitni matici A definovéna takto:

Necht xo je polétecni aproximace feSeni soustavy (1) takova, ze Axzg # b. Pak
polozime

(3) po =10 =b— Axg
a definujeme
TTTk
4 ap = —k
@) pi Apr
(5) Tpy1 = Tk + Pk
(6) Thyl = Tk — R Apg kE=0,1,...,
T
T'k Tk+1
(7) Bp = L
Tk Tk
(8) Pr+1 = Tkt1 + BeDr
dokud rg # 0.

Obr. 2. Geometrické interpretace metody sdru-
zenych gradientu.
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Koeficient ay, z rovnice (4) ndm uréuje, jak daleko méme postupovat ve sdruzeném
sméru py, abychom ziskali dalsi iteraci 41 pomoci vztahu (5). Bod x41 je definovan
tak, Ze v ném funkcional J nabyva svého minima na ptfimce {zy +tpy |t € R'}.
Rovnice (6) nam fikd, jak je t¥eba opravit staré reziduum, abychom dostali nové.
Koneéné ,vhodnou“ linearni kombinaci starého sdruzeného vektoru py s koeficien-
tem [y (viz (7)) a nového rezidua 7141 ziskdme novy sdruzeny vektor z rovnice (8).
PovS§imnéme si, ze 3 je rovno pomeéru ¢tvercu velikosti rezidui.

Lze ukazat, ze rezidua rj jsou vzdjemné ortogondlni, tj.

©) rgrg =0 prok#/,

(proto obdrzime piesné feseni po nejvyse n krocich), a ze vektory py, jsou A-ortogonalni
(tj. sdruzené), neboli
prAp, =0 prok #2.

Odtud pochazi nazev metoda sdruzenych gradient.

4
-1 4 S
0 -1 4 y
0 0 -1 4 m
-1 0 0 0 4
0-1 0 0 -1 4
0O 0-1 0 0-1 4
o 0 0-1 0 0 -1 4
o 0 0 0-1 0 O 0 4
o o 0 0 0-1 0 0-1 4
o 0 o0 o 0 0-1 0 0-1 4
o 0 o0 0o 0 o O0-1 0 0-1 4
o o o 0 0O O o 0-1 0 O o0 4
o o o0 o o0 o0 o o0 0-1 0 O0-1 4
o o o0 o0 0 o0 O o o0 O0-1 0 O0-1 4
o 0o o0 o 0o 0o 0 OO O O-1 0 O0-1 4

Obr. 3. Ridk4d matice odpovidajici pétibodovému diferenénimu schématu pro Laplaceovu
rovnici na siti 4 x 4.

Pri kazdé iteraci metody sdruzenych gradientii se provadi jen jedno nésobeni ma-
tice A vektorem py, (viz (4)). Ostatni operace v algoritmu (3)—(8) nejsou ¢asové prilis
narofné. Pokud je matice A navic ¥idka (tj. jen O(n) prvka je nenulovych), pak je
i nasobeni matice A vektorem velice ,levna“ operace. V tomto pfipadé metoda sdru-
zenych gradientd potfebuje fadové jen n pamétovych bunék pocitace (viz tabulku 1).
Poznamenejme, ze ¥idké matice vznikaji naptiklad pfi diskretizaci parcialnich diferen-
cidlnich rovnic metodou kone¢nych diferenci, metodou kone¢nych objemi, metodou
koneénych prvkia apod. (viz [4], [15], [16], [17]). P¥i pouZiti nejjednodussi pétibodové
diferenéni aproximace Laplaceovy (¢ Poissonovy) rovnice na dvojrozmérné oblasti ma
matice A v kazdém Fadku nejvySe 5 nenulovych prvki, a proto je Fidka (srov. obr. 3).
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Nespornou vyhodou metody sdruzenych gradientt je také to, Ze se matice A po cely
vypocet neméni, zatimco pri eliminaci se matice soustavy méni a navic se ztraci jeji
fidkost.

3. Rychlost konvergence metody sdruzenych gradientu

Zajimavym rysem metody sdruzenych gradientt je odhad jeji rychlosti konvergence
(viz (10)). Jak zndmo, matice A ma kladna vlastni ¢isla A\, = --- 2 Ay, je-li symetricka
a pozitivné definitni. Jeji ¢islo podminénosti se definuje vztahem

k(A) = max )\j/mjin)\j = An/A1.

Na zakladé této definice pro algoritmus metody sdruZenych gradientt (3)—(8) plati*)

k
* k(A) —1 *
(10) |$U—$Ck|A§2< (4) > | z —zolla, k=0,1,...,

VE(A) +1
kde z¢ je pocatecni aproximace piesného Feseni z soustavy (1) a
|z]|a = VaT Ax

je tzv. energetickd norma. Podrobny diikaz tohoto tvrzeni je uveden napf¥. v [16, kap. 5].
Zde je téz ukézano, ze chyba monoténné klesa i ve standardni eukleidovské normé, coz
ovSem neplyne z (10), ale vyZaduje samostatnou analjzu.

Nerovnost (10) je ve vétsiné pfipadi (srov. [3, s. 15]) velmi pesimistickd. P¥i praktic-
kyjch vypoctech pozorujeme, ze konvergence neni jen mnohem rychlejsi, ale téz jiného
typu, nez ukazuje vztah (10). Jestlize znazornime zavislost logaritmu pravé strany (10)
na poctu iteraci k, pak dostaneme primku se zapornou smérnici. Na druhé strané pro
logaritmus levé strany ziskame kfivku, jejiz smérnice s rostoucim k£ obecné monoténné
klesa. Odtud je ziejmé, proc se takovy typ konvergence nazyva superlinedrni, i kdyz
tento termin nebyl pouzit v ¢lanku [13] A. Jenningse, ktery zajimavé chovani chyby
matematicky analyzoval. Jak superlinearni konvergence, tak i horni odhad z (10) jsou
ilustrovany na obrazku 4 pro k =1,...,100.

Intuitivni vyklad pfedchoziho jevu je zaloZzen na ortogonalité vlastnich vektori.
Necht v1,...,v, je ortonormdlni systém vlastnich vektorti odpovidajicich vlastnim
gislim Aq, ..., A, (tj. Av; = A\jv;). Uvazujme ortogonélni doplnék V' vektoru vy, coz je
podprostor vSech vektord kolmych na v,,. Protoze kazdé v € V je linedrni kombinaci
zbyvajicich vlastnich vektort, vidime, Ze A linearné zobrazuje vzajemné jednoznacné
V na V. Odtud je patrné, Ze vlastni ¢isla kazdé matice A,, ktera reprezentuje toto
zazené zobrazeni, jsou A1,..., Ap_1.

4) Tento odhad poprvé uvedeny v [10] a [14] podstatnym zpusobem vyuziva vlastnosti
Cebysevovych polynomt. Zakladni myslenka jeho diikazu je obsaZena v ¢lanku MEINAR-
pUs, G.: Uber eine Verallgemeinerung einer Ungleichung von L. V. Kantorovich, Numer.
Math. 5 (1963), 14-23.
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Obr. 4. Linearni versus superlinedrni konvergence.

Predpoklddejme na okamzik, ze b € V. Potom lze snadno ukazat, ze T je také ve V.
Pouziti metody sdruZenych gradientt® s pocatecni podminkou xy =0 pak vede na
metodu, jejiz iterace, rezidua i sdruzené vektory patii do V, jak plyne z (3)—(8). Ve
skutecnosti cela metoda muizZe byt interpretovana tak, jako kdyby smér v,, neexistoval,
pricemz ¢islo podminénosti x(A;) < A,—1/A1 definuje konvergenci metody podobné
jako v (10). Jestlize A\,—1 < A, plati x(A;) < k(A), coZ vede ke zlepSeni horniho
odhadu. Podobné avahy plati, i pokud by b bylo v ortogonalnim doplinku v; misto v,.
V tomto piipadé ,nové“ ¢islo podminénosti bude nejvyse A, /Aa.

Lze vyslovit obecné pravidlo: pokud by b byl v ortogonalnim dopliku vektori
Vi,...,Vqg & Vp,...,Uy pro 1 < ¢ <p=n, pak horni odhad rychlosti konvergence
metody sdruzenjch gradientd bude dan éislem podminénosti A,_1 /A1 z(iZené matice
typu (p—q¢—1) x (p — ¢ — 1). Navic lze ukdzat, Ze metoda d& piesné feSeni b&hem
nejvyse p — q iteraci (pokud nedojde k zaokrouhlovani).

Samoziejmé by se mohlo jen zcela vyjimecné stat, ze by takova ¢isla p a ¢ existovala.
Nicméné se da ukazat (i kdyz zde to délat nebudeme), Ze iteraéni proces je mozno inter-
pretovat jako zaménu ptavodni soustavy Az = b posloupnosti jinych soustav linearnich
algebraickych rovnic, jejichz pravé strany se stavaji ¢cim dale tim vice kolmé na vlastni
vektory vi,...,vq a Vp,...,V, a Zadné jiné. Lze si to predstavit tak, Ze spektrum
A,y ..oy An je postupné ,ujiddno“ z obou stran, coz zplisobuje neustalé zmensSovani
¢isla podminénosti a odpovidajici zrychlovani konvergence. Vice informaci lze nalézt
v [23] a v neddvno publikovaném ¢lanku [5].
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4. Metoda sdruzenych gradienti s predpodminénim

Ze vztahu (10) je patrné, Ze rychlost konvergence metody sdruzenych gradientt
bude velkd, jestlize ¢islo podminénosti x(A) bude blizké jedni¢ce. Pak lze iteraéni
proces zastavit mnohem diive nez po n krocich, coz je velkd piednost této metody.
Cislo podminénosti lze zmensit pomoci tzv. predpodmiriovdni, kdy misto soustavy (1)
fesime jinou soustavu

Az =1,
kde A = P~1A(P~1)T je symetricka a pozitivné definitni matice, & = PTz, b= P~ b
a kde P je vhodné zvolend (viz napf. [2], [4], [16]) reguldrni matice takovd, ze

k(A) < k(A).

V tomto p¥ipadé hovorime o metodé sdruzengjch gradienti s predpodminénim. Matice A
se nazyva predpodminénd a matice P predpodminujici matice. Na obrazku 5 jsou
znézornéna spektra matic A a A pro tlohu z [16, s. 110].

A ; LM
ol TITTTTTTT W1 T T 2o 0 T 2

Obr. 5. Spektra matic A (vlevo) a A (vpravo).

Pfedpodminéni lze geometricky interpretovat takto: Misto funkciondlu (2) minima-
lizujeme na prostoru R™ funkcionél

J(&) = 1T Az - b7,

jehoZ vrstevnice (viz obr. 6 vpravo) jsou mnohem méné protahlé hyperelipsoidy nez
vrstevnice funkciondlu J (viz obr. 6 vlevo). Velikosti os hyperelipsoidti ve sméru

Obr. 6. Geometricka interpretace predpodminéni.
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vlastnich vektort v; matice A jsou totiz pfimo timérné 1/y/A;, i = 1,...,n. Pfimky na
obrazku 6 odpovidaji jednotlivym rovnicim soustav Az = b a A% = b pro n = 2. Vice
podrobnosti o predpodmifiovani lze nalézt napt. v [4], [6].5)

Diskretizaci jedno-, dvoj- a trojrozmérné eliptické okrajové ilohy (napf. Poissonovy
rovnice) metodou kone¢nych prvki vznikd soustava (1) s pdsovou matici. Typicka Site
pasu®) matice A pro d =1,2,3 je postupné O(1), O(n'/?), O(n??) a pii pouziti
Gaussovy eliminace se tento péas zaplni obecné nenulovymi prvky. Protoze A ma
n Fadki, je zapotiebi O(n), O(n3/2), O(n5/3) pamétovich bunék pro d = 1,2, 3. Na-
proti tomu metoda sdruzenych gradient® ndm umoziuje uchovavat v paméti pocitace
pouze nenulové prvky ridké matice A a informaci o jejich poloze v A. Naroky na
pamét pocitace pro Gaussovu eliminaci, metodu sdruzenych gradientd (CG) a jeji
pfedpodminénou verzi (PCG) jsou porovnény v tabulce 1.

Naroky na pamét pocitace
Metoda d=1 d=2 d=3
Gaussova O(n) O(n®?) O(n®?)
CG O(n) O(n) O(n)
PCG O(n) O(n) O(n)
TaAB. 1.

Jak jiz bylo feceno, pfi pouziti metody kone¢nych prvkt dostavame fidkou pasovou
matici A, na jejiz sestaveni je tfeba jen O(n). Tabulka 2 (viz [4, s. 388]) uvadi srovnani
narokl na pocet operaci pro vySe diskutované metody FeSeni soustavy (1). Pocet
aritmetickych operaci pro Gaussovu eliminac¢ni metodu je tmérny cCtverci Sife pasu
nasobeného poétem rovnic n, tj. O(n), O(n?), O(n7/3) pro d =1,2,3. V dusledku
velké rychlosti konvergence metody sdruzenych gradientii lze iteracni proces ukoncit
mnohem dfive nez po n krocich (kdyZ itera¢ni chyba je zhruba rovna diskretizacéni
chybé metody koneénjch prvki) a pfedpodminéna verze PCG konverguje jesté rych-
leji (podrobnosti viz [2]). Za dobré predpodminéni se povaZuje to, pro néz plati
r(A) ~ \/k(A), coz predpokladame v tabulce 2. Za tohoto pFedpokladu jsou odhady
uvedené v tabulkach 1 i 2 optimélni v tom smyslu, Ze je obecné nelze zlepsit.

Pocet aritmetickych operaci
Metoda d=1 d=2 d=3
Gaussova O(n) O(n?) O(n"?)
CG O(n?) O(n®?) O(n*?)
PCG O(n®?) O(n®*) O(n"'°)
TAB. 2.

5) Za ¢lanek [6] ziskal v roce 2001 doc. ing. Miroslav Téima, CSc., z Ustavu informatiky
AV CR cenu spole¢nosti SIAM (Society for Industrial and Applied Mathematics).

%) Necht A je nenulovd matice typu n X n a necht s je nejmensi pfirozené cislo takové, ze
ai;j =0pro|i —j| = s, 4,57 €{l...,n}. Pak &islo 25 — 1 nazyvame §#kou pdsu matice A.
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Opét vidime, Ze pouziti Gaussovy eliminace neni prili§ efektivni, kdyz d > 1
a zejména kdyz d = 3, coz odpovida velkym hodnotdm n. PovSimnéme si jesté, ze
s rostoucim d exponent u n pro Gaussovu eliminaci roste, zatimco pro metodu
sdruzenych gradienttt (i s pfedpodminénim) klesa! Exponent 7/6 v poslednim fadku
posledniho sloupce tabulky 2 je hodné blizky jedniéce. A pravé v tom tkvi obrovska
prednost metody sdruzenych gradientit, kterd tak umoziiuje rychle vyfesit soustavu (1)
o milionech nezndmych.

Jind moznost, jak zlepsit konvergenci metody sdruzenych gradientti a piibuznjch
metod, je popsana napf. v [7], [29].

5. Zavéreé¢né poznamky

Po Gaussové eliminaci se pas fidké matice zaplni obecné nenulovymi prvky. Pii
feseni skutecnych technickych problémt miize byt dimenze n tak velka, Ze nejsme
schopni vyfesit soustavu (1) pfimymi metodami v dusledku omezené vnitini paméti
pocitade (viz napf. tabulku 1 pro d = 3). Proto se pro feSeni trojrozmérnych problémi
pouzivaji itera¢ni metody, které umoznuji uchovavat v paméti pocitace pouze nenulové
prvky matice A a informaci o jejich poloze v A.

Jestlize vychozi diferencidlni rovnice mé velké skoky v koeficientech (nap¥. o nékolik
fadu), pak je odpovidajici ¢islo podminénosti k(A) obrovské. Zvolime-li pro feSeni
itera¢ni metodu, pak je téméf nezbytné pouzit metodu sdruzenych gradientt (s pred-
podminénim) a jeji rozmanité modifikace (viz [2], [4]). Klasické itera¢ni metody (Jaco-
biova metoda, Gaussova-Seidlova metoda, superrelaxa¢ni metoda, metoda nejvétsiho
spadu, Kaczmarzova metoda ortogondalnich projekci apod.) totiz vétSinou globalné
konverguji extrémné pomalu a navic teoreticky potfebuji obecné nekonecné mnoho
iterac¢nich kroki k dosazeni pfesného feseni. Lze je ale pouzit k dodate¢nému ,,zhlazeni
numerického feseni“ ziskaného metodou sdruzenych gradientti, protoze nejsou citlivé
na zaokrouhlovaci chyby a lokdlné dobfe konverguji (viz [16, s. 222]).

Metoda sdruzenych gradientt ma dalsi pozoruhodnou geometrickou interpretaci.
Neni tézké dokazat, ze

* *
- = i — =12,...
& —aulla = min_ |5 ol k=12,
kde K} = span{rg, Aro,..., A*"1ry} je tzv. Kryloviv prostor a kde span oznacuje

linearni obal. Lze si to pfedstavit tak, ze se funkcional J postupné minimalizuje na

Krylovové prostoru Ky, jenz se s rostoucim k zvétsuje. Norma chyby || T —zk| A tedy

monoténné klesa, coz neplyne z (10), nebot tento odhad jen udava horni odhad chyby.
Z defini¢nich vztaht (3)—(8) lze snadno odvodit i jinou zajimavou vlastnost:

Kk = Span{pOapla e apkfl} = Span{T07T17 ey kal}-

Metoda sdruzenych gradientt se nékdy pouzivé i pro plné matice. Napriklad matice

vznikajici z metody hrani¢nich prvku jsou plné, ale obecné maji podstatné mensi ¢islo
podminénosti nez matice vzniklé z metody koneénych prvki.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 47 (2002), ¢. 2 111



Jistou nevyhodou metody sdruzenych gradienti je jeji citlivost na zaokrouhlovaci
chyby. V prubéhu vypoctu na pocitacéi totiz dochazi ke ztraté ortogonality rezidui
(viz (9)) a itera¢ni proces je obcas zapotiebi ,restartovat®, tj. zacit s novou pocatecni
podminkou. Pfitom 1ze maximalné vyuzit informaci ziskanou jiz v pfedchozim béhu
(viz [22]). Zde je dilezité si téz uvédomit, ze rizné pocitacové implementace stejného
algoritmu mohou vést k pon€kud odlisnym numerickym vysledkim.

Metodu sdruzenych gradientti je mozno zobecniovat mnoha smeéry. Naptiklad vztahy
(3)—(8) lze uvazovat i pro hermitovské matice, pokud v8echny transponované vektory
zaménime za hermitovsky sdruzené. Pro obecnou komplexni matici A je v [16, s. 100]
uvedena metoda bikonjugovanych gradientt (s pfedpodminénim), kterd za uréitych
pfedpokladi rovnéz konverguje v konecném poctu krokt. Otevienym problémem ale
zustava rychlost konvergence této metody. Rovnéz se doporucuje pouzivat blokovou
verzi metody bikonjugovanych gradientti a dalsich pfibuznych metod, coz casto zlep-
Suje numerickou stabilitu (viz [8], [21]).

V [15, s. 211] uvadime tvar zobecnéné metody sdruzenych gradient pro hledéni
minima hladkého ryze konvexniho, koercivniho a nekvadratického funkcionalu. Pokud
by byl funkcionél nehladky tfeba jen v jednom bodé€, metoda sdruzenych gradientt
vibec nemusi konvergovat (srov. [30]).

Na zéavér poznamenejme, ze existuji jeSté dalsi iteracni metody pouzivajici Kry-
lovovy prostory. Mezi nejdtlezitéjsi patti GMRES a BiCGStab pro nesymetrické
soustavy a Lanczosova metoda pro indefinitni symetrické soustavy (viz [20], [27], [19]).
Ve skutecnosti lze metodu sdruzenych gradientt chépat jako specialni piipad posledné
jmenované metody. Mirnou obménou Lanczosova algoritmu [18] pro vypocet vlastnich
Cisel symetrické matice dostaneme metodu sdruzenych gradientt (viz [11, s. 345]). Mo-
difikace podobnych algoritmt pro vypocet vlastnich ¢isel vedla kdysi také k Arnoldiho
metodé pro FeSeni (1) pro nesymetrické matice [1]. Efektivni restartovaci strategie této
metody se popisuje v [24].

Podé&kovani. Prace vznikla za podpory grantu A 1019201 GA AV CR. Autoti dékuji
J. CHLEBOUNOVI a J. ZITKOVI za cenné pripominky.
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