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200 let metody nejmensich ¢tvercii

Assyr Abdulle, Princeton, a Gerhard Wanner, Zeneva

1. Objev planetky Ceres

Nalezeni planetky Ceres, prvniho z asteroidi mezi Marsem a Jupiterem, bylo nej-
vétsim védeckym objevem zacatku 19. stoleti. Navzdory tomu, Ze tento slaby svételny
bod byl od té doby spatien laiky jen zfidka a jeho pozorovani nemaé témér zadny
,prakticky“ vyznam, pro pozdéjsi vyvoj védy byl jeho objev velmi dtlezity.

1.1. Titiusova-Bodeova fada

Das Daseyn dieses Planeten scheint insbesondere aus einem merkwurdigen Verhdiltniss zu
folgen ... Sollte der Urheber der Welt diesen Raum leer gelassen haben?

(J. E. BODE: Anleitung zur Kenntniss des gestirnten Himmels. 6. Aufl., Berlin 1792;
citovano v Hegels Werke 5, Anmerkungen, str. 810.)

Babylonsti astronomové znali sedm vyznacénych nebeskych téles. Nejdiive objevili
Slunce a Mésic, pak Venusi (1600 pf.n.l.), nakonec Mars, Merkur, Jupiter a Saturn.
Kazdé z téchto téles ztotoznili s n€kterym z boht. Bozstviim planet byly brzy za-
svéceny dny v tydnu: Sunday, Monday, Mardi, Mercredi, Jeudi, Vendredi, Saturday.
Od té doby jiz po tisice let veskeré lidské déni na zemi pulzuje v tomto sedmidennim
rytmu. Vycéet babylonskych bohti zustaval nezménén az do 13. bfezna 1781, kdy Sir
William Herschel, némecky varhanik a amatérsky astronom zijici v Anglii, objevil
pomoci dalekohledu vlastni vyroby dalsi, do té doby nezndmou planetu. ,Svou
novou planetu chtél pojmenovat na pocest britského krale Georgium sidus (Georgova
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hvézda), ale Bodetv ndvrh Uranus (v fecké mytologii otec Saturna) byl povazovan za
méneé vlastenecky a byl obecné prijat.

Objev Uranu ozivil diskuse o vzorci Johanna Daniela Tietze (Titiuse) a Johanna
Elerta Bodea pro velké poloosy drah planet:

04; 04+03=07 04+2-03=1(Zem&); ...; 04+2"72.0,3;

Vzdélenosti planet od Slunce vypocitané podle Titiusova-Bodeova pravidla pomérné
presné souhlasi se skuteénymi vzdalenostmi pro Merkur, Venusi (n = 2), Zemi (n = 3),
Mars (n = 4), Jupiter (n = 6) a Saturn (n = 7), dobfe funguje pro vzdalenost Uranu
(n =8). OvSem ¢islu n = 5 neodpovidala zaddnd znadm4 planeta. Protoze ,Stvoritel
naseho svéta“ jisté nezanechal mezi planetami mezeru (viz citét), stal se dikaz nebo
vyvraceni predpokladu existence néjakého télesa mezi drahou Marsu a Jupitera nej-
vétsim védeckym problémem své doby.

1.2. Hegelova prace

Sehen Sie sich doch nur bei den heutigen Philosophen um, bei Schelling, Hegel, Nees von
Esenbeck und Consorten, stehen Ihnen nicht die Haare bei ihren Definitionen zu Berge?

(Dopis Gausse Schumacherovi, 1.11. 1844, Werke 12, str. 62)

Téchto diskusi se z(castnil také jeden z nejvlivnéjSich filozofd Georg Wilhelm
Friedrich Hegel, ktery v roce 1801 podal na univerzité v Jené svou praci Dissertatio
philosophica de orbitis planetarum (Ienae MDCCCI, Werke 5, str. 221-253). Zacina
,dukazem* Keplerovych zakond, aniz by pouzil matematiku ¢i fyziku, a v posledni
Casti obraci pozornost k Titiovu-Bodeovu pravidlu. To vSak samoziejmé nemé zadny
filozoficky obsah. Nicméné staci si vyhledat Platonova Timaia a najit magickd cisla
1, 2, 3, 4, 9, 8, 27, mezi nimiZ je dovoleno nahradit &slo 8 ¢islem 16 (!).!) Pak
vypoditame tfeti odmocninu étvrtych mocnin téchto &isel, &slo 1 nahradime ¢islem /3
a dostaneme fadu?)

1,4; 2,56; 4,37; 6,34; 18,75; 40,34; 81,
Vv niz je ,mezi ¢tvrtou a patou pozici hodné mista“.?) V této mezete tedy nechybi
Zadnd planeta.

Hegel mél samoziejmé smulu, ze tento zavér byl jesté v témze roce zesméSnén
objevem planetky Ceres pohybujici se na draze mezi Marsem a Jupiterem. Nemusime
zduraznovat, ze celd situace neprispéla ke vzajemnému respektu mezi védci a filozofy
(viz citat).

1,16 enim pro 8 quem legimus ponere liceat.“
2) Vétsina z téchto odmocnin ma chybu v posledni ¢islici.
3) ,Inter quartum et quintum locum magnum esse spatium.“
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1.3. Piazziho objev

Dne 1. ledna 1801 objevil italsky astronom Giuseppe Piazzi v souhvézdi Byka
nepatrny bod a dokazal sledovat jeho drahu az do 11. tinora, kdy jeho pozorovani
prerusily nemoc, $patné pocasi a blizici se Slunce. Pojmenoval jej Ceres Ferdinandea
(Ferdinand IV. bylo jméno tehdejsiho sicilského krale). Udaje o Piazziho pozorovani
planetky Ceres byly publikovany v zarijovém cisle ¢asopisu Monatliche Correspondenz
(viz [19]) a jsou uvedeny v tabulce 1.1. Ke konci roku se znovuobjeveni ztraceného
télesa stalo velkou vyzvou pro astronomy a mnozi z nich se snazili co nejlépe extrapo-

lovat jeho drahu (Burckhardt, Olbers, Piazzi).

TABULKA 1.1. Piazziho pozorovani

1801 Longitude Latitude Longitude Latitude

Jan. 1 53° 23" 06.38" 3° 06’ 45.16" 23 53° 44" 12.46" 1° 38’ 46.78"

2 53° 19’ 38.18" 3° 02’ 26.46" 28 54° 15’ 18.52" 1° 21’ 04.92"

3 53° 16’ 37.70” 2° 58’ 08.04" 30 54° 30" 10.52"” 1°14' 14.24"

4 53° 14’ 21.44" 2° 53" 51.98" 31 54° 38’ 05.58" 1° 10’ 51.02"

10 53° 07’ 57.64" 2° 28’ 53.64" Feb. 1 54° 46’ 27.14" 1°07' 34.18"

13 53° 10" 05.60” 2° 16" 46.08" 2 54° 55’ 01.52" 1°04’ 18.10”

14 53° 11’ 54.20” 2° 12’ 54.02" 5 55° 22 45.20" 0° 54’ 34.54"

19 53° 26" 01.98" 1°53'37.82" 8 55° 53" 04.52" 0° 45’ 08.28"

21 53° 34’ 22.68" 1° 46’ 13.06" 11 56° 26" 28.20" 0° 35" 55.02"
22 53° 39’ 11.58" 1° 42’ 28.80"

Jisty ,,Dr. Gauss z Braunschweigu“ vsak vypocital zcela odlisné hodnoty a publiko-
val je 29. zari 1801. Sam vSak s nimi nebyl spokojen a v prosinci 1801 po naro¢nych
vypoctech dospél k hodnotam, které jsou dany v tabulce 1.2.

TABULKA 1.2. Drahové elementy planetky Ceres (Gauss, prosinec 1801)

Lomeny tihel*)

326° 53’ 50"

() 81° 1'44”
SKlon drally .. ... 10° 36’ 21”
Logaritmus hlavni poloosy ............ . .. . 0,4414902
Excentricita ....... ... 0,0819603

Epocha 31.12. 1800, stfedni heliocentricka délka

77° 54’ 29"

Dne 7. prosince 1801 svobodny pan F. X. von Zach znovu objevil planetku Ceres

presné na misté predpovézeném Gaussem. Tato udélost ,prokazala, ze Gauss je nejen

nejvétsi z aritmetiki, ale také prvni mezi teoretickymi astronomy*?).

4) Lomeny thel @ je dan vztahem © = w + (2, kde w je argument perihelu a {2 je délka
vystupného uzlu.
5) W. W. BALL: History of Mathematics, London 1901, str. 458; citovano v R. E. MORITZ:
Memorabilia Mathematica, str. 157.
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2. Gaussovy prvni vypoéty

Die von Kreis- und Parabel-Hypothesen unabhdngige Bestimmung der Bahn eines Him-
melskdrpers aus einer kurzen Reihe von Beobachtungen beruht auf zwei Forderungen:
1. Muss man Mittel haben, die Bahn zu finden, die drei gegebenen wvollsttindigen Beo-
bachtungen Geniige thut. II. Muss man die so gefundene Bahn so verbessern konnen, dass
die Differenzen der Rechnung von dem ganzen Vorrath der Beobachtungen so gering als
mdaglich werden.

(Gauss, Summarische Ubersicht; viz [8], str. 148)

Geuwiss, jeder der die Rechnungen kennt, die die Bestimmung der Elemente eines Planeten
und dann jeder daraus herzuleitende Ort erfordert, muss es bewundern, wie ein einzelner
Mann in so kurzen Zeitraumen so vielfache mihsame Rechnungen zu vollenden vermdgend
war.

(von Zach, bfezen 1805, viz [19], str. 262)

Le ciel est simple je motto amatérské observatoie v St. Luc ve Svjcarsku, a po-
kud bychom se nepokouseli porozumét Gaussovym vypocttim, mohli bychom s nim
souhlasit. Velkou vyhodou Gaussovy myslenky proti napadim jeho rivalt bylo, Ze
pro svou planetu predpokladal platnost pouze Keplerovych zakonia. Gauss vSak po-
drobnosti svych vypoctt nikdy nezvefejnil. Na naléhani Olberse mu nakonec v srpnu
1802 poslal rukopis Summarische Ubersicht, aniz predpokladal jeho publikovani. Text
nakonec vydal v roce 1809 von Lindenau (viz [18]) s mnoha omluvami editora za ¢etné
yhedostatky“. Nedavno se objevil vynikajici popis Gaussovych vypocta v angli¢tiné
(viz [18]).

Obtiznost vypo¢tiu prameni z velkého poctu pouzitych proménnych. Musime sku-
te¢né pracovat s témito proménnymi:

Heli trické Geocentrické
Drahové elementy © iocer% ricke sférické

souradnice . .
w argument perihelu souradnice
2 délka vystupného uzlu (A) T (B) 0
¢ sklon obé&zné drahy — y — A (2.1)
a hlavni poloosa z B

e excentricita
lo stfedni heliocentricka délka

Métenymi veli¢inami jsou tthly A a § (vzdalenost g je samozfejmé nezndma) pro nékolik
hodnot ¢asu, vypocitavanymi veli¢inami jsou drahové elementy. Potfebujeme tedy
vzorce pro kroky (A) a (B).

Krok (A). Pro dany ¢as ¢ musime nejdfiv najit polohu planety na elipse, tedy najit
excentrickou anomdlii u (viz obr. 2.1 vlevo). Nejdfive vezméme bod t = 0 v perihelu.
Pak podle Keplerova druhého zdkona (,stejnd doba, stejné plochy“) je ¢t tmérny
plose A. Perioda P obézné drahy tedy odpovida celkové plosSe abr elipsy, takZze mame

A t

abn P’
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A
u v
0 f a
Obr. 2.1. Keplerova obézna draha; P. planeta, f ohnisko, u excentrickd anomaélie, v prava
anomadlie, a hlavni poloosa, e ¢iselna excentricita.

Nyni piejdeme od elipsy ke kruznici (obr. 2.1 vpravo), takze B = (a/b) - A, ale také
B = (a?/2)(u — esinu) (rozdil obsahi tiseku a trojihelniku T'). Tyto t¥i rovnice vedou
ke vztahu

nt =u —esinu  (Keplerova rovnice), (2.2)

kde konstanta n = 2n/P se nazyva stiedni denni pohyb. Nakonec posuneme pocétek
Casu na spravné misto, tj. ¢t v (2.2) se zméni na t — tg, kde ¢ je ¢as prichodu perihelem.
Takze musime pfi¢ist epochu [y a odecist argument perihelu a délku vystupného uzlu.
Pak se (2.2) zméni na

lo—(w+2)+nt=u—esinu. (2.3)

K vyfeseni této transcendentni rovnice pro v musime znat stfedni denni pohyb, ktery
je dan tietim Keplerovym zakonem. Tento zakon fika, Ze a® je tmérné P2, tedy Ze
na® je znama konstanta. (2.4)
Ted, kdyz jsme vypoditali pro dany ¢as t excentrickou anomalii u, vyjadfime pomoci
u, §2, w, i, e, a a elementarni sférické geometrie polohu planety v heliocentrickych

soufadnicich (z,y, z) (podrobnéji a s uvedenymi vzorci viz napt. [4, str. 182-186] nebo
[3, str. 84-90]).

Krok (B). Zde musime znét soldrni geocentrické soufadnice (X,Y, Z) (pro stejny den
a Cas) a jejich pfi¢tenim ke sférickym soufadnicim ziskdme geocentrické ekliptikalni
soufadnice planety:

c=x+ X = pcosfcos A,

v=y+Y = pcosfFsin ], (2.5)

(=2z+7Z = psing.

Gaussuv postup. V dobé objeveni planetky Ceres bylo dobfe zndmo, jak vypocitat Sest
drahovych elementt planety pomoci dvou souboru heliocentrickych souradnic x, y, z.
Metoda spocivala ve vyfeSeni 2 x 3 nelinedrnich rovnic o Sesti neznamgych. Velkym
problémem vsak bylo, ze existovaly pouze dvé pozorované geocentrické hodnoty \;, (3;
pro kazdy den. Po dlouhé manipulaci s vyse uvedenymi vztahy byl Gauss schopen
zredukovat vypocet jednoho souboru heliocentrickych soutadnic «x, y, z na znalost dvou
soubort pozorovanych hodnot A;, §; tim, Ze vyftesil komplikovanou transcendentni
rovnici. Tedy ze t7i soubori pozorovani ziskal dva soubory heliocentrickych souradnic,
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jak bylo pozadovano. Tento postup je piilis dlouhy, aby zde mohl byt predveden, avsak
vynikajicim zptsobem je podan v [18], viz také [11].

Bylo vyhodné zadat si tfeti bod presné uprostfed dvou ostatnich. Gauss tedy zacal
s daty 2. ledna, 22. ledna a 11. inora. Ziskané hodnoty drahovych elementt byly pak
znovu spocCitany tak, Ze se zménila data. Vsechny vysledky téchto vypocti a Gaussovy
pozdéjsi vysledky pro nasledujici objevy planetek Pallas Olbersiana, Juno a Vesta jsou
pusobivé podany v Gaussovych Werke, svazek 6, str. 199—402.

Zavérem podotknéme, Ze tyto vypocty uz nebyly ziskdny pomoci metody nejmensich
¢tverca.

3. Metoda nejmensich étverca

Der Verfasser gegenwdirtiger Abhandlung, welcher im Jahre 1797 diese Aufgabe nach
den Grundsdtzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung zuerst untersuchte, fand bald, dass die
Ausmittelung der wahrscheinlichsten Werthe der unbekannten Grisse unmdglich sei, wenn
nicht die Function, die die Wahrscheinlichkeit der Fehler darstellt, bekannt ist.

(Gauss, Gétt, gelehrte Anz. 33 (1821), str. 321-327)

Vse se vSak zmeénilo, kdyz byla v prosinci 1801 znovu objevena planetka Ceres.
K dispozici jiz bylo vice pozorovani, a tak se prvofadym tkolem stala snaha s po-
uzitim novych tdajt zpfesnit drahové elementy. Nyni zacal Gauss pouzivat metodu
nejmensich c¢tverci, aniz by opét komukoli sdélil podrobnosti. Jedinym dokladem je
posledni véta v Summarische Ubersicht (,hat man schon Beobachtungen von 1 oder
mehreren Jahren .. ., so halte ich den Gebrauch der Differential- Anderung, wobei man
eine beliebige Zahl von Beobachtungen zum Grunde legen kann, fiir das beste Mittel“)
a pfesnost jeho vysledki (viz také [17]).

bk Galoas prooibbdells s, Lo Flact Ao
Gt D 1.

Obr. 3.1. Zapis v Gaussové diafi, 17. ¢ervna 1798.

Legendre versus Gauss. V roce 1805 se objevila prace Nouvelles méthodes pour la
determination des orbites des cométes od A. M. Legendra, ktera obsahovala v piiloze
neobycejné krasny popis meéthode des moindres quarrés. Diky srozumitelnosti prace
a numerickym pfikladiim se metoda nejmensich ¢tvercti okamzité rozsitila ve vsech
védeckych komunitach. Navzdory préaci Legendra nazyval Gauss ve svém slavném po-
jednéni [9] Theoria motus corporum celestium, publikovaném v roce 1809, tvrdohlavé
metodu nejmensich ¢tverctt ,,mij princip, ktery pouzivam jiz od roku 1795“. Legendre
se proti tomu ohradil v dlouhém dopise Gaussovi, ktery stoji za pfecteni (Gaussovy
Werke X/1, str. 380; uplny text v anglickém prekladu je v [15], str. 242-243: je
n’ai jamais appellé principium nostrum un principe qu’un autre avait publié avant
moi“). Gauss Legendrovi nikdy neodpovédél, ale pfed jinymi se zminil o existenci
zdhadného zéapisu ve svém diafi ze 17. Cervna 1798, ktery zni prosté ,# Calculus
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probabilitatis contra La Place defensus* (viz faksimile na obr. 3.1). Legendre mu to
nikdy nezapomnél, mimo jiné i proto, Ze mlady Jacobi (v souvislosti s eliptickymi
funkcemi, viz [15], str. 246) a mlady Bolyai (neeukleidovskd geometrie, viz [2], str. 99)
méli s Gaussem podobnou zkusSenost.

2 2 s
Yo
Y2 _ Bs
y3 » 7 y3
- 1+ _ M52
_ s
Y1 - B
0 [ | | 0 /U1 | |
T o) xs3 T Hop) xs3

Obr. 3.2. Motivace pro metodu nejmensich ctverct.

Gaussovo pravdépodobnostni zduvodnéni metody nejmensich ¢tvercia. Gauss zaSel
mnohem dal nez Legendre a zodpovédél otazku: ,Pro¢ pravé nejmensi ¢tverce, a ne
tfeba nejmensi ¢tvrté mocniny nebo nejmensi Sesté mocniny?“ Pro vysvétleni jeho
myslenky se nejprve podivame na jednoduchy ptipad, aproximaci t¥i ,pozorovani*
2y yi (1 =1,2,3) ,ob&nou drahou“, kterd je pfimkou

y=a+bx (3.1)

(viz obr. 3.2). Pokud tyto tfi body nelezi na jedné pfimce, pak existuji tf¥i rizné piimky,
z nichz v8ak z4dné nevyhovuje (viz obr. 3.2 vlevo). Pfedpoklddejme nyni, Ze na uréité
pfimce existuji hodnoty

B; = a+ bx; (32)

a ze méfeni y; jsou ndhodné vzorky, jejichz chyba vyhovuje uréitému zakonu prav-
dépodobnosti. Nejbéznéjsi rozlozeni je (viz obr. 3.2 vpravo, pravdépodobnost je dédna
riznymi tény sedi))

(Bi—yi)?

e 2a?

— Ay.
ovom

Pravdépodobnost ziskani ¢7 hodnot y;, ye, ys (s presnosti Ay) je sou¢inem t¥i vyse
uvedenych pravdépodobnosti, tj.

PO —yi S Ay) =

3
;1(51'—141‘)2

5 2 (Bimy)’ 3
(Ay)l—[e_%< Ay)e_T

oV2n) - ov2n
1=1

%) Laplace dospél k tomuto zdkonu pomoci binomickych koeficientti a pfechodu n — oo;
pro Gausse to byl jednoduse zakon, ktery kopiruje dobie zndmy aritmeticky primeér.
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Pak mame mazimdlni pravdépodobnost naseho vysledku, pokud je tato pravdépodob-
nost maximalni, tedy pokud je exponent

as (3.2)

g (a+ bz; —y;)* = min!,

i=1
coz je presné receno principium nostrum. Po zderivovani posledniho vyrazu vzhledem
k a a b dostaneme

1

(E0 E2) ()= (F0) ww st a=(1n ). s

Tyto rovnice se nazyvaji mormdlni rovnice. Je stéstim, ze principium s nejlepSim
pravdépodobnostnim zdivodnénim vede také k problému s nejjednodussim FeSenim,
k linedrni soustavé rovnic.

Dalsi vyvoj. Z mnoha dulezitych dusledkt, které nasledovaly po objevu metody
nejmensich ¢tvercil, zminime néasledujici:

e Gaussova eliminace. Aby dokéazal feSitelnost normdlnich rovnic, Gauss v [9] podal
prvni popis algoritmu eliminace pro linearni rovnice.

e Gaussova-Newtonova metoda. Ve stejném ¢lanku Gauss také vysvétlil, jak se neli-
nedrni problémy nejmensich ¢tvercti zméni na linedrni v blizkosti prvniho pfibliz-
ného feSeni, které je dale opakované vylepsovano.

e Laplaceova centrdlni limitnt véta. V roce 1809 Laplace publikoval svou centralni
limitni vétu a ukéazal, Ze libovolnd pravdépodobnostni funkce se po pouziti arit-
metického primeéru blizi k normalnimu rozdéleni pro n — oco. Brzy poté ji rozsiril
a zdavodnil metodu nejmensich ¢tverct pro libovolnou pravdépodobnostni funkci
an — 00. VSechny tyto vysledky byly publikovany ve velkém dile Théorie analytique
des probabilités z roku 1812.

e V roce 1823 Gauss publikoval ve dvou ¢astech druhé zasadni pojednani o nejmensich
¢tvercich, [10] Theoria combinationis observationum erronibus minimis obnoziae,
obsahujici nové zduvodnéni metody nejmensich ¢tverct nezavisle na pravdépodob-
nostni funkci, které se dnes nazyva Gaussova-Markovova véta.

e V roce 1828 Gauss publikoval Supplementum, jez obsahuje piisobivé vypocty geo-
detické triangulace Nizozemska a oblasti Hannoveru.

e Ve stejném roce objevil Bessel ptivodné pro diskrétni ptripad vztah mezi myslenkou
nejmensich ¢tverctli, vztahy ortogonality a Eulerovymi-Fourierovymi vztahy pro tri-
gonometrickou aproximaci. Tento objev, ktery v roce 1883 rozsiril Gram na spojity
p¥ipad, je zdkladem teorie Hilbertovych prostortt L? pro Fourierovy fady.
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e V roce 1845 Jacobi publikoval svou metodu feseni norméalnich rovnic pomoci na-
slednjch rotaci v R2. Rotace vedly v 50. letech 20. stoleti ke Givensové metodé
triangulace a k prvnimu stabilnimu algoritmu pro vypocet vlastnich ¢isel.

e V roce 1900 se objevil klasicky ¢lanek Karla Pearsona [14], ktery spojil metodu
nejmensich étverci s rozdélenim x? a vedl ke slavnému y>2-testu pro spolehlivost
hypotéz.

e V roce 1958 se objevuje Householdertv algoritmus, ktery zaménou Givensovych ro-
taci vede ke QR rozkladu a diky Golubovi (1965) se stal nyni jiz standardnim algorit-
mem pro problémy nejmensich ¢tvercti. VSechny priklady, které nasleduji, byly vypo-
Gitdny timto zpusobem pomoci kédu, ktery napsal E. Hairer pro sviij kurz ,,Analyse
Numérique“ (http://www.unige.ch/math/folks/hairer/polycop.html).

Uplné moderni zpracovani metody nejmensich ¢tverctt v numerické matematice,
které obsahuje téméf 1000 bibliografickych odkazt, je v Bjorckové knize [1]. Cennou
pomoci pro ¢tenafe, ktefi se zajimaji o Gaussiv prinos, je dvojjazycna edice Theo-
ria combinationis observationum plus Supplementum a Anzeigen a zejména peclivé
napsany Afterword od G. W. Stewarta [16]. Mnoho pivodnich text pfelozenych do
anglic¢tiny lze najit v [12], oddil 4.9 a 4.10.

Obé&Zna draha planetky Ceres pomoci metody nejmensich étvercu. Ted, kdyz méme
moderni algoritmus, chceme vypocitat z Piazziho hodnot pomoci metody nejmensich
¢tverct drdhové elementy planetky Ceres. Provedeme to takto: pro dané drahové
elementy w, (2, i, a, e, lp vytvofime podprogram, ktery vypocitd pomoci vzorcl
(2.1) az (2.5) pro casy t; Piazziho pozorovéni geocentrické zemépisné délky N,
a §ifky f3;. Nezbytné vyrazy pro solarni heliocentrické soutadnice Zemé (X,Y,Z7)
ziskame ze serveru L’Institut de mécanique céleste et de calcul des éphémérides
(http://www.bdl.fr/ephemeride.html). Tyto hodnoty po porovnéni se skutecngmi
pozorovdnimi )Ti, 6: definuji funkci

F: RS — R3®
(w, 2,0,a,6,05) — Ay (-+) = ALy ey Ao (+-) — At (3.4)
6t1("')_ﬁ;7"'7ﬁt19("')_6/\19)7

a musime najit w, {2, i, a, e, ly tak, aby
19 R R
IF@)53=> (A = \)* + (B — B:)*) = min! (3.5)
i=1
Jako pocatecni hodnoty vybereme hodnoty blizké Gaussovym a po péti Gaussovych-
-Newtonovych iteracich ziskame feseni pomoci metody nejmensich ¢tvercu s presnosti
na 7 mist (hodnoty jsou v tabulce 3.1).

Na obrazku 3.3 porovname Piazziho pozorovani a nase vypocty. Pozdéjsi vipocty
vyhovuji Piazziho pozorovanim lépe nez Gaussovy hodnoty, ale Gaussovy elementy
jsou blize ke skute¢nym dradhovym elementim. Divodem je to, Ze nékterd z Piazziho
méfeni obsahuji malou chybu (coZ zjistil jiz Gauss) a Ze tyto chyby nesmirné ovlivituji
feSeni (GehoZ si byl Gauss také védom). Tento jev se dnes nazyvéa Spatné podminény
problém.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 48 (2003), ¢. 2 97



TABULKA 3.1. Drahové elementy planetky Ceres (pomoci metody nejmensich étverci)

Lomeny Ghel ... ... 318°12' 27"

() 80°55" 9”
SKlon drally .. ..o 10° 35" 38"
Logaritmus hlavni poloosy .......... ... .. 0,4448506
EXCentricita ... ... 0,0694885

Epocha 31.12. 1800, stfedni heliocentrickd délka ............ ... ... .. ......... 75° 47" 31"

t, A=5338 P=3.11 40~ Latitude
1y A=5333 P= 304 i

1) A=5328 B= 297
1) A=5324 P= 290 I
1 A=5313 B 248 30
f) A=5317 P= 228 f
1) A=5320 P= 221
tn A=5344 B= 189 i
1y A=5357 B= 177 i _
Ly A=5365 P= 171 207 Least square
f A=5374 B= 165

1, \=5426 B= 135 I o Piazzi
1), A=5450 B= 124 !
fy, A=54064 B= 118 1.0

ts W=5477 B= 113
ty A=54.92 P= 107

1y A=5538 PB= 091 i Longitude
t;s A=5589 P=075 s Ll P R DR
1y A=56.44 P= 0.60 53.0 54.0 55.0 56.0 57.0

Obr. 3.3. Vypocitané a pozorované polohy planetky Ceres.

4. Nékteré dnesni priklady

Metoda nejmensich ctvercu je automobilem moderni statistické analyzy. ..

(Tak zni prvni véta v knize Stigler [17].)

Témeér vsude, kde se museji analyzovat hodnoty nebo upravovat modely, se dnes pou-
zivad metoda nejmensich ¢tvercd, a to velmi casto i u problémi velké dimenze. Zvlasté
pisobivé piiklady ilustrujici pokrok této teorie lze najit v knize od Deuflharda [5],
ktera pravé vychazi. Zde vysvétlime podrobnéji tii pékné piiklady z kazdodenniho
Zivota.

4.1. Umisténi fotoaparatu

Problém. Mame fotografii (viz obr. 4.1), na které rozeznavame nékolik bodi, pro néz
méme zméfeny snimkové souradnice (uy, Ux). Pro stejné body uréime z mapy odpovi-
dajici prostorové soufadnice (zk, yk, 2k ), kde pocatek pro x a y je umistén ndhodné a 2z
je nadmotska viska. Ukolem je najit umisténi fotoaparatu, jeho ohniskovou vzdalenost
a uhel sklonu. Kopii mapy, coz je $vycarska narodni mapa s méfitkem 1 : 50 000, folio
5003, 1ze najit na adrese http://www.unige.ch/math/folks/hairer/polycop.html.
V tabulce 4.1 jsou udany hodnoty, které jsme pouzili v nasich vypoctech.
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Obr. 4.1. Fotografie z oblasti Mont Blanc (foto: G. WANNER).

TABULKA 4.1. Hodnoty pro problém fotoaparatu (v metrech)

k Ur, Vg, Tk Yk 2k
1. Col des Grandes Jorasses —0.0480 0.0290 9855 5680 3825
2. Aiguille du Géant —0.0100 0.0305 8170 5020 4013
3. Aig. Blanche de Peuterey 0.0490 0.0285 2885 730 4107
4. Aiguille du Tacul —0.0190 0.0115 8900 7530 3444
5. Petit Rognon 0.0600 —0.0005 5700 7025 3008
6. Aiguille du Moine 0.0125 —0.0270 8980 11120 3412

Pro 7eseni naseho problému oznacime (Z, y, 2) umisténi objektivu fotoaparitu v pro-
storu a @ = (a, b, ¢) kolmy vektor od objektivu na projekéni rovinu. Nakonec nechdme
fotoaparat otacet kolem @ o thel 0. Musime tedy zjistit sedm nezndmych. Jakmile
téchto sedm proménnych zafixujeme, musime podobné jako Gauss, ale mnohem jedno-
duseji, najit vztah mezi souradnicemi x, ¥, z v prostoru a odpovidajicimi projektivnimi
body u, v na fotografii. K tomuto tcelu fixujeme dva kolmé vektory v projekéni roviné

= 1 b 1 —ac
h=—re | —a|, g= —be . 4.1
Va2 +b2 \ g V(a2 +b%) (a2 + b2 + c2) a2 + b2 (4.1)
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Pak pro dany bod (z,y, z) (viz obr. 4.2) vypocitdme vektor w jako

T —7
=X y-7v |, (4.2)
z2—Z

kde ¢initel A je urcen tak, aby platilo (@ — @, @) = 0. Pak a = (&, ﬁ} a 3= (W, §)
jsou soutradnice promitnutého bodu, které nakonec oto¢ime o 6:

U cosf, —sinf @
= . . 4.
(v) (sm97 c059> (6) (4.3)
Nejlepsi feSeni tedy mdme, pokud tyto promitnuté body (ug,vk) pro hodnoty

(zk, Yk, 21) nejlepsim moZnym zpiisobem odpovidaji naméfenym bodtm (ug,vr) na
fotografii, tedy podle ,principium nostrum®, pokud

6
Z Uk — uk 24 (v, — @)2) = min! (4.4)
k=1

U tohoto problému vede Gausstuv-Newtonuv algoritmus pro velmi hrubé pocatec¢ni
hodnoty po nékolika iteracich k reseni

T=9679, 7=13139, Z=4131.

Fotografie byla tedy pofizena z vrcholu Aiguille Verte, ktery ma zndmou nadmoiskou
vysku 4122 metrd. Piesnost téchto amatérskych vypoctid neni stejnd jako presnost
profesionalnich Svycarskych topograft.

Obr. 4.2. Perspektivni zobrazeni dnes (vlevo) a pfed 500 lety (Diirer, 1525, vpravo).
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4.2. Leonarduv mnohostén

Obr. 4.3. Vlevo — Kresba Leonarda da Vinci (1510, Codex Atlanticus fol. 707r; Bibliotheca
Ambrosiana, Milano) z [13], str. 100. Vpravo — Leonardovy vrcholy a Sedé ,opraveni®
kresba (Assyrus Abdullus & Gerhardus Wannerus, linguse programmatoriee Fortranus &
Postscriptus, Calculatores SunBlade 100, Universitas Genavee).

Nyni pouZijeme stejny algoritmus na p¥iklad z historie umeéni. ,Hory“ jsou ted
presné vrcholy polopravidelného ikosidodekaedru umisténého nékde v prostoru a ,fo-
tografie“ je ndkres Leonarda da Vinci (viz obr. 4.3 vlevo), ktery vytvofil pro knihu
De divina proportione od Luca Pacioliho v Benatkach v roce 1509. Pacioli v pfed-
mluvé tika, ze byl vytvoren ,bozskou levou rukou mého piitele Lionarda z Florencie*
(citovano z [6], str. 253). Poté, co umistime ,fotoaparat® na nejlep$i mozné misto,
mizeme promitnout piesné vrcholy zpét na obrazek a téméi po 500 letech pomoci
modernich pocitacovych pomiicek zjistit skuteénou pfesnost Leonardova nékresu.
Zmérené soutradnice dvaceti viditelnych vrcholi jsou v tabulce 4.2.

TABULKA 4.2. NaméFfené vrcholy z Leonardovy kresby (v mm)

k Uk Vg k U Uk k U Vg

1 5.409 30.691 8 36.865 34.219 15 17.609 52.536
2 —26.388 6.720 9 —25.283  36.394 16 —17.522 52.122
3 —13.259 —30.369 10 —45.244 —16.728 17 —45.244  31.161
4 26.517 —28.782 11 18.814 —55.828 18 —56.768  —2.147
5 37.265 8.054 12 48.271 —34.749 19 —45.433 —35.867
6 2.734 —52.888 13 56.767 0.764 20 —18.198 —56.563
7 55.650 —18.639 14 46.037  33.043

Tyto body jsou znovu nakresleny na obrazku 4.3 vpravo ¢erné, spole¢né s ,oprave-
nym“ mnohosténem (Sedou barvou). Vidime, Ze nékres je ve stfedu velmi pfesny, ale
nékteré vrcholy smérem k periferii a v pozadi jsou méné ,bozské“.
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Obr. 4.4. Stereoskopicky pohled na Leonardiv mnohostén (podrzte si obrazek blizko u oéi
a spojte obé& kresby tim, Ze se budete divat skrz papir).

Autofi tohoto ¢lanku byli natolik inspirovani Leonardovou kostrou mnohosténu, ze
nemohli odolat potéseni a vytvofili si bozsky stereoskopicky (tj. prostorovy) pohled
na tento krasny predmét (viz obr. 4.4).

4.3. Leonardo proti Verrocchiovi

Sklicen je Zdk, ktery nepredstihne svého mistra.

(Leonardiv aforismus, viz [13], str. 20)

Ve stfedoveékych obrazech se svaté osoby odlisSovaly kruhovou aureolou za hlavou.
Béhem renesance zménil védecky vyvoj aureoly na elipsy. Tak mame dalsi pfileZitost
védecky prozkoumat pfesnost jednoho z Leonardovych obrazt. Vybrali jsme si obraz
Krest Krista z roku 1472, kde mlady zdk Leonardo pfidal k obrazu svého mistra
Andrea del Verrocchio dalsiho andéla (viz obr. 4.5). Na obou elipsach zméfime nékolik
bodt a minimalizujeme odchylky na kazdém z nich metodou nejmensich ¢tverci

F= Z(A:cl2 + 2Bz;y; + Cy? — Dx; — Ey; — 1) = min!

Tentokrat dostavame linedrni problém s neznamymi A, B, C, D, E. Porovnani mini-
malni hodnoty F' pro obé elipsy prokazalo, ze Leonardo jiz skutecné ,prekonal svého

Obr. 4.5. Vlevo — andélé Leonarda a Verrocchia. Vpravo — nejlepsi aproximace obou elips.
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mistra“ navzdory tomu, ze Verrocchio mél leh¢i praci, protoze vétsi ¢ast jeho elipsy
neni viditelna.

4.4. Zavéseny ledovec nad Grindelwaldem

V roce 1999 se zadéal vysoko v horach nad Grindelwaldem ve Svjcarsku pohybovat
zavéseny ledovec a ohroZoval oblast pod sebou obrovskym vodopadem z ledu. Aby se
zabranilo vazné nehodé, bylo nutné presné predpovédét, kdy se ledovec utrhne. Védci
z ETH v Ziirichu (M. Funk) tedy usadili do masy ledu mé¥ici ty¢ (viz obr. 4.6 vlevo)
a pozorné sledovali ménici se umisténi tyce. Zmeéfené tidaje jsou na obr. 4.6 vpravo.
Cas t = 0 odpovida 18. ervenci 1999, 7. hodiné rano.

14— meters

£,=00  5,=0.000

Obr. 4.6. Vlevo — zavéSeny ledovec nad Grindelwaldem s méfici tyéi (foto M. Funk, z [7]).
Vpravo — naméfené hodnoty a pfedpovéd utrzeni ledovce.

Diivéjsi zkusenosti s ledovcovymi vodopady (zejména s ledopaddem na Weisshornu)
ukézaly, Ze zvysujici se rychlost podobnych ledovych mas vyhovuje vzorci
ao
(too —8)"

kde n ~ % Po integraci dostaneme pro pozice vztah

v(t) =vo +

(too - 1)1_n _tégn
n—1 ’

5(t) = so + vot + ao (4.5)
Ukolem ted je zjistit neznamé konstanty so, vo, ag a te takovym zpiisobem, Ze se tato
funkce blizi k naméfenym hodnotam s minimalni chybou metody nejmensich ¢tverci.
Takto ziskané feseni je na obrazku 4.6 vpravo a predpovida ledopad pro to, = 27,25,
coz odpovidé 14. srpnu, 1. hodiné odpoledne. Skutecné, ledovec se utrhl 14. srpna ve
dvé hodiny réano. Pfedpovéd formulovand pét dni pred udalosti se zmylila 0 méné nez
ptl dne. Vice podrobnosti 1ze najit v [7].

Zavér. Pravé jsme vidéli, jak pozorovéani nékolika ,hvézd“ neobycdejnym zpisobem
pomohlo vyvoji moderni védy, a musime fici, ze hvézdy tak skutecné ovliviiuji nas
zivot nejen zptsobem, kterému véri ¢tenari horoskopi.
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Podékovani: Radu naméttt poskytli S. Cirilli, E. Hairer, Ch. Lubich, A. Ostermann

aP.

Wittwer, jimz by autofi radi vyjadrili svou vdécnost. Zejména Stéphane nam prokazala

neocenitelnou sluzbu tim, Ze naskenovala vSechny fotografie a pfipravila postscriptové sou-
bory. Prace Assyra Abdulleho byla ¢aste¢né podporovéana Svycarskym narodnim védeckym
fondem.
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