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O jednoznacnosti a nejednoznacnosti
Feseni rovnic

Michal KrizZek, Praha
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vat se otazkou existence a jednoznacnosti jejich feSeni. K tomu je nutno nejprve piesné
stanovit mnozinu, v niz budeme feseni hledat. Ilustrujme to nejprve na jednoduché
algebraické rovnici.

Necht S, N, Z, Q, R, C a H postupné oznacuji mnozinu sudych, pfirozenych, celych,
racionalnich, redlnych a komplexnich ¢isel a mnozinu kvaternionti. Pro rovnici

l'2+y2:2

zfejmé neexistuje dvojice (z,y) € S x S, kterd by ji splitovala. Na druhé strané na
mnoziné N x N mé tato rovnice pravé jedno fesSeni (1,1) a na mnoZiné Z x Z ¢tyii
rizné feseni (1,1), (—1,1), (1,—1) a (—1,—1). Na mnoziné Q x Q ovSem existuji jesté

1 7)7(7 17)7<7 23

dalsi [napr. <57 5 13> 13 170 17

R xR, C x C aH x H existuje nespo¢etné mnoho feseni.

)] a je jich spocetné mnoho. Koneéné na mnozinach

Podobné je tomu pfi vysetfovani diferencidlnich rovnic. Nejprve je treba presné
specifikovat tfidu funkci, v niZ budeme feSeni hledat. Napfiklad znama Poissonova
rovnice —Awu = f s nulovymi okrajovymi podminkami na ohrani¢ené d-rozmérné ob-
lasti 2 C R? a f € L?(£2) nemusi mit klasické Feseni na prostoru funkci, které maji
spojité druhé derivace na uzavéru vysetfované oblasti. Na druhé strané podle Rieszovy
véty bude existovat praveé jedno (slabé) feseni v tzv. Sobolevovych prostorech funkei.!)

1y Slabé feSeni u € V je definovédno vztahem (gradu,gradv) = (f,v) pro vSechna v € V,
kde (-, -) je L*-skalarni sou¢in a V je Soboleviiv prostor funkci z L?(£2), které maji prvni
(zobecnéné) derivace také v L2(£2) a které jsou v jistém smyslu nulové na hranici oblasti £2.
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U nelinearnich diferencialnich rovnic je ale situace mnohem komplikovanéjsi. Zde navic
nezalezi jen na tom, v jaké tfidé funkci hledame feSeni, nybrz také na t¥idé, z niz
vybirame koeficienty tlohy. K tomu mam jednu osobni historku.

PR

V roce 1991 jsem navstivil finskou univerzitu v Jyviskyld. Na chodbé jsem se dal
anglicky do feci s jednim cizincem. Spole¢né jsme probirali rozmanité finské dojmy
(pfirodu, saunu, nipoje atd.). Asi po ¢tvrthodiné jsem se jej zeptal: “Where are
you from?” Odpovédél mi: “I'm from Prague.” Thned jsem odvétil: “Oh, I'm also
from Prague.” Dalsi rozhovor pak jiz samoziejmé probihal ¢esky. Ukézalo se, Zze onen
cizinec je dr. Jan Maly z MFF UK (nyni jiz profesor UK). Pak jsem jej pozval na svou
prednasku o nelinedrni tloze ustaleného vedeni tepla v anizotropnim a nehomogennim
prostiedi velkych transformatoriu a toc¢ivych stroji, kterou jsem kdysi numericky fesil
pro CKD Elektrotechnika a VUSE Béchovice. Typickym anizotropnim prostfedim jsou
napt. transformatorové plechy, protoze maji v podélném a pfiéném sméru naprosto
odlisné tepelné vodivosti. Navic méfeni v podniku SKODA Plzeii potvrdila, Ze vo-
divosti v obou smérech jsou rtizné zavislé na teploté. Uloha byla popséna parcialni
diferencidlni rovnici

(1) —div(A(z,u) gradu) = f

na omezené oblasti 2 C R? s jistymi okrajovymi podminkami, kde f je hustota
objemovych zdroju tepla a A = (aij)‘ij:l je matice tepelnych vodivosti, jejiz prvky
jsou omezené funkce zavislé jak na prostorové proménné x € {2, tak i na FeSeni wu.
O matici A se navic predpokladé, Ze je stejnomérné pozitivné definitni vzhledem ke
vSem proménnym.

Béhem pfednésky jsem nastinil dikaz existence slabého feseni. Poté jsem priznal,
7e ditkaz jednozna¢nosti mi neni znam. Uloha totiz nema potencionélni charakter
(tj. nelze ji pfevést na minimalizaci néjakého funkcionédlu) a je nemonoténniho typu.
Jan Maly mi po pfednésce fekl, Ze na jednoznac¢nost nevéri. Druhy den mi ukézal
protipfiklad na jednoznacnost pro Sestidimenzionalni oblast. Namitl jsem, ze moje
uloha je ,jen“ trojrozmeérnd, tj. pro d = 3 a nikoliv pro d = 6. Dalsi den mi tedy pfinesl
novy protipfiklad na jednoznacnost, tentokrat jiz v R3, ale s velmi komplikovanymi
koeficienty a;;. Byl jsem tim ponékud piekvapen. Ulohu nelinedrniho vedeni tepla
jsem totiz fesil mnohokrat iteracné pomoci metody postupnych aproximaci a byl
jsem pevné piesvédcen o jednoznacnosti jejiho FeSeni. At jsem pocatedni teplotu pro
iterace zvolil jakoukoliv (napf. 0°C nebo 100°C), vzdy jsem po nékolika iteracich
,dokonvergoval“ ke stejnému vysledku. Tésné pred odjezdem z Finska mi vsak J. Maly
predlozil nasledujici elegantni jednorozmeérny piiklad na nejednoznacnost feseni tlohy
vedeni tepla.

Necht d = 1 a nechf uy, us jsou dvé hladké redlné funkce definované na uzavieném in-
tervalu [0, 1] takové, ze u1 < ug na (0,1), u1(0) = u2(0), vf(0) = u5H(0), ui (1) = ua(1),
uh(1) =uh(1), 1 Suf £3 a1 u, <3 (viz obr. 1). Definujme redlnou funkci A na
grafech funkci u; a us takto:

Az, §) =

1
@) proz € [0,1], & =w(x), i=1,2.
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0 Obr. 1

Pak podle dtikazu Tietzeho véty o rozsifeni (viz [6, str. 425]) existuje spojité rozsiteni,
které pro jednoduchost ozna¢me opét A, takové, ze A(-, -): (0,1) x Rt — R a A je
zdola i shora omezené kladnou konstantou. Vidime tedy, ze

—(A(x,ui)u;)/ =0 pro i=1,2,

tj. u1 a ug jsou feseni (1) s nehomogennimi okrajovymi podminkami (Dirichletovymi,
Neumannovymi, Newtonovymi ¢ smiSenymi) a f = 0.

Zpatecni cesta z Finska vlakem a lodi mi trvala témér 48 hodin. Mél jsem tedy
dostatek casu, abych si jednorozmérny protipfiklad dikladné promyslel. Behem cesty
se mi podafilo ukazat, ze funkce A neni lipschitzovska (vzhledem k druhé proménné &)
v téch bodech, kde grafy funkci u; a ug bifurkuji. To byla hlavni pfi¢ina nejednoznac-
nosti, protoze tepelné vodivosti, pro které jsem pocital rozlozeni teploty v praktickych
pripadech, byly vzdy lipschitzovské funkce. Pozdéji se nam spoleéné s Janem Malym
a kolegou Ivanem Hlavackem z Matematického tistavu AV CR podafilo dokazat pro
libovolnou dimenzi d 2 1 jednoznaénost feSeni u za pfedpokladu, Ze koeficienty a;;
jsou lipschitzovské funkce vzhledem k posledni proménné (viz [2]).

S prof. Miloslavem Feistauerem a jeho byvalou aspirantkou dr. Veronikou Sobo-
tikovou jsme se pak také zabyvali tzv. variacnimi zlodiny (tj. numerickou integraci
a aproximaci k¥ivocaré hranice) pfi feSeni vySe uvedené nelinedrni tilohy vedeni tepla
pomoci metody kone¢nych prvki (viz [1]). Jednoznacénost diskrétniho (numerického)
feSeni pro nas dodnes zlstava otevienym problémem.

* k%

Ve stejném roce 1991 jsem byl pozvan do Banachova centra ve Varsavé. Ve své pred-
nasce jsem se mj. zminil o jisté metodé, jak fesit Neumannovu tlohu pro Poissonovu

rovnici, tj.
(2) —Au=f v,
ou
o 0
(3) o 0 na 042,
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kde 2 C R? je omezena oblast s lipschitzovskou hranici 942, n je vné&jsi (jednotkova)
norméla k 982, A je Laplaceiiv operator a f € L%(£2) spliiuje podminku [o fdz=0.

Nejednoznaé¢nost feSeni této ulohy je zfejma. Jestlize u je FeSeni (at uz klasické ¢i
slabé), pak u + konstanta je také feSeni. Hlavni diéivod nejednoznac¢nosti je ten, Ze
odpovidajici bilineadrni forma

a(v,w) = / gradv - gradw dz, wv,w €V,
Q

neni V-elipticka, kde V je Soboleviiv prostor W (§2) funkci, jejichz prvni zobecnéné
derivace jsou z L?(£2). Proto se (slabé) feseni u vé&tsinou hled4 na podprostoru funkci

VO{UEV: /deO}
Q

tak, aby a(u,v) = fQ fvdx pro vsechna v € V. Nevyhodou takového pristupu ale je,
7e se pii numerické aproximaci této tlohy velice obtizné splituje podminka f ovdr =0.
Navrhl jsem tedy pouzit modifikovanou bilinearni formu

&(U,w):a(v,w)Jr/vdx/ wdz, v,w €V,
2 2

a tesit problém: Najit u € V tak, zZe

(4) &(u,v):/gfvdx Yo e V.

Jeho hlavni pfednosti je, ze v prostoru funkci V nejsou zadné ohranicujici globalni
podminky jako v prostoru V;.

Béhem své prednéasky jsem poznamenal, Ze problém (4) ma praveé jediné feSeni a ze
toto FeSeni je zaroverl slabym feSenim ptivodniho Neumannova problému (2)—(3). Nato
se prihlasil profesor V. G. Litvinov z Kijeva, Ze tomu nevéfi a Ze se takto Neumanniv
problém piece fesit nedd. Odpovédél jsem mu, Ze to umim dokazat (viz [4, str. 16]),
ale prof. Litvinov neduvérivé zakroutil hlavou a zeptal se: ,A BLI uuTagu KHUTY
Muxauua?“ Po pravdé jsem netakticky odvétil: ,Her.“ Pan profesor pak dirazné
prohlésil: ,Bo-nepBrix, npounTaiiTe u moroMm rosopure.“ Prestoze jsem si byl svym
vysledkem zcela jist, nemél jsem z této diskuse dobry pocit. Vecer jsem pak poprosil
prof. Litvinova, aby se mnou dtukaz celého tvrzeni podrobné prosel. Moc se mu do toho
nechtélo a musel jsem jej dlouho pfemlouvat. Nakonec vSak souhlasil. Asi po hodiné
vzéjemného vysvétlovani profesor Litvinov poznal, ze se mylil. Poté povstal, podal mi
ruku a pravil: ,Murepecno!“ Pak navrhl, abychom tuto metodu spole¢né zobecnili
na systémy rovnic, do komplexniho oboru, na pripad, kdy prostor V{ obsahuje vice
ohraniceni atp. Druhy den rano se mi hned v tivodu prednések vefejné omluvil za
vystup z minulého dne. Pozdéji jsme spoleéné napsali ¢lanek [3], ktery jiz popsanou
metodu zobecrioval nékolika sméry.
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Na zé&vér bych rad pfipojil jesté nékolik poznamek. Jednoduchy piiklad na nejedno-
znacnost z obr. 1 by nas mél nabadat k maximéalni opatrnosti pfi feseni nelinearnich
uloh. Jiny pfiklad na nejednoznac¢nost okrajové ulohy s kvazilinearni eliptickou rovnici,
kterd neni v divergentnim tvaru, 1ze nalézt napf. v [5].

Existuji diferencidlni rovnice, které maji vice reSeni, ale tifeba jen jedno z nich
ma dobry fyzikdlni smysl. Jednoznacnost takového feseni se pak v matematickém
modelu zarucuje dodateénymi podminkami. Viceznacnost feSeni neni nic neobvyk-
lého. Naptiklad v Bernoulliové-Navierové modelu prihybu prutu délky ¢ zatizeného
zadanou podélnou silou P se prut miize ,,vyboulit“ na obé strany nebo zistat pfimy
pii stejnych okrajovych podminkich a stejném zatizeni. Uloha je popsana rovnici
—EJu” = Pu s okrajovymi podminkami «(0) = u({) = 0, kde F je Youngtiv modul
pruznosti a J je moment setrvacnosti. Pfipomina to tlohu na vlastni ¢isla a odtud
prameni nejednoznacnost feSeni pfi dostatec¢né velkém P > 0.

Slozit&jsi pfipad nejednoznalnosti piedstavuje tyristor (tj. Fizeny polovodicovy
usmériiovad), ktery pfi urc¢itém neménném rozlozeni elektrického napéti na vyvodech
muze byt v nékolika ruznych vnitinich stavech. Prislusné rovnice modelujici tento
stacionarni jev tvoii soustavu t¥i nelinearnich parcialnich diferencialnich rovnic elip-
tického typu.

V trojrozmérném prostoru dodnes neni uspokojivé vyfeSena otazka jednoznac-
nosti feseni zndmych Navierovych-Stokesovych rovnic, jez modeluji proudéni. Rovnéz
nevime, zda FEinsteinovy rovnice obecné relativity popisujici gravitacni potencialy
maji jediné feSeni pro dané pocatecni a okrajové podminky. Jde o soustavu deseti
nelinearnich parcialnich diferencidlnich rovnic hyperbolického typu definovanych ve
Ctyfrozmérném prostorocasu.
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