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1980 ACTA UNIVERSITATIS CAROLINAE — MATHEMATICA ET PHYSICA Vol. 21. No. 1. Pag. 3—57 

О конструктивном интеграле Перрона 

О. ОЕМШП 

Кафедра математической информатики, математико-физический факультет, 
Карлов университет, Прага*) 

Статья поступила в редакцию 13 марта 1979 г. 

Статья посвящена теории интеграла Перрона, построенной в рамках конструктивного 
направления в математике. В ней вводятся и исследуются два конструктивных аналога ин
теграла Перрона — 9>-интеграл и ^-интеграл. В отличие от классической математики ф-
интеграл является более общим чем узкий интеграл Данжуа. \уф-интеграл является обобще
нием *Р-интеграла. Полученные результаты, касающиеся свойств соответствующих неопре
деленных интегралов, позволяют сформулировать дескриптивное определение введенных 
интегралов. Изучаются методы конструкции надфункций и подфункций. 

Оп соп$1гис*^е Реггоп 1п1е§га1. — Тпе Реггоп ш1е§га1 18 зШаЧес! Ггот *пе рот* оГ У1е>у 
о!* 1пе сотггисНуе ёнесНоп т та1петагю8. ТЬеге аге <Н$(тс1 \уау8 1о аеппе ап апа1о§у оГ 1пе 
Реггоп 1п1е§га1 пеге. уУе соп$1ёег 1\УО о!* 1пет ( т а 8епзе, 1пе то81 па1ига1 опе8), 1пе зо-саНеё 
ф-1п!е§га1 апй ^*Р-т1ебга1. ШНке т с1а88юа1 тагпетаИсз, 1пе *Р-т1е§га118 тоге ^епега11пап 
1пе Оеп,оу 1п1е§га1 т Ше гезглс̂ еа" 8епзе. ТЬе \у9Мп*е§га1, т 1игп, 18 тоге §епега1 гпап 1Ье 
9Мп1е§га1. Спагасгеп8аиоп8 у1е1алп§ а!е8спр.луе дейпШот аге §1Уеп. МеШоёз оГтаЗог ГипсНоп 
соп81гисГ1оп Ъа8е<1 оп раг!1а1 ёа1а аге рге8еп1еа\ 

О копзггик^утт Реггопоуё 1п1е§га1и. — С1апек е̂ уёпоуап 1еогп Реггопоуа т1еега1и 
Ьиёоуапё V гапкл коп81гик1гут та1етаИку. 1зои V п ё т ёеппоуапу а 81и(1оуапу ёуё кошггик-
НУП1 апа1о§1е Реггопоуа т1е§га1и — *)Мпге8га1 а шф-пПеегаЛ. Nа гогсШ об. к1а81скё та^етаИку 
^е ф-1п!еёга1 оЪеспё^! пег йгку Рещоуйу т*е§га1. ш -̂1п1еега1 е̂ .гоЪеспётт ф-1п1е§га1и. 
218капё уу81еёку итогйнл 81*огти1оуа1 ёезкпрггут Зептсе гауе^епусп тсеегаш. Оа1е ^8ои 
V б1апки гкоитапу тегоёу копзггиксе пааТипкс! а роаТипкс1. 

В настоящей статье вводятся и исследуются два конструктивных аналога 
интеграла Перрона — ф-интеграл и \уф-интеграл. Производится сравнение 
этих интегралов с ..Х-интегралом [20] и конструктивными интегралами Данжуа, 
дескриптивное определение которых содержится в [23] и основано на кон
структивных аналогах обобщенно абсолютно непрерывных функций [22]. 

Оказывается, что ф-интеграл занимает „среднее положение" между узким 
интегралом Данжуа (Х^-интегралом) и Ф'-интегралом и не является расшире-

*) 118 00 Praha 1, Malostranské nám. 2/25, Czechoslovakia. 



нием интеграла Ньютона. \уф-интеграл является обобщением как ^-интеграла 
так и (достаточно общего) частного случая интеграла Ньютона. 

Соответствующие классические результаты содержатся, например, в моно
графиях С. Сакса [1] и И. П. Натансона [2]. 

§ 1. Определения и вспомогательные утверждения 

В следующем мы пользуемся определениями и обозначениями, введенны
ми в [5], [6], [20], [22] и [23], понятиями Пгчисел (П-Ч) и П2-чисел (П2Ч) 
из [17] и свойствами (Тх)* [14] и (1\Г)* [15]. 

Буквы 5 и Т служат переменными для слов в алфавите Е (см. [5], стр. 21), 
буквы /с, /, АЯ, п, р, #, 5 и Г — переменными для натуральных чисел (НЧ), буквы I* 
и./ — переменными для целых чисел (ЦЧ),а, Ь, с и д, — переменными для рацио
нальных чисел (РЧ), для всякого НЧ п - х[л], у1п] и г[п] — с индексами или без 
них — являются переменными для [п]-конструктивных действительных чисел 
([п]-КДЧ), а %м и г}м - переменными для [п]-псевдочисел ([п]-ПЧ). Для 
всякого НЧ п - 0 [ и ] (соотв. П[п]) обозначает множество всех [п]-КДЧ (соотв. 
[п]-ПЧ), а *0 [ п ] обозначает расширение Т)м на + со и - со (см. [5], стр. 36, 
и [6], стр. 62). 

Мы напомним, что слово Р называется арифметическим действительным 
числом (АДЧ), если Зп(Р е 0 [п]). 

Согласно лемме 5.5 из [5] существуют всюду определенные [(^-отображе
ния Рзеис1 и ^ир^ такие, что 

У п х [ л + 1 ] ( Р 5 е м ф [ и + 1 ] ) б П [ п ] & Р 5 ^ ф [ й + 1 ] ) = 

= х[л + 1 ])&Чп^\Оир1(^)е 0 [ п + 1 ] & ^ир^{$м) = ^[и]) . 

Итак, [п + 1]-КДЧ и [п]-ПЧ отличаются только „кодировкой". Этим 
обстоятельством мы будем пользоваться в следующем. В частности, мы пред
полагаем, что предикаты, связанные с [/недифференцируемостью и псевдо-
дифференцируемостью [б], и понятия „содержится в 5^ш]-множестве" и „почти 
всюду" ([5], стр. 58) определены и для [п]-псевдочисел. 

В большинстве случаев мы будем употреблять [0]-псевдочисла вместо 
[1]-КДЧ. 

Мы будем пользоваться терминологией из [5] и [6]. В этой связи следует 
напомнить (см. [5], стр. 42), что конструктивные действительные числа (КДЧ) 
и [0]-КДЧ, псевдочисла (ПЧ) и [0]-ПЧ, функции и [0]-функции и т. д. отли
чаются только использованным способом „кодирования", а конструктивные 
понятия — равномерная непрерывность, абсолютная непрерывность, сходи-



мость и т. д. — эквивалентны соответствующим ,,[0]-понятиям". В связи 
с этим мы будем (в отличие от [17]) говорить о [О^Г^-числах ([0]-П1Ч) и [0]-
П2-числах ([0]-П2Ч) и посредством П ^ (соотв. П2

0]) мы обозначим множество 
всех |^0]-П1Ч (соотв. [0]-П2Ч). Мы будем без дальнейших ссылок пользоваться 
тем, что согласно [17] выполнено У ^ [ 0 ] е П [

2

0 ] = п(^ [ 0 ] е П^)) & ({ [ 0 ] е 
е П [ 0 ] = П П З и [ 0 ] ^ [ 0 ] е П [ 0 ] & ^ [ 0 ] = ч

101))) и что для почти всех [0]-ПЧ ^ 0 ] 

верное 0 3 е П[

2

0]. 

Мы напомним, что 

а) [п]-оператор ЗР типа (1)м -» В[п]) мы называем [п]-функцией, если вы
полнено Ух[и]((х[л]

 = 0 => &(хм) = &(0)) & (1 = хм => &(хм) = ^(1))); 
б) если & псевдоравномерно непрерывная [0]-функция (в частности, 

[0]-функция квазислабо ограниченной вариации на 0 Д 1 — [6], стр. 63), то 
Ор[&~\ [0]-отображение, которое для всякого НЧ п является [0]-оператором 
типов (Б [ п ] -> 0[и]) и (П [ и ] -> П[п]), удовлетворяет условию Ух1°\Ор[^г~\ (х[0]) = 
= ^(х [ 0 ])) ([5], стр. 47) и, следовательно, ввиду теоремы 4.1 из [5] и замечания 
1.6 из [6] выполнено 

Упх™Ь1пХОр[&-] (х[и]), &, х[й]); 

в) для любого АДЧ Р посредством НР обозначается [0]-отображение такое, 
что для любого АДЧ 5 выполнено \кР(5) & ИР(5) = Р . шах (гшп (5, 1), 0); 

г) множества п 8 [ и ] и 1^[

1

П] введены в [6] в качестве конструктивных анало
гов пространства измеримых по Лебегу функций почти всюду конечных на 
сегменте 0 Д 1 и пространства интегрируемых по Лебегу на 0 Д 1 функций 
и в случае, что п = 0, отвечают множествам 8 и ̂ 1 из [7]; 

д) понятия и обозначения, связанные с ограниченностью вариации, аб
солютной непрерывностью и их обобщениями, введены в [6], стр. 63 и 85, 
и [22]; в частности, если & [0]-функция, то 

а(^) обозначает: для всякого РЧ а [0]-функция & — Иа является [0]-
функцией [0]-ограниченной вариации на 0 Д 1, 

АС(^) обозначает: ЗР [0]-абсолютно непрерывна на 0 Д 1; 
е) Д [ т ] обозначает [т]-почти равномерную [т]-дифференцируемость (см. 

[6], стр. 69), а Дар — конструктивный аналог аппроксимативной дифференци
руемое™ почти всюду — введено в [22]. 

Обозначения. Пусть & [0]-функция, V [0]-КДЧ, Н и ^ [0]-сегменты, 
~1(0е^)° V 1 е^) ° ) , {Х,.}*=1 система неперекрывающихся [0]-сегментов та
кая, что -1Эл(1 = й^т&(0б(1„)° V 1 е^„) 0 )), а { Я ^ 0 ] [0]-последователь-
ность [0]-сегментов. Тогда 

1) мы посредством Ж({Нк}
1

к^) обозначим: {Нк}[0] ^-последовательность 

неперекрывающихся [0]-сегментов, \Нк\
 1°} > 0 и ~\Зк(0е(Нк)° V 1 е (Нк)°); 



2) а) если Щ{Нк}[0]), то согласно замечанию 1.3 из [6] [^, {Нк}[°^~\ 
[0]-функция такая, что 

УхС 0 ](нЭ/(;сС 0 ]е(Я^ и для всякого НЧ 
^~[«^> {^}л°]] линейна на [0]-сегменте Я,; 

б) [< *̂, {Ьи}*=1] и [«^, С?] определяются аналогичным способом; 
в) ^сн][0]-функция такая, что УхС0](^СН](хС0]) = ^ ( т а х ( ш т (хсо], Эп(Н)), 

Эл(Н))))(см.[5],стр.41); 
г) А(ЗГ, Н) ^ (^(Эп(Н)) - ^ (Эл(Н))); 

3) ВУ8(и, &, Н) обозначает: И 35(5 6 В& Щ^9 5, Н) > ь) (см. [6], стр. 
63), т. е. V является верхней границей вариационных сумм [0]-функции & на 
[0]-сегменте Н; 

4) если & [0]-равномерно непрерывна, то <ш, ^г> [0]-отображение такое, 
что для всякого [0]-сегмента Ь верно !<со, ̂ } (Ь) & {со, ^} (Ь) е О [ 0 ] и 
<со, ̂ } (Ь) — колебание & на Ь; 

5) посредством Ъ\ЗР~\ (соотв. /)[^]) мы обозначим [4]-оператор типа 
(П с о ] -• *ВСЗ]) такой, что для всякого [О]-!!1! ?°~ выполнено: Й[^г~\(^0') 
(соотв. р[^~\ (^со])) является значением верхней (соотв. нижней) псевдопроиз
водной [0]-функции ЗР в (точке) ^ с о ] (см. [6], стр. 67). 

Замечание 1.1. Пусть 8А и 82 слова такие, что V/ (1 ^ \ ̂  2 => ~] П3п(8;е 
е *о^и- у 8геПСп])), и пусть п один из знаков = , <, ^ , ^ , >. Тогда согласно 
[5], стр. 37, и [6], стр. 62, выполнено 8Х п 82 = "1 "1(8! 71 82). Ввиду этого мож
но отношение 8Х тс 82 доказывать „разбором случаев". Этим обстоятельством 
мы будем (без дальнейших ссылок) пользоваться в следующем. 

Определения. Пусть ЗР [0]-функция. 

1) Мы скажем, что @* обладает свойством а, и будем писать а(^), если 
существуют [0]-абсолютно непрерывная на О Д 1 [0]-функция ^ 0

 и [0]-син-
гулярная [0]-функция ^ (см. [б], стр. 94) такие, что $* = ̂ 0 + У\-

2) Если & [0]-равномерно непрерывна и {{Н™}1°л}1°л ^-последователь
ность ^-последовательностей [0]-сегментов, то мы 

а) посредством а О * ^ , {{Я"}С0]}т]) обозначим: выполнено Ф({{Н™}™}™) 
(см. [22], стр. 474) и для всякого НЧ т верно Щр, {Я"}С0]]) и ряд ]?(со, ^ > (Я™) 
[0]-сходится; п 

6) посредствомУ\уВёо(^,{{ЯДС0]}^0])обозначим:выполнено^({{Я^}С0]}[

т

0]) 
и для всякого НЧ т - [^, {Я™}С0]] [0]-функция [0]-слабо ограниченной 
вариации на О Д 1 и ряд ]Г <ш, ̂ } (Щ) псевдосходится. 

3) Мы скажем, что ^ [0]-функция типа аО*, и будем писать аС„ 
если & [0]-равномерно непрерывна и существует ^-последовательность 
5™-множеств {{Н?}™}™ такая, что «С,(^, {{Щ}™}™). 



4) Мы скажем, что & [0]-функция типа У\уВ§0, и будем писать У^Ъ%0(^\ 
если ЗР [0]-равномерно непрерывна и существует ^-последовательность 
^-последовательностей [0]-сегментов {{#л} [ 0 : ,}л

0 ] такая, что Уу/В%0(^9 

Замечание 1.2. Пусть ЗР [0]-функция. Тогда 

1) ввиду теоремы 6.10 из [3] если ЗР [0]-функция [0]-органиченной вариа
ции на 0 Д 1, т. е. если выполнено Э / 0 ] Уаг(у[0], ^ , 0 Д 1), то У [0]-равно-
мерно непрерывна; 

2) согласно замечанию 1 из [22] 

*(&) = (Зу101 Уаг(/ 0 ] , # - , 0 Д 1 ) & Д [ 0 ] ( ^ ) ) и 

А С ( ^ ) = (а(«Г)& **{&)) = ( а ( ^ ) & *4к1(ЗР)) ; 

3) а) согласно следствию 2 теоремы 1 из [12] выполнено й.(ЗР) в том 

и только том случае, если 3 / 0 ] Уаг (у [ 0 ], ^ , 0 Д 1) и существует {Рл} [ 0 ] е П Ь [ 0 ] 

такое, что Д [ 0 ] ( ^ , {Рл}л

0]); 

б) ввиду 2) и а) и теоремы 5 из [22] верно 

(АС(«^) => а(«^))&(а(^) => <х(3?))&(АС(3?) => АСО*(^))& 

(АСО*(-Г) => аО»(^'))&(а01 >(-Г) => а С * ^ ) ) & (аО*(-Г) =э Д [ 0 ] ( ^ ) ) 

(ср. замечание 7 из [12]); 
4) если Д 1 ^ ^ ) , то согласно теореме 2.4 из [6] существует {Рл} [ 0 ] е п § [ 0 -

такое, что Д [ 0 ] (^ ' , {Рл}л

0]) и, следовательно, ввиду теорем 2 и 4 из [20] и 
леммы 3 из [22] верно Дар(3?9 {Рл}

[0]); 

5) если для { Р л } [ 0 ] е п 8 [ 0 ] верно А С ( ^ ) & Д С 0 ] ( ^ , {Рл}л

0]), то согласно 
теореме 2.9 из [6] и следствию теоремы 6 из [7] 

а) {Рл} [ 0 ] является интегрируемым по Лебегу (Ь-интегрируемым) на 0 Д 1 

[23], 
6) ЗР является неубывающей (соотв. постоянной) [0]-функцией в том 

и только том случае, если 0 ^ {Рй}л

0] (соотв. {Рл} [ 0 ] = 0). 

Мы заметим, что для функций типа аО* верен аналог теоремы 4 из [22]. 
На основании названной теоремы можно доказать следующее утверждение. 

Лемма 1.1. Пусть & [0]-функция и пусть для Т, Т = АС V Т = а V Т = а, 
верно ТО*(ЗР). Тогда существуют ^-последовательность 5 [0]-множеств 
{ М ™ } « 3 и [0]-последовательность НЧ { с ^ такие, что Т С * ( ^ , {{Нт}™}™) 
и для всякого НЧ т выполнено: мера {Нт}[0] меньше чем 2~~т, ряд 
X О , 3?} (Нт) [0]-сходится к [0]-КДЧ меньшему чем 2~ т, {Нт}™ [0]-после-
л 

довательность рациональных сегментов и 

Щ1Р(Щ+1 е Щ)&(Чт < п -, а/(Я7+ 1 =- К))). 



На основании теоремы 2 и леммы 7 из [16] верно следующее утверждение. 

Лемма 1.2. Пусть ф неубывающая [0]-функция, а(^), и ̂  [0]-абсолютно 
непрерывная на О Д 1 [0]-функция. Тогда сс(У*ф). 

Замечание 1.3. Пусть & [0]-функция. Тогда 
1) если & обладает свойством (1Ч)*, то согласно теореме 3 из [15] и теоре

ме И из [17] У [0]-равномерно непрерывна и У^[0](^[0] е П ^ => Ор[&] (^[0]) е 
еП [ 0 ] ) ; 

2) если & [0]-равномерно непрерывная [0]-функция, Д10\^), и не может 
не существовать ^-последовательность [0]-ПЧ {^}^0] такая, что 
У ^ 0 ] ( п З ^ ^ [ 0 ] - = У & ^ [ 0 ] б П [ 0 ] . з Ор[^](^ [ 0 ] )бП [ 0 ] ) , то ввиду теоремы 9 
из [20] У обладает свойством (14)*, ибо для всякого (регулярного) [0]-по-
крытия (см. [5], стр. 52) Ф выполнено И И-^ [ 0 ](^ [ 0 ] е 0 Д 1 & 13т(/; [ 0 ] е Фт) & 
& П З ^ С 0 ] = У ) ; 

3) если выполнено л/(^) (см. [22], стр. 472), то & [0]-равномерно непре
рывна, для всякого 5[0]-множества {#и} [ 0 ] ряд ^ <со, ̂ > (Ял) [0]-сходится 

п 

и ввиду замечания 1 из [14] и теоремы 4 из [15] & обладает свойством (И)*. 

Обозначение. Пусть & [0]-функция, а {^}^0] ^-последовательность [0]-ПЧ. 
Тогда мы определим 

Ж ( ^ ) ^ У^0 ](^ [ 0 ] е П [ 0 ] => ^°\ЬМ°\ &> ^С0]) & ^С03 е П[0])) , 

Ж(*9 {У [ 0 ]) ^ V^[0](^[0] Е П [ 0 ] & П 3 ^ [ 0 ] = у => 

Следует заметить, что 1) для любой псевдоравномерно непрерывной 
[0]-функции У верно Ж{&) = у^ [ 0 ] (^ 0 ] € Й? 1 => Ор[^] (<*0]) е П*/31), 

2) ввиду леммы 3 из [23] выполнено у^[0]х[01(^[0] е П1?1 => х [ 0 ] . ^ ' е П ' , 0 1 ) 
и, таким образом, для любых [0]-функции &, [(^-последовательности [0]-ПЧ 
{Ы*°] и [0]-КДЧ V имеет место (Л%Г) => Ж(р . ̂ ) ) & {^{^, {^}Г) => 

Ввиду замечаний 1.2 и 1.3 и теоремы 7 из [15] верно следующее утвержде-

ниe. 

Лемма 1.3. Пусть & [0]-функция и {̂ к}̂
0] ^-последовательность [0]-ПЧ. 

Тогда АС(^) = (а(^) & Л ^ ) ) = ( а (^) & -^(&* {§»}Н) = ( 3 /° ] У а г С/01» &> 
ОД 1)&д [ 0 ] (#-)&^г(^)) . 

Замечание 1.4. Пусть ^ [0]-равномерно непрерывная [0]-функция. Тогда 
ввиду теорем 5.4 и 6.4 из [3] существуют неубывающие и, следовательно, 



[0]-равномерно непрерывные [0]-функции <+>& и * ^ЗР такие, что \/х[0]((0 < 

< х [ 0 ] й 1 => Зир(< + > ^ ( х [ 0 ] ) , л / 0 ] ( п п Э 2 [ 0 ] ( 2 [ 0 ] е О Д х [ 0 ) & # ( г

[ 0 1 ) = /0 ]))))& 

&(0 < хС 0 ] < 1 => 1пГ(<'^>^(х[0]), Л / 0 ] ( П П 3 2 [ 0 ] ( 2 [ 0 ] 6 Х [ 0 ] Л 1 &^(г [ 0 ] ) = 

= /°])))))-

Исходя от определения [0]-абсолютной непрерывности легко доказать 

следующее утверждение. 

Лемма 1.4. Пусть 3? [0]-абсолютно непрерывная на О Д 1 [0]-функция. 
Тогда [0]-функции < + >$Р и ^~>&г [0]-абсолютно непрерывны на О Д 1. 

Теорема 1.1. Пусть ЗР [0]-равномерно непрерывная [0]-функция. Тогда 
верно 

1) ЛГ(3?) э Ж(<+ >У) & Ж(< ~ >&) , 

2) Д [ 0 ] ( ^ ) -э Д [ 0 ](<+ >&) & Д [ 0 ](<" >Р) 

и, следовательно, 

а) Д [ 0 ] ( ^ ) & ЛГ(Р) э АС(<+ >&) & АС(<- >У) , 

б) %(&) э 2(<+ >&) & %(< - >&) & АС(<+ >ЗР) & АС(< - >9?) . 

Доказательство. Теорема является непосредственным следствием лемм 
1.3 и 1.4 и теоремы 4 и следствия 1 теоремы 10 из [20]. 

Пример 1.1. Существует [0]-функция & такая, что 

ух[о]д[о](^? хсо]) & у ^ Д Д - Г , ^ [ 0 ]) & А С 0 0 ( > ) & п Д[0](< + >>) 

и, следовательно, ввиду [22] 

Д ^ ( > ) & пД л >(< + >^)& П^АСС(< + >^Г). 

На основании теорем 2.2 и 2.4 и замечания 2.3 из [6], замечания 2 из [13] 
и замечания 1.2 легко доказать следующее утверждение. 

Теорема 1.2. Пусть У [0]-функция, Д[0](>"). Тогда существуют {Р л } [ 0 ] е 
е п 8 [ 0 ] , ^-последовательность 5^0]-множеств {{Щ}1°л}1°л, [0]-последователь-
ность [0]-равномерно непрерывных [0]-функций {дт}101 и ^-последователь
ность НЧ {чр}р0] такие, что для всякого НЧ т 

1) мера { Я т } [ 0 ] меньше чем 2~ т , { Я т } [ 0 ] ^-последовательность дизъ
юнктных [0]-сегментов, содержащихся в 0 Д 1, 

Эл (Я т ) = 0 & Эп (Щ) = 1 & Уа(0 < а < 1 э Зп(а е (Щ)0)) & (1) 

V* Зп Ух [ 0 ](х [ 0 ] е Я т + 1 & 0 < х [ 0 ] < 1 э х [ 0 ] е (Щ)°) ; 



2) для всякого АДЧ Р такого, что 0 < Р < 1 & п Эл(Р е (Н™)°), верно 

Рт(Ор[дт~] (Р), {Г„}1°\Р)&ЧраЬ(т < р & а < Р < Ь & Ь - а < 2 - ^ ^ 

•=> \А{&, а Д Ь ) - Ор[0 т ] (Р) . (Ь - а)\ < 2~р . \а Д Ъ\) и, следовательно, 

О^ХОРЫ (Р), ^ , Р); 
3) А С ( [ ^ , {Я™}с0]]) и в случае, что Р [0]-равномерно непрерывна, ряд 

~ <со, ̂ > (Я™) [0]-сходится. 
л 

Обозначения. Пусть & [0]-функция,{Р„}СО] е П 8 С 0 ] , а А; НЧ. Тогда мы будем 
писать 

1) ( 1 е г т ( ^ , {Р„}С01)> если для почти всех [А:]-КДЧ хш из О Д 1 верно 
3/к\р1»(/к\ {рп}

с°5, х и ) & В»-(У« ^ , хс*])); 
2) с!егм(,<Г), если существует {О„}с0] е П 8 С 0 ] такое, что <1егс*](^, {Ол}

С0]). 

Замечание 1.5. Пусть ^ [0]-функция, {Р„}С0] е П 8 С 0 ] , {О„}С0] е П 8 С 0 ] , а к 
и I НЧ. Тогда согласно релятивизации теоремы 1.2 и замечанию 2.3 и теоремам 
1.9 и 1.10 из [6] 

а) ( Д с ' ] ( ^ , {Р„}С0]) => ё е г с ' + ' ] ( ^ , {Р„}С0]))& (йег с * + %^, {Р„}С0])& Д с * ] (^) г> 

= Д С к ] (^,{Г в } С 0 ] ))&(аег с ^,{Р п } С 0 ] ) =, (с!егСк](^,{Оп}С0]) = {С.}™ = {Г„Г)) , 

б) если 0 < к и для почти всех [/с]-КДЧ хш из 0 Д 1 выполнено 

И П Э ^ Р / / ( / Ч { г Х ^ ^ ТО верно с!ег [Л](^, {Рп}[0]); 
в) если Д " ^ , {Р„}[0]) и для почти всех [0]-ПЧ ^ [ 0 ] из О Д 1 верно 

- | ( Я „ ( - о о , ^ {-0-)& Ц Д + о о , ^ ^ о ] ) ) ? т о ае Г -1](^ {ри}[0]); 

г) если Д " ^ , {Г„][0]) & ~1 ~|3т ВУ8(т, «Г, 0 Д 1), то ввиду в) и упомянутой 
выше теореме 1.9 из [6] выполнено Д [ 1 ] ( ^ , {Рп} [ 0 ])&о1ег [ 1 ](^, {Рл}

[0]). 

Ввиду результатов и доказательств из [21] видно, что верно следующее 

утверждение. 

Теорема 1.3. Пусть & [0]-равномерно непрерывная [0]-функция, а р НЧ. 
Тогда существует неубывающая [0]-функция ^ такая, что ^(0) = 0&^(1) < 
< 2~р и для всякого АДЧ Р из 0 V 1 выполнено И Д^( + со, ^ , Р) з 
= "I " Ц Д Л - о о , ^ , Р)& Д * ( + оо, -Г, Р) V Я ^ , р ))-

Верно следующее усиление теоремы 1.6 из [6]. 

Теорема 1.4. Пусть & [0]-функция. Тогда верно Д [ 1 ] (^ г ) в том и только 
том случае, если существует НЧ т такое, что 2 ^ т и выполнено одно из 
следующих условий: 

а) Д [ т ] ( ^ ) , 
б) для почти всех [т]-КДЧ хм (из О Д 1) верно *^4<(&^> *Ст])> 
в) для почти всех [т]-КДЧ х [ т ] (из О Д 1) & конечно псевдодифференци

руема в точке х [ т ] . 
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Доказательство. Легко убедиться в том, что верна соответствующая 
модификация теоремы 1.3 из [6]. 

Лемма 1.5. Пусть У [0]-функция, {рй} [ 0 ] е п 8 [ 0 ] и к НЧ, 2 й к. Тогда 

ёег [ ' ] (^ , {Р„}[0]) -э Д [ 1 ] ( ^ , {Р„}[0]) & с!ег [ 1 ](^, {Р„}[0]). 

Доказательство. Утверждение является непосредственным следствием 

теоремы 1.4 и замечания 1.5. 

Замечание 1.6. Согласно примеру 1.4 из [6] существует [0]-равномерно 
непрерывная [0]-функция & такая, что 

у х [ о ] 2 ) [ о ] ^ } х[о]) & ух [ 1 ] 1) [ 1 ] (^, х [ 1 ]) & ёег с о ] (^) & ё е г [ 1 ] ( ^ ) & П Д [ 1 ] ( ^ ) . 

Легко доказать следующее утверждение. 

Лемма 1.6. Пусть к НЧ, 3?0 и ^ [0]-функции, {Р0,„}п

0] е п 8 [ 0 ] и {Р1 > п} [ 0 ] е 

е п 8 [ 0 ] , {Я„} [ 0 ] ^-множество, Н [0]-сегмент и V [0]-КДЧ такие, что Ж{{Нп}п

0})& 

& V/ (0 й 1'<й 1 ^ &&РХ&и {Г; „}„°])). Тогда 

1) с ! е г [ ^ .Г09ь. {Р0,Л [ 0 ]) & с1ег [ ' ](^0 + *» {Го-Х 1 + {^ип}^) & 
& ёег [ ' ] ( [ ^ о , {Яй}[0]]) & дег [ л ]((^о) [ Н ]), 

2) если «^о и «^1 [0]-измеримые (см. [6], стр. 93) [0]-функции, то 

йег1Ц(|^0|)» 4ег [* ](^о • ^ 0 и (Э/и(|^"о| -̂  2 ~ ш ) => а е г м ( 1 / ^ 0 ) ) . 

Пример 1.2. Существуют псевдоравномерно непрерывные [0]-функции ЗР0 

и ^ ! такие, что 
а) VI (0 ^ X й 1 -э У х ^ ^ ^ - ^ & У х 1 1 1 ^ 1 1 ^ ! , х [ 1 ]) & ё е г [ 0 ^ . ) & 

& ёег [ 1 ] (^ г ) & Д [ 1 ] ( ^ ) ) & 1 й &<» 

б) у/(0 ^ ; ^ 1 э П й е г ^ Й ! . ^ 0 ) & П а е г [ л ( 1 / ^ 0 ) & "1 Л е г ^ ^ ! ) ) и, сле
довательно, П Д Л > ( ^ 0 ) & и д ^ С ^ О . 

Пример 1.3. Существуют [0]-равномерно непрерывная [0]-функиия У 
[0]-слабо ограниченной вариации на 0 Д 1 и ^-последовательность рациональ
ных сегментов {Я„} [ 0 ] такие, что К\&) & Ух [ 0 ]1) [ 0 ](#', х [ 0 ]) & У<?0] Д,,(#", <^0]) & 
& а е г [ 0 ] ( ^ ) & ё е г [ 1 ] ( ^ ) & Д [ 1 ] ( ^ ) & Ж{Я„} [ 0 ] ) & И с1ег [ 0 ]([^, {Ял}

[0]]) & 
' & 1 ё е г [ 1 ] ( [ ^ , {Ял} [ 0 ]])& И Д Л " ( [ ^ , {Яп} [0]]) и, следовательно, И Д [ 0 ] ( ^ ) (см. 

теорему 2 из [20]). 

Пример 1.4. Существует [0]-равномерно непрерывная [0]-функция & 
[0]-слабо ограниченной вариации на 0 Д 1 такая, что Vx^01^^0\&^

9 х [ 0 ]) & 
& Ч$тОйАУ, <*0]) & дег [ 0 ] (^) & йег [ 1 ] (^) & И К\&\ 

Ввиду замечания 1 и теоремы 14 из [22], теорем 2.2-2.4 и замечания 2.3 
из [6] и теоремы 1.2 верно следующее утверждение. 
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Лемма 1.7. Пусть & [0]-функция, {Гл}
[0] е п 8 [ 0 ] , д возрастающая на О Д 1 

[0]-функция, д(0) = 0 & #(1) = 1 & АС(д) & АС^" 1 ) . Тогда существует {Ол}
[0] е 

е п 8 [ 0 ] такое, что для всякого НЧ т верно 
а) для почти всех [/и]-КДЧ х[ш] из О Д 1 выполнено Зу1т1г1т\Р1т\у1т1

9 

{Рл}
[0], Ор[д] (х[™])) & №\#*\ д, хм) & Р™(у™ . *»\ {Ол}

[0], х["*])), 
б) (д [ 0 ] (^, {Р Л } [ 0 ] ) ^ д [ 0 ](.^* д, {сл}

[0])) & №<(*> ( г « Г ) = Д " ^ * * 
{Ол}

[0])) & (с1ег[™](̂ , {Р„}[0]) = дсР^Г * л {С„}[0])). 

Ввиду леммы 5 из [22], теоремы 3 из [18] и леммы 1.6 легко доказать 
следующее утверждение. 

Лемма 1.8. Пусть & [0]-равномерно непрерывная [0]-фунция и {Ят}
[

ш

0] 

5^0]-множество такие, что Я({Нт}т°1)& Ух [ 0 ](|^(х [ 0 ])| > 0 =» Зт(хт е(Нт)0)) 
и ряд ^(со, #">(Нт) псевдосходится. Тогда йегС13(^) = Ут ёег [ 1 ](^ г [ Я т ]). 

т 

Лемма 1.9. Пусть ^ [0]-функция квазислабо ограниченной вариации на 
О Л 1 и {Г„}[0] е п 8 [ 0 ] такие, что ёег 1 1 1 ^, {Р„}[0]). Тогда существуют [1]-КДЧ и> 
и {Ов}

[1] е ^ [ 1 ] такие, что Уаг (и>, У, О Л 1) & {Г„}[0] = {С„}[1] &Д [ 1 ](^, 
{Рв}

[0])&^|{Оп}^1] | ^ * и, следовательно, {^({Г„}[0]) ^ ». 

Доказательство. Согласно предположению леммы, теоремам 1.9 и 2.4 из 
[6], замечанию 1.5 и релятивизациям теоремы 2 из [20] и теоремы 6.8 из [3] 
выполнено Д [ 1 ] (^ , {Рл}

[0]) и существуют неубывающая [1]-функция ^ и 
{Н л } [ 1 ] е п 8 [ 1 ] такие, что 

Ух[о](0 < х [ 0 ] й 1 => Уаг (Ях [ 0 ]), ^ , 0 Д х[0])) & Д [ 1 ](^, {Н„}[1]) (2) 

и, следовательно, 

|{Г„}[0]| <; {Н„}[1]. (3) 

1) Пусть т НЧ. Согласно релятивизациям леммы 1 из [7] и замечания 1.2 
и лемме 2.1 и теореме 2.9 из [6] выполнено. 

{и?.+т+г, ™)Г е п ^ 0 ] & {Х0(Н„+т+1, т)} [ 1 ] ё пЦ» 

и существует [1]-абсолютно непрерывная на 0 Д 1 [1]-функция Ж такая, 
что Д [ 1 ](^,{Хо(Нй + И 1 + 1,т)} [ 1 ])&У«(0 < ^ Ь Ж(а) = $а

0{Х0{Нп+т + 1У т)} [1]) 
и, следовательно, Ух [ 1 ]/1 ](х [ 1 ] < / 1 ] э 0 ^ А(Ж, х [ 1 ] Д у[1]) й ^ . |х [ 1 ] Д >'[1]|). 
Ввиду этого, (2), (3) и релятивизации теоремы 1.11 из [6] ^ — Ж неубывающая 
[1]-функция и | 0 |{Хо(Р«+- + 1, ™)Н°]| -5 Л{Ж9 0 Д 1) й А(9, 0 Д 1). 

2) Ввиду 1) и замечания 2.5 из [6] существует {Сл}
[1] е П Ь [ 1 ] такое, что 

{Г„}[0] = {Оя}
[1], ХЛ |{СЗг„>Я1:,| ^ А(?,0 Д 1) и, следовательно, Д [ 1 ] ( ^ , {С„}[1]) 

и {̂  "({Г„}[0]) = {̂  ю({С„}[1]) й \Ъ \Ы"\ = -Ч*. « Л 1) («» введено в [б], 
стр. 87). 
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Теорема 1.5. Пусть {^т}„°] ^-последовательность [0]-функций и 
{{Рт,п}л°

]}т] [0]-последовательность элементов множества п 8 [ 0 ] , для которых 
выполнено 

^/с(ёег [ 1 ] (^ т , {Гт,й}
[0])& ВУЗр-, *т - ?т+к9 О Д 1)). 

Тогда существуют [0]-функция У и {Рп}[0] е п 8 [ 0 ] такие, что с!егт(-?", {Рп}
[0]) и 

Уш(ВУ8(2-", ^ . - ^ 0 Д 1 ) 4 <?8({Рт,Лп°] Ш {Р„}л°
]) й 2~т) (4) 

и, следовательно, {{Р ,̂,,}!;03}»03 [0]-почти равномерно [0]-сходится к {Рп}
[0]. 

Доказательство. Согласно предположению теоремы, леммам 1.6 и 1.9, опре
делению @8 и теореме 2.1 из [6] выполнено 

У т / с ( Д ^ т - Гя+к, {ГП,„}Г - {Гт+*,ПГ)& 

&Ы{Рт,лН°]Ш{Рт+*,пГ) = 2-т) (5) 

и существуют [0]-функция #" и {Рп}[0] е п 8 [ 0 ] такие, что (4) и, следовательно, 
{{Рт,Лл°]}т] [0]-почти равномерно [0]-сходится к {Рп}[0] (теорема 2.5 из [6]). 

Ввиду (4) и теорем 1.9 и 2.4 из [6] существует {Оп}[1] е п 8 [ 1 ] такое, что 

д^-^ЛсХ1). (6) 
Мы на основании (4), (5) и релятивизаций замечания 1.5 и леммы 1.9 

получаем 

V/ф8({Р1,п}[0] - {Р„й}„°] Ш {Сп}
[1]) ^ 2 - ) 

и, следовательно, {Сп}[1] = {Р1>п}[0] - {Р„}[0] и ввиду де*1Х*и [Рип}п°\ (6), 
замечания 1.5 и леммы 1.6 верно ёег[1](#", {Рп}

[0]). 

На основании части 4 замечания 1.2, леммы 3 из [22], замечания 1.5, леммы 
1.9, теоремы 8 из [23], теоремы 2.5 из [6] и следствия 2 теоремы 4 из [20] мы 
получаем следующее утверждение. 

Теорема 1.6. Пусть {^т}т

} ^-последовательность [0]-равномерно непре
рывных [0]-функций и {{Р1Я,Л}П

0]}П1

0] ^-последовательность элементов мно
жества п 8 [ 0 ] такие, что' Vт/с((Д[0](^т, {Рт,п}

[0]) V Д л > ( ^ , {^,пН°]))& 
& ВУ8(2 т , &т — &т+к9 ОД 1)). Тогда существуют [0]-равномерно непрерыв
ная [0]-функция У и {Рп}[0] е п 8 [ 0 ] такие, что 

а) Д* ' (^, {Рп}
[0]), (4) и, следовательно, {{Рт,п}

[0]}т] ЭД-почги равно
мерно [0]-сходится к {Рп}

[0], 
б) выполнено ЧтЯ0\*т {Гт,л}™) =» Д [ 0 ] ( ^ , {Р„}Н. 

На основании леммы 1.9 и релятивизации следствия 2 теоремы 1 из [12] 
можно доказать следующие утверждения. 
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Теорема 1.7. Пусть ЗР [0]-функция квазислабо ограниченной вариации 
на О Д 1, д.ет11\^). Тогда существуют [1]-абсолютно непрерывная на О Д 1 
[1]-функция ^ 0 и [1]-сингулярная [1]-функция ^ такие, что УхС0](^"(хс°3) = 
= ^ 0 (х [ 0 ] ) + ^ ( х [ 0 ] ) ) . 

Теорема 1.8. Пусть ЗР [0]-функция квазислабо ограниченной вариации на 
0 Д 1 и { ^ 0 ] ^-последовательность [0]-ПЧ такие, что йет11\&г)&Л'(&г

9 

{^*Н°])- Тогда ЗР [1]-абсолютно непрерывна на О Д 1 и, следовательно, выпол
нено я4м(3?) (см. [22] и теорему 1 из [18]). 

Замечание 1.7. Ввиду теоремы 2.9 и леммы 5.5 из [5] для любой [^-после
довательности [0]-ПЧ {^}^1] существует ^-последовательность [0]-ПЧ {т|к}^0] 

такая, что У/с(т]л = ^к). 

Замечание 1.8. Пусть ^ [0]-функция, а(#"). Тогда согласно лемме 1 и заме
чанию 2 из [10], лемме 1 из [11] и следствию 1 теоремы 1 из [12] для всякого 
[0]-КДЧ у [0]-функция (& — Ну) является [0]-функцией [0]-ограниченной 
вариации на 0 Д 1 и существуют неубывающие [0]-функции V(ЗР, у>, V+{ЗР, у> 
и V~{3^, у>, обладающие свойством а, и [0]-абсолютно непрерывная на 0 Д 1 
[0]-функция ^{\у\) такие, что 

а) V{3~, у> (0) = V+(ЗР, у> (0) = V-(3?, у> (0) = 0 и для всякого [0]-
сегмента Н [0]-КДЧ А{у(&9 у>, Н) (соотв. А^+(3~9 у>, Н), соотв. 
А(у~(ЗР9 у>, Н)) является вариацией (соотв. положительной вариацией, соотв. 
отрицательной вариацией) [0]-функции (ЗР — Ну) на [0]-сегменте Н, 

б) выполнено 3~ = ^ ( 0 ) + Ну + V+(&, у> - V~(&, у> & V(ЗР, у> = 
= V+(3?9 у> + V-(3?, у> & ^ { | у | } = У - V+<3-9 |у|> + Г-<*9 - |у|>, 

в) если АС(^) , то согласно теореме 2 из [20] и б) V(&^

9 у>, V+(ЗР, у> 
и V~<КЗР9 у> [0]-абсолютно непрерывные на 0 Д 1 [0]-функции и 

V+{3~, п} (1) - ^ и 0 и у-(У9 - п > (1) - ^ > 0 (лемма 1 из [И]) . 

На основании леммы 1 из [11] и замечания 1.8 легко доказать следующее 

утверждение. 

Лемма 1.10. Пусть & [0]-функция, а ( ^ ) , а ъ [0]-КДЧ. Тогда выполнено 

V(ЗР,0У = Г<^ { | 2 | } ,0> + У+<3~, | ф + V-(3^, - | ф и 

V(ЗР,ъ> = Г</^,0> - К < ^ { И } , 0 > + К ^ { | 2 , } , 2 > . 

Замечание 1.9. Пусть 3? [0]-функция [0]-ограниченной вариации на 0 Д 1 

и {Р„} [0] е " Ц 0 3 такие, что 

Я°\^,{ГпГ). (?) 
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Тогда согласно следствию 2 теоремы 1 из [12] и теоремам 1 и 2, лемме 1 
и замечанию 4 из [11] существуют неубывающие [0]-сингулярные [0]-функции 
^{+} и &{-) такие, что 

а) ^ ( + ,(0) = _*•,_,(_) = 0 , АС(К+<_^, 0 » = Ух[0](_^{+)(х[0]) = 0) , 

АС(К-<_^, 0 » = Ух[0](.^{_>(хС0:1) = 0) , 

б) (&{+) - ^{-}) и (#" { + ) + &{-)) [0]-сингулярные [0]-функции, 

АС(_^ — ̂ "{+) + ^{-}) и на основании леммы 1.10 имеет место Р<_^, 0> = 
= V(& - &{+) + _яг

{_),0> + ЗГ{+) + ^ ,_, ; 
в) ввиду б), (7), следствия теоремы 2 и замечаний 1 и 3 из [12] выполнено 

#о ](К<^,0>,|{Р.}п

О ] |). 

Обозначения. Мы дополним обозначения, введенные в [6], § 2. 
1) Пусть _0 НЧ такое, что У™([<_0>

со]] (т) = Оу 15 1). (Тогда р_00 е Е1,03.) 
Для любых НЧ р, р/ср е 8С*] и [р]-КДЧ 2 мы посредством р/ср — 2 обозна

чим р/ср — 2 . Р1о0, а посредством {[</с>^]] (/я)}™3 — 2 представителя р/ср — ъ 
(см. [6], стр. 86). 

2) Пусть а РЧ, 0 ^ а, а Р рациональный ступенчатый остов ([6], стр. 
85 — 86). Тогда мы определим Х0(У, а) -==- (а . 0 Х0(1)а . 0 Р, 1)), если 0 < а, 
а Х0(Р, а) ^ А,0(Р, 0), если а = 0. 

Легко доказать следующее утверждение. 

Лемма 1.11. Пусть р НЧ, {Р„}Ср] е п8С р ], г [р]-КДЧ, а РЧ и т НЧ, 0 ^ а ^ 
^ т . Тогда 

а) если {Р„}в'
]

 6 » ь м то ({Р.}™ - _)биЬ?1; 
б){^о(Г п + - + 1 , а )} п " ]

е

п ^/ ] . 

Теорема 1.9. Пусть _?" [0]-функция [0]-ограниченной вариации на О Д 1, 
а {Р„}п

0] е п 8 [ 0 ] такое, что Д[0\^, {Г„}п

0]). Тогда выполнено 

а) Д[0](К<_^,0>, |{ГЛ}„0]|) и, следовательно, для всякого [0]-КДЧ ъ: 

Д'0](Г<_*-,_>,|{Г_}п

0]-2|), 

Д'0](Г+<_*%_>, ({Р п } п

0 ] -_) + ), 

# 0 ] ( К - < _ * 2 > , ({Р„}п

0] - _ Г ) ; 

б) для любых РЧ а и НЧ т, 0 ^ а ^ т, 

{Х0(Рп+т+1,а)}™еа1}°1& 

&Ух™(о < х™ 5. 1 => ^ м ( х [ 0 ] ) = -ПО) + ГС О ,{Х0(РП +-+ 1,_)}П

0 ]) . (8) 
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Доказательство, а) Согласно замечанию 1.5, лемме 1.9, релятивизации 
замечания 1.9 и теореме 2 из [20] верно Д [ 1 ] ( К < ^ , 0>, |{РП}[0]|) & Д [ 0 ] ( К < ^ , 0 » . 
Но тогда, очевидно, Д[0](К<.^", 0>, |{Р„}[.0]|) (см. теорему 2.4 и замечание 2.3 
из [6]). 

б) Пусть а РЧ и т НЧ такие, что 0 :_ а ^ т. Тогда согласно а), замечанию 
1.8 и лемме 1.11 выполнено 

Д 1 0 ^ . , , {Х 0(Р л + в + 1 ) а ) } Н & А С ( ^ ( а ) ) & {Х 0 (Р. + и + 1 , «)}' 0 ] 6 П Ц 0 ] 

и, следовательно, ввиду леммы 2.1 и теоремы 2.9 из [6] и части 5 замечания 1.2 
верно (8). 

Теорема 1.10. Пусть & [0]-функция [0]-ограниченной вариации на 0 Д 1 

и {Р„} [0] е п 8 [ 0 ] такие, что 4ег [ 1 ] (^ , {р„}Н- Тогда Д [ 0 ] (/^, {Р„}[0])-

Доказательство. Ввиду замечаний 1.2 и 1.5 нам достаточно доказать а ( ^ ) . 

Пусть а РЧ, т НЧ, а V и н> [0]-КДЧ такие, что |д| ^ т & Уаг (г, ^ , 0 Д 1) & 

& " = (V - I1 |{Хо(Р.+-+1. И ) Г | + 1о |{Хо(Ря+111+1, | * | ) Г - *\). 
Согласно нашим предположениям, замечанию 1.2 и лемме 1.9 существует 

[1]-функция & такая, что Ух [ 0 ](^(х [ 0 ]) = ^ ( х [ 0 ] ) ) & Д [ 1 ] ( ^ , {Рп} [ 0 ])& у а г (г, ^ , 

О Д 1). 

Но тогда ввиду релятивизаций замечаний 1.2 и 1.8, леммы 1.10 и теоремы 1.9 

и релятивизации замечания 3 из [12] верно Vаг (и!, ^ — На9 0 Д 1) и, следова

тельно, Vаг (и>, ̂  - На9 0 Д 1). 

Следствие. Пусть У [0]-функция и {^л}
[0] ^-последовательность [0]-ПЧ. 

Тогда 

А С ( # ) _ ( 3 / 0 ] Vаг (у10\ &9 0 Д 1) & а е г [ 1 ] ( ^ ) & Ж ( ^ , { У [ 0 ] ) ) . 

Доказательство. Утверждение является непосредственным следствием тео
ремы 1.10, леммы 1.3 и замечания 1.5. 

Пример 1.5. Существует неубывающая [0]-функция ЗР такая, что А(ЗР9 

0 Д 1) = 1 & ёегС0](.~, {0у150}[0]) & Ж(^) & &4АС(&) и, следовательно, ввиду 
теоремы 1.9 из [6], теоремы 1.10, леммы 1.3 и замечаний 1.2 и 1.5 Д [ 1 ] ( ^ ' ) & 
& П Д [ 0 ] ( ^ ) & П ё е г т ( ^ ) . 

Пример 1.6. Существуют возрастающая на 0 Д 1 [0]-функция & и [0]-

измеримая [0]-функция / такие, что 

а) У х ^ ^ ^ Д х ^ ^ х ^ & У ^ ^ Д ^ , ?01) &*/„(&) и, следовательно, 

Д [ 1 ] ( ^ ) & ё е г [ 0 ] ( ^ ) & сЖ(^), 
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б) ЗР не является [0]-абсолютно непрерывной на О Д 1 и, таким образом, 

И с1ег[1]( 

Лемма 1.12. Пусть У [0]-функция, а(#"), а \ [0]-ПЧ. Тогда 

п(Ор[г-<^, о>] а)еп[

2

0]& оР^+<&, о>] а)еп[

2

0])& 

& (§ е П ^ & Ор[^-<^, 0>] Й) б П[

2

0] => Ор|>] (§) б п[

2

0] & 

& Ор[К<^, 0>] (?) е П[

2

0] & Д„(+ оо, К " < ^ , 0>, $) & 

& Д„(+ оо, К<^, 0>, у & Д Д - со, ^ , ^)) . 

Доказательство. Существуют возрастающая ^-последовательность НЧ 

{Чт}т] и ^-последовательность систем НЧ {{-С}?=7}т] такие, что для всякого 
2 Ч т 

НЧ т выполнено А^(&', 0>, О Д 1) - 2 " т " 1 < ^ И ^ \ (* - 1) • 2~Чт Д I . 
1 = 1 

. 2~ч-)| & VI (1 = I = 2Ч™ з 0 = к? = 2 & (к™ = 0 э | Л(/^, (| - 1) . 2 " 4 - Д I . 

# 2-ч«)| < 2--" 1 .2- Ч т )&(1 = к 7 - = > 0 < ( - 1 ) к < т . 4 ( ^ , а - 1).2- я" Д 1.2'*»))) 

и, следовательно, ^ -^(^<«^г, 0>, (г - 1). 2"Чж Д / . 2"Чт) + 
к.™ = 0 

+ X 4 Г + < ^ , 0>, (I - 1) . 2" 4- Л » • 2"4") + X ^ ( ^ " < ^ , 0>, (. - 1) . 

.2~ ч " Д / .2-4™) < 2-ш. 
Пусть ^ [0]-ПЧ такое, что Ор[К"<-^", 0>] (^)еП 2

0 ] . Тогда ввиду следствия 2 
теоремы 5 из [17] имеет место И П3п У/и(л = т з "1 ~]31 (1 = I* = 2 Я т & к^ = 
= 1 & ̂  е (/ - 1). 2 _ ч - Д I . 2" 4-)) и, следовательно, Ор[К+<«^, 0>] ($) е 1/?\ 

Пусть, допольнительно, ^ е П ^ 0 1 . Тогда ввиду К</^, 0> = К + < ^ , 0> + 

+ К"<#", 0>, ^ = ^ ( 0 ) + К + < # \ 0> - У~<&9 0> и леммы 3 из [23] выпол

нено требуемое. 

Следствие. Пусть & [0]-функция [0]-ограниченной вариации на О Д 1 
и { Р П Н 0 ] 6 П 3 [ 0 ] такие, что и З ^ [ 0 ] Д „ ( - о о , Р9 <*0])& Д [ 0 ]( .#\ {Рп}

[0])- Тогда 
А С ( К " < ^ , 0 » и, следовательно, элемент ({Гл}1;0])" является интегрируемым 
по Лебегу на О Д 1. 

Доказательство. Ввиду леммы 1.12, замечания 1.8, леммы 1.3 и теоремы 1.9 
верно А С ( К " < ^ , 0 » & Д [ 0 ] ( ^ - < ^ , 0>, ({Р„}[0])~). Для завершения доказатель
ства достаточно использовать часть 5 замечания 1.2. 

Лемма 1.13. Пусть &\ и &'2 [0]-функции, ф возрастающая на О Д 1 [0]-
функция, ^(0) = 0& ф(1) = 1, {Я„} [ 0 ] ^-последовательность [0]-сегментов, 
Ж({Нп}™), ъ [0]-КДЧ, р НЧ, а \ [0]-ПЧ. Тогда 

1) Л|>1] Й) = 2 & Я [ ^ 2 ] Й) ^ 2 => О [шш (^ 1 5 ^ 2 ) ] Й) = г; 
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2 ) 0 < 2 & ( Д . Л + о о , ^ ) V Ь = 0&пи+«>,ФЛ) V § = 1&/^( + оо,^, 
У) - (Я[^1 + 2 . ф] (§) > -00 _ Л[.Г. * ^Г 1] (ОрМ (Ц) ^ - 2 ) & ( 5 [ ^ , + 2 . 
. *] (у > -оо _ 0 [ ^ . * «А"1] (ОрВД (Ц) ^ -г) ; 

3) Г> (̂0, ^г. * ф-\ 0р[ф] (§)) _ /2[^ х + (1/2"). ф] ($) ^ 0& 5 [ ^ . - (1/2"). 

• *Ш_0; 
4) 13п& е Я.) => _ | > . ] (у ^ _ ] ] > . , {Я„}С0]]] Й). 

Лемма 1.14. Пусть ^ [0]-функция, 

аС*(^)& П Э ^ М - о о , ^ , ^ С 0 ] ) . (9) 

Тогда существуют [0]-функцйя 9, {Р,.}С0] е П8С 0 ] и {С„}С0] е П8С 0 ] такие, что 
Д с о ] (^, {Р„}С0]) & АСС.(*) & ДС0](^, {О„}С0]) & {Р„}С0] ^ {С}С0]. 

Доказательство. Мы для & и Т = а используем лемму 1.1 и построим 
^-последовательность 5^0]-множеств {{Я™}̂ 01}̂ 01 и ^-последовательность 
НЧ ^ т } т

0 ] , обладающие свойствами, описанными в названной лемме. Соглас
но замечанию 1.2 существует {Р-}[0] е п 8 [ 0 ] такое, что Д 1 0 1 ^ , {Р„}[0]). 

Пусть т НЧ. Тогда а([«^, {Яш}[0]]) и ряд ̂  <ш, ^ > (Я т) [0]-сходится и вви-
л 

ду (9), леммы 1.13 и леммы 1.4 из [6] выполнено ИЗ<|;[0]1),Д--оо, [^, {Ят}[0]], 
^ [ 0 ] ) . Согласно замечаниям 1.2 и 1.9 и следствию леммы 1.12 существуют 
[0]-абсолютно непрерывная на О Д 1 [0]-функция Ут и неубывающая ^-син
гулярная [0]-функция Жт такие, что ^ т ( 0 ) = 0& [^, {Ят}[0]] = *?т + Жт и, 
следовательно, 

Упх[0](х[0] е Я? =э ^^т(x[0]) = ^т(Эл(Я™))) & Уи«ш, ^ > (я ; ) = 

= < ш , ^ - ^ т > ( Я ™ ) ) . 

Для всякого НЧ т мы построим возрастающую систему РЧ {ат}]=0 

и [0]-функцию <рт+1 такие, что 

ат = 0&а? т = 1&Щп = ^ , => Эу(0 _ _ ! < ; _ _ г т &Эл(Я:) = а™& 

&Эп(Я?) = ат))&срт+1 = [лГж + 1, {а;.! Д а7}>=1]& 

&|фт+1 - ^ « + 11 < 2 — 4 - ; 

мы заметим, что (рт+1 является неубывающей [0]-абсолютно непрерывной на 
О Д 1 [0]-функцией. 

Существует [0]-равномерно непрерывная [0]-функция У такая, что 

9 = У - ЛГ0 + 5 | > т + 1 " ^ " т + 1 ) [ Я " т ] • 
т = 0 л = 0 
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Для всякого НЧ р выполнено 

Р - 1 Чт 

У = Р-ЖР + ^ Е((<?т+1)
[Я""'1 - <рт+,(эл(я:))) + 

т = 0 п = 0 

+ X 1 ( < р т + 1 - ^ т + 1 ) [ н " т ] 

т=рл=0 

и, следовательно, 

а) [*Чя:;Г] = ^ р + ['х 1((<Рт+1)
[Н"т] - <рт+1(Эл(я:))),{ЯП[

(°
]]и,та-

т = 0 л = 0 

ким образом, АС([#, {Я'}[„0]]) И 
б) ряд ^ <©, <?> (Щ) [0]-СХОДИТСЯ. 

Л 

Итак, верно АСО*(^, {{Я™}!;01}^) и согласно теореме 5 из [22] имеет 
место Д [ 0 ] (^) . Таким образом, существует {Ои} [ 0 ] е п 8 [ 0 ] , для которого выпол
нено Д [ 0 ] (^ , {Сп}[0]). Ввиду свойств [0]-сингулярных [0]-функций (см. [6], 
стр. 94) и отмеченных выше свойств [0]-функций 9 и <рт+1, 0 _ т, ясно, что 

{р„ио] ^ {ол [ о ]. 
Ввиду теоремы 4.1 из [5], замечания 2 из [13] и теоремы 8 из [23] легко 

доказать следующие утверждения. 

Лемма 1.15. Пусть ЗР [0]-функция, {^}^0] ^-последовательность [0]-КДЧ, 
а р НЧ. Тогда существует неубывающая [0]-абсолютно непрерывная на О Д 1 
[0]-функция 9 такая, что 9(0) = 0& 9(1) < 2~р8с^( + со, 9, 0) & Я ^ + о о , 
^ -) & 1>и+ °°> 3? + 9,0)& ̂ (+ со, У + 9, 1) & V/с(0 < ьк < 1 => Я [ 0 ] ( + со, 
9, Vк) & Я [ 0 ] ( + со, & + 9, VI)). 

Лемма 1.16. Пусть р НЧ и {§л}*0] ^-последовательность 5^0]-множеств 

такая, что для всякого НЧ к мера § л меньше чем 2~к. Тогда существует неубы

вающая [0]-абсолютно непрерывная на О Д 1 [0]-функция 9 такая, что 9(0) = 

= 0& 9(\) < 2~р & Я^(+°°> 9, 0) & /?;,( +со, 9, 1)& Vлx[л](0 < х [ л ] < 1 & 

& V^с(x[л] е Ьк) => Д [ й 3 (+ со, 9, х [ л ])). 

С помощью леммы 1.15 можно доказать следующее утверждение. 

Лемма 1.17. Пусть & [0]-равномерно непрерывная [0]-функция и д НЧ. 
Тогда существуют ^-последовательность [0]-сегментов {^} [ 0 ] и неубываю
щая [0]-абсолютно непрерывная на О Д 1 [0]-функция 9Ч такие, что 

Ж({К§™) & Чп?°\{т е О Д 1 & с*0]

 6 х ; => 

=> И ~11аЬ(а < <^[0] <Ъ& А(&, а Д Ь) < -<± . \а Д Ь\))& 9д(0) = 0 , (10) 

\& + ^ д , {Х2}[0]] возрастающая на О Д 1 [0]-функция и 

Vпx [ 0 ](x [ 0 ] е О Д 1 & х [ 0 ] е (К*)0 э 3?(Эл(К«)) + 9ч(Эп(К§) < 

< ^ ( х [ 0 ] ) + ^ ( х [ 0 ] ) < #-(Эп(ХЭ) + 9д(Эп(К«))) . (11) 
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Пример 1.7. Существуют [0]-равномерно непрерывная [0]-функция 3?, 
{Рп} [ 0 ] е П 8 С 0 ] и [0]-измеримая [0]-функция/такие, что Vx [ 0 ]^ [ 0 ](/(x [ 0 ]), Р, х [ 0 ])& 

& V^ [ 0 ] Д„(^^ ^[°]) & Д * ' ( ^ {Рп}«°]) & ^ ' ( ° йгй1=> с !ег [ 1 ] (^, {Гл}п°])) и в м е с т е 

с тем ~1\^АС00(^гг). Согласно теореме 16 из [22] выполнено А С С ^ ) . 

На основании леммы 1.17, теоремы 2 из [20] и теоремы 9 из [22] легко 

доказать следующее утверждение. 

Лемма 1.18. Пусть & [0]-равномерно непрерывная [0]-функция такая, 

что -13?°\й„(-оэ, ^ ^ [° ])& Аг/(+ао, ^ , ^ [ 0 ] )) . Тогда 
а) выполнено V\VВ§0(^^), 
б) для любой монотонной [0]-функции ф верно 

У\уВ ё о (^ + ф)&(Ц10\3? -1- ф) -з \ У а С 0 ( ^ + 1/У)), 

При помощи результатов из [22] и теоремы 2 из [20] можно доказать 
следующее утверждение. 

Лемма 1.19. Пусть & [0]-равномерно непрерывная [0]-функция, Да*(^), 

а ^ НЧ. Тогда существуют 5[.0]-множество {А^}[0] и неубывающая ^ - а б 

солютно непрерывная на 0 Д 1 [0]-функция <3Ч такие, что (10), [#" + У^ {^} [0]] 

возрастающая на 0 Д 1 [0]-функция и а ( [ ^ + 9Г {^}п°]]) & а([>\ {-^}п°]])-

Теорема 1.11. Пусть «^ [0]-равномерно непрерывная [0]-функция и {^}*0] 

^-последовательность [0]-ПЧ такие, что (Д^(^) & <№(&, {̂ *}*0]) V %(&)\ 
а ^ НЧ. Тогда существует неубывающая [0]-абсолютно непрерывная на 0 Д 1 
[0]-функция <§ такая, что У(0) = 0&3?(1) < 2 " * " 1 & Д [ 0 ] ( ^ ) & Да\^ + У) & 
& V<.;[0](^[^ + 3 ] (^[0]) > -оо). 

Доказательство. Ввиду определения свойства X [20] и леммы 3 из [22] 

имеет место Х(^) => №*(&). 

Согласно лемме 1.19 существует ^-последовательность 5^0]-множеств 

{{-КЦ1}̂ 0-1}̂ -1 такая, что для всякого НЧ т выполнено 

Щ{К™}™) & Vп^ [0](^ [0] б 0 Д 1 & <^0] е К? э И ~]ЗаЬ(а < {т < Ъ & 

& 4 ( # \ а Д Ь) > т . \а Д Ь\)) & «([>, {^} [ 0 ] ] ) , (12) 

ввиду ( Ж ( ^ , { ^ } Н V 2(«Г)) верно 

( ^ ( [ ^ , { С } [ 0 ] ] , {У [ 0 ] ) V 2([^МС}[°]])) 

и, таким образом, АС([#\ {&™}[0]]) (см. лемму 1.3 и теорему 3 и следствие 1 
теоремы 10 из [20]). 
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Мы построим ^-последовательность НЧ {рт}^0] такую, что для всякого 

НЧ т верно 

у-<[&, {к:уп°ч, - Р т > < 2-«--2 

(см. замечание 1.8). Существует неубывающая [0]-функция ^ , для которой 
выполнено 

* = Х у-<[г,{*:}?~,-Рт> 
т = 0 

и, следовательно, У(0) = 0 & ^ ( 1 ) < 2~я~1 и ввиду теоремы 8 из [23], замеча
ния 1.8, леммы 1.3 и леммы 3 из [22] верно АС(^) & Д [ 0 ] (^) & ~\а\& + ^ ) . 

Пусть \ [0]-ПЧ. 

а) Если В[ЗР~\ (%) > —со, то — очевидно — верно В[& + ^ ] (^) > — со. 
б) Пусть В[&~\ (2;) = — со. Тогда ^ е О Д 1 и ввиду того, что для всякого 

НЧ т верно (12), не может не существовать НЧ /с такое, что 

13п&еКк). (13) 

Пусть к НЧ, для которого верно (13). Мы обозначим ср *=- [&, {.К*}|;0]]. 

Тогда [К"<ср, -р Л >, {^} [ 0 ]] = V(ср, —ркУ и согласно лемме 1.4 из [6] 

и лемме 1.13 выполнено ^[@^ + У~\ (%) ^ ^[ср + V~(ср9 — рк}~\ (%). На основа

нии леммы 1 из [11], леммы 1.4 из [6] и замечания 1.8 имеет место 

^[V-(ср90У - К-<Ф, -р*>]0;) ^ р* , 

^[ср+ ^(ср,-рк>~\&) = 

^[V+(ср,0у - К ' < ^ , 0 > + V-(ср9 - р Л > ] ( ^ ) = 

- Я [ К " < Ф , 0 > - У~<<р9 - р * ) ] © ^ -рк 

и, таким образом, верно В[^ + ^ ] (%) = —рк. 

Лемма 1.20. Пусть ЗР [0]-равномерно непрерывная [0]-функция, ср0 неубы
вающая [0]-функция и р НЧ. Тогда существует неубывающая [0]-функция ср± 
такая, что 

ср,(0) = 0&ср,(\) < 2-*>&Ч?0Х0[& + ср0-\(?°1) > - 0 0 & 

& В\Р\\ (^[0]) > - с о =э Я [ ^ + ср,] (<^0]) > - с о ) . 

Доказательство. Мы используем теорему 1.3 и построим неубывающую 
[0]-функцию ^о такую, что 

^ [ о ] ( 0 < {[0] < ! & й-9о~ ( ^ о ] } < + оо з ^ ( ф 0 > {С0])) ( 1 4 ) 

и определим 2 ^ ^(^>0 + ^о + Ьи О Д 1) и ф -==- (\\х) . (<р0 + ^ 0 + й-. - <р0(°) -
- У0(0)). Тогда (Д(0) = 0& ф(\) = 1. [0]-функция & *ф~х является [0]-равно-
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мерно непрерывной и, следовательно, согласно теореме 1.3 существует неубы
вающая [0]-функция # х такая, что ^ (0) = 0& ^1(1) < 2 _ р " 2 и 

у^со^го] 6 о у 1 & Л В Д (»/[01) < + оо = 

"I ~1(/Ы-00, 3?*ф-\ Г]т)&П^(+00, 3? * ф~1, Г]т) V 

^Ы^'Г'.Л)). (15) 

Ввиду леммы 1.15 осуществима неубывающая [0]-функция # 2 такая, что 

У2(0) = 0&^2(1) < 2" ' - 2 & 

& Я [ ^ + У2~ (0) > - со & ])[& + <32~ (1) > - со . 

Мы определим 

V* ^ ( ^ Г * + * ! * * + * - ) • 

Пусть 2; [0]-ПЧ такое, что 

Д[> + <Ро] К) > - °о & Щ&~ №) > - <» . (16) 

1) Если П(^е0 V 1) V /)[^](5) > -оо, то, очевидно, 

0^ + 9гШ> -°°- ( 1 7) 

2) Пусть ^ € О V 1 & й[^] Й) = -оо. Тогда ввиду (16) и (14) выполнено 

ДЛ+00.1М) (18) 

и Л [ ^ + ~ . (Д] (^) > - оо & Чк(В[& + (1/2*) . ф~ (%) > - оо) и, следовательно, 
согласно лемме 1.13 верно 

-г < 0 | > * Ф'1] (Ор[ф1 (%)) <0<В[_Р* ф-1] (ОрЩ (%)) . (19) 

а) Пусть 
0<А* * ф-1, ОрЩ т . (20) 

Тогда ^м(0, ЗР * ф~1, Ор[ф~ (О) и, таким образом, ввиду леммы 1.13 выпол
нено (17). 

б) Пусть (20) неверно. Тогда ввиду (19) и (15) имеет место ^„(+оо,У^, 
Ор[Ф~ (%)) и Д^(+со, & * ф'1 + Ух, Ор[ф~ (%)) и, следовательно, мы опять 
получаем (17). 

Лемма 1.21. Пусть & [0]-равномерно непрерывная [0]-функция. Тогда 
существует ^-последовательность неубывающих [0]-функций {^ч}9

0^ такая, 
что 

(д [ 0 ] (^) => Ча#0\жч))81Ч?0ХЩ&-(?0~) > -со э 

=> п п э ^ ( 5 [ ^ - ^ ] й [ 0 ] ) ^ 0 ) ) . 
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Доказательство. Согласно лемме 1.17 существуют ^-последовательность 
^-последовательностей [0]-сегментов {{^}п°]}«°] и ^-последовательность 
неубывающих [0]-абсолютно непрерывных на О Д 1 [0]-функций {9Ч}\°Л 

такие, что для всякого НЧ ^ выполнено (10) и (11) и [ ^ + 9Ч, {.КЛ}̂ 03] возраста
ющая на 0 Д 1 [0]-функция, Следовательно, 

у [̂о]̂ [о] е 0 Д 1 & У п ~\3пит е К1) - В,А- со, &, ?<*)) . (21) 

Пусть ^ НЧ. Мы определим 

Ж(1 ^ < + >(«Г + 9Ч) + <->(#- + 9Я) 

(см. замечание 1.4). Тогда Жя неубывающая [0]-функция, [ ^ , {Х^}[0]] = 
= 2 . [«^ + 9^ {- |̂}1;0]] и согласно теореме 2 из [20], лемме 1.3 и теореме 1.1 
выполнено Д [ 0 ] ( ^ ) ~ Д [ 0 ] ( ^ ) . 

Пусть \ [0]-ПЧ, \ е О Д 1 & П3п(^ е (К«)°). Тогда VаЬ(0 _ а _ § _ Ь _ 

_ 1 & а < Ъ => _(«^, а Д Ь ) ^ - - К ^ , а Д Ь)) и, следовательно, 

- б [ ^ - л Г € ] ( § ) _ 0 . 
Итак, ввиду (21) и того, что У ^ ( 1 ^ 0 ] б О Д 1) - Я,Д0, ^ - лГв, <^[0])), 

выполнено требуемое. 
Ввиду леммы 1.2 и замечания 1.2 можно аналогичным способом доказать 

следующее утверждение. 

Лемма 1.22. Пусть & [0]-равномерно непрерывная [0]-функция и ф воз
растающая на О Д 1 [0]-функция, 1̂ (0) = 0 & 1̂ (1) = 1. Тогда существует 
[^-последовательность неубывающих [0]-функций {^}^0 ] такая, что 

( Д [ 0 ] ( ^ ) & Д[0]ОА) э V ^ Д [ 0 ] ( ^ ) ) & 

& У ^ 0 ] ( Я [ ^ * ф'1] (ОрЩ (^[0])) > - о о з ! ПЭд(С[^ - лГ,] (^С0]) _ 0)) . 

Замечание 1.10. Пусть ср неубывающая [0]-функцйя, Я [0]-сегмент, Я _ 
_ 0 Д 1, а 2 [0]-КДЧ, 2 = \ . (Эл(Я) + Эп(Я)). Тогда ввиду [0]-равномерной 
непрерывности [0]-функции ср (замечание 1.2) и леммы 2 из [14] можно пос
троить неубывающие [0]-абсолютно непрерывные на О Д 1 [0]-функции ф1кф2 

такие, что 

0 _ ф, _ _(ф, Н)&0 йф2 й Д(<Р, Я)& ^(Эл(Я)) = 0& фх(т) = 

= А(<р9 Я) & ф2(х) = 0 & ф2(Эп(Н)) = _(ф, Я) & ̂ [ 0 ] ( х [ 0 ] е Я з 

- ф(х [ 0 ]) - <р(Эл(Я)) _ ф,(хт) - ^(Эл(Я))&ф(Эп(Я)) - ф(х [ 0 ]) _ 

_ 1 А 2 ( Э п ( Я ) ) - ^ 2 ( х [ 0 ] ) ) . 

Лемма 1.23. Пусть <р неубывающая [0]-функция, а {{1^™ ,}^0] [0]-последо-
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вательность систем дизъюнктных [0]-сегментов, содержащихся в О Д 1, 

такая, что 

Vт^с(0 = т т & ( 1 = к = т т + 1 => Зп(\ = п ^ т т & 

& Ц+1 с: (ГГп)°))) & (( § \Ц\) - ^ 0 ) . (22) 
л = 1 

Тогда существует неубывающая [0]-функция 0, для которой выполнено 

Ц0) = 0 & 0(1) = 2 . Л(ср, 0 Л 1) & Д [ 0 ] (^) & 

&V^ [0]аЬ(Vт ППЗп(1 = п = тт&^еПп

п)&а = <.:[0]

 = Ь & а < Ь э 

=> 4(ф, а Л Ь) = ^ (0 , а Д Ь)). 

Доказательство. Мы можем без ограничения общности предположить, 

что т0 = 1&Ь? = О Д 1. 

Для всякого НЧ т мы построим систему дизъюнктных [0]-сегментов 

{-Кр}р=1 такую, что сегменты этой системы не перекрываются с сегментами 

системы ^т

п

+1Упт=1 и 

Уа(-|ПЭк(1 = к = хт&аеИГк) = 

= ППЗп(1 = п = ат&аеКт V 1 = л = тш + 1 & а е ^ + 1 ) ) . 

Мы используем замечание 1.10 и для всяких НЧ т и р , 1 _̂  р = ат, постро
им, исходя от ср и #™, неубывающие [0]-абсолютно непрерывные на 0 Д 1 
[0]-функции фт,р,1 и фт^р,2, обладающие описанными там свойствами. 

Пусть 9 [0]-функция такая, что 

Vтрx [ 0 ](1 = р = ст => ((хт = Эл(Кт) V х [ 0 ] = Эп(.Кр) => ̂ (х [ 0 ] ) = 

= 2 . ( ф т ) - Ф(О))) & (х [ 0 ] Е к; => ^(х [ 0 ] ) = 

= 2 . ( Ф ( Э Л ( ^ ) ) - Ф(0)) + ^ , р Д ( х [ 0 ] ) + фт,р,2(хП)) -

Ввиду замечания 1.2 и теоремы 4 из [20] ясно, что 9 обладает требуемыми 
свойствами. 

Лемма 1.24. Пусть ЗР [0]-равномерно непрерывная [0]-функция, р НЧ, 
а ф неубывающая [0]-функция, Д [ 0 ] (^) . Тогда существует неубывающая [0]-
функция #, для которой выполнено 

Д [ 0 ] ( / ) & ДО) = 0 & /(1) < 2~р & V^ [ 0 ](^[.#' + ф] (^[0]) > - оо & 

& Б [ > ] (^[0]) > - с о => ])[& + / ] (<^0]) > -оо) . 

Доказательство. Мы используем лемму 1.20 и построим неубывающую 
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[0]-функцию (р, для которой выполнено 

ср(0) = 0& (р(\) < 2~р-2 & V^[0](_)[^- + ф~\ (^[0]) > - с о & 

& б [ > ] (<^[0]) > - со => __[^~ + ср] (^[0]) > - со) . 

Ввиду Д10\ф) и теоремы 1.2 существуют ^-последовательность 5*0]-

множеств {{Ят}[0]}[„0] и ^-последовательность НЧ {1т}
[0] такие, что для вся

кого НЧ т мера {Я т } [ 0 ] меньше чем 2~ т, {Я т } [ 0 ] ^-последовательность 

дизъюнктных [0]-сегментов, содержащихся в О Д 1, (1), V^[о](0 < ^ [ 0 ] < 1 & 

& п З п ( ^ [ 0 ] б ( Я т ) ° ) гэ &°\ф, <^[0])), ряд X <ш, ^> ( Я т ) [0]-сходится и 
п 

<со,фУ(Щ) + <со,фУ(НГ)<2-'-3&2<1т& _ < Ю , ^ > ( Я ™ ) < 2 - " - 4 - т . 

Мы построим ^-последовательность [0]-сегментов {СЬ}[0], образован
ную сегментами Я", где 

( т = 0 & (п ^ 1 У10<п)у0<т&1т<п& У/с(/с < т => 

з 3/(/ < П к & ( * = 0 =э 1 < /)&Я~ с Я*))). 

Тогда {<25}
[0] ."^-множество, содержащееся в О Д 1, и ряд ]Г <а>, ^> (<25) [0]-

5 

сходится к [0]-КДЧ, меньшему чем 2~р~2. Мы заметим, что V5(Vа^ «со, ф} (2 5), 
ф, ^8) & Д10\фш^)) (см. теорему 2 из [20]). 

Пусть ^/о неубывающая [0]-функция такая, что 

/о = 1('Ас&]-'А(эл(е.))). 
5 = 0 

Тогда /0(0) = 0&«/о(0 < 2~ р~ 2 и ввиду замечания 1.2 и теоремы 1.6 выпол

нено Д [ 0 ] ( / 0 ) . 

Пусть {{-^1}^=1}^0] ^-последовательность систем дизъюнктных [0]-сег-
ментов такая, что т0 = 10 —- 1 & Vп(1 _ п _ т 0 э 1°„ = Я° + 1 ) и для всякого 
НЧ т, 0 < т, система {1~}* = 1 образована [0]-сегментами Я т , где 0 = I = 

= 1т& ~п(1 = п _5 ! . „ _ ! & Я т с: Ь т _ 1 ) . Тогда выполнено (22). Мы используем 
лемму 1.23 и построим, исходя от ср и {{Ь^}?".-.}^3, неубывающую [0]-функцию 
У, обладающую свойствами, описанными в названной лемме, и определим 

/ ~* (/о + П 
Легко убедиться в том, что построенная нами [0]-функция / обладает 

свойствами, перечисленными в утверждении доказуемой леммы. 

Легко доказать следующее утверждение. 

Лемма 1.25. Пусть ^ ; } ] = 0 система рациональных сегментов. Тогда суще
ствуют дизъюнктные возрастающие системы Н Ч { 1 1 > ; } ^ 1 и {-_,.,•};= 1 такие, 
что 

1) для любого НЧ /, \ = I =2, выполнено 0 = аг& у/(1 5̂  ] = с1 => 
=> 0 — \1 ] — т) и ^ . , )У=1 система дизъюнктных сегментов, 
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2) верно й <Ь = 6 у д ^ и 2 ^ ,| = х | д 1 2 1 
1 = 0 / = 1 у = 1 / = 1 / = 1 

Лемма 1.26. Пусть Н [0]-сегмент и С 0 -рекурсивно перечислимое мно
жество рациональных сегментов такие, что для почти всех [0]-ПЧ {[0] верно 

^ [ 0 ] е ( Н ) ° з V™ И-135(5 е С&<^ [ 0 ] е 8&\8\ < 2~т) . 

Тогда существует [0]-последовательность дизъюнткных рациональных сегмен

тов {Кп}[0] такая, что ЩКН еС&Кпд: (Н)°)и {Кп}
10]5^0]-множество меры | н | . 

Доказательство. 1) Пусть ^ сегмент, ^ - Н. Тогда, очевидно, существует 

система рациональных сегментов {д;}]=0> Для которой верно У/(0 _ / _ т => 
т 

=> д^ е С & д г .=. ^ ) ° ) и мера {] (±г больше чем \ . \ъ\. Согласно лемме 1.25 
1 = 0 

можно построить возрастающую систему НЧ {-1,/}̂ =1 такую, что 1 _ сх & 
& У/(1 = I = о"! з 0 _ 11>у _ т), { д и _/}̂ 2=1 система дизъюнктных сегментов 

и 1 |д 1 м |>*. |ь | . 

2) Ввиду 1) можно построить ^-последовательность дизъюнктных ра

циональных сегментов {Хп}[0] и возрастающую ^-последовательность НЧ 

{тл}^0], для которых выполнено 
т»с + 1 — 1 к— 1 т I + 1 — 1 

МКпеС&Кпя(Н)°)&т0 = 0&Щ ^ \К„\ > }.(|н| - X X \Кп\)). 
п=тк / = 0 п = г а . 

Но тогда верно 
т ^ +1 — 1 

Щ I |К.|>|Н|.(1-Ш*+ 1)). 
п = 0 

Замечание 1.11. Пусть 3* [0]-функция, Н [0]-сегмент, V [0]-КДЧ и 5 НЧ. 
Тогда видно, что словарное множество С, С ^ л Б(ЗаЬ(а < Ь & а Д Ь = 5 & 
& а Д ^ д (Н)° & \а Д Ь\ < 2~8 & V < А(&9 а Д Ъ)\\а Д Ь\))9 является 0-ре-
курсивно перечислимым и для любого [0]-ПЧ % такого, что ^ 6 (Н)° & 
& б[«^] (У > V, верно V™ П -|35(5 б С & ^ е (5)° & | 5 | < 2" ш ). 

Лемма 1.27. Пусть У [0]-функция, ̂ ( 0 ) > ^(1) , и { ^ 0 ] [0]-последователь-
ность [0]-ПЧ, пусть для почти всех [0]-ПЧ <!;[0] из 0 Д 1 выполнено 
- 5 | > ] (^С0]) = 0. Тогда существуют ^-множество {Хй} [0] меры 1, {Г„}[0] е П Ь [ 0 ] 

и [0]-П хЧ ^ такие, что {Х„}[0] [0]-последовательнось рациональных сегментов, 
содержащихся в 0 Д 1, Д [ 0 ] ([/^, {К„}л

0]]> {К}п°
}\ [&,{КпУш0Т] убывающая на 

0 Д 1 [0]-функция, 

Ул(± . А{Р9 0 Д 1) . |К„| < А{Р9 К „ ) ) & ^ 0 У 1 & П 3 ^ е / С п ) & 

& и зад = у&Ор[[^,{хй}п0]]]а)еп[0]. 

26 



Доказательство. 1) Пусть ^ рациональный сегмент такой, что I. = О Д 1 & 

& А(&, ^) < 0. Тогда существует НЧ р, для которого выполнено 

1 = р& А(&, ^) < 2~р . А(&, 0 Д 1) . |Ь | , (23) 

и ввиду предположения леммы, замечания VII и леммы 1.26 существует систе

ма дизъюнктных рациональных сегментов {Т,}7=о такая, что 

VI (0 = I = (7 э Т, с (V)0 & А (&, Т,) > 2~р~3 . А (&, 0Д1) . |Т,|)& 

&Х|Т,|>*.|ь |. (24) 
1 = 0 

Пусть ^ ^ \&9 { Т ^ ^ о ] 1 4 - Согласно лемме 4 из [18] и замечанию 1 из [20] 
существуют [0]-КДЧ АУ И Ъ И ^-последовательность неперекрывающихся 
рациональных сегментов {Ял}л

0 ] такие, что 

\Нп\ - ^ 0 & и Эи(Эл(Ь) е (Я„)° V Эп(Ь) е (Яп)°) & 

& 2 " р . Л ( ^ , 0 Д 1 ) < \ у < 2 < 2 - " - 2 . Л ( ^ , 0 Л 1) & Vи(Яв с Ь э 

э ш . |Я„| < А(&, Нп))& Vx [ о : I/0 ](Эл(^) ^ хС 0 ] < / 0 ] ^ 

^ Эп(Ь) => А(\9, {Нп}™1 Х™ Д Ут) < г . \х™ Д /*\) . 

Следовательно, ввиду предположения леммы, (23) и (24) множество 
л п(Нп = ^) является инфинитным и верно 

V (̂0 = I = с => Зтп(Т; с Я т и Нп)) . 

Мы построим возрастающую систему НЧ {п,}^= 0иситемы дизъюнткных 
рациональных сегментов 

{̂ 0,/}/ = 0 И {̂ 1,/}1 = 0 
такие, что 

Уи(Э/(0 = } = Я & п = п,) = 31(0 = I = (т & -|((Т,)° п Я „ = 0))) & 

& 0° Зо.1 = У я п , & ̂  \ (5 (80.,)° = 0 8 1 р | 
/ = 0 7=0 1=0 * = 0 

и, следовательно, 

I |8о.1| > * • N &^Д((0 = / = т0 -з 2"* . А(Р9 0 Д 1) . |8 0 . , | < -4(^, 80,,))& 
/ = о 

& (0 = I = 1 & 0 = / = т , з ^ (Р, 8 М ) < 2 " р " 2 . 4 ( / , 0 Д 1 ) . |3 М | ) ) . 

2) На основании 1) легко построить ^-последовательность неперекры
вающихся рациональных сегментов, содержащихся в 0 Д 1, {Кп}п

0^ такую, 
что {Кп}п

0} ^ - м н о ж е с т в о меры 1, Уи(* . А(Р, 0 Д 1) . \Кп\ < А(Р, Кп) < 0) 
и [&, {Хп}л

0]] убывающая на 0 Д 1 и, следовательно, [0]-равномерно непре
рывная [0]-функция. Таким образом, ряд ~? \А(&, Кп)\ [0]-сходится к [0]-КДЧ 
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меньшему чем \ . \А{&, О Д 1)| и существует {Г„}[0] е "Ь1;03, для которого вы. 
полнено Д С 0 ] ([#\ {Кя}

[ 0 ]], {Р„}[0]). Ввиду этого, теоремы 2 из [17] и релятиви
заций леммы 1.6 из [6] и теоремы 6.2 из [3] существуют [0]-П 2 Чг| и [0]-ПЧ !;, 
для которых верно 

Л е ^ ( 1 ) V ̂ ( 0 ) & П3п(л 6 &{Эп{Кп)) Д &{Эл{Кп))) & 

& 1Щц = ОрЦ*, {К„}[0]]] & ) ) & О р П > , { Х Л } [ 0 ] ] ] (§) = л 

и, следовательно, 

| б 0 у 1 & - 1 3 п ( ^ е А : г 1 ) & ^ е П [ О ] & п Э ^ = ^ ) . 

Лемма 1.28. Пусть / и ? [0]-функции, {Х„}[0] 5^-множество и \ [0]-П.Ч 
такие, что 

З ^ ^ М ч 1 0 1 , •*",.§) & ?/[0] е П1/01) V %{Ж) , (25) 

^ А С О ( ^ ) V п 01е{ - со, 9Л), (26) 

Ж{{Кп}„°~*) к[<3 - Ж, {Кп}п

оу] невозрастающая [0]-функция. Тогда 

О р [ [ ^ - ^ , { Х „ } [ 0 ] ] ] Ю е П [ 0 ] . (27) 

Доказательство. Мы допустим, что (27) неверно. Тогда 

0 < % < 1 & НЕЦ!; е К.) & 0р[[9 - -Г, {Кп} [ 0 ]]] (5) е П [ 0 ] (28) 

Мы определим ЛГг ^ [^Г, {#п} [ 0 ]] и 9± ^ [«?, {Хп}[0]]. Ввиду (26), леммы 
1ЛЗ,теорем5и7из[22]илеммы4из[18]верно\УАСО(^ 1 ) V НГ^Д-оо, Уи !;) 
и не может не существовать ^-последовательность [0]-сегментов {Яп} [ 0 ] 

такая, что ,зР({Яп}
[0]) & И3л(5 е Я п ) , [ # 1 5 {Я„}[0]] [0]-равномерно непрерывная 

[0]-функция [0]-слабо ограниченной вариации на 0 Д 1 и 

( О Я [ ^ П Я п Г ] ] ( ^ П [ 0 ] у 

V 1 Ы - < » , ^ , е т Д ) ) - (29) 

Пусть {Яп} [ 0 ] ^-последовательность [0]-сегментов, обладающая пере
численными свойствами. Тогда \УХ — Жи {Яп}[0]] невозрастающая [0]-функ-
ция и [Ж19 {Яп}[0]] [0]-равномерно непрерывная [0]-функция [0]-слабо огра
ниченной вариации на 0 Д 1 и ввиду (25), теоремы 3 и следствия теоремы 10 
из [20] и замечания 1.3 выполнено 

ор[[^1.{я-}Н](«еп^. (зо) 

На основании (28) мы получаем 

Ор^-^Л^ГБ^еП^. (31) 

Итак, выполнено (29) —(31), что ввиду отмеченных выше свойств [0]-
функций [Уи {Яп}

[

п

0]] и [Жи {Яп}[0]] и леммы 3 из [23] невозможно. 
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Итак, верно (27). 

Теорема 1.12. Пусть Ж и ̂  [0]-функции и {^}*0] ^-последовательность 
[0]-ПЧ такие, что 

(^Г(Х, {У [ 0 ]) V Х(^))&(\УАСС(^)&с1ег[1](^) V 

V П3^[0](п3/с(^[0] = У 4 Ы - » . ^ О ) ) 

и для почти всех [0]-ПЧ ^ [ 0 ] из О Д 1 выполнено 

ВД (^С0]) ^ Я[-*1 (^С0]) • (32) 

Тогда 9 — Ж неубывающая [0]-функция. 

Доказательство. Ввиду предположений теоремы и ввиду теоремы 2 из [19] 
для почти всех [0]-ПЧ <^0] из О Л 1 верно - со < Я[«?] (<^[0]) = Ъ[У~\ (<^[0]) < 
< -I- со и (32) и, следовательно, согласно лемме 1.4 из [6] 

Щ_9 - Ж] (^[0]) = В[<0~\ (^[0]) - ^[Ж~\ (<^0]) ^ 0 . 

Нам достаточно доказать 

0 ^ ( ^ - / , 0 Д 1 ) . (33) 

Мы допустим, что (33) неверно. Тогда согласно лемме 1.27 существуют 
5^-множество {Х„}[0] и ОД-П-Ч $ такие, что Ж({Кп}п°\ [9 - Ж, {Кп}[°Ц 
убывающая на О Л 1 [0]-функция , Ъ> е О V 1 & ~13и(.; е Хл) & И3/с(̂  = §*) и 

Ор[[У-Х,{Кп}п°Ч]&)еП™. (34) 

Однако ввиду предположений теоремы и ввиду леммы 1.28 (34) неверно. 
Итак, мы доказали (33). 

На основании этой теоремы верно следующее утверждение. 

Следствие. Пусть ЛГт9 [0]-функции, {Р„}[0] е п 8 [ 0 ] и {^}[0] [0]-последова-
тельность [0]-ПЧ такие, что 

(ЛфГ, &к}™)&(<1ег"\Ж, {Г,}™) V ДГ\Х, {Ря}я°')> V 

V 2(Х)&Д [ 0 ](Х,{ГП}Я

0 ]))& -\1?°\-Як(1;т = 1Ц)& 

& Ы~ оо, 9, Ц™) & !>„( + оо, 9, ?")) & й^1\9, {Г,}'0') . 

Тогда У — Ж постоянная [0]-функция. 

На основании теорем 4 и 5 из [22], релятивизации теоремы 4 из [20] и за
мечания 1.5 мы получаем следующее утверждение. 
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Лемма 1.29. Пусть У [0]-функция, У/АСС0(#'). Тогда Д [ 1 ] ( ^ ) & ]\а\&) и, 
следовательно, с!ег [1](#'). 

Пример 1.8. Существуют [0]-функция Ж и неубывающая [0]-абсолютно 
непрерывная на О Д 1 [0]-функция У такие, что 

АСС(Ж) & А(&, О Д 1) > 0 & V^ [ 0 ](Д[^^ - &\ (^[0]) = 

= П[Ж] ({[0]) & ^[Ж - Р\ (^[0]) = $_Ж] (^ [0])) 

и, следовательно, ввиду теорем 5 и 6 из [22] выполнено АСС(Ж — 3?) & 
& Ж(Ж) & ^(Ж - 3?). 

Теорема 1.13. Пусть У [0]-функция, V [0]-КДЧ и { ^ 0 ] [0]-последователь
ность [0]-ПЧ такие, что Ж(&, {^}*0]) и для почти всех [0]-ПЧ ^ [ 0 ] из 0 Д 1 
выполнено В[^] (^[0]) ^ V. Тогда & — к1> является неубывающей [0]-функцией. 

Доказательство. Пусть У ^± к_„п Ж ^± —^. Тогда ввиду леммы 1.4 из [6] 
выполнены предположения теоремы 1.12 и, следовательно, [0]-функция ̂  — Ж, 
т. е. ЗР — йу, является неубывающей. 

Следствие. Пусть & [0]-функция, { л̂}^
0] ^-последовательность [0]-ПЧ 

и { Р л } Г е п 5 [ 0 ] такие, что Л{?, {^} ' 0 1 )&с1ег [ 1 ^ 1 { Г л } Н & 0 й {Т.}™. 
Тогда ЗР неубывающая [0]-абсолютно непрерывная на 0 Д 1 [0]-функция, 
Д [ 0 ] ( ^ , {Р„}[0]) и, следовательно, {Рп} [ 0 ] является интегрируемым по Лебегу 
н а 0 Д 1 . 

Доказательство. Утверждение является непосредственным следствием 
теоремы 1.13, следствия теоремы 1.10 и замечаний 1.2 и 1.5. 

Теорема 1.14. Пусть ЗР [0]-функция и {^}^0] ^-последовательность 
[0]-ПЧ такие, что Ж(&, {^}*0]). Тогда существует 5 ^ ]-множество§ меры мень
шей чем 1, для которого выполнено 

=> Згу[0](1)[1 ] ( ^ [ 0 ] , 3?, ^ [ 0 ] ) & ^ [ 0 ] й А(&, 0 Д 1))) . • (35) 

Доказательство. Для всякого НЧ 5 мы посредством Ся обозначим 0 -ре
курсивно перечислимое множество рациональных сегментов л5(ЗаЪ(0 < а < 
<Ъ<1&аАЪ^5&\аАЪ\< 2~8&А(3^,а Д Ъ) > А(ЗР, 0 Д 1) . \а Д Ь\)), 
посредством {Я*}[0] ^-последовательность неперекрывающихся рациональ
ных сегментов такую, что 

^ [ 0 ] ( И П3п({ [ 0 ] 6 Щ) = П П ( ^ [ 0 ] е - 2 ~ 5 V 0 V П И35(5 6 С, & ^ [ 0 ] е 5))) , 

30 



а посредством #5 [0]-ПЧ, к которому псевдосходится ^-последовательность 

РЧ { ^] |Я*|} [ 0 ]. Ясно, что {#5} [ 0 ] является убывающей. 
п = 0 

1) Мы допустим, что V5(1 ^ 95). 
Тогда V5 ~|(С5 = 0 ) , для почти всех [0]-ПЧ ^ [ 0 ] из О Д 1 верно 

25[^] (<!;[0]) ^ А(^, О Д 1) и, следовательно, 
а) согласно теореме 1.13 & — ггА(<?г0А1) неубывающая [0]-функция и 
б) существует рациональный сегмент а Д Ь такой, что 

а Д Ь с О V 1 & А(&, а Д Ь) > А(3?, О Д 1) . \а Д Ь| . 

Таким образом, мы получаем А(^, О Д 1) > А(^, О Д 1), что невозможно. 
Итак, [1]-сушествует НЧ 5, для которого верно 95 < 1. Ясно, что 

у{[о]^со] е о V 1 & ПЭп(^С0] е Щ) ю Щ&~\ (^[0]) ^ А(&, О Д 1)) 

(замечание 1.11). 
2) Ввиду 1) и теоремы 1.10 из [6] существует 5^1]-множество § меры 

меньшей чем 1, для которого выполнено (35). 

Замечание 1.12. Согласно примеру 2 из [18] существует [0]-функция &г

1 

такая, что л/(^х) (см. [22]) и, следовательно, ЗР\ [1]-абсолютно непрерывна на 

0 Д 1 (теорема 1 из [18]), обладает свойством (14)* (и, тем более, верно Ж(ЗР\)) 

и вместе с тем V^со](^со] е 0 Д 1 & ^ [ 0 ] е П™ э П ^„(^и <^°]))-

Ввиду теорем 5 и 6 из [22], теоремы 2 из [20], теорем 1.2 и 1.12 и теоремы 
1.10 из [6] верно следующее утверждение. (Определение ^'-интегрируемости 
содержится в [23].) 

Теорема 1.15. Пусть {Р„}С0] Ф'-интегрируемый на 0 Д 1 элемент п 8 [ 0 ] , 
& [0]-функция и {^к}[01 ^-последовательность [0]-ПЧ такие, что Ж ( ^ , {^}*0]) 
и для почти всех [0]-ПЧ <^0] из 0 Д 1 верно (Д,,(.^, <^со]) => 3 ^ С 0 ] ( Р ^ [ 0 ] , 
{Р„}С0], $т)&^М{0\РЛт))). Тогда У неопределенный 1>'-интеграл от 
{ГЯ}С0] на 0 Д 1. В частности, если {Р„}С0] является интегрируемым по Лебегу 
на 0 Д 1, то согласно следствию 3 теоремы 1 из [23] & [0]-абсолютно непре
рывна на 0 Д 1. 

На основании теоремы 2.2 из [6], замечания 1.3, теоремы 1.15, теоремы 4 
из [20] и замечания 1 из [22] верно следующее утверждение. 

Теорема 1.16. Пусть ЗР [0]-функция такая, что ё е г [ 1 ] ( ^ ) & л/(^). Тогда ЗР 
[0]-абсолютно непрерывна на 0 Д 1. 

Интересно сравнить теорему 1.16 с теоремой 3 из [9]. 

Лемма 1.30. Пусть & и / [0]-функции и {Яп} [ 0 ] ^-последовательность 
[0]-сегментов такие, что для почти всех [0]-ПЧ <!;[0] из 0 Д 1 выполнено 

-I эп(<*0] е я.) -э з^ [ 0 ](^ /^
[ 0 ], /, ?<») & ожр°\ <?, п . 
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Тогда для почти всех [0]-КДЧ * [ 0 ] из О Д 1 верно 

И3и(х [ 0 ] е Нп) => _ [ # - ; о, 0] (х [ 0 ]) _ /(х [ 0 ] ) _ В[&; 0, 0] (х [ 0 ]) 

(см. лемму 1.3 из [6]). 

Доказательство. 1) Пусть 5 НЧ. Мы определим 

С 5 ^ л5(заь(о < а <:Ь< 1&а АЬ = 5&\а АЬ\< 2" 5 & 

&{Эn(a Abя(Hn)°) v 
A(SF, a Л b) _ д v 

\a/\b\ 
< 2" 

Тогда С5 0-рекурсивно перечислимое множество рациональных сегментов 

и ввиду предположения леммы для почти всех [0]-ПЧ <!;[0] из 0 Д 1 выполнено 

Ут П П 3 5 ( 5 б С _ & ^ [ 0 ] е 5 & | 5 | < 2~т) . 

2) Ввиду 1) для завершения доказательства достаточно применить теорему 
4.1 из [5], лемму 1.26 и замечание 1 из [8]. 

Следствие. Пусть Р [0]-функция и {Р„} [0] е п 8 [ 0 ] такие,что ё е г [ 1 ] ( ^ , {Р„}[0]). 
Тогда для почти всех [0]-КДЧ х [ 0 ] из 0 Д 1 выполнено 3 / 0 ] ( р [ 0 ] ( / 0 ] , {Р„}[0], х [ 0 ]) & 
& / ) [ ^ ; 0, 0] (х [ 0 ]) _ / 0 ] _ Ъ\Р\ 0, 0] (х [ 0 ])). 

Доказательство. Утверждение является непосредственным следствием 
теоремы 2.2 из [6] и леммы 1.30. 

§2. ^Р-интеграл и \уф-интеграл 

Мы приступаем к определению конструктивных аналогов классического 
интеграла Перрона, теория которого содержится, например, в [1] и [2]. 
Мы хотим, чтобы эти аналоги удовлетворяли следующим условиям: 

1) определение интеграла основано на идее, предложенной О. Перроном, 
2) интегрируемые объекты [0]-измеримы, т. е. являются или элементами 

множества п § [ 0 ] или [0]-измеримыми (см. [6], стр. 93) [0]-функциями, 
3) неопределенные интегралы являются [0]-операторами типа ( В [ 0 ] —> В [ 0 ]), 
4) если [0]-функция & является неопределенным интегралом от {Р л} [ 0 ]е 

Е п 8 [ 0 ] на 0 Д 1 и 0 _ {Ря}
[ 0 ], то & [0]-абсолютно непрерывна на 0 Д 1. 

На основании замечания 7 из [12] мы получаем следующий пример. 

Пример 2.1. Существуют возрастающая на 0 Д 1 [0]-функция & и [0]-
измеримая [0]-функция / такие, что Д [ 0 ] ( ^ ) & Ух [ 0 ]Я [ 0 ](Дх [ 0 ]), ^ , х [ 0 ]) и & 
не является [0]-абсолютно непрерывной на 0 Д 1. 
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Этот пример вместе с примерами 2.3 и 2.4 из [6] и примером 1.6 показали, 
что 

а) при определении надфункций и подфункций мы не можем ограничиться 
требованиями, касающимися поведения соответствующих [0]-функций на [0]-

кдч, 
б) полученные интегралы не могут быть расширением интеграла Ньютона. 

Определения. Пусть {Ри} [ 0 ] е п 8 [ 0 ] , а 9 [0]-функция. Тогда 

1) мы обозначим -{Г и } [ 0 ] ^({0у150} [ 0 ] - {Р„}[0]); 
2) мы скажем, что 
а) У является надфункцией (соотв. подфункцией) для {Рп} [ 0 ] на 0 Д 1, 

если 9 [0]-равномерно непрерывна и существует {Ои} [ 0 ] е п 8 [ 0 ] такое, что 

Д^(^{ОВ}Г)&{РЯ}СП01 й {сп}™& пэ№,л-со,аг,с?01) 

(соотв. Д [ 0 1 (»,{О.}Ь 0 1 )Л{О.}^ <; { Р П Г & П Э ^ , Д + о о , » , . ? 0 > ) ) ; 
б) 9 является \у-надфункцией для {Ри} [ 0 ] на 0 Д 1, если выполнено 

13€т1)„(- со, #, <^[0]) и для почти всех [0]-ПЧ ^ [ 0 ] из О Д 1 имеет место 

3 „ [ 0 ] ( Р ^ [ 0 ] , {Ри} [ 0 ], <*0]) & пт й йМ (?")); 

в) 9 является ^-подфункцией для {Ри} [ 0 ] на О Д 1, если выполнено 
НЗ<^[0]Д,Д-г со, <99 ^ [ 0 ] ) и для почти всех [0]-ПЧ (^[0] из О Д 1 имеет место 

^°\Р^°\ {РИ}[0], ^[о])& ад (^[о]) ^ ^ [ о ] ) . 

Мы напомним, что согласно определению ([6], стр. 93) [0]-функция / 
называется [0]-измеримой, если существует {Ри} [ 0 ] е " з ^ 0 1 такое, что для почти 
всех [0]-КДЧ х [ 0 ] из О Д 1 

Р „ ( / ( * [ 0 ] ) , {Ря}™, х™). (36) 

Ввиду теорем 4.1 из [5] и 2.2 из [6], если для / и {Ри} [ 0 ] е п 8 [ 0 ] для почти 
всех [0]-КДЧ х [ 0 ] из О Д 1 верно (36), то существует ^-последовательность 
5[0]-множеств {§Л}[0] такая, что для всякого НЧ к мера 9)к меньше чем 2"*, 
[/» Ьй\ [0]-равномерно непрерывна и Ут х1т\ ~| ( х м е § к) & х [ т ] е О Д 1 => 
=> Зум(^т\ум, [/, § Л ] , х [ т ] ) & Р [ т ] ( / т ] , {Ри} [0], хм))). 

Ввиду ЭТОГО — определения интегрируемости, введенные в [23] и в следую
щем для элементов множества п 8 [ 0 ] , и понятия надфункций (соотв. подфункции, 
соотв. \у-надфункции, соотв. ш-подфункции) элемента множества п § с о ] на О Д 1 
переносятся очевидным способом на случай [0]-измеримых [0]-функций. 

Замечание 2.1. Пусть {Ри} [ 0 ] е п 8 [ 0 ] , а У0 и 9Х [0]-функции. 
1) <&0 является надфункцией (соотв. \у-надфункцией) для {Ри} [ 0 ] на О Д 1 

в том и только том случае, если [0]-функция — <0О является подфункцией (соотв. 
^-подфункцией) для — {Ри} [ 0 ] на О Д 1. 
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2) Пусть ^о надфункция (соотв. подфункция) для {Рп} [ 0 ] на О Д 1, Тогда 
а) согласно теореме 15 из [22] <&0 [0]-функция типа а С 0 , 
б) ввиду теоремы 2.2 из [6] и теоремы 1.2 У0 является \у-надфункцией 

(соотв. \у-подфункцией) для {Р„} [0] на О Д 1. 
3) Пусть ^о ^-надфункция (соотв. \у-подфункция) для {Рп} [ 0 ] на О Д 1. 

Тогда согласно теореме 1.10 из [6], лемме 1.18, теореме 1.2 и теореме 2.2 из [6] 

а) для почти всех [0]-ПЧ ^ [ 0 ] из О Д 1 верно 

б) если ^о [0]-равномерно непрерывна, то N^§0 (^ 0); 
в) ^ 0 является надфункцией (соотв. подфункцией) для {Рп}п

0] на О Д 1 
в том и только том случае, если ^ 0 [0]-равномерно непрерывна и выполнено 

ДС О ](^о). 
4) Если ^ 0 и 9Х надфункции (соотв. \у-надфункции) для {Рп} [ 0 ] на О Д 1, 

то ввиду теоремы 2 из [20] и леммы 1.13 [0]-функция т ш ^ , ^ ) является 

надфункцией (соотв. >у-надфункцией) для {Рп} [ 0 ] на 0 Д 1. 

5) Если ^о ^-надфункция для {Рп} [ 0 ] на 0 Д 1 и (31 \у-подфункция для 

{Рп} [ 0 ] на 0 Д 1, то ввиду леммы 1,4 и теорем 1.14 и 1.9 из [6] ( # 0 — 9Х) неубы

вающая и, следовательно, [0]-равномерно непрерывная [0]-функция (заме

чание 1.2) и выполнено Д [ х ] ( ^ 0 — до

определения. 1) Мы скажем, что {Гп}п

0] е п 8 [ 0 ] является интегрируемым 

в смысле Перрона (^-интегрируемым) на О Д 1, если существуют [0]-последо-
вательности [0]-функций {^0%т}^ и {̂ 1>П1}Ш

Э] такие, что для всякого Н Ч т 
выполнено А(У0%т — ̂ 1 > т , О Д 1) < 2~т и ^ 0 ,т (соотв. &г%т) надфункция 
(соотв. подфункция) для {Рп} [ 0 ] на 0 Д 1. 

2) Мы скажем, что {Рп} [ 0 ] е п 8 [ 0 ] является ^^-интегрируемым на 0 Д 1, 
если существуют ^-последовательности [0]-функций {^о,т}т] И {^1,т}т] 

такие, что для всякого НЧ т выполнено А(У0т — ^ 1 , т , О Д 1) < 2~т и # 0 ,т 
(соотв. ^ 1 > т ) \у-надфункция (соотв. \у-подфункция) для {Рп} [ 0 ] на 0 Д 1. 

Ввиду замечания 2.1 ясно, что из ^-интегрируемости следует \уф-интегри-

руемость. 

Обозначения. Пусть & [0]-функция, {Рп}п

0] е п 8 [ 0 ] , а ср неубывающая [0]-
функция. Тогда мы 

1) посредством ^(^, ср) обозначим: & [0]-равномерно непрерывна и вы

полнено Д [ 0 ] С^) & Д[03(<р) и 

Уа<*[0](0 < а з Я[/^ + а . ср] (<^0]) > - оо & 

& Ь\Р - а . ср] (<^[0]) < +оо)& ср(0) = 0 ; (37) 

2) посредством ^и(^, ср) обозначим: выполнено й е г 1 1 3 ^ ) и (37); 



3) посредством <$(&) (соотв. \уф(^)) обозначим: существует неубываю
щая [0]-функция ф такая, что &(&, ф) (соотв. &А€(&, ф)); 

4) определим 

Щ*. {г.}?4) - №*) & Д10](^» (Гп}1

и

0])) 

*Ч&, {К}™) *- М К * ) & &<ят{&, {Г„}Н) • 

Замечание 2.2. Пусть & и # [0]-функции, <р и /Ж неубывающие [0]-функции, 

2 М-КДЧ, 0 < г, {Р„}™ в п8™ и {С„}™ е п8™. 

1) Ввиду замечания 1.5, леммы 1.4 из [6] и теоремы 2 из [20] 

а) (&(<?, <р) => ^ ( ^ , ф))& (*$(*") -з ^ ф ( ^ ) ) & 

&(ф(^,{Рп}Н^^(^{РЛН), 
б) ( ^ „ ( ^ , ф) => < ^ , ( ^ , г . ф + Ж)) & 

& (^(/^, <р) & Д с о ]( ^Г) => ^ ( ^ , г.<р + Ж)); 

в) если выполнено ^ ( ^ , ср) (соотв. &Ае(&, ф)) и ёегС 1 3(^, {Рл}1°3), то для 
всякого РЧ а, Ока, [0]-функция & + а . <р является надфункцией (соотв. 
\у-надфункцией) для {Р п } п

0 ] н а 0 Д 1 , а/^ — а.<р является подфункцией (соотв. 
^-подфункцией) для {РЛ}С 0 ] на 0 Д 1. 

2) Если выполнено ф ( ^ , {РП}С0]) (соотв. \уф(^, {РП}С03)), то ввиду 1) в) 
{РП}С 0 ] является ^3-интегрируемым (соотв. ^^-интегрируемым) на 0 Д 1. 

3) Если выполнено чЩ&, {Р„}„0])& *Ш {Оп}
С0])& {ГЛл°] = {Оп}С 0 ], то 

согласно 1) в) и замечаниям 1.5 и 2.1 & — 9 постоянная [0]-функция. 
4) Если выполнено >у<Р(^, {Р„} с о з)&0 ^ {РП}С0], то ввиду 1) в) и замеча

ния 2.1 & является неубывающей. 

Теорема 2.1. {Р п } п

0 ] € П8С°3 является ^-интегрируемым (соотв. ^^-интегри
руемым) на 0 Д 1 в том и только том случае, если существует [0]-функция & 

такая, что $(*-, {РП}С0]) (соотв. ъЩР, {РП}С0])). 

Доказательство. Ввиду части 2 замечания 2.2 мы можем ограничиться 
следующим. 

1) Пусть {Р Л } С 0 3 € П 8 С 0 3 и {^0.«}т ] и {^1.Ш}С 0 ] [0]-последователъности 
[0]-функций такие, что для всякого НЧ т выполнено Л(90^т — 9ит9 О Д 1) < 
< 2 " т и 90>т (СООТВ. ^ 1 § т ) является ^-надфункцией (соотв. ^-подфункцией) 
для {РП}С 0 ] нк 0 Д 1. 

Пусть т НЧ. Мы определим 

<р0,« - пив (»од - *о,*(0)), 

(рип^ тах (<0ик- 9икЩ, 
Ойкйт 
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<Рт ^ (<Ро,т - Я>1,т)- Тогда (р09т(0) = <р1)Ш(0) = (рт(0) = 0 и согласно замечанию 
2-1 <Ро,т (соотв. (р1гТП) \у-надфункция (соотв. ^-подфункция) для {Р„}С0] на О Д 1, 
(рт неубывающая неотрицательная [0]-функция и (рт(\) = Л((рт9 О Д 1) < 2~~. 

Итак, для всяких НЧ тик выполнено (р0т = (р0}ГП+к = 4>1,т+к = Я>1,т > 
> (р0т - 2~т и, следовательно, Ут/с(2~~ > (рт = (рт+к = 0) и [0]-последова-
тельности [0]-функций {<р0,т}ж°] и {ф1,ш}ш

1 [0]-равномерно [0]-сходятся к об
щему пределу — [0]-функции, которую мы обозначим посредством &'. 

Для всякого НЧ т [0]-функции & + (рт - (р0т и <р1)Ш - (& - (рт) явля
ются неубывающими и, следовательно, & + (рт (соотв. & — (рт) \у-надфункция 
(соотв. \у-подфункция) для {РИ}С0] на 0 Д 1. 

00 

Мы построим [0]-функцию (р такую что <р = ~] срт. Пусть а РЧ и р НЧ, 
m = 0 

2P-1 

2 р < а. Тогда а . ц> — (1/2р) . ]Г <Рт неубывающая [0]-функция и, следователь-
т = 0 

но, ввиду леммы 1.4 из [6] &* + а . (р (соотв. & — а . <р) \у-надфункция (соотв. 

\у-подфункция) для {Рп}п

0] на О Д 1. 

Итак, ввиду замечания 2.1 и теоремы 1.10 и замечаний 2 из [19] и 2.3 из 

[6] для почти всех [0]-ПЧ <^со] из О Д 1 верно: существуют [0]-ПЧ ц09 г\1 и .9 

такие, что 

ДС1](~0, ^ , ^ [° ])& ^Щ Ф, гС°])& РС1](//1? {Р.}™ ^С°])& 

& Уа(0 < а =) ц0 - а . 5 = ^ = >/0 + а . 5) 

и, следовательно, ?7о = ~1- Мы доказали 

ё е г » ^ Г . } ! . 0 1 ) - (38) 

Итак, мы ввиду того, что <р(0) = 0, установили верность 

2) Пусть для всякого НЧ т дополнительно выполнено: Д С 0 ] ( ^ 0 т ) & 
& Д [ 0 ] (^ 1 > ш ) и ^ 0 т и ^ 1 > ш [0]-равномерно непрерывные [0]-функции (см. часть 3 
замечания 2.1). 

Тогда #* [0]-равномерно непрерывна и согласно теореме 2 и следствию 2 

теоремы 4 из [20] верно УтД[0](<рш) & Дсо](<р). 

Ввиду 1) и замечания 2.1 для всякого РЧ а, 0 < а, У00 — (3~ — а . (р) 
неубывающая [0]-функция и, таким образом, ^ 0 > 0 — ЗР неубывающая [0]-
функция. Но тогда на основании (38), Д[0](^0,о)> замечания 1.5, леммы 1.6, 
теоремы 1.10 и теоремы 2 из [20] выполнено Д [ 0 ] ( ^ 0 | 0 - ^~) и Д [ 0 ](^~). Отсюда 
мы ввиду (38) и замечания 1.5 получаем Дсо](/^~, {Р„}„0;1). 

Итак, мы доказали &(&9 <р)& <Р(:̂ ~, {Р„}С0]). 

Определение. Пусть {Р„}С0] е п 8 С 0 ] . [0]-функцию У мы назовем неопределен

ным ф-интегралом (соотв. ^-интегралом) от {РП}С0] на 0 Д 1, если выполнено 

ЧК^. {Рл}п°]) (соотв. ч%ЩР% {РЯ}С0])). 
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Мы заметим, что ввиду теоремы 2.1 и замечаний 2.1 и 2.2 это определение 
является вполне подходящим. 

Замечание 2.3. Из замечания 2.2 непосредственно следует однозначность 
и монотонность ^р-интеграла (соотв. \уф-интеграла). 

Лемма 2.1. Пусть У [0]-функция и ср неубывающая [0]-функция. Тогда 
1) если &(&, ср), то существует возрастающая на О Д 1 [0]-функция ф 

такая, что 

ф(0) = 0 & ^(1) = 1 & Ух [ о У о ] (0 ^ х [ 0 ] < / 0 ]

 = 

^ 1 - - Ь |х[0] Л Ут\ = Л(ф, х [ 0 ] Л / 0 ] ) ) & ^г+Х+оо, ф, 0) & (39) 

&^(+оо,ф,1), 

у < *[о] ( 0 < {[01 < 1 & п д , ^ { И ) з / ) ^ ( + оо, ф9 {С01)) 9 (40) 

^(#\ ф) и, следовательно, АС(^"1
); 

2) если ^/Д#", ср) и & [0]-равномерно непрерывна, то существует возрас
тающая на О Д 1 [0]-функция ф такая, что (39), (40) и /̂Х«̂ > ФУ 

3) если ^^(^, ср), то существует возрастающая на О Д 1 [0]-функция ф 
такая, что (39), 

у{Со](0 < ^-о] < 1 & п 1(Ы-«>> ^> ^С01) V Ы+<*>> *> ^°3)) => 

^^„(+оэ,ф,?<»)) (41) 

и 9Л№* ФУ 

Доказательство. Пусть ^ НЧ, ср(\) < 2я. 

1) Пусть ^(^,ф). Тогда Д10\^) и согласно теореме 1.2 и лемме 1.16 
существует неубывающая [0]-функция У0, для которой выполнено 

90(0) = 0 & 90(1) <2"2& АС(^0)& 2^( + оо, 90, 0)& 

& 07Д + оо, 909 1) & У^[0](0 < <*0] < 1 & П Д ^ ?01) => Аг,(+ оо, * 0 , «С03)) • 

Мы определим ъ .=- (1 - 2"«~2 . <р(1) - #0(1)) и ф ^ (2"^" 2 . <р + ^ 0 + й2). 
Ввиду леммы 1.3, замечаний 2.2 и 1.3 и теоремы 2 из [20] ф обладает свойства
ми, требуемыми в части 1 леммы. 

2) а) Пусть 9г [0]-функция такая, что 

^ [ 0 ] ( х [ 0 ] е О Д 1 з ^ (х [ 0 ] ) = 2~4 . (|х [0] |1/2 + 1 - |1 - х [ 0 ] |1 / 2)) . 

Согласно теореме 1.3 существует неубывающая [0]-функция <32 такая, 
что 92(0) = 0 & *2(\) < 2~* & V^[0](0 < ^ [ 0 ] < 1 & И В ^ 9 <*0]) г> ^А{(+ оо, 92, 
^ [ 0 ])). 

б) Пусть ^ Д ^ , ф). Мы определим 

V ^(\ - 2~*-2 . <р(\) - 9,(1) - У2(\)) 
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ф^(2-*~2 .<р + <$1+<§2 + й у). 

Тогда ввиду замечания 2.2 ф обладает свойствами, требуемыми в части 3 
леммы. 

в) Пусть & [0]-равномерно непрерывна. Тогда согласно теореме 1.3 
существует неубывающая [0]-функция <3Ъ такая, что 

&3(0) = 0 & У3(\) < 2"4 & V^СО](0 < <^0] < 1 & 

& Л / и + со, 9Ъ9 ^со]) э И П ( Ы - о о . *> ^С03)& 

& 5 „ ( + оо, *•, ^С0]) V Я„(^> ^°3))) • 

Мы определим ^ ^ (1 - 2"*-2 . <р(1) - 3^(1) - 92(1) - #3(1)) и ^ ^ (2~*-2 . 
. ср + ^1 + # 2 + ^з + ^ ) - Тогда если выполнено &&№9 <р\ то ввиду замеча
ния 2.2 [0]-функция ф обладает свойствами, требуемыми в части 2 леммы. 

Лемма 2.2. Пусть У [0]-функция и ф возрастающая на О Д 1 [0]-функция 
такие, что 9и(&9 ф\ (39) и (41). Тогда 

^ С 0 1 (П -\(Ы-*>> *> ^С°3) ^ ^ ( + 0 0 , Г, <*0])) => 

з В Д ' ^ ^ О р М П ) ) (42) 
и 

ИЭгс01СМ-оо, У * ./Г1, ^со]) V Д,,(+оо, У * ф~\ ?")) . (43) 

Доказательство. Утверждение является непосредственным следствием 
леммы 1.13 и леммы 1.4 из [6]. 

Обозначение. Пусть & [0]-функция, а ф возрастающая на О Д 1 [^-функ
ция. Тогда мы посредством ЦГ(&', ф) обозначим: выполнено ^(0) = 0 & ^(1) = 
= 1 и (42). 

Лемма 2.3. Пусть У [0]-функция и ф возрастающая на О Д 1 [0]-функция 
такие, что "1Г(&, ф). Тогда 

1) ^т^\Ьп\^°\^Лт)&-{^те\^Р =» ^ е П Н ) и, следовательно, 
Л(&); 

2) выполнено 

Vа1̂

СО](0 < а => р[Р + а.ф] (<*со]) > -со & 

& Щ& - а.ф~\ (^со]) < + со); (44) 

3) дегС1](^) => 9Д&, ф). 
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Доказательство. Достаточно использовать лемму 1.13, замечание 1.6 из [6] 
и лемму 2 из [18] и заметить, что для любой [0]-функции 9 выполнено 

У^0 ](Вс!(^ <^0]) = п О а Л - о о , 9, ^С0]) V Д Л + о о , 9, ?<»))) , 

где Вё предикат, введенный в [18], стр. 584. 

Непосредственным следствием лемм 1.18, 2.1, 2.2 и 2.3 и теоремы 5 из [22] 
является следующее утверждение. 

Лемма 2.4. Пусть У [0]-функция, ^ф(«^). Тогда 
1) ё е г [ 1 ] ( ^ ) & ^ Г ( ^ ) и существует [1]-функция 9 такая, что Ух [ 0 ](^(х [ 0 ]) = 

= ^ ( * [ 0 ] ) ) , 
2) если У [0]-равномерно непрерывна, то 

У ^ В ё о ( ^ ) & ( Д С 0 ] ( ^ ) => ^ А С С 0 ( ^ ) ) . 

На основании лемм 2.1, 2.2 и 2.3 мы получаем следующее утверждение. 

Теорема 2.2. Пусть & [0]-функция. Тогда выполнено \уф(^*) в том и только 
том случае, если верно ёег С 1 ] (^) и существует возрастающая на О Д 1 [0]-
функция ф такая, что №(&, ф). 

Теорема 2.3. Пусть У [0]-функция, Щ&). Тогда 
1) существует возрастающая на 0 Д 1 [0]-функция ф такая, что &(&у ф\ 

(39), А С ^ " 1 ) , (40), (42) и (43); 
2) выполнено ^ А С С 0 ( ^ ) & Д с о ] (^ г ) , У обладает свойством (гЧ)* и пред-

ставима в виде суперпозиции двух [0]-абсолютно непрерывных на 0 Д 1 [0]-
функций. 

Доказательство. Утверждение является непосредственным следствием за
мечания 2.2, лемм 2.1, 2.2 и 2.4 и теоремы 5 из [22]. 

На основании теоремы 2.3 и леммы 2.3 верно следующее утверждение. 

Теорема 2.4. Для [0]-функции У имеет место Щ&) в том и только том 
случае, если & [0]-равномерно непрерывна, выполнено Д [ 0 ] ( ^ ) и существует 
возрастающая на 0 Д 1 [0]-функция ф такая что Лт(Ф) & №(&, ф)-

Легко доказать следующее утверждение. 

Лемма 2.5. Пусть У [0]-функция, ф возрастающая на 0 Д 1 [0]-функция, 
ср неубывающая [0]-функция и г [0]-КДЧ такие, что №($?, ф) & ср(0) = 0 & 
& ъ = (ср(\) + ^(1)). Тогда ОГ(Р, 2 " 1 .(ф + ср)). 

Теорема 2.5. Пусть ^ [0]-функция, {Ря}^0]е п 3 [ 0 ] и {^} ^ [0]-последователь-
ность [0]-ПЧ такие, что 

(<1ег»](^, {Г,}'03) V Д"(Г, {Г,}™)) & (Ж{2Р, {%к}™) V %(&)) . (45) 
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Тогда верно Щ^, {Р„}п

0]) (соотв. \уф(^, {Ря}
[0])) в том и только том случае, 

если {Рп} [ 0 ] является ф-интегрируемым (соотв. \у^3-интегрируемым) на О Д 1. 

Доказательство. Ввиду замечаний 2.1 и 2.2 нам достаточно ограничиться 

следующим. 

Пусть {Рп} [ 0 ] является \уф-интегрируемым на О Д 1. Тогда согласно тео
реме 2.1 существуют [0]-функция ^ и неубывающая [0]-функция ср такие, что 

.*,/*, р) & * « » ' ( * , {Р.}'01)-. 
Пусть а РЧ, 0 < а. Тогда У + а . ер (соотв. У — а . <р) является ш-над-

функцией (соотв. \у-подфункцией) для {Рп} [ 0 ] на О Д 1 и ввиду (45) для почти 
всех [0]-ПЧ ^ [ 0 ] из О Д 1 выполнено 

^С 0 ](РЛ>7 [ 0 ]> {Рй}п0], ^ [ 0 3) & № + а . ср] (<^0]) = пт = Д [ > ] (?0У) & 

&П[У -а.ср] (^[0]) = г\т

 = 5 [ ^ ] (^ [ 0 ] )) . 

Следовательно, согласно теореме \.\2 У + а . (р — & к ЗР — У + а . <р неубы
вающие [0]-функции. 

Но тогда & — ^ постоянная [0]-функция. 

На основании этой теоремы, теоремы 5 из [22], соответствующих опреде
лений и замечания 1 из [23] и замечания 1.5 верны следующие утверждения. 

Следствие 1. Пусть {Гй} [0] е п 8 [ 0 ] является К-интегрируемым на О Д 1, 
где К = Ь У К = 1 ) ^ К = 1 ) ' У К = ! ) У К = 2 ; , И ^-интегрируемым (со

отв. ^ф-интегрируемым) на О Д 1. Тогда [0]-функция В? является неопределен
ным К-интегралом от {Рп} [ 0 ] на О Д 1 в том и только том случае, если & 
является неопределенным ф-интегралом (соотв. \у^З-интегралом) от {Рп}п

0] 

на О Д 1. 

Следствие 2. Пусть {Рп}п

0] е п 5 [ 0 ] и У [0]-функция такие, что ъф(&, {Рп}[0]). 
Тогда АС(&)& Д [ 0 ] ( ^ , {Р„}л

0]) (соотв. АС(^)) в том и только том случае, 
если {Рл} [ 0 ] является интегрируемым по Лебегу ^-интегрируемым) на О Д 1. 

Теорема 2.6. Пусть & [0]-функция. Тогда 

(АС(^) э А С О * ( ^ ) ) & ( А С С * ( ^ ) з Щ&))&(Щ&) => Д [ 0 ] (/^)& 

& \ У А С 0 0 ( ^ ) & \уф(^)) & (%&) & %(3?) => АСС*(^)) . 

Доказательство. Утверждение является непосредственным следствием за
мечаний 1.2 и 2.2, теоремы 2.3, леммы 6 и теоремы 6 из [23] и следствия 1 теоре
мы 2.5. 
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Теорема 2.7. Пусть & [0]-функция, обладающая свойством (14)*, Д [ 0 ] (^), 
а {^т}^01 [0]-последовательность неубывающих [0]-функций такая, что 
V7лД[0]«> и 

V.:[0] И И Зт И И ( Я [ ^ + фж] (^[0]) > - со V 

у 5 [ ^ - ^ т ] ( ^ [ 0 ] ) < +оо). (46) 

Тогда верно ф(^) . 

Доказательство. Пусть {Гй}[0] е п 8 [ 0 ] такое, что Д [ 0 ](.^, {Ри}
[0]). Ввиду 

замечаний 1.3 и 1.5 и теоремы 2.5 и теоремы 2 из [20] нам достаточно доказать, 
что для всякого НЧ / существуют неубывающие [0]-функции \^0и^/1 такие, что 

^(0 ^ 1й 1 => Дс о з(^|)& Фг(0) = 0& ^(1) < 2~')&. 

& У{[0](О[> + ф0] (^[0]) > - оо & Щ? - фг_\ (^[0]) < + со) . 

Пусть ( НЧ. 
Ввиду теоремы 2 из [20], леммы 3 из [22] и замечания 1.3 ЗР ^-равно

мерно непрерывна и выполнено V/ггД[0](^' — срт) и 

Д ^ ( ^ ) & Л % ^ ) . (47) 

Согласно лемме 1.21 существует ^-последовательность ^-последова
тельностей неубывающих [0]-функций {{«^т,^03}™3 такая, что ^т^Д^0\X'т^^) 
и для всяких НЧ т и [0]-ПЧ ^ [ 0 ], для которых выполнено Щ& — срт~\ (<^[0]) < 
< + со, верно п "1 Э^(^[^ - срт + Жт д~] (с^[0]) ^ 0) и, следовательно, 
ц Щ ^ + /И(?](а^0). 

Мы построим ^-последовательность неубывающих [0]-функций {/*}*0] 

такую, что для всяких НЧ т и ̂  выполнено 

^т.(т+1)/2 = Фт И 1((т + д + 1 ) . ( т + «з + 2)/2 + «з + 1) = *^т,«7 • 

Мы на основании (46) получаем 

V/сД[0тЛ) & V(^[03П П Эк(0[Р + I,] (<^0]) > - оо) . (48) 

Ввиду (47) и теоремы 1.11 существует ^-последовательность неубываю
щих [0]-функций {^}*0] такая, что для всякого НЧ к выполнено 

Д [ 0 ] (^)&^ Л (0) = 0&^Л(1) < 2~ г"Л-2& 

& V^[0]( Щ& + 9к\\ (^0]) > - оо) . . (49) 

Пусть к НЧ. Мы используем лемму 1.24 и построим, исходя от (& + Ук) 
и 1к, неубывающую [0]-функцию /к, для которой ввиду (49) выполнено 

Д С О ] (Л)&Л(0) = 0&Л(1) < 2-<-*-2& 

& Ус?03(Я|> + I,] (^[0]) > - оо => Я[-Г + <0к + Л ] (<^[0]) > - оо) . (50) 
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Существует неубывающая [0]-функция ф0, для которой верно ф0 = 

= X (&к + /к) и> следовательно, ф0(0) = 0 & ф0(\) < 2~г и согласно теореме 2 
к = 0 

и следствию 2 теоремы 4 из [20] имеет место Д10\ф0). На основании (48) 
и того, что для любого НЧ к выполнено (50), мы получаем 
У{[01Ш|> + ф0] (<*") > -оо). 

Аналогичным способом можно построить неубывающую [0]-функцию ф1 

такую, что Д^О/ОА ф,(0) = 0&ф,(1) < 2''& У^[0](Д[^ - фг] (^[0]) < +оо). 

Следствие 1. Пусть {Рй} [ 0 ] е п 3 [ 0 ] , /^ [0]-функция и { ^ 0 ] [0]-последова-
тельность [0]-ПЧ такие, что 

( ё е г ^ , {Р.}Н V Д->(^, {р.}»])) & ж ( ^ {ь}1°У) (51) 

и существует надфункция (соотв. подфункция) для {Рл}
[ 0 ] на ОД 1. Тогда 

*Р(:̂ , {Рп}
[0]) и, следовательно, {Рл}

[ 0 ] является ф-интегрируемым на О Д 1. 

Доказательство. Пусть ^ надфункция для {Р„}[0] на О Д 1. Тогда # [0]-
равномерно непрерывна, Д[0](^) и ввиду замечания 2.1 и теоремы 1.12 ^ — & 
неубывающая и, следовательно, [0]-равномерно непрерывная [0]-функция. 
Согласно этому, (51), замечанию 1.5, лемме 1.6 и теореме 1.10, замечанию 1, 
лемме 3 и теореме 2 из [22], теореме 2 из [20] и замечанию 1.3 верно 
д-°1(^ _ г̂г)& Д [ 0 ] (^, {Рй}

[0]) и У обладает свойством (1Ч)*. Для завершения 
доказательства достаточно применить теорему 2.7. 

Следствие 2. Пусть {р„}[0] е п § [ 0 ] является ©-интегрируемым (соотв. 
\у$-интегрируемым) на О Д 1. Тогда {Р„}[0] является ф-интегрируемым на 
О Д 1 в том и только том случае, если существует [0]-функция, являющаяся 
или надфункцией или подфункцией для {Рл}

[ 0 ] на О Д 1. 

Доказательство. Верность утверждения непосредственно следует из тео
ремы 5 из [22], теоремы 2.1, леммы 2.4 и следствия 1 теоремы 2.7. 

Лемма 2.6. Пусть ^[0]-равномерно непрерывная [0]-функция и ф возраста
ющая на О Д 1 [0]-функция такие, что 

ф(0) = 0 & ^(1) = 1 & Л З ^ С М - оо, Р + ф-1, ?<") & 

& Д . Д + с ю , ^ * ^ - \ ^ 0 ] ) ) . (52) 

Тогд^ существует ^-последовательность неубывающих [0]-функций {<рт}т

], 
для которой выполнено (46) и (Д [ 0 ](^) & Дт(ф) => У/яД[0](<рт)). 

Доказательство. Достаточно использовать лемму 1.22. 

На основании леммы 1.21, теоремы 1.3, теоремы 1.2 и леммы 1.16 и теоре
мы 2 и следствия 2 теоремы 4 из [20] легко доказать следующее утверждение. 
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Лемма 2.7. Пусть Р [0]-равномерно непрерывная [0]-функция и {(рт}т] 

^-последовательность неубывающих [0]-функций такие, что (46). Тогда су
ществует возрастающая на О Д 1 [0]-функция ф, для которой выполнено (39), 
(40), (43) и (ДС 0 ](^) & У/иД[°1(,ри) => Д10\ф) & АС(ф - *)). 

Следующее утверждение является непосредственным следствием теоремы 
2.7 и леммы 2.6. 

Теорема 2.8. Пусть & [0]-функция, обладающая свойством (ТЧ)*, ДС 0 ](^), 
и ф возрастающая на 0 Д 1 [0]-функция, для которой выполнено (52) и ДС0](^). 
Тогда <$(&). 

Замечание 2.4. Пусть У [0]-функция, %(ЗР\ и {<рт}т

0] ^-последовательность 
неубывающих [0]-функций такие, что (46). Тогда 

а) согласно определению свойства 2 [20] и лемме 3 из [22] <Р ^-равно
мерно непрерывна и верно ДС0](^') & Д л / | (^); 

б) ввиду леммы 1.17 для всякого [0]-ПЧ ^ с о ] из 0 Д 1 не может не суще
ствовать ^-последовательность [0]-сегментов {ЯП}С0], для которой выполнено 
Ж({Нп}\^) & И Зп(?°1 е Нп) & П И М ВУЗ(^, [^, {Я„}С0]], 0 Д 1) и, следователь
но, согласно теореме 3 и следствию 1 теоремы 10 из [20] и замечанию 1.3 верно 

•П[*. {НпГЪ-
Таким образом, выполнено Ж(^) и ^ обладает свойством (14)* (заме

чание 1.3). 

Ввиду теорем 2.6 и 2.7 и замечания 2.4 верно следующее утверждение. 

Теорема 2.9. Пусть У [0]-функция, %(&), а {фт}
С0] ^-последовательность 

неубывающих [0]-функций такая, что ЧтД1°Х<рт) и (46). Тогда АСО*^) . 

Теорема 2.10. Пусть & [0]-равномерно непрерывная [0]-функция и {(^т}
С0] 

^-последовательность неубывающих [0]-функций, для которых выполнено 

П3^ 0 ] (ЯД-оо, Р, ?") V !>//(+оо, г, <*0])) 

и (46). Тогда существует возрастающая на 0 Д 1 [0]-функция <р такая, что 
^(Р, ср) и, следовательно, ёег [ 1 ](^) з ч/Щ^). 

Теорему 2.10 можно доказать на основании лемм 1.20, 1.21, 1.13, 1.15 
и 2.3 и теоремы 1.3 способом аналогичным использованному в доказательствах 
теорем 2.7, 2.1 и леммы 2.1. 

Теорема 2.11. Пусть & [0]-равномерно непрерывкая [0]-функция и {2Ц}*01 

^-последовательность [0]-ПЧ такие, что Д л / ( ^ ) & Ж ( ^ , {̂ *}*0]). Тогда 
а) если существует ^-последовательность неубывающих [0]-функций 

{<рт}„*\ для которой выполнено (46), то верно \уф(^); 
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б) если существует возрастающая на О Д 1 [0]-функция ф такая, что (52), 
то выполнено \уф(«^). 

Доказательство. Ввиду леммы 2.6 можно на основании теоремы 1.11 и лемм 
1.20 и 1.21 построить способом, использованным в доказательстве теоремы 
2.7, для всякого НЧ X неубывающие [0]-функции ф01 и ф1г такие, что 

•МО) = *М<>) = 0&<Ао,,(1) < 2"&^1>г(1) < 2"'& 
& 4{т(й[& + ф0^ (^[0]) > -со & Щ& - фиг] а

т) < +оо) . 

Ввиду этого и теоремы 1.10 из [6] для почти всех [0]-ПЧ <^[0] из О Д 1 верно 
3^]т^/и(^]т, ^, с^[0]). Следовательно, мы на основании Да*(^) и замечания 1.5 
получаем ёег [ 1 ] (^) . Для завершения доказательства достаточно применить 
теорему 2.5. 

Следствие 1. Пусть {Рл} [ 0 ] е п 8 [ 0 ] , & [0]-равномерно непрерывная [0]-
функция и { к̂}^

0] ^-последовательность [0]-ПЧ такие, что Д10\^, {Рл} [ 0 ])& 
& ^(^, {^*}*0]). Тогда если существует ду-надфункция (соотв. ^-подфункция) 
для {Рй} [ 0 ] на О Д 1, то у/Щ^) & \УАС0го(^) и, следовательно, {Р л} [ 0 ] является 
\у^-интегрируемым и 2>'-интегрируемым на О Д 1. 

Доказательство. Утверждение является следствием теоремы 1.12, части 4 
замечания 1.2, теоремы 2.11 и леммы 2.4. 

Следствие 2. Пусть {Рл} [ 0 ] е п 8 [ 0 ] является Ф-интегрируемым (соотв. 
^-интегрируемым) на О Д 1 и пусть существует [0]-функция, являющаяся или 
\у-надфункцией или \у-подфункцией для {Рп} [ 0 ] на О Д 1. Тогда {Рп} [ 0 ] является 
хуф-интегрируемым (соотв. ^^-интегрируемым и Х)'-интегрируемым) на О Д 1. 

Доказательство. Достаточно использовать теорему 5 из [22], замечание 

2.4, теоремы 1.12 и 2.11 и лемму 2.4. 

Следствие 3. Пусть {Гл} [ 0 ] б п 8 [ 0 ] , & [0]-равномерно непрерывная [0]-
функция и {^}^0] ^-последовательность [0]-ПЧ такие, что ё е г 1 1 3 ^ , {Рп} [ 0 ])& 
& Ж(^, {^}*0]). Пусть ^ [0]-функция, ДаА(У), являющаяся \у-надфункцией 
(соотв. ^-подфункцией) для {Рп} [ 0 ] на О Д 1. Тогда \у^(^, {Р„}[0]) & К\&, 
{РИ}[0])&\\^АСС(^Г) и, следовательно, {Ри} [ 0 ] является \уф-интегрируемым 
и 1)-интегрируемым на О Д 1. 

Доказательство. Согласно теореме 1.12, замечанию 1.5, лемме 1.6 и теоре
ме 1.10 ^ - & монотонная [0]-функция, верно ёег [ 1 ] (^)& Д [ 0 ] ( ^ - &) и, сле
довательно, ввиду леммы 3 из [22] ]\а\&, {Г„}[0]). Таким образом, ^ [0]-
равномерно непрерывная [0]-функция и ввиду замечания 1 и теорем 16, 5 и 6 
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из [22] выполнено \УаС(#"). Согласно теореме 2.11 и лемме 2.4 верно ч/Щ^) & 
&^(3'). Для завершения доказательства достаточно применить теорему 5 
из [22]. 

Пример 2.2. Существуют [0]-измеримые [0]-функции 2? и / и [0]-П2Чт| 
такие, что & псевдоравномерно непрерывна, г| — монотонная последователь
ность РЧ, выполнено ' ' 

Л?\Р) & Ух[0]/)[0](/(х[0]), У, хсо]) & 

& У^С0](П(^С0] = л) => ДС 1 ](^, ^со])) & й[3?] (л) > - оо & Я | > ] (л) = + оо 

и, следовательно, 
а) (1егсо](^') & дег[1](«^) & Ж ( ^ ) и ^ является \у-надфункцией для / на 

ОД 1; 
б) ввиду замечания 2.1 и теоремы 3 из [18] не существует никакой \у-

подфункции для / на О Д 1. 

Пример 2.3. Существуют {Р„}[0] 6 П 8 С 0 ] и [0]-равномерно непрерывная 
[0]-функция & [0]-слабо ограниченной вариации на О Д 1 такие, что 

а) скг [ 0 ](^, {Р„}[0]) & ёег [ 1 ](^, {Р„}[0]) & Д [ 1 ] ( ^ , {Г„}[0]) & 

& */ж*)& *(&)& 1 Э ^°1М- °°. -*". ^[0]) 
и, следовательно, & \у-надфункция для {Рп}„0] на О Д 1, 

б) не существует никакой ^-подфункции для {Р„}[0] на О Д 1 и, следова
тельно, 1 Дл>(#") (теорема 2.11). 

Лемма 2.8. Пусть &0 и &х [0]-функции, ф0 и ф1 возрастающие на О Д 1 
[0]-функции, у [0]-КДЧ, {Яв}

[0] [0]-последовательность [0]-сегментов, 
&{{Нп}п°\ и Н [0]-сегмент. Пусть ^(^0,ф0)&^(^иф1). Тогда 

1) существуют возрастающие на О Д 1 [0]-функции &0 и # х такие, что 

У.(0 <. I <. 1 => 9/(0) = 0 & 9&1) = 1 & V^[о](0 < ^ [ 0 ] < 1 => 

=» ( п в ^ ь 1[0]) =» А,,(+«>, аг„ <р ] )))&-О^ со, »„ 0)& 

& шл+ю. «1,1) & (ДС01(«АО = д С 0 ] (ад; 
2) выполнено 

1Г(|^о|, Фо), ЧГ(у . Г0, ф0), 

ЦГ(ЗГ0 + ^^,\.(ф0 + ф, + % + Ух)), ЧГ^о-^хЛАФо + Ф1+&о + 9г))г 

П№о, {Нп}™1 ±.(Фо + ^ о)) , П(^о)т, Фо) . 

(i -)3m(\žF0\ ^ 2—) = ^ ( - ~ , *o)) 
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Доказательство. [0]-функции (§0 и <3Х можно построить на основании 
теоремы 1.2, лемм 1.15 и 1.16 и теоремы 1.3. Верность второй части утвержде
ния легко установить непосредственной проверкой с использованием лемм 2.3 
и 2.5. 

Лемма 2.9. Пусть & [0]-функция иф ид возрастающие на О Д 1 [0]-фунжции 
такие, что # % ^ , ф)&д(0) = 0&д(1) = 1 & АС(д). Тогда существует возраста
ющая на О Д 1 [0]-функция <р, для которой выполнено 

П& * д, ср)&(Я0\ф)&АС(д-1) => Д™(ср)) . 

Доказательство. Ввиду теоремы 1.2, леммы 1.16 и замечания 1 из [22] 
существует возрастающая на О Д 1 [0]-абсолютно непрерывная на О Д 1 
[0]-функция Ж такая, что 

Ж(0) = 0&ЛГ(\) = 1&1^( + оо, ^Г,0)&^;Д-г-оо, Ж, \)& 

& У^о](0 < <*0] < 1 & -\В«(д, {*«) => /)„( + оо, Х9 Ор[д] (^[0]))) . (53) 

Мы определим ф0 ;=- \ . (ф + Ж) и ср ^ ф0 * д. Тогда ср возрастающая на О Д 1 
[0]-функция, ф(0) = 0 & ф(1) = 1, 

ЧГ(Р9ф0)&<р-г =д-1*(ф0у
1&ЗГ*д*<р-1 = У *(ф0)'1 (54) 

(см. лемму 2.5) и согласно теореме 2 из [20] и замечанию 1 и теореме 14 из 
[22] верно Л10\ф)& АС^" 1 ) => Д10](<р). 

Пусть т| [0]-ПЧ такое, что 

" 1 П ( ^ ( - о о , ^ * ^ , л ) V Д,,(+оо,.<Г*0,л)). 

а) Пусть 

1 Н(0,,(- со, Г, ОрУ] (Л)) V 25„(+ со, У, Ор[д] (л))) . (55) 

Тогда ввиду (54) верно 

йи(0, 3? * Оо)" 1, ОрШ (Ор[д] (Л))), (56) 
т. е. 

^ / • « • ф - 1 , Ор[<р](т\)). 

б) Пусть (55) неверно. Тогда ПД^(#,т|) и ввиду (53), (54) и леммы 1.13 
выполнено (56). 

Ввиду теоремы 2 из [20], теоремы 2.4 и лемм 2.8, 2.9 и 1.7 верно следую
щее утверждение. 

Теорема 2.12. Пусть Р0 и ^ [0]-функции, { Р 0 Х 3 е П 3 С 0 ] , {Г1,„Н°] б п 8 [ 0 ] , 
д возрастающая на О Д 1 [0]-функция, у и 2 [0]-КДЧ, {Нп}

1

п

01 [0]-последователь-



ность [0]-сегментов, ^({ЯЛ}С0]), и Н [0]-сегмент такие, что 

Ч^(^о,{^о,лГ)&Ф(^1.{р1.-Г)&^(О) = О&з(1)=1&АС(з)&АС(0- , ). 

Тогда выполнено 

<Р(|^ 0 | ), *ЦУ • ^ 0 + 2, у . {Г0.пГ) , 

<Р(^0 + *•„ {Р0,Л}С 0 ] + {г1>я}я

0]), $ ( ^ 0 • ^ , ) , Ф(^о * я), 

Ч К [ ^ о , { я я Г ] ) , * ( ( ^ о ) с н ] ) , 

( M | ^ o | _ 2 - " ) = ^ p ( ^ . 

Ввиду теоремы 2.2, лемм 1.6, 1.7, 2.8 и 2.9 мы получаем следующее утверж
дение. 

Теорема 2.13. Пусть &0 и ЗР\ [0]-функции, {Р0,Л„°] е П8С 0 ], {Р1>Я}С0] е п 8 [ 0 ] , 
д возрастающая на О Д 1 [0]-функция, у и 2 [0]-КДЧ, {#Я}С0] З^-множество, 
&({НШ}1°}), и Н [0]-сегмент такие, что 

чЩРо, {Ро,,}»01) & ч<Ши {Г.,В}Н & 9(0) = 0 & 0(1) -

= ^ А С ^ & А С ^ " 1 ) . 

Тогда 
а) выполнено 

*$(У • ^ 0 + 2, У . {Го> яГ) , 

\у«р(^0 + г и {р0,я}
С0] + {Р1)Я}С0]), у<Шо * я), 

^([^ 0 , {Я„} С 0 ] ] ) , *<Р((^о)[н]) ! 

б) если ИР о и ^ 1 [0]-измеримые [0]-функции, то 

^(|^ 0 | ) , ^ ( ^ 0 . ^ . ) , ит(\&о\гг-т)^*ъ(-^\. 

Замечание 2.5. Пусть {Ро,я}
СО] е П8С 0 ], {Р1>Я}С0] е П8С 0 ], Р0 и .^. [0]-функции 

и Уо и У1 [0]-КДЧ. Тогда ввиду теорем 2.1, 2.12 и 2.13 выполнено: если для 
НЧ., О ^ . ^ 1, {Р.>я}л

0] является ^-интегрируемым (соотв. \уф-интегрируе-
мым) на О Д 1 и ^ неопределенный ф-интеграл (соотв. «^-интеграл) от 
{Г.> л}С 0 1на0Д1,то 

У о . ^ . Г + У!-^..} 1- 0 1 (57) 

является ф-интегрируемым (соотв. \уф-интегрируемым) на О Д 1 и [0]-функция 
(Уо • &о + У1 • &\) является неопределенным ^-интегралом (соотв. \уф-ин-
тегралом) от (57) на О Д 1. 

На основании теоремы 2.13, леммы 2.4, следствия теоремы 1.10, замечания 
2.2 и теоремы 2.2 из [6] верно следующее утверждение. 
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Теорема 2.14. Пусть {Рп} [ 0 ] е п 8 [ 0 ] , & [0]-функция, \у^(^, {Р„}[0]), а Н 
[0]-сегмент, Н с О Д 1. Тогда 

а) АС(^ [ Н ] ) ЕЕ Зут Уаг(уС0], -Г, Н), 

б) если существует НЧ т такое, что для почти всех т-КДЧ х[т] из Н 

выполнено 

З/'ЧЫУ™* {*п}п°\ х м )&0 = ум) , 

то ^ т неубывающая [0]-функция и, следовательно, АС(#" [ Н ]). 

Лемма 2.10. Пусть {Рп} [ 0 ] е п 8 [ 0 ] , & [0]-функция, {^}[0] [0]-последова-

тельность [0]-ПЧ и Ж [0]-функция типа аО* такие, что ё е г [ 1 ] ( ^ , {Рп}[0]) & 

& Ж(^9 {^}к°]) и Ж является надфункцией (соотв. подфункцией) для {Рп} [ 0 ] 

на 0 Д 1 . Тогда выполнено АСО*(#')& Д [ 0 ] ( ^ , {Рп}[0]) и, следовательно, 

{Р„} [ 0 ] является I) „.-интегрируемым на 0 Д 1. 

Доказательство. Пусть, например, Ж надфункция. Согласно следствию 1 

теоремы 2.7 и лемме 1.14 выполнено ф ( ^ , {Рп}[0]) (и, следовательно, Д [ 0 ] ( ^ , 

{Рп}[0])) и существуют [0]-функция <§ типа АСО* и {Сп} [ 0 ] е п 8 [ 0 ] такие, что 

{Рп}п0] = {СП} [ 0 ]&Д [ 0 ](^, {Оп}[0]). Ввиду теорем 2.6 и 2.12, замечания 2.2 и 

теоремы 2.14 9 — & неубывающая [0]-абсолютно непрерывная на 0 Д 1 [0]-фун-

кция. Следовательно, на основании теорем 5 и 6 из [22] выполнено АСО*(^) . 

Ввиду замечания 1.2, леммы 1.14 и замечания 2, леммы 6 и теоремы 7 из 

[23] верно следующее утверждение. 

Теорема 2.15. {Ри} [ 0 ] е п 8 [ 0 ] является Х)*-интегрируемым на 0 Д 1 в том 
и только том случае, если существуют надфункция и подфункция для {Р„} [0] 

на 0 Д 1, являющиеся [0]-функциями типа аО*. 

Пример 2.4. Существуют {Рл}п°
3 е п 8 [ 0 ] и [0]-функция 9 такие, что 

0 = {Р„} [0] & «(}->(*) & Д [ 0 ] (^ , {Рп}[0]) & П Э<?01Д,,( + оо, 99 <*0]) 

и {Рп} [ 0 ] не является К-интегрируемым на О Д 1, где 

К = 1 У К = 1 ) У К = 4 . (58) 

Пример 2.5. Существуют {Рп} [ 0 ] е п 8 [ 0 ] , [0]-функция & и неубывающая 

[0]-функция 9 такие, что 

1) ф(&)& Д [ 0 ] ( ^ , {Р„}[0]), 9 надфункция для {Рп} [ 0 ] на О Д 1 и, следова

тельно, а(^) (и, тем более, аО*(^)) и 

2) выполнено ПАСС+(^Г). 

Замечание 2.6. Для [0]-измеримой [0]-функции / и [0]-функции & из 
примера 2.1 выполнено: 

а) & является надфункцией для / н а О Д 1, обладающей свойством а, 
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б) 0 ^ / и Н0 является [0]-абсолютно непрерывной на О Д 1 подфункцией 
для/на О Д 1; 

в) /не является К-интегрируемой на О Д 1, где (58). 

Ввиду леммы 1.7 и теорем 2.1, 2.12 и 2.13 верно следующее утверждение. 

Теорема 2.16. Пусть {Рп}[0] е п 8 [ 0 ] и д возрастающая на О Д 1 [0]-функция, 
<?(0) = 0&д(\) = \&АС(д)&АС(д~1). Тогда существует {Сп}[0] е п 8 [ 0 ] такое, 
что 

1) для почти всех [0]-КДЧ х [ 0 ] из 0 Д 1 верно 

Зу [0]2 [0](Р [0](у [0], {Рп}
[0], д(х™))& /) [0](2 [0], д9 х [ 0 ])& 

&Р [ 0 ] (; ; [ 0 ] .2 [ 0 ] , {Сп}[0],х[0])), 

2) а) [0]-функция & является неопределенным ф-интегралом (соотв. 
\у^8-интегралом) от {Рп}[0] на 0 Д 1 в том и только том случае, если [0]-функция 
У * д является неопределенным ф-интегралом (соотв. \уф-интегралом) от 
{Оп}[0] на 0 Д 1, и, следовательно, 

б) {Рп}[0] является ф-интегрируемым (соотв. \уф-интегрируемым) на 0 Д 1 
тогда и только тогда, когда {Оп}[0] является ^-интегрируемым (соотв. \уф-ин-
тегрируемым) на 0 Д 1. 

На основании лемм 1.6 и 1.15, теорем 2.1, 2.12 и 2.13, замечания 2.2 и тео
ремы 5 и следствия 2 теоремы 4 из [20] легко доказать следующее утверждение. 

Теорема 2.17. Пусть & [0]-функция, к НЧ, а {х̂ ,}̂ 03 ^-последовательность 

[0]-КДЧ из 0 V 1 такая, что х т ——> 1. Тогда выполнено 

(Щ&) = Vтф(^ [ 0 Л x- ]))&((^ег [ Л ](^) = Vт с1ег[к](^[0Лх'"]))& 

& (У/ЩЗ?) = Ут \уф(^ [ 0 Л х- ])) . 

Теорема 2.18. Пусть & [0]-равномерно непрерывная [0]-функция и {Нт}1

т

л 

^-последовательность [0]-сегментов такие, что Ж({Нт}1°\ 

Ух [ 0 ](|^(х [ 0 ])| > 0 =э Зт(х [ 0 ] е (Нт)0)) (59) 

и ряд ]Г <со, ̂ > (Нт) [0]-сходится. Тогда 
т 

а) (ДС 0 ](^) =>0Р(.Г) = У7л<р(^1Я-])))& 

& (<1ег[11(^) => (\уф(^) = Утя ч/ЩР1"^))) , 

б) для любого НЧр для почти всех [р]-КДЧ х1л выполнено ~1Эт(хм е 

е(Ня)°) = &°К0,*, >-•'•)• 
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Доказательство. 1) Для всякого НЧ т, Нт я О Д 1, мы используем лемму 
5 из [22] и построим [0]-функцию &т такую, что 

АС(#т) & Э/°\Уаг(>^, <?т, Ню) & у™ ^ 2 . <со, ^ > (Ня) + 2"") & 

& УхСО1((|0т(х[О])| > 0 =э х [ 0 ] е (Ят)°)& 

&(х™е(Нт)°=>\&(х™)\<9т(х™))). (60) 

Для любого НЧ т, ~~\(Нт с 0 Д 1), мы определим ^ т =̂  И0. 
Согласно теореме 8 из [23] существует [0]-абсолютно непрерывная на 

00 

О Д 1 [0]-функция ^ такая, что ^ = ^ &т. Ввиду теорем 2.6 и 2.4 существует 
т=о 

возрастающая на О Д 1 [0]-функция ф0, Д10\ф0) & И>'{У, ф0). 

Ввиду этого, (59) и (60) для всякого [0]-ПЧ ^ [ 0 ] такого, что 

1 3 < ] е ( Я и ) ° ) & П П Ш - о о , ^ Н V ^ ( + о о , ^ , ^ С О ] ) ) , 
верно ПП(0/Д-оо, У, ^ [0]) V ^ ( + 0 0 ^ ^ 1 0 1 ) ) и> следовательно, 
Я/ДО, 9 * (ф0У\ Ор[ф0-] (^С0])) и тогда Д„(0, 3? * (*0)-*, Ор|>0] (^01)). 

Кроме того ввиду теоремы 2.9 из [6] и теорем 1.2 и 1.6 для любого НЧ р 
для почти всех [р]-КДЧ хСр] выполнено: если П ~т(хш е (Нт)°), то Ясо](0, 9, хСр]) 
и, следовательно, й{0\0, Р, хСр]) (см. (60)). 

2) Ввиду теорем 2.12, 2.13, 2.2 и 2.4 мы можем ограничиться следующим. 
Пусть {(рт}т

] ^-последовательность возрастающих на 0 Д 1 [0]-функций 
такая, что У/т И^(^ЩгпЛ, <рт). Мы построим возрастающую на 0 Д 1 [0]-функ-

цию ср, для которой выполнено ср = \ ,ф0 + ^ 2~т~2 . срт. Но тогда ввиду 1), 
т = 0 

леммы 2.5 и следствия 2 теоремы 4 из [20] верно Иг(^, ср) & (У/т Дт(срт) з 
= Д[0]Ы)-

Пример 2.6. Существуют [0]-равномерно непрерывная [0]-функция ^ 
[0]-слабо ограниченной вариации на 0 Д 1 и 5[0]-множество {Нт}\°] меры 
меньшей чем \ такие, что 

{НтУ0] с 0 Д1 & У/хт(\^(хт)\ >0 э 3/и(х[0] е (Нт)0)) & 

& V™ АС(^ [ Я- ]) & АСО с (^) 
и, следовательно, 

]\а\Р) & Д [ 1 ] (^) & ёег [ 1 ](^) & У/т Щ^н™]) 

и ряд Г̂ <ш,^> (Нт) псевдосходится, однако выполнено П \ У ^ ( ^ ) . 
т 

Определения (ср. [23]). 1) Множество [0]-КДЧ 2 мы назовем правильным, 
если 

VxС0]>'[01((x[01 е Ь х [ 0 ] е 0 Д 1) & (х [ 0 ] = / 0 ] э (х [ 0 ] е 2 = / 0 ] 6 Щ . 
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2) Правильное множество [0]-КДЧ 2 мы назовем [0]-измеримым по 
Лебегу и [0]-КДЧ ъ — мерой этого множества, если существует {9.ЛП}[0] е М 
(см. [8]) такое, что для почти всех [0]-КДЧ х [ 0 ] выполнено (х [ 0 ] е {9ЛП}[0] = 
= х [ 0 ] е 2) и верно /4{9МП}[0]) = ъ. 

3) Пусть для К выполнено К = ^ К = ^ , пусть {Рп} [ 0 ] е п 8 [ 0 ] , 2 [0]-
измеримое по Лебегу правильное множество [0]-КДЧ (соотв. Н [0]-сегмент, 
Н с 0 Д 1) и пусть {ЭДП}[0] 6 М такое, что для почти всех [0]-КДЧ х [ 0 ] верно 
х [ 0 ] е {<МП}[0] = х [ 0 ] е 2 (соотв. х [ 0 ] е {^п}[0] = х [ 0 ] е Н). 

а) Мы скажем, что {Р„}п

0] является К-интегрируемым на 2 (соотв. на Н), 
если 

{р„г • далн (61) 
(см. [8]) является К-интегрируемым на 0 Д 1. 

б) [0]-функцию ^ мы назовем неопределенным К-интегралом от {Р п ) [ 0 ) 

на 2(соотв. на Н), если & неопределенный К-интеграл от (61) на 0 Д 1. 

Замечание 2.7. Пусть для К выполнено К = ^ V К = \уф, пусть {Рй}п

0] е 
е п 8 [ 0 ] , 2 0 и 2Х [0]-измеримые по Лебегу правильные множества [0]-КДЧ 
такие, что мера 2г п 22 равна нулю, и пусть Н [0]-сегмент, Н д О Д 1. Тогда 

1) если [0]-функция & является неопределенным К-интегралом от {Рп} [ 0 ] 

на 0 Д 1, то ввиду теорем 2.1, 2.12 и 2.13 [0]-функция ^ [ н ] — неопределенный 

К-интеграл от {Рп} [ 0 ] на Н, т. е. на множестве л х [ 0 ] ( х [ 0 ] е Н). 

2) если для /, 0 ^ / ^ 1, &{ неопределенный К-интеграл от {Рп} [ 0 ] на 2Ь 

то ввиду теорем 2.12 и 2.13 и [8] (^0 + У ^) неопределенный К-интеграл 

от {Р.}™ на С , и С 2 . 

Непосредственным следствием теоремы 2.17 является следующее утверж
дение. 

Теорема 2.19. Пусть {Рп} [ 0 ] е п 8 [ 0 ] , Р [0]-функция и { х ^ 0 3 [0>последо-

вательность [0]-КДЧ из 0 V - такая, что х т * 1. Тогда & является неопре-
-- •— т~*оо 

деленным ^-интегралом (соотв. ^^8-интегралом) от {Рп} [ 0 ] на О Д 1 в том 
и только том случае, если для всякого НЧ т [0]-функция <р-°&Хт1 является 
неопределенным ^-интегралом (соотв. ^^-интегралом) от {Рп} [ 0 ] на О Д х т . 

Теорема 2.20. Пусть для К верно К = $ У К = У/% пусть {Я т } [ 0 ] 5 [ 0 ] -
множество, Ж({Нт}1

т\ {Рп}л°3 6 п 8 [ 0 ] , & [0]-функция, являющаяся неопреде
ленным К-интегралом от {рп} [ 0 ] на л х [ 0 ] ( х [ 0 ] е О Д 1& И 3/я(х[0] е Я т )) , и 
{-^т}1т^ ^-последовательность [0]-равномерно непрерывных [0]-функций та
кая, что 

1) для всякого НЧ т 
а) если 1(Нт с О Д 1), то Ух [ 0 ] (^ т (х [ 0 ] ) = 0), 
б) если Я и с 0 Д 1, то &т неопределенный К-интеграл от {Рп} [ 0 ] на Нт 

и &т (0) = 0, 
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2) ряд Е <*э, ^ т > (Нт) [0]-сходится. 
т 

оо 

Тогда [0]-функция (& 4- 5] «̂ "т) является неопределенным К-интегралом 
т = 0 

от {Р..}[0] на О Д 1 и, следовательно, {Ря}л

0 ] является К-интегрируемым на О Д 1. 

Доказательство. 1) Согласно предположениям теоремы, теореме 2.14, 
теореме 8 из [23] и теоремам 1.6 и 1.2 выполнено 

Vт(^^ I = (ЗГт)^&?т(Эл(Нт)) = 0) 

и существует [0]-абсолютно непрерывная на О Д 1 [0]-функция 9 такая, что 
00 

^ = Ь [«^т5 Я т ] и для любого НЧ р для почти всех [р]-КДЧ х [ р ] верно 
т = 0 

ПЭт(х [* ] е (Я т)°) з Я [ 0 ](0, 9, х [ ' ] ) . 

2) Существуют [0]-равномерно непрерывные [0]-функции Ж0 и Ж, для 
оо 

которых выполнено Ж0 = ]Г ^ ш , Ж = Ж0 - У и, таким образом, 
т = 0 

Vx [0](|^^(x [0])| > 0 з 3™(х[0] е ( Я т ) 0 ) ) , 

ряд ^ <ш, ^Г> (Я т ) [0]-сходится и ввиду теорем 2.6, 2.12, 2.13 и 2.18, леммы 
т 

1.8, следствия теоремы 3 из [22] и 1) верно 

(Ут *У(3?т) з у<ЩЖ) & *ЩЖ0)) & (Ут ЩРп) з <р(Ж) & <р(-ЗГ0)) 

и для любого НЧ р для почти всех [р]-КДЧ х [ р ] выполнено 

-13т(х Ы е (Я т)°) з Я [ о ](0, ^Г0, х [ ' ]) . 

3) Согласно 2) [0]-функция ^)Г0 является неопределенным К-интегралом 
от {Рл}л

0 ] на [0]-измеримом по Лебегу правильном множестве [0]-КДЧ 

л х [ 0 ] (х [ 0 ] Е О Д 1 & п и Э™(х[0] е Я т )) 

(см. [8]). ДЛЯ завершения доказательства достаточно применить замечание 2.7. 

Мы каснемся вопросов дифференцируемости неопределенных ^^-интегра
лов на [0]-конструктивных действительных числах. 

Пример 2.7. Существует [0]-равномерно непрерывная [0]-функция Р 
[0]-слабо ограниченной вариации на О Д 1 такая, что 

а) выполнено \ ^ ( ^ ) & АСС0(«^), 

б) для любого 5^0]-множества 9) меры меньшей чем \ имеет место 

Зх [ 0 ](х [ 0 ] е О V 1 & П(х [ 0 ] е §) & И Я „ ( ^ , х [ 0 ])) 

и, следовательно, верно "1 Лег10\^), 
в) & не обладает свойством (гЧ)*. 
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Лемма 2.11. Пусть & [0]-равномерно непрерывная [0]-функция и {Р„}[0] е 
е п 8 [ 0 ] такие, что \уф(#", {Р„}[0]). Тогда существует возрастающая на О Д 1 
[0]-функция ср такая, что 

Ух[о](0 < х [ 0 ] < 1 & ПДгХ + оо- <р, х [ 0 ] ) => 

з 3/ 0 ](Р [ 0 ](з; [ 0 ], {Р п } [ 0 ] , х [ 0 ])& Ом&°\ *, *[°]))) • 

Доказательство. Ввиду леммы 1.4 из [6] и леммы 1.16 верность утвержде
ния непосредственно следует из части 2 леммы 2.1 и следствия леммы 1.30. 

На основании результатов из [8] и замечания 2 из [13] легко доказать сле

дующее утверждение. 

Лемма 2.12. Пусть ср неубывающая [0]-функция и 52 [0]-измеримое по Ле
бегу правильное множество [0]-КДЧ положительной меры. Тогда 

3х[0](0 < х [ 0 ] < 1 & х [ 0 ] е 2 & П ^„(+оо, <р, х[0])) . 

Пример 2.8. Существуют [0]-равномерно непрерывная [0]-функция &* 
[0]-слабо ограниченной вариации на 0 Д 1 и 5[.0]-множество § меры меньшей 
чем \ такие, что 

ъЩР)& А С С 0 ( ^ ) & Ух [ 0 ](х [ 0 ] е 0 Д 1 & П(х [ 0 ] е § ) э ! ^ т ( & ^ , х[0])) . 

Пример 2.9. Существует псевдоравномерно непрерывная [0]-функция ЗР 
[0]-слабо ограниченной вариации на 0 Д 1 такая, что 

а) ёег[1](«^)& П3(.: [ 0 ](0^(-оо, &, ^ [ 0 ]) V Д,,(+оо, ^ , <^[0])) и, следователь
но, У/Щ^)9 

б) для всякой неубывающей [0]-функции ср существует [0]-КДЧ х такое, 

что 0 < х < 1 & ПЯ/Дн-оо, ср, х)&П ^м(&^, х). 

Замечание 2.8. 1) Пусть & [0]-функция и {ук}^0] ^-последовательность 
[0]-КДЧ такие, что 

^ [ 0 ] ( Н З ^ [ 0 ] = V,) з Л ( Я „ ( - о о , ^ , { [ 0 ]) V Д Д + оо, * 9 ?"))) . 

Тогда Ж(^) (лемма 2 из [18]) и ввиду теоремы 8 из [23] и лемм 1.15 и 1.13 
можно построить возрастающую на О Д 1 [0]-функцию ф такую, что (39), 
(41), ИГ {У, ф)&АС(ф)&АС(ф~1), (43) и (44). Следовательно, верно 

а) с1ег[1](^гг) => У/ЩЗ?) (теорема 2.2), 
б) если ЗР [0]-равномерно непрерывна, то 
$?'(&) => \*!ф(.Г) & \УАСС(^) (теорема 2.11, лемма 3 из [22] и следствие 

3 теоремы 2.11) и 
Д [ 0 ] ( ^ ) => АСС*С^) (теорема 18 из [22]). 
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2) Если & [0]-функция, {Ри} [ 0 ]е п 8 [ 0 ] и {\к}[0} ^-последовательность 
[0]-КДЧ такие, что У ^ [ 0 1 ( п З ^ [ 0 ] = ук) => ^^^\^, ^ [ 0 ] )) и для почти всех 
[0]-КДЧ х [ 0 ] из О Л 1 верно 3 / 0 ] ( Р ^ [ 0 ] , {Ря}

[ 0 ], х [ 0 ] )& ^«(У^0\ &, х [ 0 ])), то 
ввиду релятивизации утверждения II б из [4] выполнено ё е г [ 1 ] ( ^ , {Гл}^0]) и, сле
довательно, согласно 1) верно \У*Р(^, {Рл}

[0]). (Ср. с интегралом Ньютона.) 

В заключение мы займемся сравнением введенных нами конструктивных 
интегралов. Сначала мы приведем несколько примеров. 

Пример 2.10. Существуют [0]-функция &, {Р„} [ 0 ]е п 8 [ 0 ] , регулярное 
[0]-покрытие Ч* и [О^П-.Чт] такие, что ц неубывающая [^-последовательность 

РЧ и *""* 

1) выполнено 

И 

V*: АС(«^ [^3) & [^, ч>] = о & Vx[0]^[0](/^^ х [ 0 ]) & 

&Л е 0 Л 1 & 1Щт\ е Ук)& ^ [ 0 ] ( н ( ^ [ 0 ] = л) --> ^^^\^, <^0])), (62) 

2) не существует надфункция (соотв. подфункция) для {Р„}и°3 на 0 Д 1, 
которая обладает свойством (Т х)* (т. е. которая является [0]-функцией типа 
аО* — см. теоремы 15 и 5 из [22]), 

3) если 9 [0]-функция такая, что (%(У) V АСС*(^)), то Уаг( + оо, 9 - У, 

О Д 1). 

Пример 2.11. Существуют [0]-равномерно непрерывная [0]-функция <?у 

наследно регулярное [0]-покрытие (см. [20]) Ч* и [03-П-.Ч г| такие, что 
1) выполнено (62) и, следовательно, Д [ 0 ] ( ^ ) & %(&) & Л{&) & А С С ( ^ ) , 
2) если 0 [0]-функция такая, что ъЩУ), то Уаг( + оо, ? - ^ , 0 Д 1 ) . 

Пример 2.12. Существуют [0]-функция ^ , возрастающая на 0 Д 1 [0]-
функция д и ^-последовательность [0]-квазичисел (см. [5], стр. 36) {^к}^

0] 

такие, что 

а) ^(О) = О&0(1) = 1& А О Д & У ^ - * " 1 < щ < 2"*)& 

& V ^ [ 0 ] ( ( П З ^ [ 0 ] = щ) => И ( 0 , Л - « . ^ * * « С 0 1 ) V Д , Л + ° ° > ^ * 0 ^ [ О ] ) ) ) & 

& ( Л З ^ [ 0 ] = Ор[д\ К ) ) з п ( „ Ы - о о , *9 ^ [ 0 ] ) V С ( + а ) , ^ , ?")))) ; 

б) <${&) & \УАС(^) & * $ ( ^ * ^) & %(& *д)&п А С О * ( ^ * ^) 

и, следовательно, 

- | ф ( ^ * ^) & ПЦ-Г) & и АСО*(^) & \УАС(^ * ^) 

(см. теорему 14 из [22] и теорему 2.6). 
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Пример 2.13. Существуют {Рп}„0] е п 3 [ 0 ] , [0]-функция &', [0]-последова-
тельность [0]-функций {^"т}^0 ] и [0]-последовательность [0]-квазичисел {ХУ*}*01 

такие, что 

1) а) выполнено °ЦГ) & \УАС(^) & Д С 0 ] ( ^ , {Ря}„0]), 

УЛ(2-*-' < XV, < 2-*)&У<*0 1(-|Эк(<*0 ] = XV») => 

=» - 1 ( Ы - ° ° ' ^ ' ^С01) у 5 " < + оо, *, *С°]))) , (63) 

не существует никакой \у-надфункции и никакой ^-подфункции для {Р я } [ 0 ] 

на О Д 1 и, следовательно, 
б) {Р я } я

0 ] является 1-интегрируемым и Ф'-интегрируемым на О Д 1, но не 
является \у^Р-интегрируемым на О Д 1; 

2) для всякого НЧ т выполнено 

ВУЗ(2-", Рт - &% О Д 1) & %(&т) & А С О » ^ ) & 

&\УАС(^ ш )&ф(^ т ) . (64) 

Пример 2.14. Существуют {Р я } [ 0 ] е п 8 [ 0 ] , [0]-функция ^ , ^-последова
тельность [0]-функций {^'Я 1} [ 0 ] и ^-последовательность [0]-квазичисел {^}^ 0 ] 

такие, что 

1) а) %(&) & \УАС(^) & ^ ф ( ^ ) & Д [ 0 ] ( ^ , {Рл}
[ 0 ]), (63), не существует ни

какой надфункции и никакой подфункции для {Р я } [ 0 ] на О Д 1 и, следовательно, 
б) {Р я } [ 0 ] является ^-интегрируемым, ©'-интегрируемым и >уф-интегри-

руемым на О Д 1, но не является ^-интегрируемым на О Д 1; 
2) для всякого НЧ т выполнено (64). 

Пример 2.15. Существуют [0]-функция ЗР и возрастающая на О Д 1 [0]-
функция д такие, что 

Щ&) & д(0) = 0 & д(.1) = 1 & А О Д & Д?*(3? * д) & 

& \ у $ ( ^ * д) &П\УАСС(/^ * д) 

и, следовательно, ~| ф(/^ * д). 

Определения. 1) Мы скажем, что К0-интеграл и К г-интеграл согласованы, 
если для любых {Р Я } [ 0 ] 6 п 8 [ 0 ] , который является К0-интегрируемым и ^-ин
тегрируемым на 0 Д 1, и [0]-функции ^ верно: ЗР является неопределенным 
К0-интегралом от {Р я } [ 0 ] на 0 Д 1 в том и только том случае, если & неопре
деленный К!-интеграл от {Р я } [ 0 ] на 0 Д 1. 

2) Мы скажем, что К!-интеграл является расширением К0-интеграла, если 
выполнено: 

а) К0-интеграл и К^интеграл согласованы, 
б) любой К0-интегрируемый на 0 Д 1 элемент множества п 5 [ о : | является 

К!-интегрируемым на 0 Д 1, 
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в) существует Кг-интегрируемый на О Д 1 элемент множества п 8 [ 0 ] , ко
торый не является К0-интегрируемым на О Д 1. 

Мы ввели следующие конструктивные интегралы: 

а) интеграл Лебега (Ь-интеграл) - [7] и [6], 

б) ^-интеграл - [20] и [23], 
в) узкий интеграл Данжуа(Т)„.-интеграл), 
Т)'-интеграл и 
широкий интеграл Данжуа (Х)-интеграл) — [23] и 
г) интеграл Перрона (ф-интеграл) и 
\у^3-интеграл — настоящая статья. 

Согласно теореме 5 из [22], результатам из [23], замечанию 2.2 и следствию 

1 теоремы 2.5 любые два из перечисленных выше интегралов согласованы. 

©^-интеграл и Х-интеграл являются расширением интеграла Лебега 
(теорема 5 из [22], теорема 3 из [20] и замечание 6 из [23]). 

ф-интеграл является расширением Х)*-интеграла (теорема 2.6 и пример 
2.10). 

Ф'-интеграл и \у^Р-интеграл являются расширениями ^-интеграла (теорема 
2.6 и пример 2.14). 

Ф-интеграл является расширением ЗУ-интеграла (теорема 5 из [22] и при
мер 1 из [23]). 

Пусть для К выполнено К = ^ X ) : . . V К = р ^ V К = = : X > ' V К = I ) V К = = : 

=== \уф. Тогда существуют ^-интегрируемый на 0 Д 1 элемент множества 
п 8 [ 0 ] , который не является К-интегрируемым на 0 Д 1, и К-интегрируемый 
на 0 Д 1 элемент П 8 С 0 ] , который не является ^-интегрируемым на 0 Д 1 (заме
чание 6 из [23] и пример 2.13). 

Пусть для К выполнено К == В' V К т Ф. Тогда существуют ^ - и н т е г р и 

руемый на 0 Д 1 элемент множества П 8 С 0 ] , который не является К-интегрируе-

мым на 0 Д 1,иК-интегрируемый на 0 Д 1 элемент П 8 С 0 ] , который не является 

\уф-интегрируемым на 0 Д 1 (примеры 2.15 и 2.13). 

Пусть {Г л } л

0 ] е п 8 С 0 ] и пусть для К выполнено К Т Ь У К Т Ф У К Т 
Т ^ У К Т \У^З. Тогда {-Р„}л

0] является интегрируемым по Лебегу на 0 Д 1 
в том и только том случае, если |{РЛ}С0] | является К-интегрируемым на 0 Д 1 
(следствие 4 теоремы 1 из [23], следствие 2 теоремы 2.5, теоремы 2.6 и 2.14 
и леммы 1 и 3 из [7]). 
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