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Jak (na)ucdit Zaky chapat realna disla

FRANTISEK STANEK

Na zakladni skole se zak seznami s riznymi ¢iselnymi obory. Jde
o obory prirozenych, celych, racionalnich a realnych cisel. V ca-
sovém sledu se nejpozdéji seznami s oborem Ccisel realnych. Co
vlastné o tomto oboru vi, ¢i co by védét mél?

Vyjdeme-li z osnov, platnych pro osmiletou zakladni skolu, pak
do konce treti tfidy pracuje zak pouze s oborem prirozenych cisel.
Ve ctvrté tridé se seznami se zlomky: urcuje cast z celku, daného
prirozenym cislem, vyjaddrenou zlomkem, tj. pracuje se zlomkem
jako s operatorem. V nasledujici tfidé se informace o zlomcich pro-
hloubi, jsou zavedeny zlomky desetinné a pomoci nich se vytvari
pojem desetinného ¢isla. Poté se rozviji prace s desetinnymi Cisly;
zacl se je nauci porovnavat, séitat a odcitat, nasobit a délit. Na
konci tohoto roc¢niku je obsazen zdklad uciva o celych cislech, zak
pozna pojem celého cisla a naudi se tato Cisla porovnavat, scitat
a odcitat. Nasobeni a déleni celych cCisel je zafazeno az do Sesté-
ho ro¢niku. V tomto rocniku se vénuje velka pozornost zlomkim.
Zéaci se nauéi provadét ¢tyri zakladni pocetni vykony se zlom-
ky a také se nauci zlomky porovnavat. Poznaji téz postup, jak
zapsat zlomek ve tvaru desetinného cisla (presnéji: ve tvaru de-
setinného rozvoje). Opacny postup vSak znaji pouze pro pripad,
kdy je desetinny rozvoj konecny. V pripadé, ze dany zlomek ma
periodicky nekoneény desetinny rozvoj, je tato cesta pro né jedno-
smérna; znaji postup, jak ke zlomku vypocitat prislusny rozvoj,
obraceny postup vsak ne. Pritom, jak jsem si sam ovéril ve vyu-
ce na zakladni skole, jsou schopni tento postup zvladnout. Dale
se v tomto rocniku seznami, zatim pouze intuitivné, s pojmem
racionalniho éisla. To pro né predstavuje mnozinu sobé rovnych
zlomka.

RNDr. Frantisek Stanék (*1957), absolvent uéitelského studia MFF UK,
profesor gymnazia v Praze 4 na Vitézné plani. Clinek volné souvisi s pfipra-
vovanou kandidatskou praci autora.



10 F. STANEK

S ohledem na cile tohoto stupné vzdélani je zak veden k tomu,
aby se naucil prakticky pracovat s ¢isly, aby byl schopen resit tlo-
hy z bézného Zivota. Vzhledem k tomu se vyuka omezuje na sta-
noveni pravidel a postupi této prace, bez hlubsiho teoretického
zazemi. Hodné je vyuzivana intuice. Proto jsou pro primérného
zaka Ciselné obory latkou bezproblémovou. Ponévadz je uz z prv-
niho stupné zakladni skoly obeznamen s ¢éiselnou osou, akceptuje
bez vyhrad i1 myslenku, Ze kazdé racionalni c¢islo ma sviij obraz na
¢iselné ose. Jelikoz v okoli obrazu kazdého racionalniho ¢isla lze
na ciselné ose nalézt obraz dalsiho racionalniho ¢isla, do jisté miry
mu Ciselna osa spiyva s obrazy racionalnich cisel.

Cim oblibenéjsim zakovym predmétem je matematika, tim vi-
ce je prekvapen v 7. rocniku zjisténim, ze ¢éiselnd osa zaplnéna
obrazy racionalnich cisel obsahuje jesté body, které obsazené ne-
Jsou. Je na tom asi tak, jako starofecti matematici, kdyz zjistili,
ze existu)i nesoumeéritelné veli¢iny. Tuto informaci ziska v sou-
vislosti s druhymi odmocninami nezapornych ¢isel. Je seznamen
s tim, Ze vedle ¢isel racionalnich existuji i1 ¢isla, kterd nazyvame
iracionalnimi a kterd, podle [3], miZeme vyjddrit priblizné cislem
desetinnym, a to s libovolnou, predem danou presnosti. Ve stejné
ucebnici je uveden 1 postup urcéeni dolni a horni aproximace ¢isla
\/5. (Dukaz, ze toto éislo je €islem iracionalnim, je vSak az latkou
prvniho ro¢niku gymnazia.) V sedmém roc¢niku je také zavedena
mnozina realnych cisel jako mnozina obsahujici vSechna racionalni
a vSechna iracionalni cisla. Kromé informace, Ze pro realna cisla
plati stejna pocetni pravidla jako pro ¢isla racionalni, je doplnén
zaklv pohled na tuto mnozinu jesté o geometrické hledisko. Dozvi
se, ze obrazy realnych ¢isel vyplni celou ¢iselnou osu.

V ucebnici [4] pro devaty rocnik, ktery byl do letosniho $kolniho
roku nepovinny, jsou doplnény nékteré informace o ciselnych obo-
rech. Realné ¢islo je charakterizovano geometricky: KaZdy bod na
ciselné ose predstavuje redlné c¢islo. Raciondlni éislo je definovano
jako cislo, které lze vyjadrit zlomkem, jehoz citatel a jmenovatel
Jjsou cela ¢isla (jmenovatel neni nula). Zaroven se hovori o desetin-
ném rozvoji racionalnich cisel, ktery je ukonceny nebo periodicky.
Jako iracionalni jsou oznacena ta éisla, ktera jsou realnd, ale ne-
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jsou raciondlni. O jejich rozvoji se zak dovi, Ze je neukonceny
a neperiodicky. Protoze jiné informace uz Zak nedostane, zarazuje
pak absolvent zakladni skoly mezi realna cisla kromé racionalnich
Cisel jesté odmocniny a ¢islo w. Na Sesti prazskych gymnaziich
jsem s pochopenim fediteli a uciteli matematiky zadal ihned po
nastupu prvnich ro¢niku ctyfletého studia dotaznik, ktery se tykal
informovanosti zakd pravé o oboru realnych cisel. Zde se ukazalo,
ze identifikovat cislo 0,101001000..., tj. uvedené ve tvaru neko-
necného neperiodického desetinného rozvoje, jako ¢islo iracionalni,
umeélo pouze malé procento studentii, naopak cislo /0,04 zaradila
mezi ¢isla iraciondlni vice nez polovina studenti. Nejhorsi vysled-
ky byly dosazeny v tkolu, kdy méli studenti najit néjaké iracio-
nalni éislo, které vyhovovalo nerovnicim, napf. 7 < = < 72. Zde
odpovédéla spravné neceld desetina studenti. Ponékud lepsich vy-
sledki dosahli v tomto sméru zaci zakladni skoly, kde jsem tento
dotaznik zadal ve trech sedmych tridach. Je zfejmé, Ze znalosti,
tykajici se iracionalnich ¢isel, nejsou prilis opakovany a zasouvaji
se proto do podvédomi zaki, aniz dojde k uvédoméni hluboké-
ho rozdilu mezi mnozinou realnych a racionalnich ¢isel. K tomuto
procesu prispiva 1 prakticka ¢innost s iracionalnimi ¢isly, ktera
jsou v béznych vypoctech nahrazovana svymi racionalnimi apro-
ximacemi s patficnou presnosti. Souvisi to 1 s rozsifenym uzivanim
kapesnich kalkulatori.

Jak se méni znalosti studenta v této oblasti pfi studiu na stredni
skole? Soustfedme se na prumérného gymnazistu pfirodovédné ¢i
vSseobecné vétve.

Pro zopakovani informaci o ¢iselnych oborech je zvolen axioma-
ticky zptlisob popisu &iselnych oboriti: je uveden vycet vlastnosti,
které musi splhovat operace sc¢itani a nasobeni v téchto oborech,
totéz se provede pro relace rovnosti a usporadani. Jsou uvede-
ny priklady prirozenych, celych, racionalnich a realnych cisel. Pri
opakovani pojmu desetinného rozvoje ¢isel je jako iracionalni cislo
oznaceno to ¢islo, které lze zapsat jen nekoneénym a neperiodic-
kym desetinnym rozvojem. Tento zavér student vétsinou bez do-
tazi akceptuje. Polozime-li mu vsak otazku, kdy mizeme rici, ze
iracionalni ¢éislo je v tomto tvaru urceno, kdyz realné nemiizeme
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uréit vSechny cifry tohoto rozvoje, nebude pravdépodobné schopen
spravné odpovédét. Touto otazkou se totiz ucebnice vibec neza-
byvaji a studenti si ji vétsinou sami nekladou. Pfitom ucebnice
pro gymnéazia z pocatku stoleti odpovéd na tuto otdzku uvadély.
Napft. v [1] uvadi autor: Cislo irracionalné poklidime za zndmé,
dovedeme-li urcity libovolny pocet jeho mist. Povazuji za vhodné,
zabyvat se touto otdzkou ve vyuce, nebot prinasi novy pohled
na matematické metody. V tomto pripadé totiz nahrazuje prin-
cip konkrétni znalosti vsech ¢islic periodického rozvoje principem
znalosti metody, jak libovolny pocet téchto cislic zjistit.

Realna ¢isla jsou v ucebnicich geometricky interpretovana jako
délky tsecek. Uvadi se, ze operace v (Q a IR maji stejné vlastnosti,
rozdil mezi témito obory vSak neni zdiraznén. Neni vyuzita ani
moznost, casové neprilis naroéna, slouzici k prohloubeni znalosti
studentu v otazce vztahu mezi mnozinami racionalnich a iracio-
nalnich ¢isel. Jde o otazku uzavienosti operaci séitani a nasobeni
v téchto mnozinach. Zatimco tyto operace v mnoziné vsech racio-
nalnich ¢isel uzaviené jsou, a student by si to mél uvédomit a do-
konce to umét 1 striktné matematicky dokazat, v mnoziné vsech
iracionalnich cisel uzaviené nejsou. I zde studenti musi umét na-
jit priklady, které dokazuji toto tvrzeni. VySetfit je mozné i ¢isla,
ktera jsou vysledkem uvedenych operaci mezi ¢isly, z nichz jedno
je racionalni a druhé iraciondlni. Zavér, ktery si studenti z tohoto
vysSetfovani odnesou, opét prohloubi jejich znalosti téchto oboru.

K dalsimu rozsireni znalosti o iracionalnich ¢islech dochazi u stu-
denta pri probirani latky tykajici se mocnin. U mocnin s iracional-
nim exponentem se setkava s postupem urceni dolnich a hornich
aproximaci Cisla 2V2. Tim je zopakovan postup, se kterym se se-
tkal pf1 urCovani aproximaci ¢isla \/5 V této souvislosti je nutné
se vyvarovat chybného zafixovani myslenky této aproximace. Plati
totiz, ze z nerovnosti

(1) 1,4 <2< 15,

plynou nerovnosti
914 < 9V2 £ 915,



JAK (NA)UCIT ZAKY CHAPAT REALNA CiSLA 13

Kdybychom vsak chtéli aproximovat cislo (0,5)\/5, dospéjeme k za-
véru, ze z nerovnosti (1) plynou nerovnosti

(0,5)4 > (0,5)V2 > (0,5)1.

Tuto moznost je vhodné studenttiim taktéz predvést, nebot k jiné
moznosti pfi urcovani mocnin s kladnym racionalnim zakladem
a iracionalnim exponentem nemuze dojit. (Nechceme pritom ani

zachazet k prikladim typu (\/5)\/5) Tim bude student podpo-
fen v nazoru, ze predvedeny postup je univerzalni. Timto zpi-
sobem ziskavame vlastné desetinny rozvoj daného iracionalniho
¢isla. Uvédomime-li si, ze uvedenou metodou dovedeme vypocitat
libovolny pocet mist tohoto rozvoje, je, jak jiz bylo dfive feceno,
vysledné iracionalni ¢islo zcela uréeno.

K dalsimu prohloubeni znalosti dochazi v ¢asti, tykajici se po-
sloupnosti a jejich limit. Uveden je postup urcovani iracionalniho
¢isla m pomoci posloupnosti dolnich a hornich aproximaci délky
kruznice. Cleny téchto posloupnosti tvori délky obvodii pravidel-
nych n-tihelniki vepisovanych do kruznice a opisovanych kruznici.
Na geometrickém nazoru je zalozeno tvrzeni, ze prvni z téchto po-
sloupnosti je rostouci a druha klesajici. Vypocteno je nékolik clent
téchto posloupnosti a je ukazano, zZe délka kruznice je urcena cleny
téchto posloupnosti ve stale se zmensujicich intervalech. Predpo-
klad, ze tento postup vede k urceni ¢isla 7, je opfen o vétu: Kazdd
monotonni omezend posloupnost redlnych cisel je konvergentni.
Tato véta je dale aplikovana na konvergenci posloupnosti dolnich,
resp. hornich aproximaci ¢isla \/2. Zde autofi [5] zcela striktné
odvozuji, ze limita posloupnosti dolnich aproximaci se rovna li-
mité posloupnosti hornich aproximaci a ze tyto limity jsou rovny
¢islu \/E Uvedeny postup urcovani realnych cisel je zobecnén ve
vété: Kazdé redlné cislo je imitou jisté neklesajici posloupnosty
ractondlnich cisel. Jako priklad je uvedeno cislo e, které je defino-
vano jako limita posloupnosti {(1 + %)n}:}_l . Zaver, zabyvayjici
se konvergenci uvedené posloupnosti, je pouze podepfen vypoétem
nékolika prvnich ¢lent této posloupnosti. Z divodii obtiznosti, jak
poznamenavaji autori, neni uveden dikaz monotonie a omezenos-
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ti. S timto tvrzenim lze polemizovat, nebot dikazy jsou pomérné
snadné.

Posledni informaci o redlnych cislech, s niz se studenti mohou
na gymnaziu setkat, je informace, ze uvedena vlastnost existence
limity monoténni omezené posloupnosti realnych cisel ma dilezité
dusledky pro existenci logaritmi, odmocnin z kladnych racional-
nich cisel ¢1 pro vétu o stfedni hodnoté v diferenciadlnim poctu.
Zde je mozno polozit studentim otazku, které z funkci, s nimiz se
seznamili, by nemohly byt definovany v takovém rozsahu, jak je
zname, kdybychom se omezili pouze na praci s oborem racional-
nich éisel.

V pripadé linearni funkce £ — ax 4+ b s racionalnimi koeficien-
ty bude, zvolime-li jako defini¢ni obor mnozinu racionalnich éisel,
oborem hodnot podmnozina mnoziny racionalnich ¢isel. Tato pod-
mnozina bude mit nasledujici vlastnost:

(Yy1,y2 € Hp; y1 < y2)(Vy € Q)
(11 <y <y2) = (Jz € Dy)(y=az+b)].

(2)

V pripadé, Ze zvolime u linearni funkce ¢ — ax jako koeficient a
iracionalni cislo, pak pro libovolné nenulové racionalni ¢islo x bude
funkcéni hodnota éislo iracionélni. Zde se naskyta moznost vyuzit
geometrickou interpretaci tohoto tvrzeni. Predstavme si v roviné
vytvorenou sit raciondlnich bodu, tj. bodi, jejichz obé souradnice
jsou racionalni ¢isla. Muzeme o ni tvrdit, Ze je hustd v roviné, coz
znamena, ze v libovolném okoli kazdého bodu se nachazi néjaky
bod sité. Sestrojime-li nyni v roviné graf funkce x — az, kde a
je cislo iracionalni, pak vznikla pfimka nebude prochazet, kromé
pocatku, zddnym dalsim bodem této sité a tedy body spoleénymi
s touto siti nemize byt uréena.
V pripadé mocniny ¢ — z? uvaZované pouze na mnoziné ra-
cionalnich cisel, bude oborem hodnot jistd podmnozina mnoziny
racionalnich ¢isel. Vlastnost (2) vsak tato funkce nema. Jednoduse
se lze o tom presvédcit: oborem hodnot je podmnozina kladnych
racionalnich cisel, zvolime-li vsak ¢isla y; = 1, y» = 4, pak pro
¢islo y = 2 plati y1 < 2 < y», ale nelze nalézt zadné racionalni
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¢islo , pro které by platilo 22 = 2. Tak bychom mohli sestrojit i
komplikované)si priklady.

V pripadé goniometrickych funkci je v jistém smyslu vétsina
jejich funkénich hodnot pro racionalni argument iracionalnim c¢is-
lem; obdobné se chova i logaritmus a exponencidla. Zaci by méli
alespon ziskat dojem, Ze rozSifeni Ciselného oboru racionalnich
¢isel neni nutné jen kviili zavedeni odmocnin, ale také proto, aby-
chom mohli korektné definovat elementarni funkce.

Znalosti maturanta tykajici se realnych cisel tedy spocivaji vi-
ceméné na slusném obeznameni s axiomatikou usporadaného pole
(1 kdyz se o axiomatice viibec nemluvi) a na mlhavé znalosti exi-
stence limity kazdé omezené monoténni posloupnosti. Je to malo
nebo hodné?

Odpovéd na tuto otdzku zavisi na pristupu k ni. Z hlediska
historie vyuky matematiky v naSich zemich jsou znalosti o obo-
ru realnych éisel obsazené napr. v ucebnicich z prvni republiky
a v dnesnich uéebnicich srovnatelné. V drivéjsich ucebnicich jsou
néktera tvrzeni detailnéjsi, zeyjména s ohledem na vztah iracio-
nalniho cisla a nekonecného desetinného rozvoje a naopak jina
tvrzeni, napf. z oblasti limit posloupnosti, v téchto ucebnicich
zpravidla nenalezneme. Celkové vsak je mozno Fici, ze védomosti
studenta gymnazia z prvni republiky a studenta soucasného gym-
nazia se v této oblasti prilis nelisi. To, s ohledem na rychly rozvoj
matematiky od dob prvni republiky, by znamenalo uréitou stag-
naci ve vyuce. Z sirsiho pohledu se vsak neni mozno omezit jen na
tento obor, v soucasnych ucebnicich nalezneme 1 kapitoly, které
v drivéjsim obdobi byly do vyuky zafazeny az na vysoké skole.
Na druhé strané neni vyuzito v matematice vSsech moznosti, jak
problematiku oboru realnych ¢isel studentiim pfiblizit.

Z hlediska perspektivniho uplatnéni znalosti studenta pri dal-
sim studiu je nutné volit takovou cestu, aby bylo mozné na vysoké
Skole na znalosti ziskané na stfedni skole snadno navazat. Ucite-
1é vysokych skol by méli specifikovat, co je v této oblasti pro né
potfebné a uziteéné. Také je vSsak nutno zvazit, zda tato prani je
mozno splnit. Nemélo by vsak zistat jen u vzajemnych konzultaci,
ale optimalni by byla situace, kdy na siti vybranych stfednich skol
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bude mozno ovérit moznosti $kol tyto pozadavky splnit. Zaroven
by bylo mozno ovérit metody vykladu, které by vyuzivaly 1 jinych
postupti. Tuto situaci by meélo napomoci fesit ministerstvo skol-
stvi, protoze predevsim jeho cilem by mély byt co nejkvalitnéjsi
védomosti studentii.

Nesmime zapomenout ani na hodnoceni polozené otazky z hle-
diska cili, které jsme si vytkli ve vyuce matematiky na gymnaziu.
Aniz budu podrobné analyzovat uvedené cile (a neni to ani tikolem
tohoto ¢lanku), je mozno Fici, zZe pozadujeme elementarni prehled
v zakladnich oblastech matematiky, analyzu redlné situace, mate-
matizaci, Jeji feSeni a interpretaci vysledki. Zaroven pozadujeme,
aby student dovedl spojovat znalosti z riznych oblasti matemati-
ky, aby dovedl aplikovat zavéry ziskané v jedné casti matematiky
1 v jiné casti, kterd s danou logicky souvisi. V teoretické oblas-
t1 by mél byt student schopen vytvaret hypotézy, vyvracet je, ¢i
potvrzovat.

Na zéakladé tohoto velice zjednoduseného pohledu je odpovéd
na polozenou otazku nejednoznac¢na. Kladné mizeme odpovédeét,
nebot bézny student ziskd informaci, Zze obor redlnych éisel je li-
nearné usporadané pole, v némz je splnén axiom o existenci supre-
ma neprazdné shora omezené mnoziny. Neziska poznatek v tomto
tvaru, ale v tvrzenich, které obsahuji uvedenou charakteristiku.
Zaporna odpovéd souvisi s tim, Ze, jak bylo uvedeno, nejsou vyuzi-
ty vSechny moznosti k ziskani Gplnéjsiho pohledu na tento ¢éiselny
obor. Absolvent gymnazia sice umi s redlnymi cisly pracovat, ale
zakladni predstavu o prvcich této mnoziny nemé a Spatné chéape
rozdily mezi obory racionalnich a realnych cisel. K tomu prispiva
pomérné velka, a ne vzdy opodstatnénd, intuitivnost v zavedeni
realnych cisel.

Posledni tvrzeni pak nutné vede k otazce, jak realna cisla za-
vést presnéji, neboli, jak stoji v zahlavi ¢lanku, jak (na)ucit zaky
chapat realna c¢isla. Odpovéd na otazku s dokonavym videm slove-
sa uéit by patrné zajimala kazdého vyucujicitho a to nejen v této
oblasti. Bohuzel, zde musime odpovédét, ze nevime. Zaménime-
i vSak dokonavy vid slovesa za nedokonavy, potom je odpovéd
sice méné jednoznac¢na, ale zato daleko Sirsi. Pfitom je mozna sa-
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moziejmé nabidnout vice cest, které sméruji k uvedenému cili.
Z historického hlediska by bylo mozné se snazit o uziti metody
Dedekindovych fezi. Tato cesta je vSak pro pouziti pomérné ne-
vhodné, nebot pracuje s pojmy pro studenty neznamymi. Metoda
Cantorovych posloupnosti ma uréitou oporu v gymnazialnim uci-
vu, kde je uéivo o posloupnostech obsazeno. Rozsah tohoto uciva
je vSak v soucasné latce neprilis velky, hlavni napln tvori ucivo
o dvou konkrétnich typech posloupnosti, tj. o posloupnosti arit-
metické a geometrické. To, aby bylo mozno zavést redlna cisla po-
stupem pochazejicim od Cantora, by vyzadovalo pomérné znacny
obsahovy 1 Casovy ndartst uciva ve srovnani s moznymi dalsimi
cestami.

Daleko vyhodnéjsi se mi jevi vyuziti pojmového aparatu, se
kterym se studenti seznamili uz v prvnim ro¢niku nebo dokon-
ce 1 na zakladni Skole. Tim je interpretace realného ¢isla pomoci
systému vloZenych intervali s racionalnimi krajnimi body nebo
pomoci desetinnych rozvoju.

Zvolil jsem druhou moznost, tj. pouzit k interpretaci realnych
sel desetinné rozvoje. Uvedend metoda neni nova, byt byla pou-
vana spise na urovni vysoké skoly. Dany postup lze nalézt napr.
v [2], [6]. Ve velké mife je vyuzivano toho, co neni pro studenty
neznamé. S pojmem desetinného rozvoje se seznamili uz na za-
kladni skole. Stredni Skola pak uz jen zopakovala informaci, ze
kazdé realné &islo jde vyjadrit ve tvaru desetinného rozvoje. Je
proto mozné na tuto informaci navazat a postupné ji rozvijet tak,
abychom ukazali, Ze desetinné rozvoje jsou skutecné témi objekty,
které maji vSechny vlastnosti, jez vyzadujeme od redlnych cisel.
Provedu v dal$im textu stru¢ny nastin této cesty. Hned na zacatku
Je vSak tfeba Fici, Ze nevystacime zcela s tim, co obsahuje soucas-
né ucivo matematiky na gymnaziu a ze urcita casova dotace je
v tomto pripadé nutna. Vynalozené usili kvalitativné zvysi rozsah
znalosti studentd a rozsiri jejich pohled na matematiku. Pokud
bychom se rozhodli pro uvedenou cestu v celém rozsahu, pak je
vhodné zaradit tuto tematiku do seminare v poslednim roéniku
studia. Tim bude zajiSténo, ze budeme pracovat se studenty, ktefi
maji o matematiku zdjem a maji i dostatecné matematické schop-
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nosti. Zaroven vsak néktera fakta z uvedeného postupu mohou byt
zarazena do bézné vyuky.

Cely postup je mozno provést s presnosti, ktera odpovida za-
méru vyucujiciho a tdrovni studenti. Prestoze pro dikazy staci
ve vétsiné pripadi gymnazidlni znalosti, je mozné v nékterych
pripadech vyuzit do uréité miry intuice. Nemusi byt cilem strikt-
ni vybudovani tohoto oboru, to lze ponechat az na vysoké skole,
ale ukazani metody a prostredku slouzicich k tomuto vybudova-
ni. Zaroven je tfeba upozornit studenty na alternativni moznosti,
které maji v pristupu k redlnym cislim, ale 1 pfi konkrétni zvo-
lené cesté. Ta navrhovana vyuziva pojmy z oblasti algebraickych
struktur, nebot ty pouze zobecnuji to, co student intuitivné zna
pod konkrétnimi vlastnostmi operaci v jednotlivych ¢iselnych obo-
rech. Dochazi proto u né€j k vytvoreni uréitého nadhledu z hledis-
ka matematickych struktur. Na druhé strané neni potfebné jazyk
algebraickych struktur pouzivat a lze se omezit na ovérovani kon-
krétnich vlastnosti realnych cisel.

Pred vlastni vystavbou oboru redlnych cisel je potfebné pfipo-
menout a také 1 zavést nékteré pojmy. S vétsinou z nich se studen-
t1 uz setkali v pribéhu studia. V tomto okamziku jde o potfebné
zpresnéni daného pojmu ¢i o jeho procviceni na konkrétnich pri-
kladech. Z oblasti mnozin jde napf. o pojmy omezené mnoziny,
dolni a horni meze (téz zavory) mnoziny, infima a suprema mno-
ziny. 7 oblasti relaci jde o vlastnosti, jako jsou reflexivnost, sy-
metri¢nost, tranzitivnost, a o precizaci relace ekvivalence ¢i uspo-
radani. U operaci jde opét o jejich vlastnosti, tj. o komutativnost,
asociativnost, distributivnost, feSeni zakladni rovnice apod. Po-
kud budeme chtit pouzit pojmy z oblasti algebraickych struktur,
definujeme pologrupu, grupu, polookruh, okruh, obor integrity,
pole. S témito pojmy se studenti vétsinou nesetkali. Protoze jde
o pojmy nové, prestoze se jejich definice opiraji vétsSinou o zna-
mé vlastnosti, je vhodné je procvicit. Pritom lze vyhodné vyuzit
téch ciselnych struktur, které uz studenti znaji. Hloubka ¢i rozsah
tohoto procviceni je opét ovlivnéna trovni studenti, casovou do-
taci a predevsim cilem, kterého chce vyucujici dosahnout. Velkou
pozornost nicméné doporucuji vénovat pojmim infima a suprema
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mnoziny. Zejména pojem suprema predstavuje jeden z nejdile-
zitéjsich pojmu pouzivanych v daném postupu. Pomoci néj jsou
zavedeny operace v mnoziné desetinnych rozvoji. Na rozdil od
pojmu horni meze mnoziny, ktery je mu blizky, je urcen jedno-
znacéné. To je jeho vyhoda, ale na druhé strané jde o pojem, ktery
je pomérné narocny pro spravné pochopeni.

Zéakladnim pojmem zvoleného postupu je pojem nezaporného
desetinného rozvoje, pricemz vylou¢ime desetinné rozvoje s perio-
dickou devitkou. Z vlastni zkuSenosti mohu Fici, ze uz toto omezeni
vyvold dotazy, pro¢ se k tomuto kroku uchylujeme. Jelikoz vsak
studenti znaji soucet nekonecné geometrické fady, mohou si sami
dokézat identitu rozvoji, napf. 2,0 a 1,9. Poté uz chapou dané
omezeni z divodi jednoznaénosti vyjadreni desetinného rozvoje.
Zaroven zavedeme pojem dolni a horni aproximace desetinného
rozvoje, coz mnohym pfipomene postup prfi urcovani ¢isla \/5,
resp. 2\/5, se kterym se v pribéhu studia setkali. V dalsich cas-
tech budeme ¢asto nahrazovat praci s nekoneénymi desetinnymi
rozvoji praci s jejich aproximacemi. Tim se cely postup ponékud
zjednodusuje, nebot aproximace jsou desetinna ¢isla a praktickou
¢innost s témito Cisly provadéji uz zaci na zakladni skole. Navic
jde o cisla raciondlni, tj. o Ciselny obor, jehoz vlastnosti studenti
pomérné dobfe znaji a mohou je tudiz pouzivat. Dilezité je, aby
dospéli k presvédceni, ze dané nahrazeni mizeme vzdy provést.

V mnoziné vSech desetinnych rozvoju definujeme rovnost dvou
rozvoju jakozto rovnost vSech jejich dolnich aproximaci stejného
fadu. DokadZeme, ze dana relace je ekvivalenci v této mnoziné. Po-
moci dolnich aproximaci pak definujeme relaci ,,mensi nez“. Pri-
tom porovnavani desetinnych rozvoju prevedeme opét na porov-
navani jejich dolnich aproximaci stejného radu. A jestlize si dva
rozvoje nejsou rovny, tak musime pri tomto porovnavani nutné
jednou dospét k situaci, ze dolni aproximace jednoho desetinného
rozvoje bude mensi nez dolni aproximace druhého desetinného roz-
voje stejného fadu. Potom tedy prvni z téchto rozvoju oznacime
jako mensi. Mizeme polozit studentiim otazku, zda nelze dospét
k situaci, kdy bychom pokracovali ve srovnavani dolnich apro-
ximaci danych rozvoji a dospéli bychom k rovnosti dvou téchto
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aproximaci nebo k obracené nerovnosti mezi témito aproximacemi
nez v pripadé nizsich radi. Odpovéd na tuto otazku studenti jisté
naleznou. Pfitom je vhodné, pokud tak neprovedou sami, zformu-
lovat zavér o monotonii posloupnosti dolnich aproximaci, nebot
ten nalezne uplatnéni i v dalsich dikazech. (Pfitom mizZeme pou-
kazat na dulezitost vylouceni periodickych devitek.) O definované
relaci ,mensi nez“ dokazeme, ze je linearnim usporadanim.

Definice relaci vyuzivaly pouze pojem dolni aproximace dese-
tinného rozvoje, tj. pouzivaly racionalni ¢isla. Vsechny vlastnosti
téchto relaci byly také odvozeny z vlastnosti racionalnich cisel.
Nyni uvedeme vlastnost, ktera odlisuje mnozinu racionalnich ci-
sel od mnoziny realnych cisel. Tato vlastnost mize byt vyslovena
riznym zpusobem, pficemz s jednim uz se studenti setkali v sou-
vislosti s posloupnostmi. Poznali vétu: Kazdd monotonni omezend
posloupnost je konvergentni. Tato véta nebyla dokazana, dokonce
nebylo ani prilis zdliraznéno, ze plati v mnoziné realnych cisel, ale
nikoliv v mnoziné racionalnich cisel. Ve zvoleném postupu uvede-
me tuto vlastnost v jiném tvaru. Ten vyuziva suprema mnoziny:
KazZdd neprdzdnd shora omezend podmnozZina mnozZiny redlnych
cisel ma supremum. Toto tvrzeni upravime pro pripad nezapor-
nych desetinnych rozvoji na tvar: KazZdd neprdzdnd shora ome-
zend podmnozina mnoZiny nezdpornych desetinnych rozvoji md
supremum. (Je tim mysleno, ze supremum takovéto mnoziny je.
opét desetinny rozvoj.) Dikaz této véty patfi k tém obtiznéjsim,
ale je mozné ho provést, nebot neobsahuje nic, co studenti neznaji.
Navic vyuziva postupu, kdy je potfeba nejprve prislusny prvek,
jenz by mél byt supremem, zkonstruovat a potom dokazat, ze
o supremum skutec¢né jde. Protoze s timto typem konstruktivniho
dikazu se studenti malo setkali, je vhodné tuto situaci vyuzit pro
rozsiteni jejich znalosti. I kdyz vsak vyucujici neprovede dany di-
kaz detailné, pouze naznaci jeho myslenku, neni tento pristup na
zavadu. Dilezita je v tomto okamziku ta skutecnost, aby studenti
pochopili obsah dané véty a dovedli ji pouzit v dalsim postupu.

Vyuzijeme tuto vétu hned pri definici séitani a nasobeni de-
setinnych rozvoji. Protoze jsme vyuzivali dolnich aproximaci uz
pri definici relaci, nebude pro studenty obtizné navrhnout definici
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sou¢tu dvou desetinnych rozvoji tak, ze budeme postupné scitat
dolni aproximace desetinnych rozvoju, které chceme secist, a na-
lezneme supremum mnoziny téchto sou¢tii. Obdobnou definici lze
navrhnout pro nasobeni desetinnych rozvoji. Obé definice pred-
stavuji operace v mnoziné desetinnych rozvojui, nebot uvedenym
postupem je skute¢né dvéma desetinnym rozvojim jednoznacné
prifazen tfeti desetinny rozvoj. PFitom je potfeba rozmyslet, jak
se vyporadame s pripadem, kdy by dany postup vedl k nedovole-
nému desetinnému rozvoji, tj. k rozvoji s periodickou devitkou.

V diskusi pfi formulovani definic operaci scitani a nasobeni se
Ize setkat se situaci, kdy studenti budou vytvaret dané mnoziny
souctli nebo soucini ze séitanci nebo z Ciniteli, které tvori dolni
aproximace stejného radu. Je mozné dokazat, ze pri tomto postu-
pu dospéjeme ke stejnému desetinnému rozvoji jako pri pouziti
postupu, kdy budeme vytvaret mnozinu ze soucti ¢i soucint dol-
nich aproximaci vSech moznych radi. Vhodné je proto v definici
pouzit aproximace ruznych radu a v dikazech, kde je to mozné, se
omezit na praci s dolnimi aproximacemi stejného radu. To lze pri
dikazech komutativnosti, existence nulového ¢i jednotkového prv-
ku dané operace, vlastnosti kraceni ¢i existence inverzniho prvku
vzhledem k operaci nasobeni ke kazdému kladnému desetinnému
rozvoji. Pri dikazu asociativnosti séitani ¢i nasobeni desetinnych
rozvoju je vsak nutné vyuzit definice s aproximacemi riznych ra-
du.

Témér vsechny dikazy je mozno provést detailné pod vétsim ci
mensim dohledem vyucujiciho, nebot studenti védi, co maji doka-
zovat. Vyjimku tvori dikaz existence inverzniho prvku vzhledem
k operaci nasobeni, nebot jde opét o dikaz konstruktivni. Nej-
prve je nutno zkonstruovat prvek, o némz pak dokazeme, zZe je
hledanym inverznim prvkem. A pravé konstrukce tohoto hleda-
ného prvku vyzaduje hlubsi analyzu. Nelze totiz polozit hleda-
ny desetinny rozvoj rovny prevracené hodnoté daného nenulového
desetinného rozvoje, nebot nevime, co by vznikly vyraz predsta-
voval. Zfejmé je 1 to, Ze nelze tento krok pouzit ani v pripadé dol-
nich aproximaci tohoto rozvoje, nebot prevracena hodnota dolni
aproximace n-tého radu nemusi byt dolni aproximaci n-tého ra-
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du. Patrné studenti nabidnou v tomto postupu moznost omezit se
u dané prevracené hodnoty dolni aproximace desetinného rozvo-
je n-tého fadu na n-tou dolni aproximaci rozvoje, ktery vznikne
pri prevedeni dané prevracené hodnoty na tvar desetinného roz-
voje. Tento krok je vSak scestny, jak je mozno demonstrovat na
prikladech desetinnych rozvoji, kdy posloupnosti desetinnych ¢i-
sel, vzniklé uvedenym postupem, nelze interpretovat jako dolni a-
proximace néjakého desetinného rozvoje, nebot tyto posloupnosti
mohou byt klesajici, konstantni, dokonce nemusi byt viibec mo-
noténni. Pfitom vime, Ze posloupnost dolnich aproximaci kazdého
desetinného rozvoje je neklesajici. V tomto pripade je tfeba vyuzit
hornich aproximaci desetinného rozvoje.

Pro dokonceni celého postupu vytvoreni struktury nezapornych
desetinnych rozvoji zbyva dokazat distributivnost nasobeni vzhle-
dem ke scitani a monotonii vzhledem ke s¢itani a k nasobeni. Po
téchto krocich miizeme strukturu nezapornych desetinnych rozvo-
Ju s operacemi séitani a nasobeni a s relaci linearniho usporadani
oznacit za linearné usporadany komutativni polookruh s nulovym
a jednotkovym prvkem, s kracenim vzhledem ke sc¢itani a s inverz-
nimi prvky ke kazdému nenulovému prvku vzhledem k nasobeni.
Jde tedy o strukturu naprosto stejnych vlastnosti, jaké ma struk-
tura nezapornych redlnych cisel. Je proto mozné ztotoznit neza-
porné realné ¢islo s nezdpornym desetinnym rozvojem. (Pouzivani
uvedené terminologie neni nutné.)

Abychom vytvorili obor realnych cisel, je nutno rozsirit obor
nezapornych realnych ¢isel na obor vSech realnych cisel. Je moz-
né provést tento krok jako analogii s postupem rozsifeni oboru
prirozenych ¢isel na obor ¢isel celych. Tento postup nalezneme
v riznych ucebnicich algebry, nebot je zcela zalozen na algebraic-
kych postupech. Vyuzit lze napf. [2]. Vytvofime mnozinu vsech
usporadanych dvojic prirozenych cisel, na niz definujeme rovnost
usporadanych dvojic. Po diikazu, ze jde o ekvivalenci, provede-
me rozklad mnoziny usporadanych dvojic na tridy sobé rovnych
dvojic. Na téchto tridach definujeme relace rovnosti a usporadani
a operace scitani a nasobeni. To mizeme provést tak, Ze budeme
vychazet z myslenky tykajici se pozdéjsiho ztotoznéni tridy uspo-
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radanych dvojic a celého cisla. S ohledem na tento cil pak volime
definice relaci a operaci, tj. pouzijeme jistym zpusobem formalni
cestu. Metodicky vhodnéjsi je vSak vyuzit postupu, na némz by
student vidél, ze dané relace a operace nejsou nicim umeélym, ale
ze vzniknou logickou cestou z nasi volby tfid ekvivalence.

Uvédomme si, Ze otdzka nastoleni rozsifeni daného ciselného
oboru vyvstane v momenté, kdy urcity typ rovnic neni v existu-
Jicim ¢iselném oboru fesitelny. To je situace, kdy se snazime resit
v prirozenych ¢islech rovnici tvaru: a + ¢ = b. Tato rovnice je fe-
Sitelna v daném oboru pouze v pripadé, ze a < b. Snazime se tedy
rozs§ifit tento Ciselny obor tak, aby byla uvedena rovnice fesitelna
v nové vzniklém ¢&iselném oboru vidy. ReSeni kazdé takovéto rov-
nice zavisi na cislech a,b. Kazda tato rovnice je tedy popsatelna
touto dvojici. Pfi volbé riznych dvojic vSak mize nastat pripad,
ze vice dvojic urcuje stejné reseni, tj. nékteré rovnice popsané
riznymi dvojicemi maji stejna feSeni. Polozime takovéto dvojice
sobé rovné. Abychom mohli tuto relaci definovat v mnoziné vsech
usporadanych dvojic, které reprezentuji rovnice uvedeného typu,
musime pfedpis, ktery jsme odvodili pro dvojici pfifazené resi-
telnym rovnicim, rozsifit na vSechny rovnice daného typu. Takto
definovana relace je tou ekvivalenci, s jejimz pouzitim vytvorime
tridy ekvivalentnich uspofadanych dvojic. S témito tfidami bude-
me dale pracovat tak, jak bylo naznaceno v predchazejicim textu.
Budeme-li chtit definovat dalsi relace ¢i operace, pak nejprve pro-
vedeme uvahu pro ty tridy, které reprezentuji rovnice fesitelné
v oboru prirozenych ¢isel, a vznikly vztah pouzijeme jako definici
v mnoziné vsech tfid. Definice nam pak z této tivahy pfimo vy-
plynou. Napr. v pripadé séitani trid budeme chtit, aby vysledna
trida reprezentovala rovnici, jejimz fesenim je soucet feseni rovnic
reprezentujicich scitané tridy.

Danym postupem tak rozsifime obor prirozenych cisel na obor
celych ¢isel. Stejnym postupem dospéjeme k oboru nezdpornych
racionalnich ¢isel, kdyz budeme chtit vytvofit obor, v némz by
byly fesitelné vSechny rovnice tvaru: az = b, kde b je libovolné
prirozené cislo, ale a je nenulové prirozené cislo. Vyhodou je, ze
postup vytvareni tohoto Ciselného oboru je totozny s postupem
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vytvareni oboru celych éisel.

Dilezité je, aby si studenti uvédomili, ze postup vytvoreni obo-
ru celych cisel z oboru prirozenych ¢isel mizeme pouzit 1 v pripa-
dé, kdy z oboru nezapornych desetinnych rozvoji chceme vytvorit
obor vSech desetinnych rozvoju. Dany postup totiz viibec nezalezel
na konkrétnich reprezentantech oboru, z néhoz vychazime, ale na
vlastnostech relaci a operaci definovanych v tomto oboru. A z to-
hoto pohledu je obor pfirozenych cisel témér shodny s oborem ne-
zapornych desetinnych rozvoji, nebot ten ma vsechny vlastnosti
Jako obor pfirozenych cisel. Jelikoz v ném navic existuji inverzni
prvky vzhledem k nasobeni ke vSem nenulovym prvkim, existuji
1 v oboru vsech desetinnych rozvoji inverzni prvky ke vSem nenu-
lovym desetinnym rozvojum. Jde tedy o strukturu linearné uspo--
faddaného pole. Mlizeme ji proto ztotoznit se strukturou realnych
Cisel.

Jak jsem si ovéril, postaci k uvedenému postupu zavedeni obo-
ru redlnych &isel véetné obecné pripravy a dislednému provede-
ni vSech dikazi dvouhodinovy seminafr. Pritom prinos z tohoto
seminafe nebyl jen v hlubsim pochopeni struktury realnych ci-
sel studenty, ale 1 v hlubsim pochopeni vystavby ciselnych obori
vitbec. Zaroven lze ke kladm pFicist i rozsifeni znalosti v oblasti
algebraickych struktur, preciznéjsi provddéni dikazi, fazeni - byt
jednoduchych vét - do celki, slouzicich k ziskani hlubsiho tvrze-
ni. Zaroceni celé prace se jisté projevi u studenti pfi studiu na
vysoké skole.
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