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POZNAMKY K HISTORII FUNKCE GAMA
Jikf VESELY

Aside from the so-called ,elementary functions“ ..., the
special function that occures most frequently in analysis is
undoubtedly the Gamma function. (Viz [Sto], str. 460.)

Jednou z nejdileZit&jsich funkci, se kterymi matematici musi velmi ¢asto pra-
covat, je tzv. gama-funkce (I"). Je sloZit&jsi ne% obycejné elementarni funkce
(polynomy, racionélni funkce); je také sloZit&jsi nez transcendentni elementarni
funkce Skolské matematiky (exponenciilni funkce, logaritmus &i sinus). Pfitom
k jejimu zavedeni vede pomérné jednoduch4 cesta, ktera je dilem mnoha mate-
matiki. Stoji za to se s ni sezndmit, at jiz v pomérné kondenzované popularnéjsi
podobé z [Da], nebo i trofku podrobnéji, s n&kterymi odbockami, tak jak se
matematika standardné vyviji. Na za¢atku této kiivolaké cesty stoji pouZziti
velmi starych prostfedki, avSak ta cesta poméfena ¢asem je asi dvé sté let sta-
ra a presahuje rdmec 19. stoleti. Zahrnuje v sob& pouZiti integralu i studium
primitivniho interpola¢niho problému, ktery se ukazal velmi obtiZnym. Na této
cesté lezi nejen Stirlingova formule, ale i kofeny zdkladnich poznatkl analyzy,
jakymi jsou nap¥. Tayloriv rozvoj nebo konvezita.

Zhruba asi prvni polovina tohoto textu je vénovdna poznidmkam o vyvoji
relevantnich problémi, druh4 je vénovana opakovani konvexity, historii a po-
drobné zpracovanému zavedeni funkce I". Druh4 polovina textu ma odliSnou
strukturu, nebot se pro ni systém ,véta — diikaz“ 1épe hodi.

Neé&které interpolaéni problémy. Zaénéme skutené od Adama: figurdlnimi
¢isly se zaobirali jiz pythagorejci ddvno pfed poéatkem naSeho letopoétu. Tak
napfiklad ¢isla 1, 3, 6, 10, ... se nazyvala €isla trojihelnikovd. P¥ipojeny obra-
zek nazorn& ukazuje diivod i cestu k ndzornému odvozeni formulky (symbol :=
uZivame k oznaleni rovnosti, kterou definujeme symbol na strané dvojtetky)

S}.:=1+2+3+---+n=%(n+1)
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Levé strana této rovnosti ma rozumny smysl pro n € N, do pravé viak lze
dosadit za n libovolné redin€ &slo. Podobna situace s nasobenim je nesrov-
nateln& obtiZn&jsi: rozsifit funkci M(n) = n! byt jen na kladnou poloosu lze
mnoha zptisoby, jen jediny v3ak vede k funkci I" a ten viibec neni jednoduchy.
Bylo by vSak hrubym zkreslenim obrazu vyvoje matematickych poznatki se
domnivat, Ze zminény jednoduchy interpola¢ni problém byl jediny, ktery byl
motivem k vySetfovini interpolace faktoriald.

Opravdovym mistrem ve zvladéani interpolatnich problémi byl nesporn&
jiz ISAAC NEWTON (1643 — 1727); sv&d¢i o tom i Fada vSeobecné uZivanych
jmen (napf. Newton-Gaussova formule, Newton-Besselova formule apod.) JiZ
diive bylo nutno interpolovat v souvislosti se vznikem tabulek; tuto ¢ast hi-
storie vzhledem k jeji obsaZnosti pomineme. Standardni tlohou s vazbou na
astronomicka pozorovani bylo uréeni hodnoty funkce f v bodé z,+1 na zi-
kladé jejich hodnot v bodech zp < z; < :-+ < z,, s intervaly o riznych
délkiach zx — z—1, k = 1,2,...,(n + 1). Oznatime-li postupng fo := f(zo),
f1 = f(®o,z1) := (f(z1) — f(x0))/(z1 — %0) a obecniji

fet1 :=F(zo, 1, ... , Tkt1)

,_f(ﬂ?o,f'?l,--- , Tk) —f(zl,zz,--- »Th41)
To — Tk+1

. k=1,2,...,

pak lze vypocétem ovéfit rovnost

f(@o) =f(x1) + (x0 — 1) f(@o, 71) =
=f(z1) + (0 — 1) [f(z1,22) + (z0 — z2) f(@0, 21,22)] = -
=f(x1) + (2o - 1) f(0, 21) + (zo — 1) (%o — 22) F(wo, 71, 22) + -+ +
+ (zo — 21)(To — 22) . . . (To — Z4) f (%0, Z1, ... ,Zn) + R .
Zde pro R, plati
R, = (zo — 71)(Zo — %2) ... (%o — Tn41) f(T0, 21, . 1 Tns1) -

Nahradime-li o promé&nnou z, dostaneme formuli, kterou Newton pouZival;
je-li pfitom f polynom stupné n, je R, = 0.

Vysledek miZe byt étenéfi silné nepovédomy, pokusme se tedy jeité o dalsi
zjednoduseni. Definujme pro h > 0

Mf=f@), ALuf=fl+h)-fE),
A? . f = f(z +2h) — 2f(z + h) + f(z) ,
AR = AL (AR, k=12,....

Podobné je vhodné zavést jesté toto zkracené oznaceni

(z)op=1, =z, @rp=2z(z—-h)---(x—(k-1)h), k=1,2,....
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Snadno ovéfime, Ze plati

!
@)k == (@) = k!(:) = (?%—,57 )
a také

Az 1@k = (z+ 1)k = (@) = @k [z +1) = (2 = (k= 1))]
=k (:E) k—1 -
Pracujeme-li tedy s rovnomérné rozloZenymi body, dostaneme formulku mno-

hem povédomé&jsi: pro polynom P stupné n plati (srovnejte s Taylorovym,
resp. Maclaurinovym polynomem)

P@)=Y 25 (@) Ak, P (1)
k=0

Podobné lze zavést symetrické rozdily

Sonf =f(2),  &uf=f(z+h/2)-f(z-h/2),
Sonf = f(z+h)-2f(z) + flz—h),
6::*’;1]' = 5::,h(6:’t=,hf) ) k= 1,2, ceey

a analogické zkracené oznaleni
[:1:]0,;, =1, [m]l,h =z, {x]k,h =x(x+(k—2)h/2) , k=1,2,....

I v tomto pfipad® dostaneme pfi zavedeni zkriceného zdpisu [z]x = [z]k,1
vyjadifeni polynomu ve formélné velmi podobném tvaru

P@) =Y 7y leh ok, P 2)

k=0

Zéména (z), resp. [z za z* a Ak, P, resp. 6% , P za PR (z), k=1,2,...,
v (1) a (2) vede k vyjadfeni koeficientd polynomu pomoci derivaci '

n

P =% % z* P (g) . 3)
k=0

Pro obecn&j’i funkce ne# polynomy dostivime (nekone¢né) rozvoje obdobnych

typl. Piipomeiime, Ze otdzkami jejich konvergence se tehdy matematici ne-

zabyvali. K podobnym vysledkiim, jako jsou vySe uvedené, dospél nezivisle
i skotsky matematik JAMES GREGORY (1638 — 1675), jeden z objeviteli infini-

tezimdalniho poétu. Jeho objevy v8ak mélo ovlivnily vyvoj soudobé matematiky,

protoze zistaly vétSinou po del$i dobu neznidmé.
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Newton i Gregory méli pfitele, ktery byl spolehlivym informéatorem o mate-
matickych objevech. Byl to JOHN COLLINS (1625 — 1683), ktery korespondoval
s mnoha matematiky své doby a pfispival tim k Sifeni objevenych poznatkii.
V dopise Collinsovi ze dne 23. listopadu 1670 uvidi Gregory interpolaé¢ni for-
mule podobného typu. Poznamenivim, %e n&ktefi badatelé (srv. [Go], str. 75)
soudi, Ze pomoci nich Gregory dospél k rozvojim, které dnes spojujeme s Tay-
lorovym jménem; Gregory dospél k 16 konkrétnim rozvojim tohoto typu.

Zndmy BROOK TAYLOR (1685 — 1731) byl sekretdfem anglické Royal So-
ciety; v r. 1712 ohlasil a r. 1715 publikoval tvar rozvoje, jemuz dnes davame
obvykle jeho jméno. Nezabyval se viak konvergenci fady a tak jeho teoreticky
vklad do pokladnice matematickych znalosti nebyl veliky. Relativné nedoce-
nén zistava v b&znych knizkich o kalkulu COLIN MACLAURIN (1698 — 1746),
jemu? se pfipisuje specidlni tvar Taylorovy fady (o stfedu 0). My se u néj zasta-
vime a pokusime se oziejmit tzv. Euler-Maclaurinovu formuli, kterou budeme
potiebovat pro dalsi vyklad.

Maclaurin byl zdzraénym ditétem: jiZ ve 12 letech zalal studovat na uni-
verzité v Glasgow a v 19 letech byl (v dne¥ni terminologii) vedoucim katedry
matematiky v Aberdeenu. Ziskal prestizni pocty, mj. v roce 1740 spolu s Eu-
lerem a D. Bernoullim za price o pfilivu a odlivu. Za zminku stoji, Ze Newton
si ho velmi vaZil a nabizel dokonce i &astetné Maclaurinovo finanéni zajist&ni
v pozici Gregoryho asistenta (srv. [Go], str. 84). Vratme se viak o mnoho let
zpét.

Bernoulliovy polynomy, Bernoulliova &isla. JAKOB BERNOULLI (1654 —
1705) proslul mj. svym dilem Ars Conjectandi, v ném? se zabyval i problema-
tikou uréovani souétl typu

Sp = z,.: kP . @)

k=1

Vy#el ze schématu, kterému dnes fikAme Pascaltiv trojihelnik, z néhoZ lze lehce
vyéist rizné vztahy mezi kombinaénimi &isly. Obsahuje mj. jiZ zminéné trojt-
helnikov4 ¢isla, ktera tvoii v ni%e uvedené obdélnikové verzi (5) tfeti sloupedek;
jsou to vlastné soutty ¢isel ze druhého sloupecku. Jak snadno nahlédneme, plati
to obecnéji.

11]0{0j0}0}0
111({0{0j0]0
112(1j0]07]0
11313|1(01}0
1141614|1]0]
115|10{10f{5 |1
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Nahradme jesté& &isla v pfedchézejici tabulce kombinaénimi éisly, abychom moh-
li ze vzniklého schématu snadnéji vyc¢ist potfebné zikonitosti. Dostaneme tak
tuto ,binomialni tabulku® :

(o)
(o
(o)
(o)
(o)
( )

0

- e
SN

L e
Ne” e’
o~~~

(5)

4

F\f\’\f\f\’\
O - - W

PN SN SN N SN N
NANBRNMNONDNNNN-NO
e e N’ e e’
P U U O
WU WWWWN W WO
WOt R RN B BO
.~~~ o~

AT GTWOTN Ot= O
N Nt N’ e e

1

Snadno nahlédneme, Ze plati vztahy

Z”:('g) = ("Jl“l)=n+1, il:n,

0
> (k\ _(n n\ _(n+1 >~ _n(n+1)
S()=0)+0)=037) =253
0 1
Jak to vypad4 obecné se souéty (4) ? UkaZme si pfi pouZiti soudobého oznadent,
jak k tomuto problému pfistupoval Johann Bernoulli; je to jedno z moZnych

zajimavych zpest¥eni cviteni z matematiky pro budouci uéitele. Tak nap¥. pro
uréeni souctu pro p = 2 je relevantni vztah

>(31)=():

ktery snadno vy¢teme z posledni tabulky. Také dalsi vztahy se daji vyéist pfimo
z tabulky a snadno je i dokdZeme; obecnéji plati pro p = 3,4,... vztah

(516G

Vratme se k pfipadu p = 2; jeho rozepsanim a jednoduchou apravou dostavame

Zkz——2k+21=-n3——n +;n

k=1
Budeme pracovat s touto rovnosti: snadno nahlédneme, Ze n&které soutty, které
v ni vystupuji, jiZ zndme. Dosadime-li za né do uvaZované rovnosti a prove-
deme jednoduché tpravy, dostaneme vzorecek pro soudet Etverci prvnich n
pfirozenych &isel, ktery si néktefi pamatuji zpaméti:

n
3n(n+1) 1 1 1
2 2 bl S ? A md_n24
S kz=1k =2 (2 2 n+6n 2n +3n)

=n(n+1)(2n+ 1)
z .
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Tento vzoretek miZeme dokazovat indukci, a stejné tak i dalsi obdobné vzo-
reky pro SE, pokud oviem znime jejich tvar, tj. jejich pravou stranu. Z pied-
chézejiciho postupu je zfejmé, jak miZeme postupné dalsi podobné vzoretky
odvodit; piehled o nich poskytuje nasledujici tabulka':

1 1
4 __ - 3 _
Zk -sn +2n +3n 3On
1 5 1
5___ 5, 9 4 _ 2
Zk nS +2n +12n 12n
st—-—n7+ n +-n —n +—1—n
7 2 2 42
7 7 1
7___ _ 2
Ek n+2n +12n 24n +12
1 2 7 2 1
8 _ nl— sl _ 2
Ek n +2n +3 15n +9n 30n
1 7 1 3
9___ 10 _ 4_ 9 2
Zk n +2n +4n 10n +2n 2011
1 5 1 5
10___ 11 10 2 5__Zp3, Y
Zk n +2n +6n 1n +1n n +66n

Existuji konstanty Ba, k = 1,2,... tak, Ze pro p € N plati vzoredek
Sp=) K =—m LI S 4 an?*1+
T p+1 2
+ P(P 1) (P 2) nP-34
LB Do z;)'(p @4 g -5 4.

1Posledni &leny v sudych fadcich budeme je¥t& dile zkoumat. Za zminku snad stoji i fakt,
%e na poslednim misté ¥adku popisujiciho tvar Sg byla. v Bernoulliovych vypoé&tech pozdé&ji
v hodnoté& koeficientu nalezena chyba.

(6)
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kde s¢itdme tak dlouho, dokud jsou klesajici mocniny n kladné. Dosadme nyni
v pfedchézejici tabulce (n — 1) za n do pravych stran soudtovych formuli; tak
dostaneme postupné polynomy v proménné n, které oznacime by, by, . ... Plati
tedy

Sp=) K =by(n+1).
’ 1

Poviimnéme si bliZe nékterych obecnych zikonitosti v tabulce. Snadno na-
hlédneme, Ze mé rekurentni charakter: v obecném piipadé odvozovani vzorce
pro S; dostaneme po tipravé rovnost, obsahujici pouze tento nezndmy soucet,
ostatni souéty s mensimi p jsme uréili v pfedchézejicich krocich. Existuje také
vazba mezi koeficienty v jednotlivych Fadcich: jejich soudet je vidy roven 1.
Koeficienty u linedrnich &lentd (posledni &leny v sudych Fadcich) jsou &isla By,
k=1,2,...,ze vzorce (6). Plati tedy napf. B, =1/6, By = —1/30, Bg = 1/42,
Bg = —1/30 atd. Johann Bernoulli uvidi fadu jmen svych pfedchidcid (mezi
nimi figuruje i JOHN WALLIS (1616 — 1703), s nim¥ se je3t& setkdme), aviak byl
to on, od ného# se odviji dalsi vyvoj v tomto sméru. JiZz zmin&né koeficienty
Bsy. jsou zndmy jako Bernoulliova ¢isla; s nimi souvisi i tzv. Bernoulliovy poly-
nomy, coZ jsou derivace B, polynomi, které jsme vySe oznatili by, p=1,2,....
Plati tedy
by(z) = By(z), zeR, p=1,2,...

a B, = B,(0) (definice se mohou v literatufe lifit ve znaméncich, zde nepanuje
univerzalni shoda). V dne#ni dobé& definujeme Bernoulliovy polynomy zpravid-
la trochu jednoduseji (srovnej se (7) a s formuli, kter4 nésleduje)?. Podle jiZ
uvedeného je tedy (definujeme i Bp)

Bo(:l:):l,

1
31(37)—1’-5,
Bz(x)=z2—-z+%,

1
_3_9.2,1
Bs(z) == 5% t 5

Pak lze pfepsat jiz uvedeny vzoreéek (6) ve tvaru

n
1
gk” =o¥1 [Bpt+1(n +1) = Bpa] -
Vsimnéte si faktu, Ze prava strana mé rozumny smysl i tehdy, dosadime-li za
n i redlné &islo a Ze je to polynom, tj. funkce relativné jednoducha.
Bernoulli nedokazal obecnou sou¢tovou formuli korektné. Nésledujici struéné
popsany diikaz je pfevzat z [Wa)]. PoloZme
n oo P oo Sn
a,,:zze"’=1+Z—,(1"+2”+---+n”)= —‘;.1:”,
-0 p=0 p: p=0 p:

2Relevantni partie jsou velmi hezky vylofeny v [Br].
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resp. po jednoduché Gpravé

z ez _1 2 B (n+1)k+1 k
= e g_k— ; & +1)!

x

JestliZze nyni vynisobime obé fady vpravo a porovndme koeficienty u z?,
dostaneme rovnost
SR _ Bo(n+ 1)7*1  By(n+1)? . By(n+1)
p!~ 0lp+1)! 1lp! pll!

Ta se d4 upravit na Zadany tvar (6)

n”"'l 1 P By P
Sp = +—n’+2—( )n”*"", p=12,....
p¥17 2 T & F \k-1

Poznamenejme koneéné, Ze dnes se obvykle definuji (moZnych zpisobi de-
finovéni je vice) Bernoulliova éisla jako koeficienty Maclaurinova rozvoje vzta-

hem
t °°B tk
_1_20: kX1 ()

s ohledem na piedchozi Givahy to neni zase aZ tak piekvapujici. Bernoulliovy
polynomy pak definujeme pomoci vztahu

B, (z) := Z (Z) By kF =z" + (’11) Byz™ ! + (Z) Bz %2+...+B,

k=0

Vynésobenim rovnosti (7) faktorem (e — 1)/z dostaneme

DRI PRLASEY
1= k. = crz®
k=0k' k=0 (k+1)' k=l
scg=1lac =cy=---=0. Plati
1 Z n+1
e = Zk'(n E+1)! (n+1)'k=o( k )B"’

z &ehoZ da.le plyne rekurentm vypoctové schéma pro Bernoulliova éisla

By=1,
By +2B; =0
Bo+3B;+3B;=0,..
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Obecné maji tyto rovnice tvar

Z(nZI)Bk=O, n=12,....

k=0
Bernoulliova éisla se objevuji v nékterych dileZitych vyjddienich, napf. v roz-
vojich
oo ©o
B 1 B
_ _1\k—1_P2k k(4K 2k—1 - _n2kk2k
tgz = }1:( 1) (2k),4 (4 - 1)z, cotgz =~ 20:( o
a také v Eulerem nalezeném vzorci (sprdvném, ale nekorektné dokazovaném)

pro souéty pfevracenych hodnot sudjch mocnin pfirozenych &sel?; pouz1_]eme-h
k zdpisu (-funkci, plati: :

pt1 2
(2p) Z kip ( 1) 2(2Bp2) |(27T) ’ ) p=12,.... (8)

Poznamenejme jest&, Ze Bernoulliova &isla s lichymi indexy jsou (s vyjimkou
prvniho) nulovi, tj. plati

Bi=—3, Byu=0, p=123..;

(Euler nazyval Bernoulliovymi &isly &isla | Bz, |,p=1,2,...).

Stirlingova formule. Pro pochopeni vysledku, k némuZ dospél JAMES STIR-
LING (1692 - 1770) a ktery pfedchézel definici funkce I', pouZijeme Euler-
Maclaurinovu formuli. Pomineme podrobnosti a napifeme ji ve tvaru

3 F) = /f(z)dz——[f()—f(0)1+ [F'(n) - F(O) 1+

k=0
+ ) - F1O)] 4

(f§§ LD () = D)+ Ry ©

kde f € C?*+1D((0,n)), tj. f je (2k + 1)-krat spojité diferencovatelna funkce.
Stirling, ale ani Maclaurin, neuvidéli zbytek R, a pracovali s 7adou, kterd
vSak je ve vSech praktickych p¥ikladech divergentni. Maclauriniv pfistup byl
z dne$niho hlediska modernéjsi. Pro zbytek plati

Ry = / F@H)(3) Byeya (z) dz

(2k+1)'

3Zatimco pro prevricené hodnoty sudych mocnin lze dokizat uvedeny velmi uspokojivy
vysledek, napf. o 3 k~3 vime jen, %e je to &islo iracionalni.

4Moderné pojatou tuto partii (na vy¥3i trovni a tedy i obtf#n&ji p¥istupnou) nalezne
&tenaf v [Bo); v dodatku k této partii jsou té% zajimavé historické poznamky.
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kde By, jsou vyse definované Bernoulliovy polynomy (ani zde neni terminologie
zcela stabilni, n8kdy byvaji definoviany Bernoulliovy polynomy jako souéiny
By, - k!). Euler i Maclaurin dospéli k vyjadfeni patrné nezivisle, Maclaurin je
publikoval v r. 1742. V Eulerovych pracich se s nim setkdvame na vice mistech;
Euler k nému dospél za svého prvniho petrohradského pobytu.

Stirling de facto nalezl pomoci ,,nekoneéného rozvoje“ nasledujici vyjadieni
(piSeme ho v upravené formé)

21 By 1 By 1
1 != —— . .
ogn ( )logn n+logv2 + +3 in —+- +9 10n9+

a urdil By, pro k = 1,2, 3,4, 5. Toto diva po tpravé pro faktoridly vyjadieni

nl= (g)n \/%exp[%—l—+ ]

Teprve viak ABRAHAM DE MOIVRE (1667 — 1754) dospél v r. 1730 k vyjadfeni,
které dnes b&Zné nazyvame Stirlingovou formuli a zapisujeme zpravidla ve tvaru

n!~ (n/e)"V2mn . (10)

Historie gama-funkce. Obratme se nyni pfimo k funkci I". Prvni seriézni
zavedeni ,budouci I'-funkce“ proved! Euler, i kdyZ se uvadi, Ze naznaky muize-
me nalézt jiz u Wallise (viz [Ev]). LEONHARD EULER (1707 — 1783) se seznamil
z dne$niho hlediska nutné vigni formulaci problému interpolace pro faktorialy
prostfednictvim dopisu, ktery mu zaslal CHRISTIAN GOLDBACH (1690 — 1764).
Euler v letech 1729 — 30 dospél zpisobem, o ném% postradime piesnéjsi in-
formace, k feSeni® tohoto problému, a to ve dvou réznych rovinich. V prvni
fazi podal feSeni ve formé nekoneéného souéinu, ve druhé pak nalezl integralni
vyjadfeni definované funkce.

Problém rozsifeni faktoriald z p¥irozenych &isel (napf. na kladn4 reélna &isla)
ma samoziejmé nekoneéné mnoho feSeni, byla to v8ak pfedeviim Eulerova ge-
nialni intuice, ktera ho dovedla k FeSeni, které se ukizalo pozdéji tak vyznamné.
ObtiZnost feSeni problému prostfednictvim zavedeni funkce I" byla podstatné
vétsi neZ pfi odvozeni formulek pro souéty p-tych mocnin pfirozenych é&isel.
Funkce I' je jiz podstatné sloZit&jsi: je transcendentni, ba dokonce v jistém
smyslu ,,tra.nscendentnéjéi“ neZ b&?né element4rni transcendentni funkce®.

JiZz motto tohoto pfisp&vku zdiiraziiuje vyjimeénou uZiteénost funkce I". Pro-
to je dalsi vyklad veden tak, aby (samoziejmé po nezbytnych tipravich) poslou-
zil i jako prostfedek k co nejjednodusiimu zavedeni této funkce. Funkce I” se
typicky vyskytuje pii feSeni sloZitgjch problémi, proto se vidy téSila zadjmu

5Toto feSeni popsal v dopisech Goldbachovi z 13. 10. 1729 a z 8. 1. 1730; bylo publikovéno
vr. 1738.

STranscendenci funkce I' dokézal ji% Euler. Ten se také klasifikaci funkci z tohoto hle-
diska podrobnéji zabyval a my tuto klasifikaci s nezbytnymi modifikacemi uZivime dodnes.
R. 1887 OTTO L. HOLDER (1859 — 1937) dokazal, Ze funkce I" neni dokonce ani FeSenim
%4dné algebraické diferencidlni rovnice.
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pfednich matematikii. VySetfovani funkce I" je vénovana v uéebnicové literatu-
fe velkd pozornost; viz napf. [BF], [St], [Ja2], [Kle], [Wa] apod. Jde o relativné
néaro¢né véci, vybral jsem vSak cestu poskytujici pfi modifikacich co nejvétsi
variabilitu a ukazujici, Ze i elementarni p¥istup k definici I-funkce je moZny.

Euler dospél zpiisobem, o némZ postradame pfesnéjsi informace, k nekonec-
nému soudinu (oznaéime ho (11))

6 SHE) S2HE) - e

JestliZe budeme v prvnim vyraze (nekoneéné&krat) kritit, dosp&jeme opravdu
k n!, v té dobé se vSak otdzky konvergence ¢i legitimity podobné tGpravy po-
mijely. Také lze odsud dospét k dnes obvyklej§imu vyjaddieni pomoci vzorce,
ktery odvodil CARL FRIEDRICH GAuSS (1777 — 1855)

nl = lim m!(m +1)"
" moo (n+1)(n+2)---(n+m)

Zde se vSak Euler nezastavil. Pomé&rné snadnou manipulaci Ize z (11) dostat
pro n = 1/2 formulku, kterou objevil jiZz v r. 1655 Wallis (dnes ji odvozujeme
daleko jednodusim zpiisobem nez Wallis)?.

= (2:2) (4:4) (5-6) .
“\1-3/\3:5)\5-7 '

Ta souvisi s integrilem vyjadfujicim obsah jednotkového ptlilkruhu a tak Euler
hledal déle. Dospél az k vyjadfeni

T

n! = /1(—logx)" dz , (12)
0

které je dnes oznacovano jako Eulertiv integral druhého druhu. VySel v podstaté
od jiné funkce (Euleriv integral prvniho druhu, resp. beta-funkce)

B(z,y) = /0 Y1t de

Nebudeme jeho postup popisovat (viz napf. [Kl], [Da]), poznamenejme jen, Ze
dospél i k vzdjemnému vztahu B(z,y) a funkce I" (viz nésledujici Definice 1)

I'(z) - I'(y)
B(z,y) = —
@9 =Ty

Dne$nim studentim je zpravidla zndma tato

TLze napf. pouZit rozvoje funkce sin 7z v nekonetny soulin, dosadit z = 1/2 a vcelku
jednodusSe soudin upravit; viz [Wa), str. 351.
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Definice 1.
() = f exp(—t)#1dz,  z € (0,00). (13)
0

Autorem tohoto stabilizovaného vyjadieni véetné oznaleni ,gama-funkce“
symbolem I'" a nizvi Eulertiv integril prvniho a druhého druhu je ADRIEN
MARIE LEGENDRE (1752 — 1833). Euler sdm pouZil tohoto moderné&jiiho vyjad-
Feni, které souvisi s transformaci nalezené formulky (12) na vyjadfeni I'(n+1),
v pozd&jsi prici z r. 1781 (otiSténa 1794).

Jesté jednou interpolace ... Pokusme se nyni podrobnéji rozebrat vyse zmi-
nény interpolaéni problém. Tak napfiklad nalezeni libovolné & spojité funkce na
intervalu (0, 00), ktera by pro viechna n € N dala ,spravné hodnoty” faktoriali

f(n)=(n-1)! (klademe 0! =1) ,
neni problémem; napf¥. jednoduché, po ¢astech linedrni rozsifeni na intervalu
(1,00) a na (0,1) napf. pomoci f(z) = z~*, je jednim z moZnych feSeni. Navic
pficteni libovolné periodické funkce s periodou 1, ktera nabyva v celych é&islech
hodnoty 0, splnéni podminky vyjaddfené pfedchozi rovnosti neohrozi.
Faktoridly miiZeme popsat pro £ € N i rekurentnim vzoretkem

f@+)=zf(z) s f(1)=1. (14)

vy

Situace se ponékud zkomplikuje, budeme-li Zadat, aby zminéné rozsifeni spl-
fiovalo rovnost (14) pro vechna = € (0,00). Poznamenejme, Ze jsme de facto
dospéli k funkcion4lni rovnici®

flz+1)=zf(z), =z€(0,00). (15)
Z ni velmi jednoduSe plynou vztahy
fz+2)=(z+Dzf(z),
resp.
f@+n)=(z+n-1)(z+n-2)...(z+ 1zf(z), (16)

platné pro viechna z € (0,00) a viechna n € N. Zde si povi§imneme faktu,
%e fefeni rovnice (15) maji jednu vlastnost spoleénou s periodickymi funkcemi:
znalost funkce f napf. na intervalu (0,1) ndm umoZiiuje uréit pomoci (14)
funkci f na intervalu (1,2) a pak déle na intervalu (2,3 ) atd. MiZeme ostatn&
pouZit nerekurentni vzoretek (16), z n&hoZ dostaneme jednoduchou dpravou

1
T2@+1).. @+n-1)

f(=z) flx+mn). (17)

8Funkcionlnimi rovnicemi se zabyval ji% kolem roku 1750 JEAN D’ALEMBERT (1717-
1783) v souvislosti s vySetfovanim chvéni strun. Pozd&ji se zabyval podobnymi rovnicemi
systemati¢téji Louis A. CAUCHY (1789-1857).
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Ten ndm ukazuje i moZnost ,postupu zpét“. Shrneme-li tyto poznatky, vidime,
%e hodnoty v ka?dém intervalu tvaru (n,n+1),kden =0,1,2,..., uréuji f na
celé kladné poloose (0,0) a dokonce i na R\ {-1,-2,-3,...}.

Je poucné se vratit je$té jednou k funkcionalni rovnici (15) a jejimu disled-
ku (16). Volba f = 0 v intervalu (0,1) d4va pfi popsaném rozifeni f = 0
na (0,00), coZ je na tomto intervalu konvexni funkce (nenabyva viak hodnot
faktoriali pro n € N)°.

Funkce, kterou bychom dostali postupnym roziffenim funkce f(z) = z~!
z intervalu (0,1) na intervaly (1,2),(2,3),... pomoci rovnosti (14), by byla
také konvexni a tuto chybu by jiZ neméla; tato funkce nabyva v bodé 1 hodnoty
1 a dopoétenim pomoci odvozenych vzorecki dostdvame f = 1 na intervalu
(1,2), tedy i f(2)=(2-1)!'=1, f(z) =z —1na (2,3) spolus f(3)=2,...;
dal¥i polynomy, kterymi se definuje f v (3,4), (4,5),... jsou (z — 1)(z — 2),
(z = 1)(x —2)(z - 3),...10.

Je jiz obtiZn&jsi ukdzat, Ze f(1) = 1 a konvexita ani s podminkou, aby
funkce f byla diferencovatelni (jednou, dvakrat, ba i nekone&n&krat), nevede
k jednozna¢né uréenému feSeni funkcionalni rovnice (15); viz napf. [Da), kde je
tento problém rozebiran podrobn&jill.

Konvexni funkce. Déle budeme popisovat cestu, jejimZ autorem je EMIL
ARTIN (1898 — 1962); je pfevzata z [Ar] (viz téZ [Bol], [Ru] apod.); pokusime
se vyuZit co nejvice vSech piednosti jejich dalfich modifikaci, které se v litera-
tufe vyskytuji. NeZli v8ak pfistoupime k systematickému vykladu o I'-funkci,
pfipomeneme matematicky aparat, ktery budeme pouZivat. Potfebujeme totiz
relativné dobrou znalost konvezity funkci jedné proménné; zavedeme ji stan-
dardnim nézornym zpisobem:

Definice 2. Funkce f na intervalu I C R je konvezni na I, jestliZe pro kazdé
dva body z,y € I a kaZdé a € (0,1) plati

flaz+(1-a)y) <af(z)+(1-a)fy) . (18)

Jednoduché geometricka interpretace uvedené podminky znamen4, Ze se¢na
grafu funkce f prochazejici body [z, f(z)] a [y, f(¥)], = # vy, leZi ,mezi body*
z a y nad grafem funkce f.

Na intuitivni dirovni se konvexitou, dokonce v jisté axiomatické podobég, za-
byval ji¥ ARCHIMEDES (287 — 212 pfed n. 1.)12, jeji moderni pojeti se viak datuje
od doby, kdy se ji vénoval HERMANN MINKOWSKI (1864 — 1909). Zasadnich
vysledki o konvexité v eukleidovském prostoru dosahl jeho ¢asto nepravem opo-
mijeny Zdk EDUARD HELLY (1884 — 1943); souvisi to pongkud s tim, %e jedno
z kli¢ovych Hellyho tvrzeni dokazal nezivisle JOHANES RADON (1887 — 1956).
Konvexita mnoZin a funkci fizce souvisi (konvexni funkce mé konvexni ,nad-
graf* a obracené funkce s touto vlastnosti jsou konvexni). Na poéatku tohoto

9Z4sadni role konvexity je vysvétlena niZe.

10Tato funkce nemé ani prvni derivaci v intervalu (0, co).

11Viz té% [Ku): ani analyticita neni dostate¥n& silnou podminkou. Zajimava jsou cvieni
v [BF], str. 441 a nésl., kde je vliv jednotlivych podminek na jednozna&nost studovan.

12Zejména v traktitu o kouli a vilci.
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stoleti se konvexitou také, ale z trochu jiného zorného ihlu, zabyval J. L. W.
V. JENSEN (1859 — 1925), i kdyZ i on mé&l v tomto sméru n&kolik pfedchiidc!?.
Celkové v8ak by bylo vySetfovani historického vyvoje konvexity samostatnym
velmi obsdhlym (a také i potiebnym) tématem. V3e, co déle zopakujeme, se d4
najit v mnoha knizkich o kalkulu, nebo napf. v monografii [RW] na prvnich
cca 20 strankéch.

Vratme se znova k definici konvexni funkce. Zvolime-li body z1,z2,z3 € I,
1 < T9 < T3, miZeme poloZit

a = (z3 — z2)/(z3 — z1); potom zfejm& 1—a = (z2 — z1)/(z3 — z1)

a podminka (18) po dosazeni z; za = a 3 za y bude mit tvar

T3 — T2 To — 11 r3 — T2
f( T + 903) < f(z) +
T3 — T1 T3 — T T3 — T

-2

Lf(zs) . (19)

T2
z3
Argument funkce f vlevo snadno zjednodusime a dostaneme zo. Z (19) tak

plyne
T3 — T1 x

flz2) <

3—Z T2 —
I3 — I Zr3 —

xj f(?‘l)"‘

fz2) =
co% po jednoduché Gpravé da

f(z2) = f(z1) _ flzs) — flza)

T
Z
T3 — 1, f( 3)1

To — Iy - I3 — T2 (20)
Podobné miZeme ziskat podminky
f(z2) = f(z1) < f(z3) — f(z1)  resp. f(z3) — f(z1) < f(z3) = f(z2) . (@0
Ty — T r3 — 1 xr3 — 1 r3 — T2

KaZd4 z nerovnosti v (20) a v (20°) charakterizuje spolu s podminkou
Ty1<z3<T3, I1,%2,T3€T,

konvexitu na intervalu I, pokud je splnéna pro kaZdou trojici bodt z I. Dopo-
ruduji ¢tendii, aby si naértl obrazek a uvédomil si geometricky vyznam uvaZzo-
vanygch nerovnosti (porovnavaji se smérnice sefen grafu konvexni funkce).

Z podminky (20) plyne pomoci véty o existenci limity monotonni omezené
funkce existence jednostranné derivace f, (z) v kaZdém vnitinim bodé intervalu
z € I. Analogické tvrzeni dostaneme pro f’(z) z druhé z nerovnosti (20).
Koneéné pro libovolné dva vnitiéni body z,y € I, z < y, plati

fL@) < fi@) S fL(y) < i) - (21)
Odtud plyne snadno

13Punkce je J-konvezni, resp. konvexnf v Jensenové smyslu, je-li podminka (18) z pfedchozi
definice splnéna pro a = 1/2. Tak jako u aditivnich funkci, té% J-konvexni funkce jsou bud
spojité, nebo velmi patologické.
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Tvrzeni 1. Konvexni funkce f na intervalul C R je spojitd ve vSech vnitinich
bodech I'*. Obé jednostranné derivace konvexni funkce f existuji uvnitf I
a jsou to neklesajici funkce. Existuje-li f'(z) vSude v otevieném intervalu I,
pak f je konvexni na I, pravé kdy? je f' neklesajici v I. Existuje-li f"(z) vSude
v otevi‘eném intervalu I, pak f je konvexni na I, pravé kdyz je f" > 0.

Poznamenejme, e standardni dikaz je zaloZen na Lagrangeové vété o pfi-
ristku funkce.

Artin pouZival k definici konvexity méné zndmou podminku; pro zajimavost
ji uvedme. JestliZe v (20) pfevedeme oba zlomky na pravou stranu nerovnosti,
dostaneme po snadné tpravé

0 < —f(z2)(z3 — 1) + f(21) (23 — x2) + f(x3)(x2 — 1) , resp.
0 < z1(f(z2) = f(z3)) + z2(f(23) — f(x1)) + 23(f(71) — f(22)) . (22)

I tato podminka ma velmi ndzorny smysl; pokud nerovnost je$té délime sou-

&inem dvojéleni (z3 — z1)(z3 — z2)(z2 — 1), lze ji popsat nisledujicim tvrze-
nim:

Tvrzeni 2. Funkce f je konvexni na intervalu I, pravé kdyZ pro kaZzdou trojici
navzdjem riznych bodi z;,z2,z3 z I plati

21 (f(22) — f(3)) + z2(f(m3) — f(=1)) + 23(f (1) — f(z2))

(z3 — z2)(22 — 21) (23 — 1)

>0. (23)

VyuZijeme-li znalosti z elementarni algebry, miZeme pfepsat (22) ve tvaru

1 flz) 1
det | z2 f(z2) 1) >0.
z3 f(zs) 1

Podminka (22) tedy fikd, Ze (orientovany) obsah trojihelniku, jehoZ strany
jsou uréeny jiZ zminénymi se¢nami grafu funkce f, je vidy nezdporny. Srovnej
s [Kla], str. 97, kde se tato podminka ve cvienich studuje.

At jiz z podminky (18) z definice konvexity &i z jiné s ni ekvivalentni (uvedli
jsme si jich vice), dostaneme pro konvexitu nésledujici tvrzeni:

Tvrzeni 3. Jsou-li g, h konvexni funkce na intervalu I C R, pak je téZ g+ h
konvexni funkce na I. Je-li }, f» konvergentni fada konvexnich funkci na I, je
téZ jeji soudet konvexni funkce na I.

Poznamenejme, Ze druhou ¢4ast tvrzeni dostaneme po malé ndmaze limitnim
piechodem. Déle budeme jeté potfebovat pojem logaritmicky konvexni funkce.

14Poznamenejme, %e i funkce f(z) = 0 pro = € (0,1), f(0) = f(1) = 1, je konvexni na
intervalu (0, 1).
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Definice 3. Funkce f definovand na intervalu I C R se nazyva logaritmicky
konvezni, je-li sloZend funkce log *f konvexni na I.

Je zfejmé, Ze logaritmicky konvexni funkce jsou kladné (jinak nem4 definice
smysl). Také je zfejmé, Ze sou€in kone¢né mnoha logaritmicky konvexnich funkei
je také logaritmicky konvexni. D4 se dile dokizat (ale neni to patrné pfimo
z definice!), Ze i soudet logaritmicky konvexnich funkci je funkce logaritmic-
ky konvexni; viz [Ar], str. 7. Toto tvrzeni dokazovat nebudeme (a také ho
nebudeme pouZivat). Zajimavé vlastnosti logaritmicky konvexnich funkci jsou
napf. pfedmétem cvifeni 10 na str. 204 v [Sto].

Zpé&t k funkci gama. Integril v (13) konverguje pro viechna z > 0, nic-
méné diverguje pro z < 0. JiZ nyni zdlraznéme, Ze je koneénym naSim cilem
podat definici funkce I" nezavislou na pojmu integralu, a to pomoci modifikace
Gaussova vzorce.

Jednozna&nost feeni funkciondlni rovnice (15), resp. (14) nezarudi sebevétsi
predpoklddana hladkost hledaného feSeni. Tou kli¢ovou vlastnosti vedouci k po-
tfebnému vysledku je logaritmicks konvexita. Plati totiZz nasledujici véta, po—
pisujici fundamentalni vlastnosti funkce I":

Véta 1. Funkce I' m4 nésledujici vlastnosti:
(i) vyhovuje funkciondlni rovnici (15), tj. plati pro ni

'z+1)=zI(z), z € (0,00) ,

(i) plati I'1)=1,
(iii) funkce I" je na intervalu (0, 00) logaritmicky konvexni.

Vétu vcelku snadno dokdZeme: pomoci metody per-partes pro Newtoniv
integral dostaneme

'z+1)= /oo exp(—t)t*dt =
0

[o o]
= [—e‘tt’]zo + w/ exp(—t)t*ldt =zI'(z), z>0,
0

a tedy plati (15) (podminka (i)). Je¥t& sndze vypocteme I'(1) = 1, z &ehoZ plyne
(ii) Pro dikaz posledni vlastnosti potfebujeme Holderovu nerovnost v integral-

nim tvaru (viz standardni u€ebnice pokroéilej¥i analyzy, napf. [Ja2]). Zvolme

p € R, p > 1agq € R tak, aby platilo (1/p) + (1/¢g) = 1. Podle Hélderovy
nerovnosti plati pro vechna z,y € (0, 00)

z Y z -1.— —1 —t\1/ —1,—t\1/
r _+_) =/ t(=/P)+(v/9)-1 ‘dt—/ s—1,—t\1/P (y—1,-6\1/9 3,
(p p A e A (t=te?) P (e 7h) T dt <

<([Temeta) " (fToe #) " = ey e
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Po logaritmovani nerovnice dostaneme jednoduchou {pravou
logI' (£ + 2) < -l-logl"(a:) + -l-logl"(y)
p a4/ p q '

coZ déava logaritmickou konvexitu funkce I".

Je moZné dokizat jednoduseji, Ze funkce I" definovand integrilem (13) je
logaritmicky konvexni ? Odpovéd neni p#ili§ uspokojiva: i kdyZ sama definice
logaritmické konvexity neni aZ zas tak obtiZn, jiné cesty jsou patrné neméné
sloZité. Pfipomeiime, Ze lze pomoci véty o derivovani integralu podle parametru
pomérné snadno odvodit formuli

r™)(g) = / et llogt)" dt,  x € (0,400),
A |

ktera plati pro viechna n € N. Logaritmickou konvexitu funkce I' 1ze odlivodnit
napf. takto: protoZe Euleriiv integral definuje funkci tf¥idy C(>) na intervalu
(0,+400) a plati

I'"(@)r(z) - (I"(z)) ,

(log F)” (.'l:) = 1‘2(:1:)

staci dokézat nerovnost
(@) <IM@)I(z), z€(0,+).

Ta v3ak je opét diisledkem Holderovy nerovnosti pro exponent p = 215, apliko-
vané na odhad &tverce soudinu funkci (srovnej napf. s [Tx])

exp(t/2)t(=—1)/2 a exp(t/2)t*=V 2 1ogt .

Dalsi odli¥ny dikaz logaritmické konvexity Eulerova integralu (13) lze nalézt

napf. v praci [Ar], nebo v [Bo2], ale ten vyZaduje dikaz n&kolika pomocnych

tvrzeni o integrilu. Podstatné v3ak je, Ze logaritmickad konvexita je jiZz tou

posledni ingredienci, kterou k ,,elementarnimu” zavedeni funkce I" potfebujeme.

Véta 2. Existuje pravé jedna funkce f definovand na intervalu (0, c0), kterd
(i) vyhovuje funkcioniln{ rovnici

fz+1)=zf(z), =z€(0,00),
(ii) podmince f(1)=1, a
(iii) je logaritmicky konvexni na intervalu (0, 00).

15@asto se ji ¥ika Cauchy-Schwarz-Bunjakovského nerovnost. Naleznete ji snadno v ele-
mentarnich ugebnicich analyzy; potfebujete jeji ,integralni tvar“. Viz opét napf. [Ja2].
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Uvedend krasna véta pochazi z r. 1922 a jejimi autory jsou dan$ti matema-
tici HARALD BOHR (1887 — 1925)1 a JOHANNES MOLLERUP (1872 — 1937);
protoZe se Artinovi podafilo diikaz opravdu podstatngm zpisobem zjednodusit,
byva Véta 2 nékdy spojovana se jmény Bohr, Mollerup a Artin. Je téZ potieb-
nym kli¢em ke ,krilovské“ cest& k zavedeni funkce I" pomoci méné naro¢né
alternativni definice.

Pfedchéizejici Véta 1 iikd, Ze funkce f s uvedenymi vlastnostmi skuteiné
existuje: je to napf¥. funkce I". Jednozna¢nost plyne z nésledujiciho

Tvrzeni 4. Necht f je libovolnd funkce spliiujici podminky (i), (ii) a (iii)
z Véty 2. Potom pro kaZdé z € (0, 00) existuje

lim n*n!
n—oo Z(z + 1) -+ (z +n)

a hodnota f(z) je rovna této limité.

Polozme h = log *f, kde f je funkce vyhovujici podminkdm uvedeného tvr-
zeni, a zvolme z € (0,00). Z (i) plyne vztah

h(z +1) = h(z) +logz . (15"

Z podminky (ii) dostaneme h(1) = 0, zatimco z posledni podminky (iii) plyne,
%e funkce h je konvexni. Snadno té% obdrzime rovnost h(n + 1) = log(n!).
UvaZujme nyni nerovnosti (plynou z konvexity h a z (20), (20°))

h(n + 1) — h(n) h(n+x+1)—h(n+1)<h(n+2)—h(n+1)
n+1)—n < m+z+1)-(n+1) — (n+2)-(n+1) °’

z nichZ plynou po zjednoduseni nerovnosti
zlogn < h(z+n+1)-h(n+1) <zlog(n+1), (24)

nebo-li .
logf(x+n+1)—log f(n+1)

z
Odtud po tpravé a ,odlogaritmovani“ dostavame

logn <

<log(n+1).

log(n®n!) < log f(z + n + 1) < log((n + 1)*n!) .
S ohledem na (15) plati

n*n!<z(z+1)...(z+n)f(z) < (n+1)*n!, resp.

1< f(z)- n*n! )_1 < ("_ﬂ)z (25)
= z(z+1)---(z+n) “\ n ’
z ¢ehoZ plyne platnost tvrzeni. Specidlné kombinace Tvrzeni 4 a Véty 1 dava

16HARALD BOHR byl bratr NIELSE BOHRA, znimého dénského fyzika (model atomu);
Harald studoval v r. 1909 u EDMUNDA LANDAUA (1877 - 1938). Viz [S]].
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Diisledek. Pro kaZdé z € (0,00) plati

n®n!
I'(z)= 1l .
@=lm T et (26)
Vyse uvedeny postup zvoleny k dikazu Véty 2 vyuzival definici funkce I"
pomoci integrilu (13). Vznik4 pfirozena otizka: nelze se pfi diikazu Véty 2
Eulerovu integralu (13) a, feknéme, integralu viibec, vyhnout? Odpovéd je ano
a cesta k ni vede pies jedno jednoduché pozorovani a niZe uvedena dvé lemmata.

Pozorovani. Necht funkce f spliiuje na intervalu (0,00) podminky (i), (ii),
(iii) z V&ty 2, h=1log*f. Prok >1,n > 1 a z > 0 poloZme

uk(z) :=a:logk-;1—logx_,:k , (27)
hn(z) = —logz + ) uk(z) . (28)
k=1

Potom pro kazdé z € (0,00) plati

[o )
h(z) = JLIEO hn(z) = —logz + ,;uk(:v) .
Skuteéné, je-li opét h funkce log*f, miZeme pouZit jiz dok4zaného vatahu
(24). Upravime v (24) stfedni &len a dostaneme

h(z+n+1)—h(n+1) = h(z) + logz + zn:(log(x + k) —logk) .

k=1
RozepiSeme-li jesté
n—1
k+1
1 =
ogn Z log P
k=1
dostaneme
n—1 n n
k+1 k+1
T Zlog p < h(z) +logz + Z(log(x + k) —log(k)) <=z Zlog T
k=1 k=1 k=1
coZ pro nazornost prepiSme je$té do tvaru

k+1

n—1 n
—logz + =z }: log - Z(log(a: + k) —log(k)) < h(z) ,
k=1 k=1

k
h(z) < -logz + =z zn:log k+1_ i(log(m + k) — log(k)) .
- k=1 : k=1

Porovnani tvaru souétl na levé i pravé strané ukazuje, Ze je vhodné definovat

funkce ux a h, pomoci (27) a (28); pak pro = € (0, 00) plati

n+1
n

Pokud tedy ezistuje na tomto intervalu feSeni h rovnice (15’), je rovno limit&
funkci hn(z), protoZe pro n — oo je log((n + 1)/n) = 0.

ha(z) — z log < h(z) < ha(z) -
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Lemma. Rada Z::l ui(z) konverguje pro viechna z € (0,00).
7 definice ux (%) Plyne pro fixované = > 0

1 T
ui(z) = zlog (1 + -E) —log (1 + -’;) .

PoloZme pro t € (0, 0)

t2
o(t) = 3 (t—log(1+1¢)).
Je ziejmé p(0) = 0 a ¢'(t) = (t2)/(1 +t) > 0 pro ¢t > 0. Proto plati
t—log(l+t)<t?/2, t>0.

Odtud plyne pro kaZdé z € (0, c0)

z(log(l-*-ilc-) _%)4_(%_1%(14_%)) <21 +2)

luk (:B)l = = 2k2

a fada ve vyjadieni
e <]
h(z) = —logz + Y _ ur(x) (29)
1

konverguje dokonce lokiln& stejnomérné na intervalu (0,00). DokaZeme jesté
dalxf

Lemma. Definujme funkci h na intervalu (0,00) pomoci (29) a uvaZujme fun-
kci f = exp *h. Potom f spliiuje podminky (i), (ii), (iii) z Véty 2.

VyuZijeme vlastnosti konvexnich funkci: kaZd4 z funkci u; a také —log je
zfejmé konvexni na intervalu (0, 00); proto je i funkce h konvexni a f logarit-
micky konvexni na (0, 00).

Déle pro viechna k > 1 plati ux(1) = 0, z &hoZ plyne h(1l) = 0 a tedy
f(1) = 1. Konetné je s ohledem na (27)

1

-uk(z+1)=(z+1)logk:1—logf—%ﬁ.—=
z+k k+1 - z+k z+k+1
—uk(z)+logz+k+1+log % uk(x)+log A —log P}

Seétenim v mezich od 1 do n dostaneme s pouZitim ,teleskopi€nosti“ ve druhém
souétu na pravé strané

z+k+1
guk(ﬂn kE_luk(xHZ(bs e g“k+—1‘)=

= Zuk(x) + log(z + 1) —log
k=1

‘n+l+z
n+1l °
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z ¢ehoZ plyne jednoduchou tpravou

(-— log(z +1) + z": uk(z + 1)) =

k=1

(— logz + Zuk(x)) +logz +log (1 + ;z—f-—l-) ,

k=1

resp. s vyuZitim oznaleni z (28)

z
hn(z + 1) = hn(z) + log z + log (1 + m) .

Odtud jiZ limitnim pfechodem pro n — oo dostaneme pro h (15’), resp. (15)
pro funkci f. Postup je a% na nepatrnou modifikaci pfevzat z [Bo2] a je variaci
puvodnich Artinovych dvah.

Vratme se jesté k vyjadieni (26)

. nn!
I'(=) —Jlrr%ox(x+1)---(a:+n) '

Tento vzorec umozZiiuje po vhodné tipravé pohodlné roziifit funkci I" do kom-
plexniho oboru. Pfipomeiime, Ze existuje

. |

Cislo 7 je tzv. Eulerova konstantal” a je v = 0.5772156649 . ... Snadno nahléd-
neme, Ze je

= log —— -
n+1 8 <

t n n
a tedy pro vechnan > 2 a

n-1 1 n 1
Ty = (Z P logn> , Yn = ( i logn)
k=1 k=1

plati vztahy z, < Zp41, Ynt1 < Yn, Tn + 1/n = yp, tedy limity lim, 00 Zn
a lim, 0 Yn ObE existuji a jsou si rovny. Poznamenejme, Ze pokud si pfed-
stavime z,, geometricky jako rozdil obsahu obrazce odpovidajiciho specidlnimu
hornimu Riemannovu souétu s celoéiselnymi body déleni intervalu (1,n) a Rie-
mannova integrilu pro funkci 1/z pfes interval (1,n) (naértnéte si obrazek),

1 /"“ dt n+l 1
<_ —_
n

17Ngkdy se u%iva oznateni Euler-Mascheroniova konstanta. Euler ji uréil asi r. 1834 s pfes-
nosti na 15 desetinnych mist, LORENZO MASCHERONI (1750 — 1800) na 32 mist, z toho v3ak
bylo pouze 19 mist spravnd. Je zajimavé, ¥e se ani v dneSni dob& patrn& nevi, zda je vy
racionélni nebo iracionéilni é&islo.
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jsou monotonie posloupnosti z,, jeji konvergence a koneéné také i fakt, Ze
1/2 < v < 1, zfejmé.
Vzorecku (26) lze dét i jiny tvar:

. n®n!
() _Ji)n;ox(x+1)...($+n) =

li 1 nle=logn) . gz/1 . ¢2/2.. . g2/ng=2/1. g=2/2. . g=z/n

AT G GR) (@)
o1 (ogn—i-}—..—1 (/)

= lim = e®(logn—1—3 "H—1+(x/n)’ z € (0,00) .

n—oco I

n=1
Tak dostadvame pro z € (0, 00) jesté vzoredek

bt ez/n

1
= lim —e~ 7. “ -_
P(z) = lim Ze 4 1+ (z/n)’
neboli
1 oo e"'/"
=—e 7. _ .
I'(z) L ” T+ @/n) ’ z € (0,00)

n=1

Poznamenejme, Ze nekoneény soufin v posledni rovnosti vpravo konverguje
dokonce pro ka?dé z € C\ {—1,-2,...} k holomorfni funkci, kters je tak ana-
lytickym pokradovinim funkce I" z kladné reélné poloosy na C\ {-1,-2,...}.
V bodech —1,-2,... ma funkce pdly. JestliZe takto funkci I" definujeme vSude
vC\ {-1,-2,...}, plati pro viechna z z této mnoZiny

[o ]

1’"(1?) = ze"* H (1 + %)'e”‘/" ,

n=1

pfi¢emZ vpravo stojici nekoneény souéin uréuje funkci holomorfni dokonce v celé
komplexni roviné C. -

Zérovei se di vyjadieni funkce log * I" zjednodusit, tj. pro funkci A na in-
tervalu (0, co) plati

e (2 z .
log*I'(z) = —yz logz+'§(k log(1+k)), z € (0,00)

Materidl k procvi€ovani znalosti o funkci I" je éetny; fadu p&knych piikladd
najdeme ve cvideni 6, str. 394 v [Sto]. Kniha [Sto] obsahuje i zna&n& konden-
zovany vyklad o funkci I, a to na str. 460 — 473. Velmi dostupnym pramenem
je [Ja2).
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