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KAPITOLA I

THEORIE MIRY

§ 1. Uvodni pozndmky. Tento paragraf mi dtend¥i pFipomenout
ngkteré pojmy, oznadéeni a véty z D Il, kterych budeme uZivat, a podat
nékteré jednoduché disledky a tGpravy téchto vét, pokud je budeme
potiebovat v trochu jiné formé, nez jak byly uvedeny v D II.

Pfidrzime se téchto oznadeni z D Il, kap. I: z ¢ M (prvek mnoZiny),

E E
M c N (84st mnoziny), U 4,, 4, v 4, (sjednocenf),  4,, 4, n 4,
n=1 n=1

nebo 4,4, (prinik), 4 — B (rozdil), 4 x B (kartézsky soudin),
(a, b, ¢) (mnoZina o prvceich a, b, ¢), @ (prdzdnd mnoZina). N (mnoZina
viech pfirozenych é&fsel), P (mnoZina viech raciondlnich ¢&isel), E,
(mnoZina v¥ech systému [z,,..., z,], kde =z,,...,z, jsou konelnd
redlnd &fsla), podobné K, (z; jsou ted koneéné komplexnf). V E,
zavddime vzdilenost o(z,y) bodd z = [z;,...,2,], ¥ = [¥1, .-+, ¥,]

r
rovnici o(x, y) = Max |2, — yi| nebo o(z, y) =V 2 |2 — yal? (b 2v.
1SSy E=1

eukleidovsks metrika); posledn{i definice uZfvime téZ v K,. V E, uii-
véme prvni rovnice, nenf-li jinak Feéeno. Misto p(z,y) piSeme téz
llz — y||. Misto K, piseme téZ K.1) Je-li z bod, 0 < R < + o0, znadf
S2(z, R) mnoZinu t&ch bodu y, pro né% je o(z, y) < R.
Znak £ (V(z)) znamend mnoZinu t&ch 2, pro ktera plati vyrok V(z).
z
Na pi‘.[ 81(0 <z < 1,0 < y < 1) znamenéd mnoZinu onéch bodu [z, y],
Z,¥
prokteré je 0 < z < 1, 0 < y <1 (Stverec).
Joli c=a +ib (aeE,, beE,) komplexni éislo, znadime &asto
a = Re, b = Jc. Je-li b + 0, nazyvime &islo ¢ neredlnym nebo imagi-
nérnim; je-li @ = 0, nazyvame &fslo ¢ ryze imagindrnim (a to i v pii-
padé a = b = 0, takZe 0 neni imagindrni, ale je ryze imaginirnf).
E, je mnoZina vSech konednych neboli vlastnich redlnych é&isel; p¥i-
ddme-li k ni nekone&nd neboli nevlastni redlnd é&isla + oo, — oo,

1) Viz D Il, kap. VI, § 1 a poléatek § 3.
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dostavame prostor E,*, v némz obyéejné zavadime t. zv. redukovanou
metriku o*.2) Podobné k mnoZing K viech koneénych neboli vlastnich
komplexnich &isel pridivdme nékdy jesté nekonedéné neboli nevlastni
komplexni &islo oo, éim% dostdvame prostor *K; nékdy tento prvek oo
pfidivame téz k E,, ¢im% dostivame prostor *E, (vyskytne se ndm
jen v kap. XIX). V *K, *E, zavidime obydejné metriku *p.%)

Mluvime také o koneéné neboli vlastni a nekoneéné neboli nevlastni
derivaci a limité. Slovem funkce, pokud nebude fe¢eno nebo ze sou-
vislosti patrno néco jiného, rozumim komplexni funkei jedné nebo
nékolika realnych proménnych. U redlnych funkei pfipoustim téZz
hodnoty + oo, — oo; funkei, ktera nabyvé jen koneénych hodnot,
nazyvam konednou. RozliSujte tento pojem od funkce omezené
v M (to znamens: existuje konetné &islo K tak, e |f(x)] < K pro
v8echna z e M).

Jak se podita s Gisly + oo, — oo, viz v D I, kap. II, § 1.

O spojitosti funkce mluvim (na rozdil od nékterych autori)
i v téch bodech, ve kterych funkce mé nekoneénou hodnotu. Kratce
to lze Fici takto:3) Nechf funkce f (realnd nebo komplexn{) je defino-
vina v bodé ce M. Je-li ¢ isolovanym bodem mnoZiny M, fkéme
vidy, Ze f je spojitd v bodé ¢ vzhledem k M; je-li vBak ¢ hromadnym
bodem mnoZiny M, ¥kime, Ze f je spojitd v bodé ¢ vzhledem k M
tehdy a jen tehdy, je-lilim f(x) = f(c); pFitom f(c) sm{ byti po p¥{padsé

T—C
zeM

také nékters z nekoneénych hodnot + oo, — o0, co.

Naproti tomu o stejnomérné konvergenci mluvim4) jen
v tomto smyslu: Rikdme, Ze je

lim f,(x) = f(z) stejnomérng v M ,
n—+wo

jestlize ke kazdému & > 0 existuje n, € N tak, Ze
1y (n > ng, ze M) = |f(x) — [fal2)] < &;°)

) Viz D I, kap. VI, § 4.

3) Viz D I, kap. VI, § 9, pozn. 3 (str. 268).

4) V této knize; v D Il, kap. VI je to obecngji.

5) Jinymi slovy: za prostor, v ndm¥ leZf hodnoty funkce, bereme E, nebo K,

(nikoliv tedy E,* nebo *K,) s obvyklou metrikou ¢(X, Y) = |Y — X|; potom je to
ve shodg s def. 35, 36 v D Il, kap. VI, § 21, str. 328.
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podobné pro pojem (trochu obecngjsi)
lim f(z, y) = F(x) stejnomérné v M .
ves
Z (I) plyne, %e f je koneénd v M a rovnéz vSechny f, pro n > n,.
Prilezitostnd budeme mluvit také o vztahu
lim f.(x) = f(x) stejnomérné wvnit¥ I ,
" —> 0

kde I je n&jaky otevieny interval v E;. Tim rozumime, Ze tento vztah
plati stejnomérng v ka?dém kompaktnim intervalu <{«, ) c 1.9)
(Potom je oviem konvergence stejnomérnéd v kazdé neprazdné kom-
paktni mnoZing M c I, jeito &éisla « = inf M, B = sup M leii v I,
a tedy M c {(«, > c I a konvergence je stejnomérnd v (x, B)).

Pro mnoziny v metrickém prostoru?) uzfvdm znakd M (uzdvér),
M° (vnitfek), M’ (derivace, derivovand mnoZina), H(M) (hranice).
Pokud jde o mnoZiny v E,, rozumim tim vidy uzdvér, vnitfek, ...
v E,. Podobng mnoZina uzaviend = mnozina uzaviens v E,.

Je-li M mnoZina uzaviens (oteviend) v metrickém prostoru P a je-li
N uzaviens (oteviend) v metrickém prostoru @, je 8 X N uzaviend
(oteviend) v P X Q.

@©
MnoZina tvaru U F,, kde F, jsou mnoZiny uza.vi"ené v P, se na-
n=1
zyvé mnozinou typu F, (v prostoru P). MnoZina tvaru n G,, kde @,
n=1

]sou oteviené v P, se nazyva mnoZinou typu G, v P8) Jeli G =
= nG typu G; v P (G, oteviené v P) a je-li H = nH typu G v Q

n=1 m=1

(Hn oteviené v Q), je G X H typu G v P X @, nebot G X H =
= N (G, X H,) a G, X H, jsou oteviené v P X Q. Podobng pro F,.

n,m=1

Znakem f(z) + konst znadim ngkdy funkei f(z) + C, kde C je (ko-
neénd) konstanta.

*) Pojem kompaktni mnoZiny jsme zavedli v D Il, kap. VI, §16; v E, i v K,
splyvé tento pojem 8 pojmem mno¥iny uzaviené a omezené. Také pojem
konvergence ,,stejnomérné uvnit# I« byl zaveden v D 1, kap. VI, § 21, pozn. 5,
a to i v obecndjsich p¥padech.

) Viz D I, kap. VI, § 5.

) DN, kap. VI, § 6.
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Zbytek tohoto paragrafu obsahuje ngkteré pozndmky, kterych bu-
deme poriznu uZivati; étenat je nemusi ¢isti ted, miZe podkat, aZ
jich bude potfebovati.

Poznédmka 1. Velmi ¢asto budeme pracovati s t. zv. zobeengnymi
fadami, tak jak jsme je zavedli v D Il, kap. III, § 3. Je-li M n&jaka
spotetnd mnoZina a je-li kazdému prvku m ¢ M prifazeno redlné ¢islo
a(m)?®) (které vsak smi byti také + co nebo — o0), mluvime o zobec-
néné fads

(IT) %za,,, .

Vezméme vSechny nezdporné ¢leny fady (II) a srovnejme je n&jak
v fadu 2, + 5 + ... (kterd miZe mit po pfipadd i jen konedny podet
¢lenit); ta m4 jisty soudet s, (0 < 8; < + 0).19) Zrovna tak vezméme
zéporné dleny fady (II); ty maji jisty soudet s, (0 = 83 = — o). Jest-
liZe soudet 8, + 8, mé smysl, t. j. jestliZe aspoii jedno z obou &isel 8;, 84
je koneéné, definujeme, Ze souétem zobecnéné fady nazyvime &fslo
8, + 8;. Potom plati oviem, Ze pfi libovolném usporidéni zobeonéné
fady (II) v ,,fadu‘‘ v obvyklém smyslu slova a(m,) + a(mg) + ... ma
tato fada soudet s; + 8;. Za druhé plati v tomto piipadé véty 39 a 39a
v D Il, které fikaji zhruba toto: Abychom dostali soudet zobecn&né
fady (II), miZeme éleny této fady libovolnym zpiisobem rozdélit do
skupin, sedisti vidy ¢leny kazdé skupiny a potom seéist tyto souéty
jednotlivych skupin. V pfipadé, Ze s, = + o, 8, = — oo, nepiisuzu-
jeme tadé (II) Zddny soudet.

V piipadé fady %a,,, kde N znamend mnozinu viech p¥irozenych

”

éfsel, musime déti pozor na jisty jemny rozdfl mezi touto zobecnénou
fadou a ,,0bydejnou* fadou D, a,, (kde je ureno po¥adf élent). Mize
n=1

se stati, Ze ,,zobecnénd‘‘ Fada nemi soudet (protoe s, = + oo,
8y = — 00), zatim co ,,obylejnd‘‘ fada ma soulet (ovSem nemiZe

byti absolutné konvergentnf). Na pf. D, (— l)"“% = lg 2, kdefto
n=1

%) Pi#i a,, nebo a(m) — jak se mn¥ to hodi.
19) Tento soudet nezavisi na tom, jak jsme fadu z; + x; + ... srovnali. Je-li
tento soudet ,,prdzdny*‘, znamené oviem nulu.
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t4Z Fada, pojimans jako ,,zobecnéné‘‘, nem4 souétu. Oviem u fad (II)
8 nezédpornymi éleny nemuze nastat Zddné obtiZ — s témi lze poditat
»»bez rozmysleni.

Mé-li zobecndnd Fada koneény soudet, t. j. je-li soudet nezdpornych

a rovnéZ soudet zapornych élenti konedéné é&islo, nazyva se fada (II)

absolutnd konvergentni. Pripad absolutné konvergentni fady mi-

Zeme zobecnit i na fady s komplexnimi éleny; takovou Fadu (II)

nazvu absolutnd konvergentni, mi-li zobecnéné fada 3 |am| ko-
men

neény soudet. Uvedené véty plati ziejmé i pro absolutné konvergentni
fadu s komplexnimi ¢leny; staéi jich uzit na fadu reidlnych a na fa-
du imagindrnich éasti.
Poznamka 2. Budiz f(z) neklesajici v intervalu I c E,. Potom
v kaZdém vnitinim bod& c intervalu I existuji tyto limity:
inf f(z) = lim f(z) = f(c) 2 lim f(z) = sup f(z) .11
zel z—>c+ z—c— zel
z>c z<e
Tyto limity se n&kdy znad f(c +), f(c —). Bod ¢ je bodem nespoji-
tosti tehdy a jen tehdy, je-li fc —) < f(c +). Podobn& pro nerostoucf
funkce. Odtud plyne, 6 mnoZina bodd nespojitosti monotonni funkece
je spotetna (D I, v&ta 75, str. 169).

Nékterych v&t budeme potfebovat v trochu jiném tvaru, neZ jak
byly vysloveny v D Il. Vénuji jim proto nisledujici pozndmky.

Poznimka 3. Budi% I omezeny interval (nezvrhly) v E,. Budiz P
metricky prostor, Bc P, be P, be B’. BudiZ f(x, f) koneénd kom-
plexni funkce, definovand pro « eI, e B = (b). Necht aspoii pro
jedno « e I existuje kouneénd limita lpm; f(x, B). Necht za druhé pro

BeB
ka%dé B e B = (b) a kazdé « e I existuje koneéns derivace
(I1I) 0%, ) _ iy 1 + 5 B) — F(%, B) 10
ox h—0 h

a necht za treti existuje pro kazdé « € I limita (koneénd)

11) Jak je tomu v krajnich bodech intervalu I, zodpovi &tenéf sdm.
12) V podatednim, po pfip. koncovém bod® intervalu I, pokud pat#f k I, mi-
nim derivaci zprava po piip. zleva.
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) tim 8 _ pa),
ﬁ—*b
feB

a to stejnomérné v I.
Potom predné existuje koneénd limita

(V) lim (o, B) = G(o)
b
pro kaZzdé « e I®) a za druhé je
dG(x)

= F(«) pro kazdé « eI .1?)

do
Jinak pséno:

do sop ox
BeB BeB

heslo: Derivace limity rovna se limit§ derivace.

4 yim f(, ) = ymw;
—b

Dikaz stadi provést: pro redlné f (v obecném pfipadé pak sedtu
vysledek pro redlnou a pro imaginarni ¢ast). V D I, véta 57 jsme jiz
probrali jeden specidlni piipad, totiz ten, Ze B = N, b = 4 oo,
P = E¥; pisi-li tedy f(x, n) = fa(x), jde o limitu posloupnosti funkei
fi(x), fo(x), ...1%) Obecny piipad pfevedeme pak na piipad posloup-
nosti podle véty 143 v DI

Budte tedy splnény piedpoklady véty, kterou méme dokizati.
Budi% B, B, ... jakékoliv posloupnost takova, Ze fB,€ B,f, * b,
lim 8, = b. Potom aspoii pro jedno « e I existuje lim f(«, 8,) a déle

fn—+o

fn—>o
je lim o ’ﬂ" = F(x) stejnomérné v I. Podle véty 57 v D Il tedy
fn—>o
. d
existuje koneéna hm f(x, Ba) = G(x) pro kaZzdé xel a je _gf:‘) =

= F(x) pro kazde oceI Jeito hml , Bn) existuje pro kazdou

takovou posloupnost 8;, B, .-, platl podle véty 143 v D Il rovnice (V),
éimz naSe véta dokazana.

13) Dokonce stejnom&rnd v I, ale toho nebudeme potiebovat.

14) Misto « jsme v D N psali z. Mimo to jsme pfedpokladali interval I otevie-
ny. Ale pohledem na dukaz v&ty 57 se étenaf piesvédéi, %e dukaz platfi i pro
ostatnf druhy intervali. Ostatng: kdo se tim nechce zdrfovat, necht pfedpokléa-
dé I otevreny; pro naSe pozd&jsi aplikace to stadi.

22



Pozndmka 4. Necht P je metricky prostor, A c P, ae P, ae 4’;
necht reilnéd (koneénd nebo nekoneénd) funkce f je definovdna pro
viechna ze A, pro néZ 0 < g(z,a) < 4 (4 > 0). Tedy maji smysl
éisla

8 = lim sup f(z), s = lim inf f(z)
zed Zed
(viz D I, kap. VI, § 12). Tvrdim: Existuje posloupnost z,, z,, ... ta-
kova, ze
(VI) Tota, z,ed, limz,=a
n—>o

a Ze soudasnd lim f(x,) = S; aviak neexistuje posloupnost s vlast-

fn—>o

nostmi (VI), pro kterou by bylo lim f(z,) > 8. Podobn& pro limes
fn—>x
inferior.

Dikaz. Je-li $(8) = sup f(z), je
0<ez:.Aa)<"

§ = lim &(8) = inf B(9).

30+

1
I. Zvolme posloupnost &fsel c,, ¢, ... tak, Ze ¢, < (D(;), lime, =

fn—>wo
= 8 (to je zfejm& mozné, je-li § > — o01%)). Potom podle definice

suprema existujf &sla z,, «,, ... tak, Ze x, + a, z, € 4, o(x,, a) < w

1
a f(x,) > c,. Tedy plati (VI) a déle ¢, < f(z,) < d’(—n—). tedy
lim f(z,) = 8.

n—>c0

II. Necht plati (VI) a lim f(z,) = T > §; z toho odvodime spor.

Zvolme V tak, ¢ S <V < T. Existuje 8 > 0 tak, Ze P(8) < V.
Dile existuje n, tak, Ze pro n > 7, je o(z,, a) < 4, tedy f(zx.) <
< &(8) < V, tak¥e nemuze byti lim f(z,) > V — spor.

18) V ptipad$ § = — oo je vBak lim f(#x) = § dokonce pro ka%dou posloup-

n—> 0
nost 8 vlastnostmi (VI).
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§ 2. Posloupnosti mnoZin. BudiZz dana nekoneénd posloupnost ja-
kychkoliv mnozZin

(1) M, M, ...

Posloupnost se nazyvd rostoucf, je-li M,c M,,,, a nazyvad se
klesajici, je-li M,> M,,, pro n = 1,2, 3, ... (PFiléhavéjsi by byl
nazev neklesajici a nerostouci, jezto pfipad M, = M,., neni vy-
louden.) Znakem lim sup M, oznadujeme mno%inu téch prvku, které

n—+>oo
lezf v nekone¢né mnoha M, (t. j. lez{ v M, pro nekoneéné mnoho
hodnot 7). Znakem lim inf M, oznalujeme mnozinu téch prvku,

n—w

které lez{ ve viech M, a% na koneény podet hodnot n. Ptiklad: Budiz

M, mnozina vSech éisel tvaru %, kde k probifhé vSechna celd éisla.
Potom lim sup M, je mnoZina vSech raciondlnich éfsel, nebof 'hli =
= z-:;- pro kazdé m > 1; lim inf M, je mnozina viech celych &fsel,
nebot % (a, b cela, nesoudélnd, b > 1) nelez{ v Zddné z nekoneéné
mnoha mnozin M ,, kde n je jakékoliv pfirozené &islo, jez neni déli-
telno éfslem b.

Ziejmé je vidy

2) A M, climinf M, c limsup M, c U M, .
n=1

n=1 n—o n—>00

Jestlize lim inf M, = lim sup M,, nazyvime tuto mnozinu lim M,

fn—>0
a mluvime o konvergentn{ posloupnosti. To tedy znamend, %Ze
kaidy prvek, lezici v nekone¢né mnoha M,, lez{ ve viech M, aZ na
konedny pocet.

z € lim sup M, znamend: At je n jakékoliv, lezi z v nékteré M,,
kde k = n. Za druhé z e lim inf M, znamend: Existuje n tak, Ze z
le%i v kazdé M,, kde k > n. Tedy ziejmé

(3) liminfM,=U AM,, limsupM,=N U M,.

n=1k=n n=1k=n
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Poznémka 1. Je-li (1) rostouct, je

4) lim M, = U M,.

fn—>0 n=1

Dukaz. Je-lize M,, je téZ x € M, pro viechna k = n. Tedy G M, c
C lim inf M,; odtud a z (2) plyne (4). Jedi (1) Mesajici, je
(5) lim M, = O XM,.

n—o n=1

Duikaz. Je-li z € lim sup M,, potom ke kazdému » existuje k > n
tak, e xe¢ M, c M,. Tedy ze M, pro kazdé =, lim sup M, c ﬁ M,.
Odtud a z (2) plyne (5). "

Poznimka 2. Z definice je zfejmo, Ze lim sup M,, lim inf M,

lim M, se nezméni, jestliZe v (1) vynechdm, pfidim nebo zmé&nim
koneény podet &lent (t. j. mnoZin M,).

Poznédmka 3. Sjednoceni U M, 1ze psiti v disjunktnim tvaru

ne=1

lj-lln== t,14nr

n=1 n=1
klademe-i 4, =M, A, =M, (M,v...0uM, ;) pro n>1,
takze A,A4,, = @ pro n + m. Sjednoceni a prinik lze psiti té% ve
tvaru

U'Mﬂ=U'B'l’ BncBn+1;
n=1 n=1

r‘jln=='1 0”, On:)0n+1;

n=1 n=1

klademe-li B, = M, v Myv ...u M,, C,= M,M,... M,. Podobné
Gpravy lze provésti u koneénych posloupnosti. ’
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Cvidenf

1. Doka%te (vynechdvém znak n — o):
limsup (4 ~ M,) = A =~ liminf M, ;
lim sup AM, = A limsup M, ;
lim sup (4, U B,) = limsup 4, U limsup B, ;
lim sup (4, n B,) Cc limsup 4, n limsup B, ;
zde nemusf platit znameni{ rovnosti. Pro vybranou posloupnost je lim sup 4, C
C limsup 4,,.
2. Jak se zménf tvrzenf cvié. 1, zam&nime-li lim sup s lim inf?
3. Sestrojte posloupnost 4,, 4,, ... koneénych mnoZin, jeZ mé tuto vlastnost:

pro %idnou vybranou posloupnost nenf anilim 4, = lim sup 4, ani lim 4, =
=liminf 4,,.

4. DokaZ’te viak: z ka¥dé posloupnosti spodetnych mnoZin lze vybrati vybra-
nou posloupnost, kterd mé limitu.

§ 3. MnoZinové okruhy a t&lesa. Budiz U néjakd.neprdzdnd mno-
Zina mnoZin (budeme radgji fikati systém mnozin, je to pfehledngjsite)).
Systém U se nazyva aditivni, plati-li toto: Je-li Ae W, Be U, jo téz
A U Be . Odtud ihned plyne: Je-li 4,¢Y pro k=1,2,...,n, je
A, v ..U 4,e%. Systém U se nazyvi o-aditivni, plati-li toto: Je-li

A, €« ¥ pro viechna piirozend n, je U 4, € Y. Systém os-aditivni je adi-
n=1

tivni; nebot je-li A, e¥, 4,e¥U, je A, Vv Ay =4, 0 4,0 4,V 4, U

U ...e . Systém U se nazyvs (mnoZinovym) okruhem, ma-li tyto dvé

vlastnosti: 1. Je aditivni. 2. Je-li A e U, Be U, je téZ A — Be Y (odtud

plyne ihned téZ ABe U, nebof AB=A — (A — B)e ). Okruh,

ktery je o-aditivni, nazveme o-okruhem. Jestlize v okruhu (po pfip.

v g-okruhu) U je ,,nejvétsi‘ prvek (t. j. mnoZina systému U, obsahujici
viechny mnozZiny systému %, t. j. je-li U A4e%), fikdme okruhu
Ad

t&leso (po piip. o-téleso; téZ se Fikava: algebra a g-algebra).
Pozndmka 1. Je-li ¥ okruh, je @ e U. Nebot A + @, tedy existuje
Ae, tedy 0 =4 — Ae¥.

16) Slovo ,,systém* si vyptijéuji z b&%né feli; zde ho uZivaém ve smyslu ,,mno-
¥ina‘‘ — n8kdy ho budu uZivati ve smyslu trochu jiném, ale Stenéfe to nezmate
— ze souvislosti bude vZdy patrno, o& jde.

26



Poznamka 2. Je-li ¥ o-okruh a je-li 4, ¢ Y pro kazdé pfirozené n,
je téi N A, Y.

n=1

Dukaz. PoloZme A = ) 4,, takie A ¢ A, A — A, e Y. Podle véty 1
n=1
v DIl je
A-N4,=U4 - A)e¥q,
n=1

n=1

tedy
N4, =4~ (A= AA4,)el 1)
n=1 n=1

Priklad 1. Budiz ¥, systém, sloZeny ze vSech konednych mnoZin
redlnych &isel. To je okruh, ale ne t&leso. Budiz U, systém, sloZeny ze
viech koneénych mnoZin redlnych ¢&isel a ze viech jejich ,,dopliki®,
t. j. ze viech mnozin tvaru E;, — A, kde A4 je koneénd mnoZina. U, je
t&leso. Ani U, ani U, neni o-aditivni. JestliZze vSak v jejich definici slovo
,koneény*‘‘ nahradite slovem ,,spodetny‘‘, dostanete g-okruh, po pfip.
a-téleso.

Poznamka 3. Je-lt M,, M,,... nekonebnd posloupnost mnoZin
o-okruhu U, je také
liminf M, e, limsup M, e¥.
n—»o n—o
Dukaz plyne ihned ze vzoret (3), uvédomime-li si, e sjednoceni
a prunik posloupnosti mnoZin z Y patfi do U.

Poznimka 4. M&jme n&jaky neprizdny systém o-okruhti U,
(z€ Z).1%) Potom prinik vSech U, je opét g-okruh. Dukaz. Je-li

A, e ) U°) pro kazdé neN, je A, U, pro kaidé z (n =1, 2,...),
2¢Z

tedy U 4, €U, pro ka?dé z, tedy U 4,¢ N Y.. Podobnd pro rozdil.

n=1 n=1 zeZ

Podobné prinik okruhi je okruhem.

v) Jeli BC A, joe B=A4 ~ (4 = B).

18) Ka%dé U, je tedy jist4 mnoZina mnoZin.

19) Ct¥te spravnd: tento prinik znamend mnoZinu t¥ch mnoZin, je¥ pat¥ ke
viem systémum U,.
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Pozndmka 5. BudiZ dian néjaky neprizdny systém mnoZin %;
potom existuje nejmensi g-okruh B, obsahujici U (t. j. je Y c B a je-li
€ ng&jaky o-okruh, ¥ c €, je B c €; takovy o-okruh B je zfejmd jen
jeden). B se nazyva Borelovym okruhem nad systémem U.

Dukaz. Budiz P = U 4, budiz P mnoZina viech ¢asti mnoziny P;

AU
to je g-okruh, obsahujici Y. Budiz B prinik viech g-okruhi, obsaZe-

nych v P a obsahujicich %. Podle pozn. 4 je B ¢-okruh, obsahujici U.
Budiz € libovolny o-okruh, obsahujici Y. Potom BE je ¢-okruh,
obsahujici U a obsaZeny v P, tedy (podle definice B) je B c BE, t. j.
P c €. Tedy ma B zadané vlastnosti.

Podobng existuje nejmensi okruh %B,, obsahujici systém . Rikédme,
Ze B, resp. B je okruh resp. g-okruh, vytvoFeny systémem U.

Cvidenf

1. BudiZ P neprézdnd mnoZina; U budif systém ,,jednobodovych‘‘ &isti
mno%iny P. Potom B, resp. B je systém viech konefnych resp. spofetnych
&hstf P,

2. BudiZ U systém viech polouzavienych intervali {a, b) (— © <a <b <
< + ). Potom se B, skladd jednak z prézdné mnoZiny, jednak ze viech

n
sjednocenf kone¥ného podtu takovych intervald, t. j. mnoZin tvaru U {a, b;).

i=1

§4. Poznidmky o kartézskych soulinech. Budte déany libovolné
mnoziny P,, ..., P,. Poloime P = P, X ... X P,, takZe P je mnoZina
viech prvka z = [2,, ..., z,], kde 2, € P,, ..., 2, € P,. Dile budte dany
mnoziny 4; c P;, B;c P, (j =1, ..., r); poloZzme

A=A, X ...xA,, B=B, X...X B,.
Odvodime n&kolik drobnych vét.
Pozndmka 1. AB= A,B, X 4,B, X ... X A,B,. To je ziejmé.

Poznidmka 2. Je-li¢ = Ac B,je d;c B;proj = 1,...,r. Dukaz.
Kdyby nebylo na pf. 4, c B, existoval by prvek a, e 4, — B,; jeito
A + 9, existuji a,e 4,, ..., a,€ A,, nates [a,, ..., a,] by patiil k 4, ale
nepatril k B — spor.
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Poznamka 3. Je-litedy @ + 4 = B, je A, c B;asoudasnd B, c 4,,
tedy A4; = B,. Jinak fedeno, ve vzorci A = 4, X ... X A, jsou mno-
giny A; mnoZinou A jednoznaln& uréeny. Pro A = @ to neni pravda
(je-li » > 1), jezto potom na p¥. 4 =9 X A, X ... X A, p¥i libovol-
nych 4,, ..., 4,.

Poznédmka 4. Necht také mnozinu C = 4 v B lze psiti ve tvaru
(6) C=0C,%X...x0C, (C;cP))

(to oviem neni vidy mo#no) a necht 4 + C, B 4 C (takZe nutng
B #+ 9, A + 0). Potom existuje index k tak, Ze

(7) A, +#C,, B, +C,, C,= A,V B,
kdeZto pro vSechna ostatni j je
(8) A;=B;=C; (pro j * k).*)
Jsou-li specialng A, B disjunktni, jsou té% A4,, B, disjunktni.

Dikaz (podle J. Maiika). Z pozn. 2 plyne 4, c C,, B, c C,. Jetto
A #* C, existuje k tak, ze A, + C}. Tvrdim, Ze odtud plyne B, = C,
pro viechna j #+ k. Kdyby totiZ pro ndkteré m + k bylo B,, % C,,
zvolili bychom ¢, e C; = 4;, ¢peC,, — B,, a dile ¢, C, pro j + k,
j # m, naéez by prvek [c,, ..., c,] leZel v O, ale nelefel ani v 4 ani
v B—spor. Tedy B; = C; pro vSechna j + k. Jeito viak B + C, je
nutnd B, + C,, a odtud stejnd jako diive A, = C, pro j + k. Tedy
plati (8), nadez ziejmé A U B = A, X ... X Ay_; X (4x U By) X
X Agyy X ... X A,; odtud pak srovnénim s (8) podle pozn. 3 plyne
(7)- Necht nynf AB = ¢. Kdyby bylo 4,B, + 9, bylo by moino zvo-
liti ¢xe AyB,, c;e A;= B, pro j + k, tedy [c,,...,c,]e AB, co% je
spOl‘.

Poznémka 5. Je-lina pf. 4 =0 (a tedy C=A U B = B), lze
psiti 4 také v takové forms, aby pro jisté k platilo, ze C; = 4, = B,
po j*k C,=A,UB; na pf. A=0XByX...xXB, C=
= 1XB2X...XB,.

*) Odtud plyne, %e nutnd 4, =+ C, (jinak by bylo 4 =C) a podobnd
B, *+ C,. :
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§ 5. N&které systémy mnotiin, sloZenych z intervali. Budeme nyni
pracovati v E,. Pro intervaly v E, uzivime oznadeni z D Il, kap. VI,
§ 8; zopakujte si tento paragraf, jakoZz i § 5 a 6 téZe kap. VI. Snad by
neskodil ani posledni odstavec v D Il na str. 354 (v tvodu ke kap. VII),
v ném? je ukdzano, jak se lze v E, vyhnouti ,,neasociativnosti‘ kartéz-
ského soudinu. Slova jako uzavér, uzavieny, vnitfek, otevieny, hra-
nice atd. znamenaji uzavér v E, atd. Mezi intervaly v E, politame téZ
»Zvrhlé intervaly: mnoZinu prazdnou a jednobodové mnoZiny.
Uzavienym (otevienym) intervalem nazyvame takovy, ktery je uza-
vienou (otevienou) mnozinou, takZe v E, je (— oo, b) uzavieny,
(— o0, + o) uzavieny a soucasné otevieny interval. Kazdy interval
v E, lze psiti ve tvaru

(9) I=14, Xig%X ... X1,

kde i, jsou intervaly v E,. Je-li I & 0, existuje jediné takové vyjadieni.
Jest (vpravo jde oviem o uzavér a vnitfek v E,)

(10) I=4, X...%X1%, I°=1X...X1t,.

Interval (9) se nazyvé zvrhlym, je-li aspoii jeden i, zvrhly, t. j. je-li
I° = ¢.Je-li I & @, je I uzavieny (otevieny) tehdy a jen tehdy, jsou-li
viechny 7, uzaviené (oteviené).

Podobng lze na pr. kazdy interval v E,,,, psativetvaru I = I, X
X Iy X I, kde I, I, I; jsou po fad® intervaly v E,, E,, E,, nadeZ plati
podobné poznimky jako pro vyjadreni (9).

Poznédmka 1. Pranik koneéného poltu intervald v E, je interval.

Dukaz. Je-i I =4 X ... X 8, J =J; X ... X jp, j© IJ =135, X
X ... X 1,j, a pro intervaly v E, je zfejmsé ¢,j, interval (po pfip. prazd-
ny). Odtud indukei pro prinik vice nez dvou intervala.

Pomocna v&ta 1. Budle I, J intervaly.®') Potom I = J lze psdti jako
disjunktni sjednocent koneéného poltu intervali.

Dikaz. 1. Pro r = 1 je to zfejmé. 2. BudiZ véta dokazana pro jisté
r>1.Budte I =1, x I,,J = j, x J,intervaly v E,,, (3;, j, jsouv E;
1,,J, jsou v E,). Jest ziejms

I=J=(@=75)xIL)v @y X T, ~J),

1) Neni-li fedeno nic jiného, mini se intervaly, body, mnoZiny v E,.
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coZ je disjunktni sjednoceni. Podle 1. a podle indukéniho pfedpokladu
4 q
je u ~5h=Ul, I,~J,= UL, (disjunktni sjednoceni), takZe
n=1 m=1
I-J=UxI)v...0(l,x1I)u (i, X Ly) v... V(i X Ly .

Pomocnd véta 2. Budte I,J,,J,,...,J, intervaly. Potom I —
=~ (Jy VU ... 0 J,) lze psdti jako disjunkini sjednoceni koneéného
poctu intervali.

Dikaz. 1. Pro p = 1 je to prede§ld pomocné véta. 2. Budiz p > 1
a budiZ jiz dokézino, Ze

¢
I (JyudJyu..vd,)=UK,,
n=1
kde vpravo je disjunktni sjednoceni intervali. Potom je
q

I—'—(JIU...UJ,,)=U(K11'._J9),

n=1

a zde kaidy ¢len vpravo je podle pomocné véty 1 disjunktnim sjed-
nocenim koneéného poétu intervali. Tim je pomocnd véta indukei do-
kézana. '

Zavedeme nyni tento systém mnozin v E,:

Definice 1. U, znaél systém vdech mnoin v E,, jeZ lze vyjddfiti jako
8jednocent konelného poltu omezenyjch intervalii (jetto @ je interval, je
Pe,.).

Véta 1. U, je okruh.

Dikaz. Aditivnost je zfejmé. Budiz 4 € Y,, B e U,. Mame dokézati,
t¢e A — Be, Jest A = U I,, B= U J, (koneény polet omezenych
? q ’

intervald), tedy 4 —~ B=U (I, — U J,), a zde kaidy ,stitanec
b 4 q

vpravo patii k U, podle 2. pomocné véty.

Véta 2. Katdou mnofinu A e Y, lze psdti jako disjunktni sjednoceni
koneéného poltu omezenych intervald.

n
Dukaz. Budiz 4 = U I; (I; omezené intervaly). Fedy je téz 4 =

i=1
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n n
=UA4,kde A, =1,, 4,,,=1,,, ~ (I, v ...V I,), takie U 4, je

=1 : i=1
disjunktni sjednoceni. Stadi tedy dokazat, ze 4; je pro it =1,...,n
disjunktnim sjednocenim Zadaného tvaru. Ale pro 4, je to ziejmé
a pro ostatni 4; to plyne z pomocné véty 2.

Definice 2. B, znaél systém vdech mnolin B c E, takovijch, Ze pro
katdy omezeny interval I c E, je Bl € U,.

Poznidmka 2. Je U, c B,. Je-li totiz 4 € A,, I omezeny interval, je
Ie,, tedy AI € Y, (viz vétu 1 a definici okruhu), tedy 4 € B,.

Vé&ta 3. Jest E, € B,. Systém B, je téleso.

Dukaz. Je-li I omezeny interval, plati predn EJ = I ¢ ¥,, tedy
E, ¢ B,; za drubé, je-li 4 eDB,, BeD,, je Al e Y,, Bl ¢ Y,, a tedy podle
véty 1 (A uB)I =AI v Ble¥,, tedy 4 v Be®B, a podobné pro
rozdil. Tedy je B, okruh s nejvéts§im prvkem E,, t. j. téleso.

Poznimka 3. Budte déna celd ¢&isla m,, ..., m,. Oznaéme
(11) K, = My, my 4= 1) X (Mg, mp + 1) X ... X My, m, + 1)
Ztejmé je E, = U K,, ... . kde se sditd pies viechny systémy celych
¢isel my, ..., m,; sjednoceni vpravo je disjunktni. Mluvime o roz-
kladu prostoru E, na jednotkové krychle; je to velmi ndzorné.
Zrejmé ma kazdy omezeny interval pouze s koneénym podtem krychli
(11) neprazdny prinik.

Poznidmka 4. Systém 9B, je pouze pomocny. Popisme jej jesté
jinak. Tvrdim: BudiZ B c E,. Potom je B ¢ B, tehdy a jen tehdy, lze-li
psati
(12) B = (V) I )

n=1
kde I, jsou omezené intervaly s touto vlastnosti: Je-li J libovolny
omezeny interval, je I,J + @ jenom pro koneény podet hodnot n.

Dukaz. I. Mi-li B popsany tvar a je-li J omezeny interval, je

BJ = U I,J, kde pouze koneény pocet s¢itanci je neprazdny. Tedy
.

BJ e, Be®B,. — II. Budiz Be9B,; jest

(13) B=UB,,..

LMy
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kde B,, .. m = BK,, . €%, (oznaleniz pozn. 3). Kazdé B,,
je tedy sjednocenim koneéného poétu intervali; dosadim-li toto sjed-
noceni do (13), dostanu vyjadieni (12) Zddaného tvaru.

Definice 3. €, z2nalt systém vdech mnoin A c E,, které lze psdti jako
sjednocent spoletného systému omezenych intervald, t. j. ve tvaru

(14) A=Ul,.

n=-1

(Spodetny systém lze totiZ srovnati v posloupnost; je-li konedn4,
doplnim ji séftanci p U P U ...)

Poznamka 5. Podle pozn. 2 a 4 je A, c B, c €,. KaZdy interval I
lIze psati jako sjednoceni spoletného systému omezenych intervali
(oznatenf z (11)): I = Y IK,, . . Tedy se definice nezménf, vyne-
cham-li v ni slovo ,,omezenych‘‘.

V&ta 4. Pramik konmeéného poltu a sjednocent spoletného systému
mnoZin z €, jsou mnofiny z G,.

Dikaz. Budiz C; = U I, (I, , omezené intervaly) proi =1, 2, ...

n=1

@ © @

Potom je YC;=UI;,; C,C; = U I,nl,, mnoiina viech dvojio
t=1 ,n=1 mn=1

pfirozenych &isel je spodetnd a I, ,,I, , je interval (pozn. 1).

V&ta 5. Kafdou mnoZinu z G, lze psdti jako disjunktni sjednoceni

spoletného systému omezengch intervali.
@ ©
Dukaz. Jsou-li I, omezené intervaly,je U I, = U 4,,kde 4, =I,,
n=1 n-1
A, =1, =~ L,v...01), A, A, = 0 pro m + n. MnoZiny 4,
patif do U,, 1ze je tedy vyjadriti podle véty 2 jako disjunktnf sjedno-
ceni koneéného poétu omezenych intervald.

Poznédmka 6. Ka?d4 oteviend mnoZina je sjednoceni spodetného
systému otevfeniych??) intervali (D I, v8ta 141, str. 266), tedy pati
do G, tedy je také sjednocenim disjunktntho spodetného systému
omezenyoch intervald. Ale nemusi byti, je-li » > 1, sjednocenim dis-
junktniho spodetného systému otevienych intervald; viz D I, kap. VI,
§ 8, ovid. 1, str. 266.

1) a omezenych, chcete-li.
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Pozndmka 7. €, je o-aditivni, ale neni okruhem. Nebot €, obsahuje
kazdou otevienou mnoZinu G (tedy také prostor E,); kdyby tedy €, byl
okruhem, musil by obsahovati vSechny mnoZiny tvaru E, — G, t. j.
vSechny mnoZiny uzaviené — my vSak dokaZeme, Ze tomu tak neni.
Pro r > 1 staé¢i vziti mnozinu vech bodu [z, ..., z,], pro néz je x;, =
=2, = ... = z, (pfimka). To je nespodetnd uzaviend mnoZina, ale
neobsahuje Zadné vice nez jednobodové intervaly, nemuze tedy byt
sjednocenim spodetného systému intervali. Pro » = 1 je nutno vziti
slozit&jsi priklad: stadi vziti Cantorovo diskontinuum (D Il, kap. V,
§ 1, pozn. 8, str. 156—158); to je opét mnozina uzaviend, nespotetna
a neobsahuje Zadné vice nez jednobodové intervaly.

§ 6. Aditivni funkce intervalu. Napfed malou orientaéni poznémku.

Kazdému omezenému intervalu I v E, se v geometrii piifazuje jisté
¢islo u(I) jakoZto objem tohoto intervalu (pro r = 2 se Iikavé obsah,
pro r = 1 délka). To je tedy jista koneéna realnd funkce, jejimz oborem
je mnozZina vSech omezenych intervalit v E,. Tato funkce ma pak tuto
vlastnost: Jsou-li I,, I, dva disjunktni intervaly a je-li I, v I, =1
také interval, je
(15) ml) = wly) + u(ly) .
Predstavte si za druhé hmotu, rozloZenou v prostoru E;. Opét kazdy
omezeny interval I obsahuje ur¢itou hmotu (), kterd opét ma vlast-
nost (15). Podobné, kdybyste misto o hmoté mluvili o elektrickém
néboji (zde by oviem u(I), na rozdil od prvnich dvou piipadi, mohlo
nabyvat i zdpornych hodnot). Bude tedy asi Géelno studovati tyto
funkce obecné:

Definice 4. Budif r pfirozené &islo. Budif katdému omezenému inter-
valu I c E, pfifazeno konelné redlné éislo u(I). Jsou-li J c E,, K c E,
jakékoliv dva disjunkini omezené intervaly takové, Ze

(16) I=JUuK
je také interval, potom necht

(17) wl) = pl) + p(K) .

Potom #ikdme, Ze u je koneénd aditivni funkce intervalu (v E,).
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Oborem této funkece je tedy mnoZina vSech omezenych intervali
v E,. Oviem v geometrii mluvime také o objemu sloZit&jsich téles, ve
fysice mluvime také o hmoté, obsaZené v kouli, jehlanu atd.; proto se
budeme snaZit, rozsirit definici aditivnich funkei intervalu i na obec-
néjsi mnoziny a tyto rozsifené funkce pak studovati. To je ikolem této
kapitoly. Funkei 4 nazyvime oviem nezdpornou, jestlize pro kazdy
omezeny interval I je u(I) = 0.

Poznamka 1. Kdy mezi tfemi omezenymi intervaly I,J, K,
z nichZ posledni dva jsou disjunktni, plati vztah (16)? Podle § 4, pozn.
4 a 5 tehdy a jen tehdy, lze-li psiti (vpravo jsou omezené intervaly
v E,)

(18) J =0 X voe X Gy X B X gy X oee X 4y,
(19) K =14, X ... X ey X g X ggq X eee X Oy,
kde i,iy = 0 a i, = 4, U i, je op&t interval, nadez oviem
(20) I=JUuUK=14 X ...X%X...X1,.23)

Staci tedy, verifikujeme-li rovnici (17) pro vSechny trojice intervald
I, J, K pravé popsaného druhu.

Poznamka 2. Je-li 4 koneénd aditivni funkee intervalu, je u(9) =
= 0. Nebot ¢ = ¢ U ¢ (disjunktni sjednoceni), takie u(@) = u(@) +
+ w(9).

Piiklad 1.24) Ma-li omezeny interval I c E, podateéni bod a, konco-

vy b, kladme u(I) = b — a (délka intervalu). Pro a = b (jednobodovy
interval) je oviem u(I) = 0. )

Piiklad 2. BudiZ f konednd redlnd funkce v oboru E,. M4-li ome-
zeny interval I c E, politeéni bod a, koncovy b, poloime u(l) =
= f(b) — f(a). Zfejm& u je nezdporns tehdy a jen tehdy, je-li f ne-
klesajici.

Piiklad 3. BudiZ M koneénd mnoZina bodd v E,. BudiZ u(I) rovno
podtu bodi z M, leZicich v I. Je vidét, Ze i pro zvrhly interval miZe
byti u(I) > 0.

13) Toho lze podle pozn. 5 v § 4 dosdhnouti i tehdy, je-1i J =@ nebo K = @.
84) Ve v¥ech nasledujicich piikladech kladu oviem u(@) = 0.
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Ze v téchto piikladech jde o aditivni funkee, je jasné. Diletité jsou
dalsi dva piiklady:

Piiklad 4. BudiZ x4, konedné aditivni v E,, ..., budiz 4, konetns
aditivni v E,. Kazdému omezenému intervalu

(21) I=1I x1I;x...x1I,
(I; je omezeny interval v E, )

zE. (r=r +r, +... +r) plifadme éislo

(22) ull) = pa(Iy) - poIy) .. palLs) -
Tvrdim, Ze x je konedna aditivni funkee v E,. Dikaz. Budte
(23) J=J, X...xJ,;,, K=K, X...X K,

disjunktni omezené intervaly v E,, jejichZ sjednocenim je interval (21).
Mame dokazati (17). Podle pozy. 4 a 5 v § 4 existuje m tak, Ze

J=I, XI, X ...Xdp X...XI1I,

K=I XJ,X...X K, X...X1I,
kde J,K, =0, Jo U K, = I, takie p,(I,) = tn(Tm) + tn(Kn).
Z definice (22) pak ihned plyne (17).

Priklad 5. Specidlni pfipad: Budiz u, funkce zavedend v prikl. 1
(,,délka intervalu‘‘). Je-li I = ¢, X ¢y X ... X 1, (i; omezené intervaly
v E,), kladme
(24) D) = o). pali) 3
t. zv. (r-rozmérny) objem intervalu I.

Je-li I & ¢ a ma-li ¢, politetni bod a;, koncovy b;, je u.(l)=
= (b, — a;) ... (b, — a,). Tehdy a jen tehdy je u.(I)=0, je-li I
zvrhly. Z posledni rovnice je patrno na pt.: Jsou-li I,, I,, I3 omezené
intervaly v E,, E,, E,, je .

Prsas Iy X Iy X Ig) = po(Iy) po(Ls) po(Is) -

Pozndmka 3. Budiz nyni
(25) I=14, X1 X ... X1

(1, omezené jednorozmdrné intervaly) .
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RozloZzme kazdy ¢, na koneény disjunktni systém intervali:

(26) =R VRY.. VP (21)
a poloime
(27) Im"""m’z'ji"l X ..o X j:u' (’m,,= 1, 2,...,qk) .

To je disjunktni systém ¢,¢, ... g, intervali (v E,), jejichZ sjednocenim
je prave interval I. Budeme rikati, Ze intervaly (27) tvofi kanonicky
rozklad intervalu I.

Jestlize speciidlng jedno g, se rovnd 2, a ostatni g, = 1, dostdvdme
ziejmé rozklad I = J v K, popsany v pozn. 1.

Pomocni véta. Budif u koneénd aditivnt funkce intervalu v E,.
Budiz (27) néjaky kanonicky rozklad intervalu (25). Potom

L83 ds [
w aonf 8 S,

Smysl je tento: Je-li jedno g, = 2, ostatni g, = 1, neni (28) nio jiného
neZ rovnice (17), jez plati podle definice aditivnf funkce. Nyni doké-
Zeme, Ze (28) plati i pro slozitdj§i kanonické rozklady.

Diukaz. PoloZme ¢,q; ... ¢, = ¢. Dikaz provedeme indukei podle g.
Pro ¢ = 1 se systém (27) sklidd4 z jediného intervalu I a (28) je zfejma.
Budiz tedy ¢ > 1 a véta budiZ dokdzdna az do hodnoty ¢ — 1. Aspoii
jedno z &isel g, je > 1, na pf. ¢; > 1. Mysleme si intervaly j}, ..., j&
(jejichZ sjednocent je i,) usporddény tak, Ze j; je budto prazdny nebo
lezi ,,vlevo‘“ ode v8ech ostatnich neprizdnych ji'. Potom mnoZina
je =41 Y ... Ul je rovnéZ interval; poloZime-li

=l Xy X oo X8, 2= X 4y X oo X 4,
je I =1I'v I*, [\]? = @, a tecy podle definice aditivnosti
(29) wll) == pIt) + w(l?) .

Nyn{ ony intervaly (27), p1o né% m; = 1 (jejich poéet je g5 ... ¢, =

=2 < q), tvo¥f kanonicky rozklad intervalu I', kdeZto ony inter-

1
valy (27), pro néz m, > 1 (jejich polet je (¢, — 1) ¢,... ¢, < q),
tvoif kanonicky rozklad intervalu I2. Podle indukénfho pfedpokladu
je tedy
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s ar
,u(Il) — qz Z M(Il,m.,...,m,) ,

my=1 m,=1

[/4) [{) ar
pEY =3, 3 3 )

m=2mg=1 my=1
Dosadim-li odtud do (29), obdrzim (28).

Poznimka 4. Budte I, L,, L,, ..., L,, neprdazdné omezené intervaly
v E,, pfi ¢emz
Lyv...vL,clI.

Dokézeme, Ze existuje kanonicky rozklad?®) (27) intervalu I, ktery
mé tuto vlastnost: Ony z intervala (27), které maji neprazdny pranik
s n&kterym intervalem L,, tvoii kanonioky rozklad intervalu L.,.
Takovy rozklad nazveme simultdnnim kanonickym rozkladem inter-
vala I, Ly, ..., Ly,

Dukaz. Polozme
I=14X...X1%, Ly=1Il,X...XUly,.

Pro kazdé k (1 < k < r) sestrojme poéatedni a koncové body intervali
s by + -+ bem & STOVREjmeE je (piice kaZdy jen jednou) v rostouci ko-
neénou posloupnost ¢y < ¢§ < ... < c2. Interval i, vyjddiime nyni
jako disjunktni sjednoceni

ik=7'iu7':u Uﬂkv
kde vpravo jsou tyto intervaly:
G B G N CH IR G A N G

Piitom prvni (po piip. posledni) z téchto intervali jest vynechati,
jestlize bod c; (po piip. c?*) nepatii k i,. Intervaly (27), definované
pomoci takto zvolenych ji*, tvorfi zfejmé Zadany simultdnni kanonicky
rozklad.

Vé&ta 6. Budif u koneénd aditivnt funkce intervalu. BudiZ

(30) Im =

1

I,

1

=
1Cx

%) SloZeny z neprézdnych intervalu.
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Ide vlevo t vpravo jsou disjunkini sjednocent omezenych intervali.
Potom je

(31) milwm) - z w(l) .

Dukaz. Vynechme prazdné intervaly (tim se nic nestane). Sestrojme
omezeny interval I, obsahujici mnozinu (30). Sestrojme (viz pozn. 4)
intervaly (neprazdné)

(32) K, K,,...,K,,

které tvoff simultdnnf{ kanonicky rozklad intervala I,1,,..., I,
Jyy ooy Jo. Potom kaidy interval I,,J, lze psiti jako disjunktni
sjednoceni onéch K ,, jez lezi v I, po piip. v J

(33) In=UKt; Jm=u Kt-
Kicly, KieJm
Jeito to jsou kanonické rozklady, je podle pomocné véty
(34) )= 2 wK), pln)= 2 wK,).
Eiel, KicJm

Jezto (32) tvoi simultdnni kanonicky rozklad, je kazdy interval K,,
ktery md s ngkterym I, spoleény bod, Gplnd obsazen v I,. Jeito I,
jsou disjunktni, je kazdy K, obsaZen nejvyse v jednom I,. Z prvniho
vzorce (34) tedy plyne, Ze

P
(35) 2. 1/t(I n) = ;'#(K )
”=
kde se vpravo séita pfes ony intervaly K ,, které maji aspoii jeden spo-

b4
le¢ny bod s U I,. Podobng z druhého vzoree (34) plyne, Ze
n=1

L4
(36) 2 1T m) = 2 (K,
m=1 t
kde se vpravo séitd pies ony intervaly K ,, které maji aspoii jeden spo-
q
le¢ny bod s U J,,. Ale z rovnosti (30) plyne, Ze pravé strany v (35), (36)

m=1

a tedy i levé strany se sob& rovnaji.

Poznédmka 5. Tato véta ndim dovoluje rozsifiti defini¢ni obor funkee
4 na cely systém U,. Je-li A €Y, dd se 4 podle véty 2 vyjadfiti jako
disjunktni sjednoceni omezenych intervaldt 4 = I, v ... v I,,, nadeZ

39



poloZime u'(4) = u(l,) + ... + u(l,). Takovych vyjidieni mnoZiny A
je sice vioe, ale podle véty 6 divaji viechny touz hodnotu x'(4). Je-li
specidlné A omezeny interval, je nejjednodusdi vyjédieni Zidaného
tvaru 4 = A, takZe u’'(A) = u(A). Nedojde tedy k nedorozuménd,
budeme-li misto x’ psati prosté u, coZ udinime. Tm je tedy u(A) defino-
vdno pro vdechna A € Y,. Hlavni vlastnosti funkee u jsou diny touto
vétou:

Véta 7. Budif p konetnd aditivnt funkce intervalu. Budte A, B,
Ay, ..., A, mnoZiny 2 W,. Potom platt:

I.Jelt A=A4,0 Ay v ...V A4, kde sjednocent je disjunktni, je
mA) = p(4;) + ... + u(d,).
I1. Je-li u nezdpornd, A c B, je u(4) < u(B).
II1. Je-li u mezdpornd, Ac A, v A, V...V 4,

wd) S p(dy) + ... + pl4,) .
Dikaz. I. Kazdé 4; je podle véty 2 disjunktnim sjednocenim ome-

Py k4 14}

zenych intervalt 4; = U I;, nadez A =U (U I, ) a systém viech
m=1 j=1m=1

intervalt I;,, je disjunktni, takZe definice funkce x4 z pozn. 5 davéd

ihned
? ?
W) =3 Sulim) = 3 ().

i=lm=
II. V tomto p¥ipadé je B = A U (B = A); pfitom B =~ A4 ¢ A, (v&-
ta 1) a sjednocenti je disjunktni. Bod I ddvé u(B) = u(4) + u(B ~ 4) >
= p(4).

IITI. V tomto piipad® poloime B, = A4,, B;,, = 4,,, ~ (4, v
V...V 4,), takie mame disjunktni sjednoceni 4 = 4B, u AB, U
U...U AB,aoviem AB; c A, Podle I a II je tedy u(4) = u(4B,) +
+ .o + u(AB,) < p(4y) + ... + p(4,).

Rozsifime nyni definiéni obor funkce u na cely systém €,; abychom
to vSak mohli provésti, je nutno o funkei x udiniti jisté pfedpoklady.
Abychom je nemusili stile obsirné opakovati, zavedme tento nazev:

Budeme fikati, Ze funkce x m4é vlastnost §,, jestliZe jsou splnény
tyto dvé podminky:
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I. u je koneénd nezdporns aditivni funkce intervalu v E,.

II. Je-li I libovolny omezeny interval v E,, potom u(I) se rovné
infimu ¢&isel x(I,) pro viechny omezené oteviené intervaly I, > I a sou-
¢asnd se rovna supremu viech &isel u(I,) pro viechny uzaviené intervaly
I, c I. Jinymi slovy (jezto z I, c I c I, plyne podle véty 7 u(l,) <
< uI) £ u(l,)): ke kaidému & > 0 existuje omezeny otevieny inter-
val I, a uzavfeny interval I, tak, Ze

(37) Inclcly, ply)>pl)—ce, pl)<pd) +e.

Priklad 6. Znadi-li u,(I) (viz ptikl. 1) ,,délku‘* intervalu I c E,, lze
ziejmé zvoliti I,, I, tak, aby platilo (37) (je-li I zvrhly, a tedy uzavre-
ny, volim I, = I). Tedy u, mé vlastnost §,.

Poznamka 6. Vlastnost S, 1ze charakterisovati je§té trochu jinak:
Budiz x4 konedna nezipornd aditivni funkce intervalu v E,. Potom u
mé vlastnost S, tehdy a jen tehdy, jestliZe ke kazdému omezenému
intervalu I existuji oteviené omezené intervaly I a uzaviend intervaly
I3 (n=1,2,...) tak, Ze
(38) In>I>Ip, lim u(I3) = lim udp) = u(l).

n—>o

n—>o
Dukaz.?%) Existuji-li takové intervaly I?, I?, lze ke kaZzdému
e > 0 nalézti n tak, Ze u(I3) > u(I) — &, u(I3) < p(I) + &; tedy (viz
(37)) 4 mé vlastnost S,. Necht naopak u ma vlastnost §,. Potom
podle (37) 1ze ke kaZdému pfirozenému n nalézti omezeny interval

otevieny I?> I a uzavieny I3cl tak, Ze u(l) — % < u(I») <

< pd) £ ud) < pl) + % Potom viak plati (38). S timto tvarem

podminky S, (t. j. se vztahy (38)) se dasto velmi snadno pracuje.

Priklad 7. Necht u, ma vlastnost S, (takZe u, je funkce intervalu
v E,), necht u, mé vlastnost S,. Definujme funkei u,, takto: Je-li
I=J x K (JcE, K cE, omezené intervaly), kladme u,s(I) =
= u,(J) pus(K), takZe podle pfikl. 4 je u,; koneénd aditivni funkoe
intervalu v E,,,, oviem nezdpornd. UZitim pozn. 6 ukdZi nyni, Ze u,,
m4 vlastnost S, ,,. JeZto u, (ug) mé vlastnost S, (S,), existuji intervaly

1) V duikazu znadf I libovolny omezeny interval.
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omezené oteviené??) J7 > J, K} > K a uzavienéJ3 c J, K} c K tak, Ze
(39) lim py(JP) = py(J) » lim py(K7) = p(K) pro ¢ =1,2.

n— n—>w
Polozme I7=Jp X Kpo I, Iz =Jy - h; I, natet p,(IP) =
= u,(J?) up(K7) a tedy podle (39) lim 1 ,([7) = uy(J) po(K) =
= pyo(I) pro ¢ = 1, 2; tedy u,, mé vlastnost S, ., podle pozn. 6.

Indukei lze okamZité tuto tvahu rozsifiti na piipad libovolného
koneéného podtu ,,¢initela*.

Piiklad 8. Z piikl. 6 a 7 plyne, %e funkce y,, zavedend v piikl. 5
(objem intervalu), ma vlastnost §,. To bude pro nas velmi dileZité
pozdéji. '

Véta 8. Necht u md vlastnost S,. Budit U I, a rovnés U J,, sjedno-

n m
cent spoletného systému?®) omezenych intervali. Potom platt:
1. Je-lu

(40) Ul,.cu/,

a sjednoceni vlevo je disjunkint, je

(41) gﬂ(l ") = ;u(J m) -
1I. Je-li

(42) Ul,=UJn

a je-li sjednocent vlevo disjunkint a rovnéZ sjednocent vpravo, je
(43) 2ul) = ) -
n m

Poznimka 7. Symboly v (41), (43) jsou soudty zobecnénych
fad; viz D I, kap. III, § 3, str. 92—99 nebo kap. I, § 1, pozn. 1 v této
knize. Jezto jde o nezdporné ¢leny, neni zde obtizi.

Dtkaz. I. Prvky mnoZin Z,, Z, (viz 28)) mohu srovnati v posloup-

37) Ov¥em: J,” je otevieny v E,, K;" je otevieny v E;; podobnd J,*, K,".
1) Tedy n probfhé jistou spodetnou mnoZinu Z,, m probfhé spodetnou mno-
Zinu Z,.
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0 (-]
nosti, takze jde o U In, U J» (Po malé zméng oznadeni?®)). Polozme
n=1 m=1

(44) éml,.) —8, §1ﬂ<Jm> _7.

Méme dokazati, e S < 7. Je-li T = + oo, je to zfejmé. Tedy budiz
T < + oo. Stadéi dokazati: Jei — 0 <8 <8, +c>T'>T7T,
je 8’ <T" (odtud vskutku plyne 8§ < T; nebof kdyby bylo 8 > T,
existovala by 8', T tak, Ze S > 8’ > 7" > T). Budte tedy 8’, T"
konedéna é&isla, 8’ < 8, TV > T. Zvolme ¢ > 0 tak, Ze 8§’ +¢ < S,
T' — ¢ > T. Podle (44) existuje piirozené p tak, Ze

P
(45) Sul)>8 +e.
n=1
Podle vlastnosti S, 1ze volit uzaviené intervaly ILc I, (n = 1, ..., p)

tak, ze u(Il) > u(l,) ~§. Sjednoceni

»
(46) M=yl
n=1
je disjunktni, a tedy3°) (véta 7, I)
P ¥4
(47) w(M) =2 udy) > ul,) —e> 8.
n=1 n=1
Jest oviem M c U J,,. Podle vlastnosti S, existuji omezené oteviené
m=1
intervaly J%, o J,, tak, ze u(J%h) < u(Jn) +&.2°™.
Tedy
(48) McuylJ;, z,t(J:u)<T+e<T’.
m=1 m=1

Ale M (viz (46)) je omezens a uzaviens, tedy kompaktni, J;, jsou
oteviené mnoziny. Z Borelovy v&ty (D I, véta 158, str. 311) plyne, Ze
existuje prirozené ¢ tak, ze

P
#) Kdyby &lo-o konedny systém U I, pfidém @ u @ U ...
n=1

3) M je mnoina ze systému U,.
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(49) McfjJ:,,.

m=1

Nynf vak jiz lze uiti véty 7, III a obdrZime podle (49), (48)

(50) EIES NS ED N AR

Ale z (47), (50) plyne 8’ < T".
II. V pripadé II plati podle I nerovnost (41) i nerovnost opa¢né,
tedy plati (43).

Pozndmka 8. Véta 8, II ndm dovoluje rozdifiti definiént obor funkce
u, majict vlastnost S,, na cely systém €, takto: Kazdou mnozinu C e €,
Ize vyjadriti jako disjunktni sjednocenf spoéetného systému omezenych

intervald C = U I,, nadei definujeme
n

(51) w(C) = Sul,) »)

Takovych vyjaddieni mnoZiny C je vice, ale podle véty 8, II dévaji
v8echny touz hodnotu v (51). Je-li systém intervalu I, koneény (a tedy
Ce¥,), je (51) ve shods s definici obsazenou v pozn. 5. Je-li tedy u
funkce s vlastnosti S, (definovand pivodné pouze v mnoZing viech
omezenych intervali), rozSifujeme jeji definiéni obor na systém €,
rovnici (51). Potom m4d u tyto vlastnosti:

V&ta 9. Necht u md vlasinost S,. BudiZ C e €, a necht Cy, C, ... je
spoletny systém mnokin z €,. Potom plats:

I. Je-li CcUyC,, je

(52) w(C) < Su(C.).

Specidlng: Je-li C c C,, je u(C) < u(C,).
11, Je-li C = U C, a sjednocent je disjunkini, je
n

(53) u(C) = Sp(C) -

31) Toto &slo (na rozdil od u(4) pro A ¢ Y,) miZe byti té% + . Na PF.
#(E;) = + oo pti funkei, zavedené v pHkl. 1.
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Dikaz. PiSme C = U1, C,=UJ,, (disjunktnf sjednocent).
Jest ’ )
(54) U I, cU Jny
’ n,g

a podle véty 8,1 je tedy
(55) 2:“(10) < Z/L(J" Q= ZZy(J, Q>

coz je (52). V piipads II je i sjednoceni vpravo v (54) disjunktni a leva
strana je rovna pravé; podle véty 8, IT plati tedy (55) se znamenim
rovnosti.

Poznimka 9. DileZitost vlastnosti S, je patrna z toho, Ze ndém umo%-
nila dokazat vétu 8 a tim roziifit obor funkce u na €,; t¢elnost tohoto
roz§ifeni je vid&t z véty 9. Je proto zajimavo, Ze formulaci vlastnosti
S, lze zjednodusit; viz cvié. 1.

Cvidenf

1. Budi# 4 kone&n4 nezéporné aditivni funkce intervalu v E,. Rikédme, ¥o mé
vlastnost §,, mé-li tyto dvé vlastnosti:

A) Ke ka¥dému & > 0 a ka¥dému omezenému intervalu I existuje omezeny
otevieny interval I, D I tak, Ze u(l;) < u(l) -+ e.

B) Ke ka¥dému ¢ > 0 a ka¥dému omezenému intervalu I existuje uzavieny
interval I, c I tak, Ze u(I,) > u(I) — e.

DokaZte, ¥e z A plyne B. Névod: Plati véta 7. Budi¥ ddno I, &. Sestrojme
omezeny uzavieny mterval I, 5 I. Mnofinu I; = I lze pséti jako disjunktnf

sjednoceni intervalt U K,. Jest u(I) = u(ly) — E y(K‘) Ka¥dy K; nahradfm

t=1

podle A) otevienym omezeny'm intervalem L; (K‘ C L ¢) tak, e u(Ly) < p(K,) +
+ -; Polofme M = U L,. Potom N = I; -~ M je uzaviend, N C I a podle

=1
véty 7 dostanete u(N) = u(ly) — p(MIy) > p(ls) —‘Elﬂ(K‘) —e=p(l) — e

BudiZ I, nejmensf uzavieny interval, obsahujici N. Snadno zjistite, Ze Iy C I,
#(Iy) > pI) — e

Podobng dokéZete, %e z B plyne A. Tedy: vlastnost S, by bylo moZno formu-
lovati jednodusSeji: budto B nebo A by se mohlo vynechat; t. j. v (37) by se
budto mohlo vynechat to, co se tyde intervalu I,, nebo to, co se tyde intervalu I,.
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2. DokaZte o nésledujici funkci u, e je to kone&né, aditivni a nezédpornd
funkce intervalu v E;, kter4 nemaé vlastnost S,.

PoloZme u(I) = 1, jestlife bod 0 je hromadnym bodem intervalu I zleva
(t. j. jestliZe existuje 6 > 0 tak, e (— d, 0) C I); v ostatnich ptipadech klademe
u(I) = 0.

[}
Sestrojte déle omezené intervaly I, I,, I, ... tak, ¥e je I = U I,, (disjunktni
ne=1

@
sjednocent), ale u(l) + X 1;1(1").
n=

§ 7. Vnéjsi mira. Definice 5. Necht u md vlastnost S,. BudiZ M c E,.
Polozme
(56) uM) = inf u(0)
McCeG,
(nézev: vnéj$t u-mira mnofiny M). T.j.: Sestrojme mnozinu viech
¢isel u(C) pro viechna C e €,, obsahujici M. Infimum této mnoZiny
nazveme u,(M).

Poznémka 1. Cislo (M) je infimum neprizdné??) mnoziny ne-
zépornych ¢&isel; tedy 0 < u (M) < + co.

Poznidmka 2. Pro M€, je u,(M)= u(M). Nebot pro kazdé
Ce€C,, CO M je u(C) = u(M) a pro C = M je u(C) = u(M), takZe
infimum v (56) je u(M). Funkce y, je tedy ,,rozSifenim‘ funkce u; je
definovana pro wdechny mnoziny v E,. Véc vypadad na prvni pohled
velmi uspokojivé, ale zminime se na zacatku piistiho paragrafu o obti-
%ich, na které pozdéji narazime.

Poznédmka 3. Z technickych divodi je dobfe uvédomiti si nékolik
odlidnych znéni definice 5. PoloZzme o, = inf x(C), kde C probih4 vie-
chny oteviené mnoZiny C > M.

Budiz dile & = (I, I,, ...) libovolny spoéetny systém omezenych
intervald; piSme 4(S) = > u(l,) a definujme: o, je infimum ¢isel A(S)

n
pro viechny systémy &, jez pokryvaji M;%) o3 je infimum &isel A(S)
pro viechny disjunktni systémy &, jez pokryvaji M; o, je infimum
&isel A(S) pro viechny systémy otevienych intervala, jez pokry-
vaji M.

31) Nebot E, patif do €, a obsahuje M.
M T.j.MclLul,u...
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Véta 10. u (M) = 0, = 03 = 03 = d,.

Poznimka 4. Smysl véty je ten, Ze v praxi miZeme uZiti toho
z téchto péti disel, které se nam nejlépe hodi. Viimné&me si, %e jsme
nemluvili o systémech &, které jsou disjunktni a soulasné jsou sloZeny
z otevienych intervali: ty by nas v E, pro r > 1 obecn& nevedly k &islu
Ho(M).

Dukaz. PoloZme jest®é u,(M) = o;. Jeito kaZdé oteviend mnoZina
patii do €, je g, = o;. Jeito kazdy systém &, pouZitelny pii o3 nebo a,,
je poutzitelny i pfi oy, je 03 = 05, 04 = 0. Déle: Je-li & = (I}, I, ...)
disjunktni spoletny systém omezenych intervali pokryvajici M, je
C = U I, mnozina z G,, obsahujici M; a naopak, kazdou mnoZinu

n
Ce@,, obsahujici M, lze takto vyjidfit, nater u(C)= Ju(l,)=
n

= MS). Tedy zfejmé g3 = g;. Je-li dile & = (I, I, ...) spocetny
systém omezenych intervali, pokryvajici M, je C= U I,¢G,,

n
C > M a podle véty 9 je u(C) < A(S). Tedy je o5 < oy & vzhledem
k 03 < 03 = 05 mdme 0y, = 03 = 74, 0, = 05, 0y = 6. Jde jesté o ne-
rovnosti o, < a5, 0, < 05, jeZ jsou ziejmé pro oy = + oo. BudiZ tedy
g5 < + oo. BudiZz ¢ > 0. Existuji tedy omezené intervaly I,, I,,...
tak, ze M c U I, Du(l,) <oy + 3¢ = o5 + §e. Podle vlastnosti S,
n n

existuji oteviené omezené intervaly J, o I, tak, Ze u(J,) < u(l,) +
+&.27771, takie D>u(J,) < o5 + & tedy prednd o, <o + ¢ Za.
"

druhé C = U J,, je oteviend a obsahuje M; podle véty 9 pak je u(C) <
< Suldn) <n a5 + &. Tedy o, < o5 + ¢&. JeZto ¢ > 0 bylo libovolné,
je ;. < o5 0, S 05

V&ta 11. Necht p md vlastnost S,; mecht M c U M,, kde vpravo je
sjednocent spoletného systému mnofin M, c E,. P:;tom
(87) B M) < ?ﬂ.(M n) -

Specidlné: Je-li M c M,, je u,(M) < p(M,).
Dikaz. Pravou stranu v (57) ozna¢me T'. Pro T' = + oo je v#e
ziejmé, tedy budiz T' < + co. BudiZz ¢ > 0 a mysleme si oznadeni tak
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pozménéno, Ze v (57) jde o 2 uM,) (to vidy jde). Ke kazdému =
n=1

@
existuje systém omezenych intervali I,, tak, Ze M,c U I,
p=1

@
Dullny) < u(M,) +¢e.27" (uiivim vyrazu o, z pozn. 3). Odtud
p=1

@©

Mc ULy D ula) <T +etedyp(M) <T + e, tedy u(M) <

n,p=1 n=1p=1

Poznédmka 5. Je-li M omezend, je u,(M) < + oo. Nebof existuje
otevieny omezeny interval I > M, nalei u(M) =< p,() = pul) <
< + oo. Ale také u n8kterych neomezenych mnozin muze vnéjsi mira
byti koneén4.

Poznimka 6. Je-li (M) = 0, t. j. jestlize (viz definici 5) ke kazdé-
mu ¢ > 0 existuje mnoZina C ¢ €, takova, ze M c C, u(C) < ¢, Hkame,
Ze mnoZina M je u-nulovd.34) Podle véty 11 kadd édst u-nulové mnoZiny
je u-nulovd a rovngi sjednocent spoletného systému u-nulovijch mnofin je
mnozina u-nulovd. Tedy systém viech u-nulovych mnoZin je ziejmé
g-okruh (uvazme, Ze z u,(M) = 0 plyne u (M — N) = 0).

Pozndmka 7. Velmi jednoduchy, ale v praxi éasto dileZity, je

tento disledek véty 11: Jestlife fada 2, u(M,) je konvergenini, potom
ne=l
Ko (lim sup M,) = 0.
71—+

Diukaz. Pro kazdé pfirozené k je lim sup M, c UEM »» tedy podle

f!—>00

véty 11 plati pro &slo A = u,(lim sup M,) nerovnost 0 < 4 <
fn—>o
©
< > u(M,); ale ‘vpravo je zbytek konvergentni fady a nerovnost
n=k

plati pro kazdé k. Tedy 4 = 0.

Pozndmka 8. Budi# u,(M) = 0. Potom pro kazdou mnoZinu 4 je
peld) = u(d 0 M) = p (4 = M),

3) Na pf. prédzdnéd mno¥ina je u-nulové.
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Dikaz. Podle véty 11 je

,u,(A) é /"o(A v M) é—- /‘e(A) + :u'e(M) = /A,(A) ’
:ue(A) é ue(d — M) + .uo(M) = :ue(A -~ M) é /‘a(A) .

§ 8. M&Fitelné mnoZiny. Z4ikladni v&ty theorie miry. Jestlize x4 mé
vlastnost S,, potom vn&j§i mira u,(M) je definovina pro kazdou
M c E,. Ale, jak uvidite pozdéji (véta 31), existuji ve velmi duleZitych
piipadech (na pf. vezmu-li za u(I) délku intervalu I c E;) disjunktni
mnoZiny M, N, pro n&%z plati neprijemnd nerovnost u(M U N) %
F u(M) + u.(N). Proto si polozime nyni tkol, nalézti takovou dosta-
teéné Sirokou tfidu mnozin (t. zv. méfitelnych mnozin), pro kterou
takové zjevy nemohou nastati. Budou to — zhruba feteno — mno-
Ziny, které se ,,malo 1i8i‘* od mnoZin z €,.

Poznamka 1. Napied zavedeme jeden dilezity pomocny pojem.
Jsou-li A, B dvé jakékoliv mnoziny, nazveme mnoZinu
(58) A(4,B)=(A ~B)u (B~ 4)=(Au B) =~ 4B
symetrickou diferenci mnozin 4, B. Je to ziejmé& mnozina t&ch prvki,
které jsou obsazeny pravé v jedné z obou mnozin (provedte schema-
ticky naértek).
Tato symetricks diference mé mnohé jednoduché vlastnosti:
1. 4(4, B) = A(B, A).
II. (4(4, B) = §) <= (4 = B).
II1. (4(4, B) = A) < (B = 9).
IV. Je-li AcD, Bc D, je A(4, B)= A(D — A, D = B); nebot
A~ B=(D -+~ B)~ (D~ A) a podobng pro B — 4.
V. A(AC, BC) c 4(4, B); nebot AC — BC c A — B atd.35)
VI. Tedy: je-li A cC, je 4(4, BC) c 4(4, B).
VII. A(A, C) c 4(4, B) v A(B, C), nebot 4 — C c (A - B) v

U (B = C) atd.
VIII. 4(U 4., U B,) c U 4(4,, B,), nebot U 4, - U B, cU (4, -
zeZ zeZ zeZ
—- B,) atd.

35) ,,Atd.* zna&i obdobny vztah pro BC — AC.
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Jde-li specidIné o mnozZiny v E,, plyne z véty 11 a z VII, VIII

(59) te (4(4, C)) < ps (4(4, B)) + p, (4(B, 0)) ;
(60) luc (A(tJZAu L; Bz)) _S_ zz:uo (A(A!’ Bt)) ’

jestlize Z je spoletnd mnoZina.

Definice 6. Necht u md vlastnost S,. Mnofinu M c E, nazveme u-méfi-
telnou, jestlize ke katdému ¢ > 0 existuje mnoZina C € €, tak, Ze

(61) A, ) <.
Cislo u,(M) nazgjvdme pak p-mérou mno¥iny M.

Poznamka 2. Je-li specidlng M € €,, 1ze v (61) klasti C = M, nadeZ
1AM, C)) = u,(9) = 0, takze kazdd mnozina z €, je u-méfitelnd.
Podle pozn. 2 v § 7 je u,(M) = w(M) pro M e €,, takie nedojdeme ke
kolisi s dfivéj§im oznadenim, zavedeme-li tento dodatek k definici 6:
u-miru p-méfitelné mnoZiny M budeme znabiti u(M). Tim jsme defini-
tivné rozsifili defini¢ni obor funkce u: je to mnoZina vSech u-méfitel-
nych mnozin. Naproti tomu je 4, definovdna viibec pro viechny mno-
Ziny v E,; pro u-méfitelné mnoziny je u(M) = u(M).

Poznamka 3. Je-li M mnozina u-nulovi (viz § 7, poz/n. 6),t. j.je-li
Ho(M) = 0, polozme v (61) C = @ € €,. Potom p,(4(M, 9)) = u(M) =
= 0 < ¢, takZe kaZdd mnoZina u-nulovd je u-méfitelnd; z¥ejms (u,(M) =
= 0) <> (u(M) = 0).

Pozndmka 4. Je-li jasno, o kterou funkei u jde, fikame téZ kratdeji
mira, méfitelny, nulovy atd.
Nasledujici dvé véty pomocného rdzu nam budou uZitedéné.

Véta 12. Necht u md vlastnost S,. Budif M ¢ E,, N ¢ E,. Potom

(62) HelM) < p(N) + p(4(M, N))
a tedy téZ (symetrie!)
(63) #e(N) < po(M) + p(A(M, N)) .

Tedy specialné: Je-li u,(A(M, N)) = 0, je pu(N) = u,(M). Je-li aspori
jedno z Cisel u, (M), u,(N) konetné, je

(64) I/A,(N) - /‘G(M)] é :“e(A (M: N)) .
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Dukaz nerovnosti (62): M cNu(M = N)cNu AM,N) a
véta 11.

Vé&ta 13. Budiz M mnoZina u-méfitelnd (u necht md viastnost S,).

1. Potom ke katdému e > 0 existuje mnogina C € B, tak, Ze plati (61).

II. Je-li mimo to u (M) < + oo, potom ke kaidému & > 0 existuje
dokonce mnoZina C € U, tak, Ze platt (61).

Dikaz. Dokazme napied II. BudiZ u,(M) < + . BudiZz ¢ > 0.
Existuje C € €, tak, Ze
(65) u(4(M, C)) < }e.
Podle véty 12 je

(66) #(C) = po(C) < po(M) + p(4(M, C)) < + .

@
Pisme C = U I, (disjunktni sjednoceni omezenych intervali). Tedy

n=1

u(C) = > u(I,) < + oo (podle (66) a (51)). Lze tedy voliti p tak, Ze
n=1
C=A4vu R, kde
14 @© @

67) A=UI.,, R=UI,, uR = 3 ul,) <3ie.

n=1 n=p+1 fn=p+1
Je tedy 4 € U,, 4(C, A) = R, tedy podle (59)

p(A(M, A)) < p(A(M, C)) + u(4(C, 4)) < e.
DokaZme nynf tvrzeni I. Budiz M u-méfitelné a provedme rozklad

prostoru E, na jednotkové krychle (viz pozn. 3 v § 5), které olislujeme
takto:

(68) K, K, ...

Ke kazdému 7 > 0 existuje Ce G, tak, Ze u,(4(M, C)) < 5, takZe
(viz V v pozn. 1) u,(4(MK,, CK,)) < 7, a oviem CK , ¢ G,. Tedy podle
definice jsou MK, u-méfitelné a oviem omezené.

Podle II plyne nyni toto: BudiZ ¢ > 0; potom ke kazdému n existuje
A, e, tak, Ze

(69) to(A(MK,, 4,)) <e.27",
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pti éem% lze predpoklidati 4, c K, (jinak vezmu A4,K, misto 4,
a uziji V z pozn. 1). Podle (60) a (69) je

©

el (M, U 4.)) = AU MK, G 4) <

n=1 n

< 3 n(AK , 4,) < o

Déle je patrno, ze U 4, € B,. Nebot je-li I libovolny omezeny interval,

n=1

mé pouze koneény podet krychli K, neprizdny prinik s I, takze
© V4
vzhledem k A, c K ,jelI. U A, = U I4,¢,. Tim je I dokdzano.

n=1 n=1
Vyznam této pomocné véty je v tom, Ze v definici 6 misto €, (coz je
o-aditivni systém, ale ne okruh) lze psiti 9B, (coZ je okruh, dokonce
téleso, ale ne o-aditivni) — podle toho, jak se nam to hodi.

Vi&ta 14.3%) Vechny mnoZiny u-méfitelné tvort o-téleso M, je£ obsahuje
vdechny mnoZiny otevfené, mnoZiny uzaviené a mnofiny u-nulové.

Poznidmka 5. Jsou-li tedy M, u-méfitelné, jsou i mnoziny
U M, n M, lim inf M,, limsup M,, M, — M, pu-m&fitelné (viz

n=1 n—> o n— o

vlastnostl a-okruhu v §3).

Dikaz véty 14. I. Budte M, (n =1, 2,...) méfitelné. Budiz
€ > 0. Podle definice existuji C, € €, tak, Ze ,u,(A(M,,, Ch))<e.2»

(n=1,2,...). Podle (60) jo pak u,(4(U M., u Ca)) < ¢ o piitom

n=1

U C, €&, tedy U M, je mé&ritelna. Tedy systém 9)2 vSech méfitelnych
mnozin je o-aditivni.

II. BudiZ M méfitelnd. Budiz ¢ > 0. Podle v&ty 13 existuje B¢ B,
tak, Ze u,(4(M, B)) < e, a odtud podle IV v pozn. 1 y,(A(E, - M
E, — B)) <e Ale E, — Be B, c €, podle véty 3 a pozn. 5 v § 5, takZe
E, — M je méfitelnd.

3) Stéle predpokladdm — pokud nenf jinak fedeno — %e u mé vlastnost S,.
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L Budte M, (n=1,2,..) mefitelns. Potom M M,=E, -
n=1
= U (E, =~ M,) je méfitelns podle I, II.

n=1 :

IV. Budte M,, M, m&titelné. Potom M, ~ M, = M,(E, ~ M,) je
méfitelnd podle II, III.

Podle I, IV je M o-okruh, majici oviem nejvétsi prvek E,. K ndmu
patii vSechny mnoziny u-nulové (pozn. 3), dale mnoZiny z €,, tedy
také vSechny oteviené mnoziny G a tedy také viechny uzaviené mno-
Ziny E, — G.

Poznédmka 6. Budiz P libovolny metricky prostor. Sestrojme Bore-
liv okruh nad systémem vsech mnoZin otevienych v P (viz pozn. 5
v § 3). JeZto prostor P je otevieny v P, je tento Boreliv okruh o-téle-
sem. Mnoziny tohoto o-t&lesa se nazyvaji Borelovymi mnoZinami pro-
storu P. Z véty 14 ihned plyne

Véta 15. Md-li u viastnost S,, jsou véechny Borelovy mnoZiny prostoru
E, u-méfitelné.

Dikaz. Borelovy mnoziny tvoii nejmendi o-téleso (nebo o-okruh,
to je zde totéZz) nad systémem vsech otevienych mnozin.

Véta 16. Je-li M, u-méfitelnd, p,(A(M,, My)) =0, je téZ M,
u-méfitelnd a ovem u(M,) = u(M,).3")

Dukaz. Pudiz &> 0; podle definice existuje Ce @€, tak, Ze
udA(M,, ©)) < e, takze podle (59) je uy(A(My, C)) < pu(A(My, M) +
+ v(4(M}, C)) <.

Véta 14 nis pouduje o struktufe mnoziny M. Nasledujici dvé véty
(z nichZ véta 18 je zakladni) nds uéi pocitati s mérou.

Véta 17. Jsou-li M, M, u-méritelné a je-li M c U M,, kde vpravo je

n
sjednocent spoetného systému mnoZin, je
(70) w(M) < S (M) .
n

Specidlné: je-lv M c M,,.je u(M) < u(M,).
Dikaz ihned z véty 11.

37) Tato rovnost plyne z vity 12.
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Véta 18. Budte M, u-méfitelné,
(71) M=UM,,
n

kde vpravo stoji disjunkini sjednocent spoletného systému mmofin.
Potom

(72) w(M) = Su(M,)

(¥ik4 se proto, Ze u je oc-aditivni funkei méfitelné mnoziny; M je mafi-
telnd podle véty 14).

Dukaz. Je-li u(M,) = + oo pro nékteré =, je podle véty 17 u(M) =
= + oo a (72) plati. Tedy budiz u(M,) < + oo.

I. Necht jde predeviim o dvé mnoZiny:
M=M1U.Mg, MIM’=¢'

BudiZ ¢ > 0. Jezto M,, M, maji kone¢nou miru, existuji podle véty 13
A e, A,€e U, tak, Ze®®)
(73) wA(My, 4,)) <&, u(d(My, 4,) <e.
Jest??)
(74) A.z = (4, 4,)v 4,4, A,V A, =A4,0 (4, 4,),
kde na pravych stranich jsou disjunktni sjednoceni. Viechny napsané
mnoZiny patii do Y,, takZe podle vé&ty 7 je

w(A, U Ay) = u(d, — 4,) + u(4,),

a odtud (vSechny miry jsou koneé¢né!)

(76) ud, v 4,) = pu(d,) + p(d,) — u(4,4,) .

Z (73) a z (60) plyne

(77) wA(My 0 My, 4, 0 4y)) < 26,

takze podle véty 12 (vzorec (64)) plyne z (73), (76)

(78) w(My O My) = (M) + p(M,) — p(4,4,) + 460¢

38) Jde zfejmd& o méiitelné mnoZiny.
%) Kreslete si néértek! Je to nézorné.
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kde |@| < 1. Odhadnéme jeSté wu(4;4,). Je A, 4,c (4, ~ M,) v
U (4, =~ My)u M, M,, ale M\M,= 0, takie A,4,c A(4,, M,) v
U A(Aq, M,) a (73) dava u(4,4e) < 26, takie podle (78) je
(M, v M) — u(M,) — p(M,)| < 6e.

To plati pro kazdé ¢ > 0, tedy u(M, v M,) = u(M,) + u(M,). To byl
hlavni bod dikazu.

11. Budiz za druhé M = M, v M, v ... v M, (disjunktni sjedno-
oceni). Indukei podle p plyne ihned z I

P
uM, v ...v M) = ZI/J(M,,) .
III. Budiz za t¥et{ M = U1M . Pro ka%dé pfirozené p je M, u
n=
P
U..UM,cM, a tedy podle II a véty 17 > u(M,) = u(M, v
n=1

© P
U...u M,) < u(M), odkud Z_ 1,A(M,,) = lim > #(M,,) < u(M). Obra-

pron=

cend nerovnost platf téZz podle véty 17.

Poznamka 7. V disledku véty 18 plati toto: Jsou-li 4,, 4, u-mé&¥i-
telné, plati (74) a tedy (75); pfi¢tu-li k prvni z t&chto rovnic u(4,),
k druhé u(4,4,), dostanu srovnanim levych stran
(79) u(d;) + p(d,) = p(d, v 4,) + p(4,4,) .

Odtud pak
(80) m(d, v A,) = u(4,) + u(4,) — u(4,4,) pro u(4,4,) < + .

V piipadé 4, c 4, plyne z (75)

(81) u(dy = A;) = pu(d,s) — pu(d,y), jeli Ay c dy, u(d)) < + .

Piiklad 1. Cantorovo diskontinuum D (viz D Hl, kap. V, § 1, pozn. 8,
str. 156—158) vzniké tak, Ze se z intervalu <0, 1> odstrani disjunktni
spodetny systém otevienych intervali: jeden délky %, dva délky 3, Styfi
délky 7' atd. PoloZime-li M = (0, 1) — D a-vezmeme-li za u funkei x,
definovanou v § 6, piikl. 1 (,,délka‘* intervalu), je podle véty 18

pM) =31 +E+ @+ +..)=1,

tedy podle pozn. 7 u(D) = u(<0, 1)) — u(M) = 0, a& D je nespodetn4,
ba mé dokonce mohutnost kontinua.
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Cvideni

1. Budi# O jakdkoliv mno%ina, v ni¥ jsou definovéany dv¥ operace, které na-
zveme s&ftanfm a nésobenfm, t. j. ka¥dé uspotddané dvojici a, b prvki z O jsou
ptitazeny prvky a + b € O, ab ¢ 0. Rikédme, ¥e O je (vzhledem k t&mto operacim)
okruhem,%) jestlie plati tato pravidla: @ + b = b + a; ab = ba; (a + b) +
+ec=a+ (b+¢) (ab)c =a(bc); a(db+ c) = ab+ ac; existuje ,,nulovy*
prvek o e O tak, Ze pro ka’dé aeO je a + o = a; ke kaZdému a € O existuje
,opadny‘ prvek z ¢ O tak, e a + = = o. N8kdy se té% poZaduje existence ,,jed-
notkového‘ prvku j, t. j. prvku takového, Ze pro ka¥dé a € O je aj = a. JestliZe
pro ka¥dé aeO je a.a = a, a + a = o, nazyva se O Booleovym okruhem.
Ptiklady: Okruh viech polynomi v jedné prom¥nné s redlnymi koeficienty,
okruh v3ech celych &fsel, okruh vSech sudych &isel (0, 2, — 2, 4, — 4, ...) 8 ob-
vyklou definici séftdnf a nésobenf. Nejsou to oviem Booleovy okruhy; prvni
dva z nich maji jednotkovy prvek, tfetf nikoliv. Viz Kofinek, Zédklady algebry,
definice 10,2, str. 108.

2. Budi% P jakékoliv mnoZina; nazveme-li P systém viech jejich &4stf a na-
zveme-li na chvili soudtem dvou mnozin jejich symetrickou diferenci a soufinem
jejich prunik, je P Booleovym okruhem s nulovym prvkem @ & jednotkovym
prvkem P. DokaZte! Ndvod: PiSme pro v&tsi pfehlednost 4 4 B misto 4 (A4, B).
Asociativnost ,,s8itdni“ A 4(BAC) = (A A4B) AC dokéZete takto: Levé strana
je mnoZina ondch prvki, které leZi budto ve viech tfech mnoZindch 4, B, C,
nebo prédve v jedné z nich; stejnd .pravé strana. Ostatnf v&ci (komutativnost
atd.) jsou zfejmé.

3. Budiz U systém n&kterych &asti mnoZiny P (oznaleni jako v cvid. 2).
Potom U je okruhem (ovSem Booleovym) ve smyslu cvié. 1 a 2 tehdy a jen tehdy,
je-li % okruhem ve smyslu § 3. ¥ m4 jednotkovy prvek ve smyslu cvié. 1 tehdy
a jen tehdy, je-li U t&lesem ve smyslu § 3. Ndvod: Je nutno sjednoceni a rozdil
dvou mnoZin vyjadfit symetrickou diferenci a prunikem a obracend.

§ 9. Dalsi v&ty o miFe, vn&j3i miFe a m&Fitelnosti. Stile pfedpoklé-
dém, Ze je déna funkce u s vlastnosti S,. Podle v&ty 14 jsou u-méfi-
telnymi nejenom mnoZiny oteviené a uzaviené, nybr i mnoZiny typu
F, (sjednoceni spodetného systému mnoZin uzavienych, viz D I,
kap. VI, § 6) a mnoZiny typu G, (prinik spodetného systému mnozin
otevienych), dile mnoZiny typu F,; (prinik spodetného systému
mnozin typu F,), Gy, Fys,, Gsrs atd.; nebudeme to rozebirati (mnoZiny
typu F,, jsou, jak snadno nahlédnete, mnoZinami typu F,, proto se
zvlasté nezavadéji; podobnd Gy atd.).

" 40) g?odrobnéji: komutativnim okruhem. N&kdy se toti% nepo¥aduje rovnost
= ba.
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Odvodime nyni ¢tyfi (navzdjem piibuzné) véty o méritelnosti,
Véta 19. Mnotina M c E, je u-méfitelnd tehdy a jen tehdy, jestlize
ke kaZdému ¢ > 0 existuje oteviend mnoZina G tak, Ze
(82) McG, u@-M<e.

Dikaz. I. Necht podminka je splnéna. V (82) je G € €,, 4(G, M) =
= Q@ = M, tedy u,(4(@, M)) < ¢ tedy je M méfitelnd podle defi-
nice 6.

II. Necht M je u-métitelnd. Budiz ¢ > 0. Existuje C €@, tak, Ze
U(A(C, M)) < te. Lze psati C = U I, (I, omezené intervaly). Podle
n=1
vlastnosti S, existuje ke kaZdému pfirozenému n otevieny omezeny

interval J, tak, ze J, > I,, u(J,) < u(l,) + ¢.277"2, takZe (viz (81)
na konci § 8) u(J, — I,) = u(J,) — p(l,) < ¢.2 72 Polozme C, =
= U J,; potom C,; je oteviené, CcC,, C;, -~ C=UJ,—~UI,cC

n=1

cU (J, = 1,), takZe (v&ta 17)
wd(Cy, ) = u(C, = O) < Zlﬂ(J,. ~1I,) < te,
n=
nacez podle (59)
p(A(Cy, M)) < te + 1e < ie.

Tedy pfednd p,(C; — M) < %e, za druhé u, (M = C,) < }e. Existuje
tedy (podle véty 10, uZivam o,) oteviend C, tak, ze M — C, c C,,
u(Cs) < %e. Polozme C, U C, = G. Potom @ je oteviend a plati (82),
nebot M cC v (M =C)cC vl u(G@— M u(C,— M)+
+ /‘c(oz) <e.

Véta 20. MnoZina M c E, je u-méfitelnd tehdy a jen tehdy, existuje-li
mnofina N typu G, tak, Ze

(83) McN, uN-=M)=0.

Dukaz. I. Je-li podminka splnéna, je N méfitelnd, N — M mé&¥i-
telnd a tedy M = N — (N = M) méfitelnd. II. Je-li M mé&Fitelnd,
existuje ke kafdému pfirozenému n oteviend @, tak, ze M c G,,
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w(@ = M) < % Polotme N — A @,, takso N jo typu @y, M c N,

n=1

N--McG,~M a tedy u(N -~ M) < 71— pro ka¥dé ptirozené n.
y,Dudlni¢ jsou ndsledujicf dv& véty:

Vé&ta 21. Mnofina M c E, je u-métitelnd tehdy a jen tehdy, jestlie
ke katdému & > 0 existuje uzavfend mnoZina F tak, %e

(84) FcM, uM=F)<e.

Dikaz. PoloZimeli @ =E,~F, N=E. —~ M, je G- N =
=M =~ F, a dile je F c M tehdy a jen tehdy, je-li N c 4. Odtud
ihned zjistite, Ze podminka z v&ty 21 nent nic jiného nez podminka
z v8ty 19 pro méfitelnost mnoZiny N = E, — M, t. j. pro méfitelnost
na$f mnoziny M = E, — N.

V&ta 22. Mnofina M c E, je méfitelnd tehdy a jen tehdy, jestlife
existuje mnotina N typu F, tak, Ze

(85) NcM, uM - N)=0.
Dukaz. I. Je-li podminka splnéna, je M = N u (M = N) méfi-
telnéd. II. Je-li M métitelnd, existuje podle véty 21 ke kazdému p#i-

! . Polo-

rozenému n uzaviens F, tak, ¥e F,c M, u(M — F,) <;

$me-li N = U F,, platf zfejms (85).
n=1

Priklad 1. Véta 22 by se stala nespravnou, kdybychom v ni slova
,,mnoZina N typu F,‘ nahradili slovy ,,uzavienad mnozina N‘; ukaZme
to na prikladé v E,. Za u vezmé&me funkei z § 6, piikl. 1 (u(I) je délka
intervalu I). Polozme M = (0, 1) a budiZ N uzaviena, N c M. Jeito M
neni uzaviend, je N + M, tedy oteviend mnoZina M — N obsahuje
aspoii jeden bod, tedy i jisté jeho okoli, t. j. jisty nezvrhly interval I,
takie u(M =~ N)> u(I) > 0. Tedy vskutku (85) nemie platit.
Podobné ve vété 20 nesmime slova ,,mnoZina N typu G, nahraditi
slovy ,,oteviend mnozina N*.

Poznédmka 1. Podle véty 22 jsou vSechny u-mé&fitelné mnoZiny
ddny vzorcem 4 v B, kde 4 je typu F,, B je u-nulova. JeZto definice
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mnozin typu F, nezavisi na funkei u, je patrno, Ze rozsah systému I
viech u-méfitelnych mnoZin zdvisi jen na tom, které mnoziny maji
vnéjsi y-miru rovnu nule.

Kdezto dosud (i jests v dukazu véty 19) jsme se opirali o definici 6,
jsou ndsledujici véty 23—26 pouhymi pocetnimi disledky vét 14, 17,
18; jsou oviem velmi dilezité.

Vé&ta 23. BudiZ M,c M,c M;c ... nekonelnd rostouct posloup-
nost u-méfitelnych mnosin. PoloZme M = lim M, (zde tedy M —

n—>o

= G M,). Potom
n=1

(86) p(M) = p (lim M,) = lim u(M,) .

n— n—+wo
Dukaz. Je-li u(M,) = + oo pro nékteré n (a tedy i pro vSechna
vétdi n), je téZ u(M) = + oo a (86) plati. Budiz tedy u(M,) < +
pro kazdé n. Jest
M=M v (M,~-M)v (M; =~ M) v ...

(disjunktni sjednoceni); dale je podle véty 18 u(M,,,) = w(M,) +
+ Iu(MiH-l - Mﬂ)’

W) = W) + S pM sy = M) =
(87) =t

= w0 + 3 (M) — u(M) -

n=1
Ale soudet prvnich n + 1 &len vpravoje u(M,) + u(M,,,) — u(M,) =
= u(M,,,), takZe z (87) plyne u(M) = lim u(M,.,).

V&ta 24. BudiZ M,> M,> ... nekonelnd klesajici posloupnost
u-méfitelngjch mnoZin a piedpoklddejme, e u(M,) < + oo. PoloZme

@
opét M = 1lim M, = N M,. Potom opét plati (86).

n—>wo n=1
Dukaz. Polofme M, -~ M,=A,, M,~ M = A, takie A4 =
=Y 4, 4, c4;,cd;c... Podle véty 23 je tedy u(d) = lim u(4,),

n

=1
t.j. w(M, — M) = lim u(M, — M,). Podle vzorce (81) ke konei § 8 1ze
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tuto rovnici psati u(M,) — u(M) = lim (u(M,) — w(M,)) = w(M,) —
— lim u(M,), a jeito jsou zde vSude konecnd ¢isla, plyne odtud (86).

Poznémka 2. Ani lim M, ani lim x(M,) se nezméni, vynechame-li
koneény pocet &lent. Staéi proto misto u(M;) < + oo predpokladati
ve vété 24, Ze je u(M,) < + oo aspofi pro jedno n (a tedy i pro viechna
vétsi n). Je-li viak u(M,) = + oo pro viechna n, nemusi (86) platit.
Piiklad: M, = (n, + ); vezmu za p funkeci z pfkl. 1 v §6
(délka intervalu). Jeito M, obsahuje intervaly libovolné velké koned-
né délky, je u(M,) = + oo, lim u(M,) = + ©. Ale M = lim M, =

fn—> o

fn—wo

=AM, =9, tedy u(M) = 0 + lim p(M.,).
n=1

Vé&ta 25. BudiZ M,, M,, ... libovolnd nekoneénd posloupnost u-méfi-
telnyich mnosin.

I. Potom
(88) p(lim inf M,) < lim inf u(M,,) .
I1. Je-li mimo to o o
(59) WU M) < + @,
je také "
(90) u(lim sup M,) > lim sup u(M,) .
n>w n>o

Dikaz. I. Kladu ﬁ M,=A4, B= G A,, takie (viz (3) v §2)

=1
B —liminf M, Jo A cA,c..., takie véta 23 dévé u(B) =
n—>wo

= lim u(4,). Ale A, c M,, tedy u(4,) £ u(M,); vezmu-li po obou

str;;lzch limes inferior (vlevo oviem existuje limita), dostdvam
lim u(4,) < lim inf u(M,). Ale vlevo stoji pravé u(B).

n—>w n—>ao0

II. Kladu UM =0C,, D= nC,,, takze (viz (3) v §2) D =
= lim sup M Je C,>Cy,o ..., ,u(O’ ) < + oo, takZe podle véty 24

n—>o

je w(D) = lim u(C,). Ale C,> M,, tedy u(C,) = u(M,), tedy
p(D) = lim u(C,) = lim sup u(M,).
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Specialn{ pifpad:

Vé&ta 26. Budif M,, M,, ... nekonelnd posloupnost u-méfitelngch
mnozin. Necht plati (89) a necht existuje M = lim M,. Potom plati
opét (86). T

Dukaz. Véta 25 dava

u(M) < Tim inf u(M,) < lim sup p(M,) < p(M) .

Poznamka 3. Ve vétach 25 II, 26 oviem opét stadi, jestlize misto
(89) predpokladame, Ze pro jisté k plati

(91) wWUM,) < + .
n=k

Véta 24 je oviem obsaZena ve vété 26. Uvédomte si rozdil mezi vétami
23, 26: Rovnice (86) plati, jestlize budto M, c M, c ... nebo jestlize
vSechna M, aZ na konedny pocet jsou obsaZena v jedné a téZe mnozing
koneéné miry. Véta 23 a prvni éast véty 25 plati i pro vndj¥f miru ja-
kychkoliv (i nemé&fitelnych) mnoZin. To si dokdZeme. Ale napied uve-
deme tuto poznamku:

Pozndmka 4. Ke kazdé mnozing M c E, existuje mnoZina N typu
@, (a tedy u-méfitelnd) tak, Ze

McN, ulN)=pu(M).*)

Dukaz. Je-li u,(M)= + oo, stadéi voliti N = E,. Budiz tedy

u (M) =T < + . Ke kazdému pfirozenému = existuje podle véty

10 (uzivdm o,) oteviena G, > M tak, Ze u(G,) < T + 71': Stadf polo-

Ziti N = ﬁ @,, nebot potom McNc@,, a tedy T = u, (M)
n=1

SuN) Zp @) <T + ;lb— pro kazdé x.

Vé&ta 27. BudiZ M, c M,c ... nekoneénd rostouct posloupnost ja-
kychkoliv mno%in v E,; polofme M = lim M, = G M,. Potom

n— n=1

4) Je%to nemusf byti u(N) = u,(M) + p (N =~ M), neplyne odtud (ani
v pfipadd u(N) < + o) rovnice u,(N =~ M) = 0. Ostatn¥ z této rovnice by
ihned plynula méfitelnost mnoZiny M. Srovnej vétu 20.
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(92) k(M) = lim u,(M,) .4%)

Dtkaz. p(M) = u,(M,) a odtud
(93) bo(M) = lim u,(M,) .

fn—>ow

Podle pozn. 4 existujf méfitelné N, tak, 2 M, c-Nn, p(N,) =
= u(M,). Poloime 4, = A\ N,, takie 4, je mekitelné, Ny> 4, >
n=p

S A M, = M, tedy také u(4,) — u(M,). Je A, c A, C ..., tak¥e

n=p
-]

véta 23 divd u( 1A,,) = u(lim 4,) = lim u(4,) = lim p,(M,). Ale
p=

w P p—> p—>o
McU A4, a tedy
p=1
(M) < ,u(pUIAp) = lim pu (M) .
= p—>©
Odtud a z (93) plyne (92).

V&ta 28. Budiz M,, M,, ... nekoneénd posloupnost mnofin z E,.
Potom
(94) s (lim inf M) < lim inf u,(M,) .

fn—>0 n—+wo

Dikaz: Plyne z véty 27 zcela obdobng jako I. éast véty 25 z vty 23.

Nakonec podidme jesté jednu charakteristiku mé&fitelnych mnoZin,
zcela odlisnou od definice 6 a od vét 19 az 22,

Véta 29. MnoZina M c E, je u-méfitelnd tehdy a jen tehdy, jestlize pro
kazdy omezenyj interval I c E, je
(95) | wdMI) + p(d = M) = ().

Dikaz. I. Jeito I = MI v (I — M) (disjunktni sjednoceni), plyne
(95) z méfitelnosti mnoziny M podle véty 18. II. Necht naopak mno-
Zina M je takovd, Ze (95) plati pro kaidy omezeny interval I c E,.
Vezméme tedy n&jaky omezeny interval I a budiz & > 0. Existuji
mnoziny C, € €,, C, € €, tak, ze

MIcC,, ulC,) <pMI)+ ¢,

(96) I=McCy () <md=M +e.

4) Limita vpravo je limitou neklesajici posloupnosti, a tedy existuje.
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Podle pozn. 7 v § 8 plati
(97) Oy © Cy) = u(0,) + u(Cy) — u(C,Cy) .

Jeito C, v C;> I (podle (96)), je u(C, v C,) = u(l); dosadime-li
odtud a z (96) do (97), obdrzime

u(I) < po(MI) 4 p (I — M) + 2¢ — u(C,Cs) ,
takze (95) dava u(C,C,) < 2¢. Ale IC, — IM c (I — M) C, c C,C,,
IM — IC, = 9 (viz (96)). Tedy
re(AICy, IM)) S u(CyCh) < 26
Podle definice 6 je tedy IM méfitelnd (a to pro kazdy omezeny inter-

val). Ale lze psati E, = U I, (I, omezené intervaly); tedy také mno-
® n=1

%ina M = ME, = U I,M je mé&fitelna.
n=1

Poznamka 6. V&imnéme si, Ze jsme v bod®é II dokézali: Plati-li
(95) pro jisty omezeny interval I, je MI métitelnd. Tedy: Je-li M
omezend a jestliZe pro jisty omezeny interval I > M je u (M) + p(I =
= M) = u(I), je M u-méfitelnd.

Poznamka 6. Véta 29 je zajimavd jesté s jiného hlediska. My jsme
definovali u,(M) pro viechna M. Systém vSech u-méfitelnych mnozin
oznaéme M. Ptejme se, zda existuje né&jaky rozsahlejsi systém & mno-
zin, ktery ma aspoii tyto ,,rozumné* vlastnosti:

I. © je okruh, k némuz patii viechny omezené intervaly.

II. Je-'li AeS, BeS, AB= 0, je u (A v B) = u,(A) + u,(B).4)

Necht © ma vlastnosti I, IT; budiZz M ¢ ©. Budiz I libovolny omeze-
ny interval; potom je MI ¢S, I —~ M S, a podle II je u,(MI) +
+ u,(I ~ M) = p,(I), takZe podle véty 29 je M u-mé&fitelna, t. j.
S c M. Tedy: M je ,,nejvétsic okruh, obsahujici viechny omezené
intervaly, ve kterém plati II. NaSe definice méfitelnych mnozin byla
tedy velmi vhodna: neni moZno sestrojiti Zddny okruh, obsahujici
vBechny omezené intervaly a vyhovujici podmingce II, ktery by obsa-
hoval asponi jednu p-neméfitelnou mnoZinu. Zhruba fedeno: u-méfi-
telné mnoziny jsou nejobecn&jsi mnoziny, pro néz funkoe u, mé jest
rozumné vlastnosti.

) Systém M mé tyto vlastnosti a jestd mnohé jiné; viz v&tu 14.
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Cvident

1. Budte 4,, 4,, ... disjunktnf u-méfitelné mnoZiny; budiz M c E, jakékoliv
mnoZina. Potom

,u,(M ‘U4, = z ”a(M CA,) .
n=1 n=1

(To je zajimavé: mEFitelné disjunktni mnoZiny 4, vytinaji z jakékoliv —
inemé&fitelné — mnoZiny M &isti MA,, jejich¥ vn&jsi miry se chovaji ,,adi-
[

tivn&.) Névod: Podle pozn. 4 sestrojim mé&fitelnou N > M. U 4, tak, Ze

n=1
@ [} -]
#N) = p,(M .U 4,), a dile pokraujeme: < X u,(MA,) <X u(N4,) =
n=1 n=1 n=1

-]
=u(N.U 4,) £ u(N). Tedy musi véude platit revnost.
n=1

2. Speciélng: Je-li A u-méfitelnd, M jakdkoliv, je u,(M) = u(AM) -+
+ pe(M = A). Srovnejte s v&tou 29: Je-li naopak M métitelnd, 4 neméfitelns,
nemusf tato rovnice platit.

3. DokaZ¥te toto zobecndnf pozn. 4: Ke ka¥dé mno%ind M c E, existuje u-mski-
telnd N O M tak, ¥e pro ka¥dou u-méfitelnou 4 je u(NA) = u,(MA). Ndvod:
je-li u,(M) < 4 oo, miZete vzit pfimo NN z pozn. 4. V obecném p¥fpad¥ rozdslte
napied E, na jednotkové krychle. UZitim vty 20 miZete dodateéns dosdhnouti
toho, aby N byla typu G,.

§ 10. Lebesgueova mira. V tomto paragrafu vezmeme za funkei u
funkei g, z §6 prikl. 5 t. j.: u(@) =0; je-li I =1, X 43 X ... X %,
neprazdny omezeny interval v E,, je u(I) rovno soudinu ,,délek* inter-
valt 4y, ..., 7, (délka jednobodového intervalu v E, je rovna 0). Ziejmé
u(I) =0 tehdy a jen tehdy, kdyz I je zvrhly. Vime (viz prikl. 8
v § 6), Ze tato funkce x m4a vlastnost S,. Ihned zjistite, Ze pfi této mire
mé kazdy neomezeny nezvrhly interval miru + oo, kazdy zvrhly
(i neomezeny) miru 0. To zjistite, kdy% kazdy neomezeny interval 7,
v rovnici I = ¢, X ... X i, nahradite disjunktnim sjednocenim ne-

koneéné mnoha intervalt délky 1, na pf. (a, + )= U (@ + n,
n=0

a + n + 1) a uZijete véty 18. Misto y-mira atd. budeme pii této funkei
fikat téZ Lebesgueova (vnéj§i) mira, lebesgueovsky méfitelné (nemeri-
telné) mnoZiny atd.; je-li nutno pfipomenouti ,,dimensi‘‘ r, mluvime
o r-rozmérné Lebesgueové mire atd. Jeji dileZitost je jasnd: jde o miru,
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pfi které mérou omezeného intervalu je jeho ,,0objem‘* ve smyslu ele-
mentarni geometrie.

Poznéamka 1. Budte a,, ..., a, &sla z E;; budiZ p,, ..., p, n8jaka
permutace ¢&isel 1, 2, ..., r. Zavedme tato tii zobrazeni ¢,, @,, @3 pro-
storu E, na E,:

P1(@ys oees ) = [T o0 Tp]
(permutace soufadnic);

@@y o @) = [— 24, Xy, ..oy 7]
(soumérnost podle nadroviny €(z, = 0));
z

Qa(Zyy oo ) = [, + Gy ..., 2, + a4]
(posunuti) .

Lebesgueova mira m4 tyto témér samoziejmé vlastnosti symetrie:

Véta 30. BudiZ u Lebesgueova mira v E,; budte @y, ps, @3 z0brazent
z pozn. 1. Potom pro kaZdou mno¥inu M c E,a proi = 1, 2,3 plati: Jest

(98) (M) = py(pM)) ;
je-lt M méFitelnd, je té& p (M) méfitelnd (lebesgueovsky).

Pozndmka 2. Zobrazeni inversni k ¢, ma podobny tvar jako ¢;.
Proto lze vétu obratiti: Je-li nékters ze t¥ mnozin ¢,(M) méfitelnd, je
i M méfitelna.

Dikaz. Je-li I omezeny interval, je ¢,(I) interval se stejnymi délka-
mi hran (aZz na pofadi v pfipadé ¢ = 1), tedy u(p:(I)) = u(I). Pokry-
va-li ngjaky systém intervali I, mnoZinu M, pokryva systémintervali
@:(I ,) mnozinu ¢,(M).44) UZiji-li ve vété 10 &isla o,, dostanu ihned (98).
Specialng je u(M) = 0 tehdy a jen tehdy, kdyz u(@.(M)) = 0. Jezto @,
je isometrické zobrazeni (viz D Il, kap. VI, § 3), je obrazem uzaviené
mnoZziny mnoZina uzaviena, a tedy obrazem mnoZiny typu F, je
mnozina typu F,. Tedy obrazem mnoZiny, jeZ je sjednocenim mno-
ziny typu F, a mnoziny nulové, je mnoZina téhoz druhu. Tedy (vé-
ta 22) obrazem méfitelné mnozZiny je métitelnd mnozina.

4) A naopak, pokryvaji-li ;(I,) mnoZinu ¢,(M), pokryvaji I, mno¥inu M.
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Véta 31. Budiz r > 1, r celé. Potom v E, existuje lebesgueovsky ne-
méfitelnd mnofina.

- Dukaz. I. Budiz r = 1. Jsou-li z, y koneénd redlna d&isla, pi¥me
x ~ y, jestliZe x — y je raciondlni. Zfejmé: Jest x ~ z; je-li x ~ y, je
y~uxjeliz~y,y~z jox~z Viechna disla z E, se tedy rozpadaji
na disjunktni tiidy tak, Ze z, y patii do téze ti¥idy tehdy a jen tehdy,
je-li z ~y. Podle axiomu vybéru existuje mnozina M c E,, kters
z ka#dé t¥idy obsahuje pravé jedno é&islo. T. j. ke ka?dému xzeE,
existuje v M jedno a jen jedno y tak, Ze x ~ y, t. j. Ze * — y je racio-
nalni.

Pro libovolné raciondlni s budiz M, mnoZina vSech &isel x + ¢, kde
x e M; tedy specidlng M = M,. Tedy M, vznikd z M ,,posunutim*.
Tvrdim, ze

(99) E1=UMJ$

kde s probiha viechna raciondlni &isla, a Ze sjednoceni vpravo je dis-
junktni. Nebof je-li x ¢ E,, existuje y e M tak, Ze x — y = 8 je racio-
nalnf, tedy ze M,; je-li viak soudasné téz xe M, (¢ raciondlni), je
x=2z+tzeM,z~y,tedyz=yatedyis=~=.

Piedpokladejme, Ze M je lebesgueovsky méfitelna; z toho odvodime
spor. Podle véty 30 je téz M ,lebesgueovsky méftitelnd, u(M) = u(M,) =a
(0 L a £ 4 ). Podle (99) a podle véty 18 je

wE)=+oo=3uM)=a+a+a+...,

tedy a > 0. Ale M = lim M . (—n,n); jefto jde o limitu rostouct

fn—>

posloupnosti mnoZin, je podle véty 23 a = lim u(M . (—n, n)); tedy
N>

existuje n ¢ N tak, %e u(M . (—n,n)) = b > 0. Opét podle véty 30
jeuM,.(—n +8n +8) =>b. Polokme N= U M,.(—n + s,

0<s<1
n + 8) (8 probfhd raciondlni é&isla intervalu (0, 1)). Podle véty 18

(disjunktnost v (99)!) je u(N) =b +b + b + ... = + oo, ale sou-
dasné N c (— n,n + 1) a tedy u(N) < 2n + 1 — spor.
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II. Budiz » > 1. Zvolme nezvrhly omezeny interval I c E,_,, takZe
u(E, X I) = + oo, a polozme#s) A =M X I, A,= M, X I. Tedy
podle (99)

E, x I =4y 4, (disjunktnisjednoceni) .
L]

Opakovénim dalSich Gvah obdrZzime jako diive, Ze A neni méfitelnd.
Probral jsem pfipad r = 1 zvla&té jen proto, Ze je prithledn&jsi.

Poznédmka 3. Budiz i mnoZina viech lebesgueovsky neméfitel-
nych mnozin v E,. Dokézali jsme pravé, Ze existuje mnozina M € N,
t. j. Ze M + 9. Naproti tomu se ndim nepodafilo (a dosud se to nepo-
daiilo nikomu) definovati jednoznaéné uréity prvek z N (t. j. uréitou
neméfitelnou mnozinu), t. j. udati piedpis, kterym by byl jednoznaéng
urden jeden prvek z N. Pii naSem dikazu by k tomu bylo nutno defi-
novati jednoznaéng jeden z nekoneéné mnoha vybé&ri, vybirajicich po
jednom dcisle z kazdé tiidy.4%) Zde se velmi jasné jevi ,,nekonstruktiv-
ni‘‘ charakter axiomu vybéru.

Je mozno ifci, Ze v ,,praksi‘‘ nenarazite nikdy na neméfitelnou mno-
Zinu. Jestlize tedy u n&které mnoziny, se kterou se setkate, neovérite
jeji méritelnost, dopustite se sice logické chyby, ale mizete se ,,vsadit,
Ze méfitelnd je; totéZ plati o pojmiu méfitelné funkee, ktery zavedeme
v kap. II.

Cvideni

Jde o Lebesgueovu miru v E, (znak u). Cvifenf se pfipinaji hlavnd k v¥t& 30.

1. Budi¥ ¢, zobrazeni E, na E, takto definované (a,,...,a, jsou konetnd
kladné isla):

Pa(@1s o0 Ty) =[Gy, ..., B,T,]

DokaZte, Ze p,(p(M)) = a, ... a, u(M) a fo M je méfitelns tehdy a jen tehdy,
kdy¥ ¢,(M) je mé&titelnd.

2. Uzavienou koulf o stfedu 8 = [s,, ..., s,] a polom&ru R (0 < R < + o0)
nazvu mnoZinu

K = 8@y~ o ..+ (@ — o S BY.

Pomocf zobrazeni ¢, & ¢, dokaZte, Ze existuje &islo ¥, (0 < V, < + ), z4vislé
pouze na r tak, ¥e mira koule K jerovna ¥V, . Rf (§islo V, uréime v kap. VII).

4%) M, M, zna¥f mnoZiny z bodu I.
4) Kdybychom to dovedli, nepot¥ebovali bychom ovem axiom vyb&ru.
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3. Krychlovym intervalem nazveme interval (nezvrhly a omezeny), jeho%
strany jsou vSechny stejnd dlouhé. Doka%te: KaZdy nezvrhly omezeny interval I
Ize pokryti koneénym podtem krychlovych intervald, jejichZ miry maji soufet
mensi neZ 27~ 1u(I). Ndvod: BudiZ I délka nejkratsf hrany intervalu I. Sestro-
jim-liinterval I; D I, jeho# vSechny hrany majf délky rovné celistvym nésobkim
&isla 1, 1ze I, rozloZit na krychlové intervaly.

4. UZitim v&ty 10 a cvié. 3 dokaZte: Tehdy a jen tehdy je u, (M) =0,
existuje-li ke kaZdému & > 0 spodetny systém krychlovych intervali I,,
I, ... tak, e M c U I,,, Zu(l,) < e

5. UZitim cvi&. 2 ukaZte, Ze v cvi&. 4 1ze krychlové intervaly nahradit uzavie-
nymi koulemi.

6. DokaZte, e &islo 271 v cvid. 3 lze nahraditi kterymkoliv &islem v&t$fm
neZ 1.

(-]
7. Utitim v&ty 10 a cvid. 6 dokaZte: u,(M) je infimum soudtt X u(l,) pro vie-
n=1

chny posloupnosti uzavienych krychlovych intervalt I, I,, ..., pokryvajic{ M.
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