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KAPITOLA III

ZAKLADY THEORIE LEBESGUE-STIELTJESOVA
INTEGRALU

Viechny funkce v této kapitole az do § 5 véetné jsou redlné.

§ 1. Definice a nejjednodu¥¥f vlastnosti. Pozndémka 1. Budiz
AcE}, BcE}, S, =sup A =supa, 8, = sup b. Necht pro kazdé
aed beB

acd, be Bmé a + b smysl; poloZme S = sup (a + b). Potom je

aed, beB
(1) 8=28,+8,,

ma-li pravd strana smysl; podobné pro infimum. Dukaz. Pro ae 4,
beB je a +b< 8, + 8, tedy 8§ <8, + 8,. Piedpokladejme, Ze
S < 8; + 8,. Je zfejmo, Ze potom existuji koneén ¢isla T',, T', tak, Ze
T, <8, Ty <8 T, +T,> 8. Tedy existuji ae 4, be B tak, Ze
a>T,b>Ty, tedya +b>T, + Ty > 8, coz neni mozno. Tedy
neni 8 < 8, + 8, tedy plati (1).

Poznamka 2. Pro kazdé a € Ef polozme

. | =a=a| proa=0
a+_Ma.x(a,0)—{ —0proa<o;

- — Max (— a, 0) = =0proa=0
@ =ax 7Tl =—a=la proa<l0.
Aspoti jedno z ¢isel a*,a- je vidy rovno nule;!) vidy je a* > 0,
a- = 0. Zrejmé

la| =a* +a-; a=a* —a-; (—a) =a"; (—a)-=a*.
I. Mé-li a + b smysl, je
(2) (@ +b)r<a +b, (@+b-=Z<La +5b-.

Dukaz. a +b < a* + b, 0< a* +b*; tedy Max (@ +5,0) <
< a* + b*. Druhou nerovnost dostaneme zménou znameni u a, b.

!) Rikéme, %e a* je kladné, a- zdporné ast &isla a (vhodn¥ji snad nezéporn4,
nekladnd).
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II. Ma-li @ — b smysl, je
) o — 5| <la—b], |a-—b|<|a—b.

Dukaz. Zase stadi dokdzat prvni nerovnost. Je-li @ nebo b neko-
neéné, je nerovnost splnéna.?) Jsou-li a, b koneénd, je podle I: b* <
La* 4+ (b—a)Zat +|b—al, tedy b* — a* < |a — b| & podobn&
at — b < |a— b

Poznédmka 3. Podobného symbolu budeme pouzivati, jde-li o redl-
nou funkei f v oboru M. Definujeme pak f+ jakoZto funkei v oboru M
a to tak, Ze pro kazidé xze M je f*(x) = (f(x))* = Max (f(z), 0), a po-
dobng definujeme f- rovnici f-(z) = (f(z))- = Max (— f(x), 0). Funkce
f je u-méfitelnd v mnozing M tehdy a jen tehdy, jsou-li f*, f- u-mé&ri-
telné v M. Dikaz. Je-li f méfitelnd, uvaime, Ze f+ = Max (f, 0),

- = Max (— f, 0). Jsou-li f*, f- méfitelné, uvaZzme, %o f = f+ — f-.

Poznamka 4. Ve viech tivahdch této kapitoly je pismenem u ozna-
¢ena jistd funkce s vlastnosti S, (tedy ,,mira‘ ve smyslu kap. I, § 8).
Budiz M c E, m&fitelnd; budiZ f reslns funkce, definovans skoro viude
v M; budiz N mnoZina ongch ze M, pro néz f(xr) neni definovano.
Budiz

m: M, M,.. .M,

disjunktni koneény systém méfitelnych mnozin, M = M, v
U ...V M, budeme kritce fikati, ze M je ,rozklad mnoziny M‘.3)
PoloZme

) o) = o(B) = 3 ve (M),

®) Syl ) = ) = 5V M),

kde

(®) o= int fla), V.= sup f(z).
zeMy+~ N ZeM¢+~ N

(4), (5) je t. zv. dolni a horni soudet, pFisluiny k rozkladu M (a k funkei
f a k mnoZing M). Podotkndme ihned, %e soudty (4), (5) nemusf miti

3) Je¥to a — b mé smysl, nenf a* = b* = 4 o, tak¥e leva strana mé smysl.
3) Ob&irndji: konedny métitelny rozklad mnoiiny M.
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vidy smysl.4) Déle, Ze pro u(M,) =0 je v, u(M,) =V, u(M,) =0
(pamatujme na pravidlo 0. (4 o) = (£ ©).0 = 0). Koneénd je
zfejmo, ze 8(M) < S(M), maji-li obé strany smysl. Zfejmé je analogie
8 dolnimi a hornimi soudty pii Riemannové definici integrdlu (J I,
kap. IT).

Ale okolnost, 7e miZe byti v; = + o, Vi = + oo, u(M,) = + o,
nés nuti k jisté opatrnosti. Nejsnize snad se vyhneme obtiZim touto
definici:

Definice 10. Budi M C E, u-mé¥itelnd, budif f u-méfitelnd v M a re-
dind.
I. Jestlize pro Zddné x € M ment f(x) < 0, definujeme
(7 [tdp
M

jako supremum vdech dolnich soutti $(M) (pro vdechny rozklady M),
popsanych v pozn. 4.
I1. V obecném pfipadé pisme f = f+ — f- a kladme
(8) Jfdu = [fdu— [f-dpu,
M b4 o

kde tntegrdly vpravo jsou vzaty ve smyslu bodu I, md-li tento rozdil

smysl; memd-li rozdil v (8) vpravo smysl, fikdme, %e [fdu neexistuje
M

(nebo Ze nemd smyslu; podobné misto ,.existuje* fikdme dasto ,,mé

smysl‘).

Nézev: Integral (funkce f pfes mnozinu M pfi mife u) — obdirnéje
Lebesgue-Stieltjestv integrdl.

Poznidmka 5. Existuje-li integrdl (8), miZe miti téZ hodnotu
4 co. Ma-li integrdl koneénou hodnotu, budeme fikat, e konverguje
(nebo Ze je konvergentni). Jaky je pomér k Riemannovu integrilu,

_vyBSettime pozdéji (¢4stednd jiz v § 4, pozn. 7, hlavng viak v kap. XI).

Poznamka 6. Musime se podivati, zda definice je v pofddku.

1. V pfipadé I maji viechny soulty (4) smysl; zfejmé pak 0 <
< [fdu< + .
M

¢) MuZe se v nich vyskytnout s¥ftanec + o i — oo zéroveri.



2. Neni-li f(x) < 0 nikde v M, je f* = f, f~-= 0 v M = N 5) takze
ve smyslu bodu I méme [f-du = 0 (rebot viechny dolni soudty,
M

piisludné k f-, jsou rovny nule). Pravé strana v (8) je tedy [fdu — 0
M

(integral ve smyslu bodu I); tedy v tomto pfipadé je definice integralu
(7) podle bodu II v souhlase s definici podle bodu I.
Poznédmka 7. Podobné jako v diferencidlnim podtu si dovolujeme
uréitou licenci; mfsto [fdu piSeme [f(z)du nebo [f(z,,...,,) du,
M » M

=Y
na pf. f d,u zde jde o funkei jedné proménné), f Py du
©,1) M
. . xz—y .
(zde minfm M c E, a jde ob{f du, kde f(z,y) = P | je

du

funkce dvou proménnych) a pod. Dale pisi [du, f dp = | ——
M P4 g g(x)

misto [1.dy, f % du atd. Hrozf-li pFi téchto ,,licencich‘‘ nékde ne-
M
M

dorozuméni, je t¥eba podati vysvétleni.
Piiklad 1. Je-li u(M) =0, je [fdu = 0 pro kazdou funkei f.
M

Dikaz. Neni-li nikde f(z) < 0, uvazme, ze v (4) je nyni u(M;) = 0,
tedy s(M) = 0 a uzijeme bodu I v def. 10. V obecném piipads [fdu =
o
= [frdu— [f~du=0—-0=0.
M 74
Priklad 2. Je-li M méfitelnd, ceE}, je [cdu = c u(M). Dukaz.
M

Minim ov8em integril funkce f, kde f(z) = ¢ pro kaZdé z ¢ M. Budiz
predng 0 < ¢ < + oo; ihned zjistite z (4), Ze (M) = ¢ u(M) pro kazdy
rozklad M.¢) Tedy vzorec plati pro ¢ = 0. Je-li ¢ <0, je f+ =0,
/- = |¢|, tedy podle bodu II def. 10 fc du = fO du — j'lc] dp =0 —

— |e| u(M) = ¢ u(M). Specidlng: fO d,u =0, fd,u = y(M) jestlize M
je méfiteln4.

$) N je mnoZina t8ch bodl = ¢ M, kde f(x) nemé smyslu.
8) UvaZte, %e to plati i proc = + oo i pro u(M) = + .
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Ptiklad 3. Jest [(— f)du = — [fdu, mé-li aspoli jedna strana
M b4 .

rovnice smysl. Dikaz. Stadi se omezit na pripad, Ze f (a tedy i —f) je

méfitelnd v M (jinak ani levé ani prava strana nemd smysl). Polozme

g = — [, tak¥eg* = f-,g- = f* a stadi uiti definice: f[gdu = [f-du—
M M

— [f* du, [fdu = [+ du — [f-du.
M M M M

Poznimka 8. Ctendf m4 moznd k definici 10 tyto poznimky:

1. Prod jsme se omezili na méfitelné mnoziny M ?

2. Prod jsme u nezédpornych funkei mluvili jen o dolnich a ne o hor-
nich soudtech? .

3. Pro¢ jsme napfed probrali neziporné funkce a teprve potom
(v rovnici (8)) pripad obecny?

4. Pro¢ jsme se od polatku omezili na funkce méritelné v M ?

n
Ad 1. V nejjednodus¥im ptipadd f(z) = 1 je s(M) = > u(M,); kdy-
i=1
bychom pfipoustéli i neméfitelné M, nemohly by ovSem vSechny M,
byti méfitelné, a musili bychom pracovati s vnéjsi mérou; ale potom
muze byti (i pii M\ M, = @) u, (M, v M,) < p,(M,) + p.(M,) a sotva
bychom dostali néjakou rozumnou theorii.

Ad 2. Vyjde ndm pozdéji, Ze (pfi Lebesgueové mife v E;) f —;—’ du
1, + )
konverguje. Ale prislu§né horni souéty jsou vesmés rovny - oo.
Nebot (1, + o) md Lebesgueovu mfru + oo, takZe v (5) je u(M,) =
= + oo aspoili pro jedno %, ale prisludné V, = sup $> 0,7) takZe
ZeM,
S@M) = + . ‘
Ad 3. Horni souéty, jak jsme pravé vidéli, se nehodi pro definici
integralu nezdporné funkce; zrovna tak se dolni soudty nehodi u ne-
kladnych funkei. A je proto pfirozeno, ze pro funkce, které méni zna-

meni, se nehodi nékdy ani horni ani dolni souéty. Proto je vhodné
pouziti dolnich soudtt jen pro definici integrali nezdpornych funkef

.1 .
) kde#to v; =inf — =0, je¥to M; nenf omezens.
zeM; T
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a potom teprve prejiti (def. 10, bod II) k funkeim s libovolnym zna-
menim.

Ad 4. Oviem: je-li u(M) < + oo, f omezend v M (nemusi byti mé¥i-
telnd), maji véechny horni i dolni soudty smysl (mnoZina jejich hodnot
je dokonce omezend) & miZeme se zcela analogicky s Riemannovou
definici ptdti po supremu 8 dolnich souétd a po infimu & hornich
soudt.?) V § 4 (véta 60) dostaneme tento vysledek: Vidy je (v tomto
piipadé) 8 < & a znameni rovnosti plati tehdy a jen tehdy, je-li f
méfitelnd v M. U neméfitelnych funkei bychom tedy dostali misto
integralu dvé rizn4 ¢&isla, jakysi dolni a horni integral. Proto se omezu-
jeme od podatku na méfitelné funkoe.

Pozndamka 9. Budte
m: M, ...M,; RN): N, ..., N,

dva rozklady mé&Fitelné mnoziny M (ve smyslu pozn. 4). Rikédme, Ze N
je zjemnénim rozkladu M, jestlize kazdd N, (j = 1,...,q) je asti
nékteré M; (¢ = 1, ..., n). Potom lze zfejmé psiti N jakoZto systém
mnozin,

9) MN: Mup(G=1,...mk=1,2,..,r1),

kde M, M, ..., M;,, jsou ony mnozZiny systému N, jejichZ sjedno-
ceni dava privé mnozinu M,.

Je ziejmé, %e ke kaidé dvojici rozkladu existuje jejich spoledné
zjemnéni (na pr. jestlize M,,..., M,; N,, ..., N, jsou dva rozklady
mnoziny M, tvoii systém vSech praniki M;N, spoleéné zjemn&ni obou
rozkladi).

Je-li nyn{ funkece f definovéna skoro v§ude v M — budiz P mnoZina
onéch z € M, pro néz f(z) nenf definovano — a maji-li souéty s;,u(M),
8;,u(M) smysl, pti dem% N je zjemndnim rozkladu M, je s;,u(M) <
< 8,u(N). Dikaz. Pfi oznadenf (9) svrchu uvedeném poloime
v, = inf Pf(:v), v, = infpf(x), takZe vy = v, a tedy

zeMy - ZeMy~
n 1 n 7 n
81,u(N) =‘,=Z”Zl”¢k w(M ) = Zl‘vikzlﬂ(M:'k) = Z:’;)t u(M;) = 8;,u(M) .
8) Viz }J I, kap. II.
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Z toho plyne tato dilezitd pozndmka: Zvolim-li libovolny rozklad M,
mnoziny M, potom supremum &isel 8; (M) pro v8echny rozklady M
mnoziny M je rovno supremu &isel 8, 5(M) pro ty rozklady M, jez jsou
zjemnénim rozkladu M,, takZe se pfi hleddni toho suprema mohu
omeziti na zjemnéni libovolné piedepsaného rozkladu M,; vie oviem
za predpokladu, Ze vSechny dolni souéty maji smysl.

Podobné pozndmka plati pro infimum hornfich souéti.

Véta 41. Budte M,, M, disjunkint méfitelné mnoZiny. Potom jest

(10) J fdu= [fdp + [fdp,
M,uM, M, M,
md-lt budto pravd nebo levd strana smysl.®)

Dukaz. Neni-li f méfitelnd budto v M, nebo v M, (takZe pak neni
méfitelnd ani v M, U M,), nemé smysl ani pravd ani levd strana.
Budi? tedy f métitelnd v M,iv M, a tedy i v mnoZind M = M, v M,.

I. Nechf piedné neni f(x) < 0 pro Zadné z e M, takZe ob& strany
v (10) maji smysl. Sestrojme rozklad
(Mo): My, M,

mnoziny M a omezme se na ony rozklady I mnoZiny M, jez jsou jeho
zjemnénim. Kazdy takovy rozklad uréuje rozklady

My): My, ..., My (My): My, ..., My,
kde M), (po piip. M) jsou ony mnoziny z M, které jsou obsazeny
v M, (po ptip. v M,).19) Naopak, kazdy rozklad M, mnoZiny M, a roz-
klad M, mnoZiny M, divaji dohromady timto zpisobem rozklad M
mnoziny M, jenZ je zjemnénim rozkladu M,. Ale potom zfejms
81, u(M) = 821, (My) + 8.2, (Ms) ,
nadez prechodem k supremu!!) obdrzim (10).

II. Nepiedpoklidejme nyni nic o znameni funkce f. Podle I médme

(1) [frdp= [frdu+ [fdu, [f-dp= [f-du+ [f-du.
M M, M, M M, M,
%) T. j.: m4-li v (10) smysl jedna strana, majf smysl ob& strany a jsou si
rovny.
10) O prézdné mnoZiny M;, se nemusfm starat.
1) Viz pozn. 1, kde za A (po pifp. B) polofm mnoZinu viech ¥isel 5, 5, ()

(po pip. & M.(ml))b-
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V té&chto rovnicich je leva strana + oo tehdy a jen tehdy, kdyZ aspon
jeden integral vpravo je + oo. Dale: ma-li leva strana v (10) smysl,
stoji aspoil v jedné z rovnic (11) jen konvergentni integraly, takze se
rovnice (11) daji odedist a vyjde (10). Ma-li pravé strana v (10) smysl,
zjistite opét ihned, Ze aspoti v jedné z rovnic (11) stoji jen konvergentni
integraly, takZe op&t miZeme odecist a dostaneme zase (10). (Takovéto
diskuse, tykajici se zji§téni, Ze uréité seéteni nebo odedteni lze provésti,
pfenecham pristé casto ¢tendri.)

Poznidmka 10. Budiz N ~ M, f~ g(M). Potom plati [fdu =

o

= [gdu, jakmile jedna strana rovnice ma smysl. Dikaz. Stadi se
N

zfejmé& omeziti na piipad, Ze f je méfitelnd v M (a tedy g méfitelnd

v N), jeito by jinak ani prava ani leva strana neméla smyslu. Budiz P

mnozina onéch xe M U N, kterd budto nelezi v MN nebo pro néZ

neni f(z) = g(x), takie u(P) = 0. Tedy (piikl. 1) [fdu = fgdu =0,
MP NP

nade? podle véty 41 je [fdu = [ fdu, fgdu = [g du (jakmile jedna
M M-P N N-P

strana ma smysl, mé i druh4 strana smysl). Ale ¥ — P = MN —~ P =
= N = P avmnozing¢ M — P je f(x) = g(x). Odtud plyne tvrzeni.
Tato drobné poznamka je Casto uZiteénd; pravi toto: VySetiuji-li
existenci a hodnotu integrélu [f du, mohu , integradni obor* M nahra-
M

diti libovolnou ekvivalentni mnoZinou a ,integrand“ f libovolnou
funkei ekvivalentni (v mnozing M); tim se nic nestane.

Na pf. je-li f definovéana skoro v8ude v M, mohu jeji definici doplnit
tak, aby byla definovina v&ude v M; je-li kladna skoro viude v M,
mohu jeji definici pozménit (na mnozing nulové miry) tak, aby byla
kladné viude v M. Jde-li o soudet ff du + ff du, kde u(M,M,) = 0,

smime predpokladatl ie M\ M, = 0 (neboﬁ misto integra¢éniho oboru
M, mohu vziti M, — M, M,) a pod. Takovéto Gpravy budeme dasto
v dtkazech proviadéti bez daldiho vysvétlovani. Oviem je nutno dati
pozor, zda se v pifedpokladech nebo v tvrzeni dokazované véty ne-
vyskytuje nic, na co by tato zména mohla miti ruivy vliv.

Poznidmka 11. Je-li M c E, mé&fitelna, f(x) = 0 skoro vsude
VE -~ M,je [fdu= [fdu, mé-li aspoii jedna strana rovnice smysl.
E, 74
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Dukaz. Podle véty 41 je f f + [, mé-li levd nebo pravd strana
E:M

smysl. Ale druhy integral vpra,vo je roven nule (piikl. 2 a pozn. 10).

Tato poznimka nam dovoluje nahradit libovolny integra¢ni obor M

oborem E,, coz je nékdy pohodIné. Podobné Jsou-li M, M, métitelné,

M c M,, f(x) = 0 skoro viude v M, — M, je ff du = ff du, ma-li

aspoii jedna strana smysl.

Vi&ta 42. Necht existuje I = f fdu. BudiZ M, méfitelnd, M, C M.
Potom existuje té£ I, = ff dyaplatz Jeli I < + oo,jetés I, < + ;
je-li I > — oo, je téZ I1 > — oo, je-li tedy I konvergentnt, je té£ I, kon-
vergenint.

Dukaz. Do (10) dosadime M, = M — M,. Je patrno: je-li I <
< + oo, musi oba séitanci vpravo byt < + co; podobné& pro I >
> — .

Véta 43. Budte f, g méfitelné v M. Budif f(x) < g(x) skoro véude v M.
Potom je
(12) [fdu < fgdu,
M M
jestlie a) budto [fdu > — oo, b) nebo fgdu < + oo, ¢) nebo oba
b4 M
integrdly v (12) existujt.12)

Dikaz. Smime predpokladdati, Ze f(x) < g(x) vSude v M.
I. Budiz pfednd f(z) > 0 viude v M. Potom s ,(M) < 55, 4(M)
a piechodem k supremu plyne (12).
II. V obecném piipad® uvaime, Ze f*(z) < g*(z), f-(z) = 9-(2).
Tedy podle I

(13) [trdp < fgtdu, [f-du=[g-du.
74 M M b7

V piipad® a) je [f- du konéény, tedy téZ [¢- du; tedy lze provésti ode-
o o

teni nerovnosti (13) a obdrzime (12); podobn® v piipadé b). Tim je
vyTeden téZ ptipad c) aZ na pfipad f fdu = — oo, f gdu = + oo, ktery
je zfejmy.

13) T. j.: plati-li budto a) nebo b) nebo ¢), maji smysl oba integraly v (12)
a plati (12).
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Poznimka 12. Budte M,, M, méiitelné, M, C My budiz f md¥i-
telnd v M,, f(x) = 0 skoro viude v M,. Potom [fdu < [fdu.
M, M,

Dukaz. Polozme g(r) = f(x) pro xe M,, g(x) = 0 pro z e M, — M,,
takZe 0 < g(z) < f(x) skoro vSude v M,. Tedy (piikl. 2, véta 41, 43)

0 ffdu=[fdu + [O0du= [gdu< [fdu.
M, M, M M, M,

2= M,

Véta 4. Jestlite pro integrdl I = [fdu platt I > — oo, je f(x) >
M
> — oo skoro vdude v M; je-li I < + oo, je f(x) < + oo skoro vude

v M. Tedy: je-li I konvergentni, je f(x) koneéné skoro véude v M.

Diukaz. BudiZ na pf. I > — oo; potom I, = [f-du > 0 je kone&né

M
¢éislo. Budiz M, = E(xe M, f(x) = — o). Kdyby bylo u(M,)> 0,
bylo by podle pozn. 12 a prikl. 2
I, = [f-du > [f-du = (+ »).u(M,) = + o,
M M,

coz davé spor.

Vé&ta 45. Budif f méfitelnd v M. Potom plati:

1. Existuje-li [fdu =1, je
M

(14) IMIJ‘ dul én{lfl du .

II. Integrdl I komverguje tehdy a jen tehdy, konverguje-li integrdl
K = [|f| du (nadez ov¥em plati (14)).
M
Dikaz. Budiz M, = Eze M, f(z) >0), M, = E@xe M, f(x) < 0).
Polozme
I, = [fdu= [|f|du,
M, M,

Iy = — [fdu = [(— f)du = [If| du (viz pHikl. 3).
M, M,
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Tedy I, >0, I, > 0, K = I, + I; existuje-li I, je I =1, — I,.13)
Tedy |I| < K, existuje-li I. Dale: I je koneény tehdy a jen tehdy, jsou-li
I,, I, koneéné, t. j. je-li K konedny.

Vita 46. BudiZ [fdu = 0; budif f(z) > 0 skoro véude v M. Potom

M

f(x) = 0 skoro v&ude v M.

Duikaz. Pro n=1,2,... polozme M, = E’(xe M, f(z) = %)

z

Podle predpokladu, pozn. 12, véty 43 a pHkl. 2 je

1
0=ffd#§ffd#2f—dﬂ=i#(M..)-
M M, ¥ n n

-}
Tedy u(M,) = 0 a tedy té% u(U M,) = 0. Ale E(xe M, f(x) > 0) =
@ n=1 z
= U M,, éimZ véta dokizana.
n=1
Jednoduchych vé&t a poznimek tohoto paragrafu budeme stdle
uzivati. Upozortiuji zvlasté na tyto dvé véci: Budiz f méfitelnd v M.

Potom piednd [fdu konverguje tehdy a jen tehdy, konverguje-li
M
[Ifl du (¥ik4va se téZ, Ze kazdy konvergentni integril ,,konverguje
M
absolutng*‘). Za druhé: konverguje-li [fdu, konverguje i [fdu pro
M M, :

kazdou meéfitelnou M, C M.,

§ 2. Z3vislost integrilu na integra&nim oboru. Existence a hodnota
integralu [fdu zavisi na ,,integraénim oboru‘ M, na ,integrandu* f

M

a na ,,mife’“ 4.V tomto paragrafu budeme vySetfovati zdvislost na M
(pfi daném f, u). Néco jsme o tom Fekli jiz v § 1.

Véta 47. BudiZ ddn koneény disjunkint systém méfitelnyjch mnotin
M, M, ... M,; budit M ~ M, v ...V M,. Potom

(15) [fde=3 [fdu,
M

k=1 i{g
md-li budto levd nebo pravd strana v (15) smysl.
13) Podle vty 41 existuje I tehdy a jen tehdy, mé-li rozdil I, — I, smysl.

Jeito M ~ M, U M,, je (viz pozn. 10) jedno, zda integruji pfes M & ples
M,u M,.
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Dukaz. Smime predpokladati M = M u..UuM, Pron=1je
(16) zfejmé, pro n = 2 je to véta 41; pro vétsi » plyne (15) indukei.
Véta 48. Budiz M ~ U M,, kde vpravo je disjunkint sjednocent spo-

zeZ
Cetného systému méFitelnyich mnokin (1. §. Z je spoletnd mno¥ina). Potom je
(16) fdﬂ 2 [fdu,
zeZ M,
md-lt levd strana v (16) smysl.

Poznamka 1. Vpravo je ,,zobeenénd rfada‘‘; preététe si proto peélivé
pozn. 1 v kap. I, § 1, po piip. i pfisludny § 3 v D I, kap. III. Je-li Z
nekoneénd mnozina, nesta¢i — na rozdil od véty 47 — ma-li pravé
strana smysl; to ukazuje tento priklad: Pii Lebesgueové mife u v E,
polozme M, ={2n — 2,2n), fx) =1 pro 2n —2< 2z <2n — 1,
f(x) — 1 pro 2n—-l<x<2n mn=1,2,...); je (0, + ) =

= U M,. Snadno zjistite, Ze f f du = 0, takZe prava strana v (16) ma

n=1

smysl, a,véa.k f f* du = > f f* du =n, takie [ frdu= + ©
<0, + o)
a obdobné pro f H tedy leva strana nem4 smysl.

Dukaz. Pro koneéné Z mame vétu 47, takZze smime predpokladati,
ze Z je nekoneénd; nahradime-li M ekvivalentni mnoZinou, mizeme po

-]
malé zméné oznadeni psati M = Y M, takZe (16) mi tvar
n=1

(16a) ffdu—z [fdu,

neN M,
kde N je mnoZina v8ech pfirozenych &isel (pokud jde vpravo o neza-
porné &leny, lze oviem misto této zobecngné fady pséti ,,obydejnou‘

fadu ).
n=1

Dile smime piedpoklddati, Ze f je métitelnd v M (jinak nemé levd
strana v (16a) smysl) a tedy, Ze je definovdna v8ude v M (§ 1, pozn.
10).

I. Budiz f() = 0 vSude v M, takZe ob& strany v (16a) maji smysl.
Budiz
”): A, ..., 4,
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libovolny rozklad mnoZiny M na méfitelné mnoziny. PoloZime-li
A, =AM, (=1,...,¢sn=1,2,..), je

(%n): Alm Aam eeey Aan
rozklad mnoZiny M,. Je-li v, = ilif (), vin = irjif(x), je v = vy,
ZTedg Ze

HA) = 3 p(A,0) (v¥ta 19) 8 tedy™y
) = S vuld) =3 3 vinlden) <

< S Z Vin ti(Ain) = z 51, 0,(%a) < z ff du.

n=11i=1

Tedy i pro supremum levé strany mame nerovnost

(7) [fde <3 [fdu.
M n=1 M,

Jezto pro kazdé p je M, v ... v M, C M, je podle véty 47 a pozn. 12
vi§l

S ffdu= J fau< fidu,

n=1 M, M,u...uM,
nadeZ limitni pfechod p — oo divé
(18) O [fdu< [fdu.
n=1 M, M

Ale z (17), (18) plyne (16a).
II. V obecném piipadé médme podle I

(19) ff* dﬂ—Z ff*du, ff du—Z [f-du.

n=1 M,
Ma-li [fdu smysl, je aspoii v jedné z obou rovnic (19) levé a tedy
M

i prava strana koneéné ¢&islo, nadez lze odeédisti a dostaneme
-]
(20) [fau=3 [fdu.
M n=1 M,
14) V8e je nezdporné, lze proto bez obav pracovati se zobecn¥nymi fadami.
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Ted méme jedtd zjistit, ze (20) 1ze psiti ve tvaru (16a), t. j. Ze pravou
stranu lze psit ve tvaru zobecn&né fady. Necht znak > * znamens

n

soutet pfes ta pfirozend =, pro n& [fdu > 0 a necht >~ znamend
My n

soudet pres ta pfirozend =, pro ngz [fdu < 0. Mdme dokézati, Ze

My
aspoil jedna z fad

(21) 2 [fdu, 3 [fdut)

n My n M,
je konvergentni. To dokéZeme takto: Je — f-(z) < f(z) < f+(x) a tedy
(véta 43 a pozn. 3z § 1)

— [frdu < [fdp < [frdu.
Mn M, M,

Odtud plyne
> JfFrau=3r fdu=3[fde>0
n=1 M, n M, n M,
=2 Jirdus =3 [fdu <3 [fdu<0;

a zde budto v prvnim nebo v druhém Fidku stoji vlevo konvergentni
fada. Tedy také aspoii jedna z fad (21) je konvergentni.

V&ta 49. Budte N,c N,c Nyc... méfitelné mnofiny, M =
=1lim N, = U N, (stadf oviem i M ~ lim N,). Potom je
fn—> fi—

ffd.u = lim ffd[l,
M n—->o Ny
md-li levd strana smysl.
Dikaz. Polozme M,=N,, M,,=N,,~N; (i=12,..),
takie M = U M, (disjunktni sjednoceni) a véty 48, 47 davaji ihned

n=1

ffd#—z ffdu—hm Z ffd/t—

p—>o n=1 M,
= lim f fdu = lim f/d,u
p—>oo M,v...UM, p—+o N,

- 15) Zde nenf obtfi%f: prvni fada mé samé nezdporné, druhéd samé zdporné
eny.
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Poznamka 2. BudiZ I(rn) mnoZina (o, n)'%) nebo jeji uzivér.

Existuje-li f/ du, ddvéa véta 49 ihned f fdu = lim fz f du.
n>o M

Integral vlevo je tedy limitou lntegralﬁ 8 omezenymi integradnimi
obory. Toho se ¢asto uzivé v praxi k vypodtu integrilu vlevo.

Pozndmka 3. Budte P;>P,>P;>... mé&fitelné mnoZiny,
P =1limP, = F\ P,. Potom

n—+o n=1

(22) ffd#—llm ffd.u.

jestlize ff du konverguje aspoil pro jedno n. Dikaz. Vynechdme-li
koneény podet ¢lentt, miZeme pfedpokladati, Ze f f du konverguje pro

n=1 a tedy i pro viechna n > 1 (viz vétu 42) PoloZme N, =
=P, ~ P, M=P,~ P, takte N,CN,C..., N,CP,, m N,
=U(P1—'—P,,)=P,—'—nP,,=P,;P=M. Podlevéty4lmaime

n n
(jeZzto je vie koneéné, lze odeditat)
(23)  [fdu= ffdu— [fdu, [fdu= [fdu— [fdu;
P P, M Py P, No

podle v8ty 49 je viak lim [ = [, nade% z (23) plyne (22).
No M

Pozndmka 4. Zde nestadi ani existence [fdu ani konvergence
[f du. Piiklad v E;: Budik f — 1, 4 Lebesgueova mira, P, = (n, + o),
:edy P=4¢. Tedy [du= + oo existuji, [du = 0 konverguje, ale
(22) neplati. - F

Existuje-li f f du, existuje té& f f du pro viechny méfitelné mnoZiny

M, cM (véta. 42). Zavislost, tohoto integrdlu na mnozing M, popisuji
nédsledujici dvé vity.

Vé&ta 50. Necht I(0) (0 < o < + ) znalt budto mnofinu (o, o)
(v E,) nebo jejt uzdvér. Budif f méfitelnd v E,, takfe existuje J = f |f| du.

1) Q(a, g) (@ > 0) znadi mnozmu t&ch body z E,; které majf od bodu a vzda-
lenost mensi ne% ¢. Bod [0, ..., 0] zna&im o.
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BudiZ T < J. Potom existuje koneéné 6 > 0 s touto vlastnosti: Je-lv A
jakdkoliv méfitelnd mnoZina, vyhovujici nerovnosti u(A4) < 6, je

(24) I oNde>1.
1(7)*4
(Zhruba fedeno: hodnotu integralu J dostaneme s ,libovolnou

pfesnosti‘, jestliZe misto E, vezmeme za integraéni obor ,,dosti

velky‘‘ interval 1 ( d)’ od néhoz jesté miizeme odeéfsti jakoukoliv
— to je duleZité — méfitelnou mnoZinu dostateéné malé miry. Ve
vété se nepiedpoklada, Ze J je konvergentni.)

Diukaz. Jeito (véta 49) J = lim [ (f[ dg, 1ze zvoliti (coz u¢inime)

Ve v > p_'w I(p
pfirozené éfslo p tak, Ze

(25) ffldu>T.
I(p)

Dokazi nyni tvrzeni: Existuje » > 0 tak, Ze pro kazdou méfitelnou 4
8 vlastnosti u(4) < 7 je

(26) [ fldp > T .17

I(p)-4

Necht toto tvrzeni neni pravdivé; potom ke kazdému pfirozenému n
existuje méfitelnd A4, tak, Ze

(27) M) <27, [ |fldp ST

I(p)+ 4n

Polozme B, = n (I(p) A,), takie B, c B,c...; polofme B =

f=qg+
= lim B, c I(p). Podle véty 49 je
g—>®
(28) [Ifl du = lim [|f| du .
B ¢ B,

17) Tim bude dikaz hotov. Sta¥i toti% zvoliti 0 < § < 7, —lls—
u(A4) < 8 bude p(A4) < 5 a podle (26) bude
[ fapz [ ifldp>T.
1 I(p)-4

I(T)u

> p, nafe¥ pro
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Ale pro n > ¢ je B, c I(p) — A4, tedy podle (27)
(29) JMau<T, [fldusT

(viz (28)). Av8ak I(p) — B,= I(p) G A4,, tedy u(I(p) ~ B,) <
) n=g+1
< S u(d,) < 2-eJeitoI(p)~ B I(p) - B, prokatdé g, je u(I(p) -
n=g+1

= B) =0, tedy B ~ I(p) a z (25) plyne [|f| du > T, coi je ve sporu
B

s (29).
V piipadé, %e J konverguje, lze tuto vétu vysloviti také jinak;
uditime to pro libovolny integraéni obor M.

V&ta 51. Necht [f du konverguje; potom ke kafdému e > 0 existuje
M

konedné &6 > 0 s touto vlastnosti: Pro kaZdou méFitelnou mnofinu
B c M, vyhovujict budto podmince u(B) < 8 nebo podmince B c E, —

iy
(30) |[fdpel < [Ifldu < e.
B B

Dikaz. Kladme f(z) = 0 pro ze¢E, — M. Polozme [|f| du =
M
= [|f| du = J (tedy J < + oo podle véty 45). Ve vét& 50 polotme
E,
T =J — ¢ a sestrojme piFislusné 4. Tedy: Je-li pfedné B c E, —
(L) o
- I(Ts-) , je
JNaw< J flap=7— [|flap<d—T=e.
&1} 1(3
Je-li za druhé u(B) < 4, klademe ve vété 560 A = B amame
Jfldp=J — [Ifldp T — [ |fldp<J —T=c¢.
B E,~-B

I (%);B
Pozndmka 5. Zhruba Feéeno: je-li B ¢ M a budto u(B) dostated-
né malé nebo B dostatedné daleko od poditku, plati (30). Bez pfed-

1) 1 (%) mé ty% vyznam jako ve v&t& 50.
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pokladu konvergence integrilu J by tato véta nebyla sprdvn4.
Vlastnost ,,je-li Bc M, u(B) < 4, plati (30) se oznaéuje jako
,,absolutn{ spojitost integralu‘‘. My jsme zde tuto vlastnost ponékud
zobecnili: misto u(B) < é miZeme také piedpokladat B c E, =

é
nevadil pifpad, kdy u(M) = + co.
Jako aplikaci véty 51 dokazme tuto jednoduchou vétu:

=1 (l) Toto obecnéjsi znénf jsme dokézali proto, aby ndm pozdéji

Vé&ta 52. Budiz M C E,; budiZ | funkce r redlniyjch proménnyjch. Necht
pro kaZdy omezeny interval I CE, je [f du = 0. Potom je f(z) = 0 skoro
M

vSude v M.

Dikaz. Rozlozime-li E, na jednotkové krychle K, v K, v ..., je
pfedng K, M méfitelnd, f méfitelnd v K, M (jeito [ fdu = 0 existuje).
E M

Jeito M = K,M U K,M U ..., jo tedy M méfitelns, f je méfitelnd
v M. Dopliime definici funkece f, kladouce f(z) = 0 pro ze E, — M.
Potom je tedy podle piedpokladu

(31) If fdu=0

pro kazdy omezeny interval I. Mame dokdzati, Ze f(x) = 0 skoro viude

v E,. Necht tomu tak neni, t. j. necht u4(N) > 0, kde N = E(f(z) + 0).
2

Potom existuje dokonce omezeny interval K tak, Ze u(KN) > 0.1%)
Budiz M, = E(x e K, f(z) > 0), My = E(x e K, f(x) < 0), tak¥e KN =
z z

=M,V M, Tedy je na pf. u(M,)> 0 (kdyby bylo u(M,) =0,
u(M,) > 0, vySettovali bychom funkeci — f). Podle véty 42, 46 je

(32) +oo>}{/d,u=15’>0.
(Integral konverguje, jeétoxf fdu = 0). Jeito kazda mnozZina z Y, (viz
1%) MuZeme na pf. vziti za K vhodnou jednotkovou krychli, nebof
0 <uM) s fbln(K,.N)

(vpravo platf dokonce znamenf rovnosti).
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definici 1 v kap. I, § 5) je disjunktnim sjednocenim koneéného poétu
omezenych intervali, plyne z (31) a z v8ty 47 ihned

(33) ffdu = 0 pro ka%dé Ae¥,.
4

Utzijme nyni véty 51, do niZ misto M, ¢ klademe K, $S. Obdrime, Ze
existuje 6 > 0 tak, %e plati implikace

(34) (B mdfitelnd, u(B) < 8) = |B£ fdu| < 3S.

Jeito u(M,) < + oo, existuje podle véty 13 mnoZina A e U, tak, Ze
u(A(M,, A)) < 8, pti temz lIze (viz vlastnost VI v kap. I, § 8, pozn. 1)
predpoklidati 4 C K (jinak vezmu AK misto A). Plati vak M, u
u(d = M,)=Av (M, ~ A), kde sjednoceni vpravo i vlevo je dis-
junktni. Tedy

(35) Jfdu + [ fdu= [fdu+ [ fdu.
M, A=M, A M+ A

Ale levé strana??) je podle (32), (34) vétsi nez 8 — S = 48, pravéd
strana je podle (33), (34) men3i nez 0 + 38, coz nenf mozno. Tedy
u(N) = 0.

§ 3*. Dodatek k definici integrilu.* V&ta 53. Budif u(M) < + oo;
v mnofiné M budif funkce f méFitelnd a skoro véude koneénd. Uvatujme
v¥echna moind rozdélent D intervalu (— oo, + ) na nekoneéné mnoho
intervali, pomoct délicich boda
<<l <<l <...,

kde liml, = + oo, liml_, = — o0, [D|| = sup (lp — la—y) <

n—>o N+ n=01,-1,2,-2,...
< + o0. PoloZme
M, = e(xeM: lu—l é f(x) < ln) >
z

zvolme jedté libovolny systém &isel

(E) ey 6—2! 5—1) 50, 51, Eg’ cese
tak, %e l,_, < &, < U, Oznaéme znakem S(D, E) zobecnénou Fadu
+ o
(36) D Enp(M,).

10) Jest u(4 ~ M) + (M, ~ 4) = p(4(M,, 4)) < 6.
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Potom plati: I. Jestlize fada S(D, E) konrcrguje absolutné pro jednu
volbu D, E, konverguje absolutné pro v<cchny volby D, E. I1. To nastane
tehdy a jen tehdy, jestlife integrdl [f du iconverguje, naceZ
M
(37) [fdu =1lim 8(D, 5);
M [1Dl-0

pfitom této rovnici je rozuméts v toméo smyslu: Ke katdému ¢ > 0 existuje
6 > 0 tak, Ze pro kaZdé D s viastnosts |D|| < d a kaidé £ je

|[[fdp — 8(D,E)| <e.
M

Pozndmka 1. Takto (t. j. rovnici (37)) definoval integrdl pivodng
Lebesgue. Vétu 53 budeme potiebovati pouze v kap. X.

Dikaz. Zménim-li f na mnoZing miry nulové, nezméni se &isla
w(M,) a tedy ani (36). Mohu tedy predpoklédati, %e f je koneénd
v8ude v M. Jeito u(M) < 4 oo, existuji (véta 43)

f fd/lzl_ll[l(ﬂlouMlu-.-)>_w,
M,uM,uM,uU...

/ fadp Sl uM VM ,u..)< + ©.
M_,uM_,u...

Pigi-li tedy M, = Mqu M, v .., M_=M_u M_,u ... je podle
véty 48

(38) Jidw=3 [idu, [1d=3 [idu

n<0 M,
a jde o to, kdy obé fady v (38) konverguji. Podotknéme jeSté, Ze prvni
fada v (38) obsahuje nejvyse konedny podet &lent zépornych, druhs
nejvyse konetny podet dlent kladnych; totéZ plati o fadéch z En u(M,),

Z €a (M), Zvolme libovolnd D, £. Jeito pro xe M, je l,,_l < fx) <
< lm jo L uM,< f/ du <1, p(Ma); Tovndt je L, pu(M, ) <
= &, u(M,) SlouM, ) Tedy
SIffdu— éap(M,)| <

n>0 M,

”Zo(l = lnsy) p(M,) < |19 ZN(M ) < 10| w(2)
2 Podobné pro 5. Odtud viak plynou vieohna tvrzent.
n<0
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§ 4. Zavislost integrilu na integrandu. V tomto paragrafu pujde
hlavng o to, jak zévisi [fdu na funkei f (pfi daném M, u).
b4

Vé&ta 54. Budiz ce E,, ¢ &+ 0. Potom
(39) fefdu=c [fdu,
M M

md-li aspon jedna strana smysl.

Dikaz. Poloime g(x) = c f(x).

I. Necht pravd strana mé smysl. Smime pfedpokladati, Ze f(z) je
definovano viude v M. Necht pifedng ¢ > 0, f(z) = 0 vSude v M. Pro
dolni soudty (viz § 1, pozn. 4) plyne ihned s, (M) = ¢ 3; (M) a pfe-
chodem k supremu dostaneme (39). Za druhé: Budiz } libovolné,
¢ > 0. Potom je, jak pravé bylo dokazano (nebot g+ = cf*, g- = cf-)

Jordu=c[fdu, [g-du=c[f-du;
M M M M
zde lze odedisti pravé a tedy i levé strany a obdrZime (39). Necht ko-
netnd je f libovolné, ¢ < 0. Potom — g = |c|f, tedy [(— g)du =
M
= lc| ffdu = — ¢ [fdu a pHKL 3 z § 1 d4 ihned (39).
M M

II. Necht leva strana v (39), t. j. j{ g du mé smysl. Potom podle I

je f—(l;—gd,u =-2—fgdy, coz je (39).

M M

Poznamka 1. Je-li ¢ = 0, plati (39) zfejm&, ma-li pravd strana
smysl; existence levé strany nestadi.

Definice 11. Budif M CE, méfitelnd. Znakem L(M) (ob3irn&ji
L(M; u)) znaltme mnofinu vdech funkct f, pro né£ [fdu konverguje.
M

Vé&ta 55. Budi? M C E, méfitelnd. Potom plati:

1. Je-li f e L(M), je f méFitelnd v M a skoro vdude v M koneénd.

2. Je-li f méfitelnd v M, je f e L(M) tehdy a jen tehdy, je-li |f| e L(M).

3. Je-li f méFitelnd v M, ge L(M), |f(x)| < g(z) skoro véude v M, je
feL(M).

4. Je-li f méFitelnd a omezend v M a je-li u(M) < + oo, je f € L(M).
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5. Jeli f e L(M), g méfitelnd a omezend v M, je fg e L(M).

6. Je-li fe L(M), M, méfitelnd, M, C M, je fe L(M,).

Dukaz. Ad 1 viz vétu 44, ad 2 viz vétu 45, ad 6 viz vétu 42. Ad 3:
Podle véty 43 je [|f|du < fgdu < + o a uije se 2. Ad 4: Je

M M
@) < ¢ (0 <c < + ) apodle pikl. 2 v § 1 je fcdu = c u(M) ko-
74
nedné &slo, nadeZ se uzije 3 pro g(x) =c. Ad 5: |g(z)| ¢, 0 <c <
< + oo, nadez véta 54 davd [c|f|du = c [|f| du < + o a uZije se 3
M M

(nebot |fg| < cl|f| & fg je méfitelnd v M podle véty 34).

Pristoupime nyni k hlavnimu pfedmétu tohoto paragrafu: kdy je

(40) lim [f,du = [limf, du.
M M n—>o

fn—>o

1. pomocn4 véta. Budif M méfitelnd, u(M) < + oo; budte f, g méfi-
telné v M; budiZ 0 < a < + oo. Budi? |f(x) — g(x)| < a pro skoro vde-
chna x € M. Potom plati:

1. Jeli [fdu= + o, jetéf [gdu = + oo.
o 74

2. Jeli [fdu= — o, je téf [gdu = — oo.
M M

3. Jestlize [f du konverguje, potom konverguje téZ [g du a je
o M

(41) |[f du — [gdu| < 20 u(M) .
M M

Dukaz. Smime pfedpoklddati, Ze f, g jsou definoviny viude v M

a te také |f(z) — g(x)] < a viude v M (takie f, g jsou koneiné v M).

I. Budte f,g nezéporné v M. Je-li @ + M, C M, je pro ye M,

fy) < 9() + @, tedy inf f(z) < g(y) + o tedy inf f(z) < inf g(z) +
ZeMy ZTeM,

zeM,
+ a; tedy méme pro dolni soudty $;(M) < 8,(M) + a u(M), tedy
8/(R) < o dp + a p(2), tedy
[tAu < [gdu +apM), [gdu< [fdu + au(M)
M M M M

(druhé nerovnost plyne zémgnou f s g). Tedy ZMf fdu = + oo plyne
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Jgdu = 4+ oo; je-li viak prvni z téchto integrili koneény, je i druhy
M
koneény a je
(42) | [fdp — [gdu] < au(M).
M M
II. V obecném ptipad® uvazme, Ze podle (3) v § 1, pozn. 2 je
I+ (@) — g* (@)] £ f(2) — 9(2)| S @,
@) — 9@ £ /@) — 9(@)| S a.
Tedy podle I plati: Budto je
74 o
nebo je
(44) — o < [f* du — a p(M) _S_Mfg* dp éﬂff* du +apu(M) < + o
b73
a podobng pro f-, g-. Z toho je patrno: Existuje-li [fdu, t.j. lze-li pro-
M
vésti odedteni [f* du — [f- du, lze toto odedteni provésti i u funkee g
b4 M

a z (43), (44) a z prisluinych obdobnych nerovnosti pro funkee f-, g-
plyne ihned tvrzeni.

Véta 56. BudiZ M méfitelnd, n(M) < + co. Budte

(45) fu fas oo

funkce méFitelné v M; necht posloupnost (45) je stejnomérné konver-
gentnt v M a necht existuji?!) Mf fady (n =1,2,...). Polofme f(zx) =

= lim f,(z).

fn—+xo

Potom existuje té£
(46) Jfdu =1lim [f,du.
M n—>o M

Dutkaz. Budiz ¢ > 0; existuje =, tak, Ze
(e M, n > no) = |f(z) — fal2)| < &

(odtud samo sebou plyne: f, f, (n = n,) jsou funkce koneéné v M).
Uzijeme pomocné véty 1 s hodnotou a = e: Jeito [f,du existuji,
M

1) Neptedpoklédé se, %e integrdly majf koneénou hodnotu.
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existuje i ffdy Je-li ffd,u = + oo, je i ff,,d,u = 4 00 pro n =
a tedy pla.tl (46); podobné pro — oo. Je-li véa.k f } du koneény, je pro
n > n, té% [f,du konedny a je |[fdu — [fn dll| < 26 u(M); odtud
viak opét pf)lrne (46). " “

Poznémka 2. Ziroveti je z dikazu vidét: Je-li Mff du = + oo, je té%
&[ fodu = + oo od jistého n poéinaje. Podobné Pro — oo.

Viéta 56 je jesté prili§ specidlni, hlavng pozadavek stejnomé&rné kon-
vergence je piili§ omezujici. Ale odvodime z ni ihned vyznamngjif
véty.

Vé&ta 57. Budif
(47) 0 < f1(@) £ fo®) < filz) £
skoro vdude v méfitelné mnofiné M; budte f,, fs, ... méfitelné v M. Po-
lofme f(z) = lim f,(z) (tato limita existuje skoro viude v M — jde

n—>o

o limitu monotonni posloupnosti). Potom
(48) [fdp =lim [f,dp.
M n->o M

Dukaz. Zménou na mnozind miry nulové dosdhneme toho, Ze (47)
plati v8ude v M. Jeito f,(x) < f(z), je ff,, du < [fdu a tedy i
M

(49) f fdu 2 lim f fndu .

-+
I. Necht f je koneéna skoro viude v M. PoloZme f,(x) = f(z) = 0
pro z e E, — M. UZijme véty 50. BudiZ T libovolné éislo mensf nez
J = [fdu = [fdu. Potom existuje § > 0 s touto vlastnostf: Je-li
M E,

pld) < 6, je 1f fdu > T. Déle uiZijeme Jegorovovy véty 37:
Existuje mé;itzzr-l; A, tak, Ze u(4,) < 6 a ze lim f,(x) = f(z) stej-
nomérné v I (—(l—s-) = A,. Podle véty 56 je tedy

lim [ f,du= [ fdu>T

e
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a tedy tfm spf¥e lim [f,du =lim [f,du > T. Jeito to platf pro
n->o M E

n—s>o E,

ka3dé T < J,jelim [f,du>J = Mf f du. Odtud a z (49) plyne (48).
M

n—>o

II. Necht M, = E(z ¢ M, f(z) = + o) mé kladnou miru. Potom
z

existuje také omezena mnozina M, C M kladné (a oviem konecné)
miry, na niZz je f(x) = + . UZijme véty 38, v niZ zvolme tfeba
e = }u(M,). Podle této véty existuje mnoZina M, C M,, u(M,) <e¢
tak, e na mnozing M, - M, plati toto: Ke kazdému K (0 < K <
< + o) existuje n, tak, ze

(xe M, =~ My, n 2 mg) = fo(z) 2 K .
Pro n = n, je tedy
Mfi,.duz [ fadu 2 K p(M, =~ M,) = 3K u(M,) .

1= M,

Tedy je lim [f, du = + o0, coZ spolu s (49) d4v4 opét (48).
n—-o M

Nyni (snad se étenat podivi, Ze teprve nyni) dokdZeme vétu o integ-
raci soudtu:

Véta 58. Jest
(50) [t +9)dp= [fdu + [gdu,
M M M

md-li pravd strana smysl.

Poznamka 3. Nestali, mé-li levd strana smysl. Nebot se miZe na
pf. stéti, Ze f je koneénd, [fdu = + co. Polozim-li g = — f, je levd

M

strana v (50) nula, ale prava nemd smyslu. Diikazu v&ty 58 predesleme
dvé pomocné véty.

2. pomocna v&ta. Budif M méfitelnd. Budte f, g funkce v oboru M,
jednoduché, koneéné, nezdporné a méfitelné v M. Potom platt (50).

Dukaz. Necht a, < a, < ... < a, jsou viechny hodnoty, kterych
nabyvé funkce f; podobnd b, < b, < ... < b, pro funkei g. PoloZme

P,-,=5'(:teM,f(x)=a.—, g(x)=b,) pro léiéf’: léqu'
z
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To jsou mé&fitelné mnoziny. Podle § 1, piikl. 2 je 22)
Pff du = a; u(Py), [g9du=b;u(Py),
"

Py

(51) Pf(f +g)du = (a; + b;) u(Py) = [fdu + fgdu.
]

Py Py

? ¢
Je viak M = U U Py, (disjunktni sjednoceni). Seéteme-li tedy rovnice
imlj=1
(61) pros=1,...,p; j=1,...,q, dostaneme podle véty 47 rovnioi

(50).
3. pomocna v&ta. Funkce f, g budte méfitelné v M a v¥ude v M nezd-
porné. Potom plati (50).
Dukaz. Podle véty 39 existuji funkee f,, g, (n = 1, 2,...) jedno-
duché, koneéné, nezaporné, métitelné v M tak, Ze
0 é /l(x) g fz(x) é ceey }‘l}}; /n(x) = f(x) )
0= 01(®) S g3f2) < .., lim g, (2) = g(2)

nadez
0 < fi(2) + gu(2) < fal2) + g5(2) < ...,
lim (fu(2) + ga(z)) = f(z) + g(2) -

Podle 2. pomocné véty je
f(fn + ) d/-" = ffnd/‘ + fg-nd/l, .
M M M

Provedu-li zde limitni pfechod n — o, ddvé véta 57 rovnici (50).

Pfi dikazu véty 58 (t. j. pro libovolnd znameni funkef f, g) ptisobi
jakési obtiZe ta okolnost, e v nerovmostech (a + d)* < a* + b+,
(@ + b)- < a- + b- ?3) nemusi platit znameni rovnosti.

Dukaz v&ty 58. Necht pravé strana v (50) existuje, takZe nemiiZe
byti zéroveil jeden integril roven + oo & druhy — co. Tedy jsou
mozny jen tyto dva piipady (jeZ se ovéem navzijem nevyluéuji):

1) JeZto je vie nezéporné, dajf se vechny vykony provésti.
33) které plati, kdy% @ + b mé smysl, viz pozn. 2 v § 1, vzorec (2).
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I [fdu> — o, [gdu> — x;
M M

II. ffdu < + 0, [fgdu< + .
74 b4

Pripad I. Zde skoro viude v M plati (viz vétu 44) f(z) > — oo,
g(z) > — oo a tedy f(z) + g(x) > — co. Smime predpokladati, Ze to
plati viude v M. Tedy funkee f-, g-, (f + g) - 2%) jsou véude v M koneéné
(a ov8em nezdporné). Nasledkem nerovnosti (@ + b)- < a- + b- defi-
nuje rovnioe
(52) (f®) + 9(@)- + u(@) = f-(z) +9-(=)

funkei u, ktera je konetnd, nezaporné a oviem méfitelnd v M. Podle
3. pomocné véty je tedy

J(f +9)- +wdp= [(f +¢)-dpu + [udu,
M M M
[(f-+g7)dp= [f~du + [g-du.
M M M
Ale podle (52) jsou zde levé a tedy i pravé strany stejné, t. j.
(53) J(t +9)-du + Judp = [f-du + [g-du.
M M M M
Jeito integrily vpravo jsou v piipadé I koneéné, plati to i o integrdlech
vlevo. Dale jest

t+9r—(G+9-=f+g=0—1)+ (@ —9g)

(jezto se odetitaji jen koneéna &isla, neni zde obtizi). Odtud a z (52)
plyne

f+o +tu=>F+9r —(G+9-+f+9-=f+9g,
a odtud opét uzitim 3. pomocné véty (jako pii (52))
(54) J(f +9) dp + [udpu = [f* du + [g* du.

M M 74 M

Jezto v (53) jsou vSechny integraly konedné, lze odedisti (53) od (54)
a podle definice integralu (def. 10, bod II) dostaneme ihned (50).

Piipad II. Zde lze uziti ptipadu I na funkce — f, — g (nebot na p¥.
podle v&ty 54 znadi [(— @) du totéZ jako — [ du) a mame
M b7

) (1 + g)- zna&f oviem funkci, jeji% hodnota v bod¥ z je (f(z) + g(z))-.
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f(=f—g)du= [(—Hdu + [(—g)dr,
M b%i M
nadez véta 54 dava (50).
Véta 59. Budte c,, ..., ¢, koneénd redlnd &isla. Potom je

65 Jeuh@ + oo cu fule) du = 3 1)
md-li pravd sirana smysl.

Dikaz. Necht pravé strana mé smysl; potom jeji hodnota je (podle
véty 54 a pozn. 1) > [c; fi(x)du. Pro n =1 je tedy (55) zfejmd,
i=1

pro n = 2 je to véta 58, pro n > 2 plyne pak (55) indukei.
Poznamka 4. Véta 59 nam umoZiiuje dokizdti vétu, kterou jsem
étendfi slibil v § 1, pozn. 8. Budiz M c E, mé&fitelnd, u(M) < + oo;
budiz f re4lnd funkce definovand v M a omezend v M, takZe existuje
K ¢ E, tak, Ze |f(x)| < K pro v8echna z e M. Potom muzZeme sestrojiti
pro kazdy rozklad
(M): M, M, ..., M,

mnoziny M horni a dolni souéty (ve smyslu § 1, pozn. 4)

P P
Sf,u(gﬁ) = Zl'”i wM;), Sy,u(im) = zlvi (M),

kde v, = inf f(z), V; = sup f(z). Zfejms&

ZeM; zeMy
(56) — K (M) < 8;,4(M) < 8y (M) = K (M) .
Existuje tedy konetné supremum viech dolnich soulti — oznaéme
je 8 — a konedné infimum vSech hornich souéti — oznaéme je &.25)
Jsou-li M;, M, dva libovolné rozklady, sestrojim jejich spoledné
zjemnéni M’, natez ziejmé (viz pozn. 9 v §1) 8 4(M;) < g, (M'),
8y, u(Mz) = 8y 1(M’), coz spolu s nerovnosti s 4(M') < 8, (M) déva
3/,M(9)31) < Sf,u((’mz) .
Jeito to plati (pfi zvoleném ;) pro viechna My, je 8 < 8, 1 (M,).

A jeito tato (posledni) nerovnost plati pro vSechna IR, dostivime
konecng 8 < &.

#3) Jde nyni o ivahy témé&F totoZné s Givahami v J I, kap. IT.
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Véta 60. Budii M méfitelnd, u(M) < + oo. BudiZ | redlnd funkce,
definovand a omezend v M. Potom je 8 = & tehdy a jen tehdy, je-li f
méfitelnd v M, naceZ [fdu =8 =©.

M

Poznédmka 5. Abych se mohl jednoduse vyjadiovati, piedpokladal
jsem, Ze f je definovana viude (a ne jen skoro viude) v M. To oviem
neni Zadné podstatné omezeni obecnosti.

Dukaz. Necht v, V; maji vyznam jako svrchu. Necht |f(z)] < K
pro vsechna ze M.

I. BudiZ f méfitelnd v M. Sestrojme funkce (méfitelné v M) g,(z) =
=K + f(z) 2 0, go(z) = K — f(z) = 0. Ziejmé
inf g,(2) = K + inf f(z), inf g,(x) = K — sup f(z),
zeM; zeM; zeM;g zeMy
takZe pro jakykoliv rozklad M je
sg,,M(Wf) = K u(M) + S/,M(m) ) 80.,M(9R) = K u(M) — S/,M@R) .

Piejdéme zde k supremu (tedy musim vziti také supremum ¢lenu
— 8 4(M), tedy infimum clenu 84 (M)); obdriime podle def. 10,
bod I:

(57) Jondu=KuM) +¢, [gdp=KpM)—-8.
Ale [fdu konverguje (véta 55) a [K du = K u(M); podle véty 59 je
tedy 8

L{gldﬂ=K#(M) +L[fdu, Mfgzd/t=Ku(M) —]{fdﬂ-
Srovninim s (57) plyne 8 = & =Mff du.

IT. Necht © = 8. Potom ke kaidému &6 > 0 existuji rozklady
M,, M, tak, Ze

8 (M) > 8 — 462, S 4(My) < 8 + }o2.
Piejdu-li k spoleénému zjemnéni M, dostanu rozklad M s vlastnosti
(58) 8, u(M) — 8, 4(M) = Z(Vi — o) (M) < 8.
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Sestrojme v M jednoduchou funkei g tak, %e pro z ¢ M, je g(x) = v;;
to je méfitelnd funkce. Oznadme znakem j ty indexy i, pronéz V,; —
— v; < 6 a znakem ! ty indexy ¢, pro néz V, — v, = 6. Podle (58) je

‘s-ﬂ(l;’ M) = 512,“(Mz) =<_—§l:(Vz — o) u(M,) < &,

tedy u(U M,) < 6. Je-li viak x v nékterém M, je v; < f(2) S V; <
!

< v; + 4, tedy 0 < f(x) — g(z) = f(x) — v; < 8. Tedy: Ke kazdému
6 > 0 existuje funkce g, mé&fitelnd v M a takova, Ze pro viechna
z e M, neleZici v jisté mnozing miry mensi nez 4, je |f(z) — g(z)| < 4.

Sestrojme funkeci g,, pfisluénou k hodnoté 6 = 2-"(n =1, 2, ...).
Tim dostavame posloupnost funkef g,, g,, ... méfitelnych v M s touto
vlastnosti: Ke kaidému 7n existuje méfitelnd mnoZina P, c M,
u(Ps) < 2" a takova, Ze pro kazdé xe M — P, je |f(z) — ga(z)| <

< 2" Polotme Q,=UP,, Q= lem; tedy w(@Qm) <2,2°" =
n=m m= n=m

= 21-m 4(Q) = 0. Necht ze¢ M = Q. Potom existuje m tak, Ze

zeM = Q,, tedy xe M — P, pro viechna n > m. Pro vSechna

n = m je tedy |f(z) — ga(z)] < 2-", tedy lim g,(x) = f(z). Tato rov-
fn—0

nice plat{ tedy skoro viude v M. Jeito g, jsou méfitelné v M, jei f
méfitelnd v M, coZ bylo dokézati.

Poznidmka 6. Aby &tendf mohl jiz ted poditati nékteré piiklady
(vénujeme jim sedmy paragraf), pfipojme né€které poznamky. Integral

(59) [fdu (nebo [f(z) du nebo [f(z,, ..., z,) du)
M 74 M
nazyvame, jak bylo feteno, Lebesgue-Stieltjesovym integrilem; je-li
to tieba vyznatit, piseme (LY) [f du. JestliZe specidlng u je Lebesgueova
M

mira v E, %) nazyvame (59) Lebesgueovym integralem. V tomto piipads
pifeme ¢asto (ve shodg s klasickym oznadenim)

[H(z) d
M

nebo
[f=y, ..., x,) d=
M

) T. j. u(I) je (pro omezeny interval I) ,,objem* intervalu I.
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nebo
ffM [f(z) d=, ... dz,

nebo
ff&' ff(xl) ceey xr) dxl -..dx,.

a podobng. V poslednich dvou znacich si myslime napsano r symbolu [;
je-li r malé, vypisujeme jich vskutku 7, na pf.

[[fw,v)dudv, [[[f(z,y,z2)dzdydz
M M

atd. Oviem lze také uZit znaku s jedinym symbolem [. Pfi t&chto
,licencich‘‘ nezdlezi na oznadeni ,,integra¢nich promé&nnych*; symboly
{!f/(u, v) du dv, Lff(x, y) dz dy
zna®i totéz, totiz [fdu, kde M CE, a u je Lebesgueova mira v E,.
M
Je-li tfeba n&jak zvld§té vyznaditi, Ze jde o Lebesguetv integril, pi-
Seme té% (L) [f(x) dx.
o

Jestd néco o integratnim oboru: Je-li M dano ngjakymi podminkami
pro soufadnice, vypisujeme nékdy tyto podminky pod integraéni
symbol. Tak na pf. [[ f(z,y) dz dy znadi integral, kde integraénim

2'+y'Sl
y>0% v
oborem je polokruh €(x2 + 32 < 1,y > 0); v integrdlu [ [f(z, y) dz dy
[z,v] z>0
je integradnim oborem polorovina €(z > 0).

[z,9]
Jesté jedno specidlni oznadeni pro Lebesgueiv integril v piipadé

r = 1. Je-li I interval s po¢dteénim bodem a a koncovym bodem b, piZe-
b 5 +
me téZ [f(z) dz misto [f(z) dz, na pf. [f(z) dx, [ f(z) dz a pod. Z tohoto
a I 2 1

oznadeni neni sice vidét, poditdme-li krajni body k integraénimu
oboru, ale na tom nezalezi, jeto jednobodové mnoziny maji Lebes-
a

gueovu miru rovnu nule. Oviem [f(z) dx = 0, jezto <{a, a) mé Lebes-
a

gueovu miru rovnu nule.

Poznamka 7. Je-li f funkce jedné promé&nné, omezensd v intervalu
{a,b) (— o <a <b < + x), dé se definovati horni a dolni integrail
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ve smyslu Riemannové; jsou-li si rovny, fiké se jejich spole¢né hodnot#
(vlastni) Riemanniv integral (viz J I, kap. II, § 2),*?) ktery oznadime,

bude-li nutno rozlieni, (R) ;f(x) dz. Plati pak tato véta (v kap. XI
odvodime vysledky mnohen;l aplngjsi):
Existuje-li (‘R)ff(x)dx (— oo <a<b< -+ o), eristuje téZ
(L) fbf(x) dz a oba :'ntegrdly 81 jsou rovny.
a

Dukaz. BudiZ f omezens v <a, b). Zvolme (ve smyslu J I, kap. II,
§ 2) libovolné rozdéleni D: ¢ =z, < 2, < ... <%, = b a sestrojme
dolni a horni soudet ve smyslu J I, kap. II, § 2:

(D)= 3 via— @), SD)=

i=1 [

kde v; = inf f(x), V,= sup f().

% 1S2S% 7 15T
Rozdé&leni D ptifadme rozklad intervalu <a, b)
(M): (2o, 1), (X1, Ty -+ s (Bno1s Tu) 3

tyto mnoziny oznaéme M,, M,, ..., M, a sestrojme piislu§né hornf
a dolni soudty, nyni ve smyslu pozn. 4 v § 1 této kapitoly:

W) = S oM, SOW) = 3VeuM).

Zde jde o Lebesgueovu miru, tedy u(M,) = z; — x;—y; (Lile M, c
C {@y-y, > a proto v, =inff(z) =v, V,= su}; fx) £V, takie
M

zeM; z

3(D) = s(M), S(M) < 8(D).
Tedy tim spige (D) < 8, & < S(D) (8, S ve smyslu pozn. 4 a véty 60).

7z'(f”i — %),

M=

1

b b _
Piejdeme-li k ¢&islim [f(z) dz = sup 8(D), [f(x) dz = inf S(D) (Rie-
a a
manniv hornf a dolni integril), dostaneme

fbf(x) dz<38<8 < fbl(z) dz .

1) O nevlastnich integrélech, zavedenych.v ) I, kap. VIII, zde vibec ne-
mluvim.

118



Existuje-li tedy Riema,nnﬁv integrél (t. j. je-lihorni integral roven dolni-

mu), dostdvame (R) f f(r)dz = 8 = &, nateZ v&ta 60 divé Zidany
vysledek.

Tedy: vSechny Riemannovy integrily jsou soudasnd Lebesgueovymi
integraly. Soustavnéji se Riemannovym integrilem (nejenom v E,,
nybrz i v E,) budeme zabyvati v kap. XI. Po téchto poznamkach se
vratime k hlavnimu pifedmétu tohoto paragrafu a odvodime jest®
z véty 57 nékolik dalsich vét (uZivajice véty 58 o integraci soudtu).
Jde zase obecng o Lebesgue-Stieltjesiv integral.

V&ta 61. Budte v, (n = 1, 2, ...) funkce mé¥itelné v M; budif v,(x) = 0
skoro véude v M pro n = 1, 2, 3, ...28) Skoro véude v M existuje tedy
(koneCny mebo mekomelny) soulet Fady s(x) = v,(x) + vy(x) + ...
Potom je

<]

(60) Jedu=73 [v.du.
M M

n=1

Dukaz. Kladme s,(x) = v,(z) + ... + v,(x). Podle vét 57, 58 je

zfejmsd
fed,u—hm fs dy = lim Z kad,u = Z kad/.t

Tim je v&ta 57 pienesena z posloupnosti na fady. Podobng lze pfenésti
na fady (stejnomérné konvergentni) vétu 56 a i mnohé dalsi véty.
Vétsinou nebudu déile podobné trividlni modifikace uvadét.

Malym zobecnénim véty 57 je

V&ta 62. Budte g, (n = 1,2,...) méfitelné v M; budif g,(z) <
< gi(z) S ... skoro vSude v M. Aspori pro jednu hodnotu n e N budi
fg. du > — 0. Polo¥me g(x) = lim g,(x). Potom
M n—>o

(61) fg dp = lim Jgndu.

18) Umysln¥ jsem tento pfedpoklad fekl zd 4nliv8 dvojznaéné. MiZe to zna-
menat toto: Existuje N C M tak, %e u(N) = O a e v,(z) = 0 proka¥dé z e M —
~ Napron=1,2,3 . Nebo to mtife znamenat toto: Ke kaZdému pl'u'oze
nému n existuje N ta.k ie W(N,) =0 a %e v,(z) =0 pro kaZdé ze M —N,,.
Ale tato druh4 mberpretace znamend toté% jako prvni; nebot poloiime i N =
=N, U N,u NyuU..., je u(N) =0 a je v,(x) 2 0 pro ka%dé ze M ~ N a pro
n=123 Pozné.mky podobného druhu nebudu ji% opakovati.
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Pozndmka 8. Zménou znameni (véta 54 pro ¢ = — 1) dostaneme
obdobny vysledek pro g,(z) = g5(z) = ..., [9.du < + co.
o

Dukaz. Nic se nestane, vynechame-li koneény podet ¢lent posloup-
nosti g, gy, ..., takZe miZeme predpoklidati

(62) j{gl duy > — .
Je-li [g,du = + o, je oviem (v&ta 43) [g.dp = [gdu= +
M M i

(n=1,2,3,...), a tedy (61) plati. Necht tedy (62) je konvergentni.
Tedy je g, koneéné skoro viude, takze funkce f, = g, — g, jsou defino-
vany skoro viude v M, 0 < f,(z) < fo(2) < ..., lim f,(2) = g(z) — g,(2)
skoro vSude v M. Podle vé&ty 57 je tedy

(63) [g —g)du =1lim [(g, —g,)dp.

M . ns>o M
Jeito [g, du je konedné &islo, je podle vty 58
M

(64) J9ndp = [(ga — 1) du + [g.du,
M M M

(64a) fodu= [(g —g)du + [, dp,

M M M

a tedy podle (63), (64), (64a)
Jodu=1im [(g. — g)) du + [g, dp = lim Jowan.

n—+xo

Mluvili jsme dosud hlavng o neklesajicich posloupnostech; nyni pro-
mluvime o libovolnych posloupnostech. Napted o posloupnostech ne-
zapornych funkei:

Véta 63. (T.zv. Fatouovo lemma). Budte f,, fs, - - . méfitelné a skoro
v¥ude nezdporné v M. Potom

(65) fhm inf f, du < lim inf f/,. de .

n—o n—>wo

Dukaz. Klademe li g,(x) = inf (f,(z), f,,+ (@), ...), je 0 < gy(x) <
< fo(®), 9o(2) < gp4a(2), 9(2) = lim g,(z) = lim inf fo(2) skoro viude

P>

v M. Véta 57 déva fg dg = lim fg, du; dale fg, dp < f/n dp a tedy

p—oo M
pfechodem k lim mf

lim fg,, dx < lim inf f f,du .

poo M p—>®
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Poznémka 9. N&kdy stadf tato slabdi véta: Budte f, (n = 1,
2, ...) mé&fitelné a skoro viude nezdporné v M. Necht skoro viude
v M existuje f(z) = lim f,(z). Potom
(66) Jfdu< sup  [fndu.

M n=123... ¥
Diikaz ihned z véty 63, nebof lim inf posloupnosti nenf v&tif nez jeji
supremum. A ted posloupnosti s libovolnym znamenim:

Vita 64. Budte f, (n = 1, 2, ...) méfitelné v M. Necht existuje funkce
@ e L(M) (viz def. 11) tak, Ze pro n = 1, 2, ... je |fu(z)| < @(x) skoro
véude v M. Potom je f,e L(M) pron = 1,2, ... a platt

— o < [liminf f, dg < liminf [f, dp <
(67) M noo n»>o M
<limsup [f,du < [limsup f,du < + 0.
n>o M M na->o

Dukaz. Ze f, € L(M), plyne z véty 55. Tedy jsou f,, p konetné skoro
viude v M a tedy 2¢(x) = f.(x) + ¢(x) = 0skoro viude v M; z véty 63
tedy plyne

0 < [liminf (p + f,) du < liminf [(p + f,) dp .
M n-oo n-»o M

Jeito jde vesmés o konvergentni integraly, lze odetisti [¢ du a vyjde
M
ihned
— @ < [(— ¢)du < fliminf f, du < lim inf [f, dg,
M M n->o n+»o M
coZ je prvni polovina tvrzeni. Druhou polovinu (obsahujici lim sup)
dostaneme, uZijeme-li vysledku pravé dokézaného na funkce —f,.
Zv1asté dulezity je tento specidlni piipad:
Vé&ta 65. Budte f, (n = 1, 2, ...) méfitelné v M. Necht existuje funkce

peLl(M)tak,Zepron = 1,2, 3, ... je [f.(z)] < p(x) skoro véude v M.
Necht existuje f(z) = lim f,(x) skoro véude v M. Potom je f, € L(M)
n—> o0

(n=12,..), fe L(M),
(68) [fdu =lim [f,du.
M M

n—>0
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Dikaz. Plyne ihned z véty 64, nebot skoro viude v M je f(z) =
= lim inf f,(x) = lim sup fa().

Poznimka 10. Mam-li néjaky systém § funkei a existuje-li funkce
@ € L(M) a nulovd mnozina N tak, Ze pro kazdou funkei fe§ a pro

,kazdé xe M — N je |f(z)] < ¢(x), budeme Fikati, Ze funkee systému §

maji v M spoleénouintegrabilni majorantu (totiz pravé funkei
)

Poznidmka 11. Budte f,, /s, ... funkce mé&fitelné v M; budiz

f(x) = lim f,(z) skoro viude v M .
n—> 0
Potom rovnice (68) jist& plati, jestlize je splnéna aspoii jedna z t&chto

podminek:
I. u(M) < + oo, lim f,(z) = f(z) stejnom&rnd v M, [f, du existuji
M

(véta 56).
IL 0 < f,(x) £ fo(x) < ... skoro viude v M (véta 57).

II1. Funkee f;, fg, ... maji v M spoletnou integrabilni majorantu
(v&ta 65). V tomto pfipadé dokonce viechny integrily v (68) maji ko-
neénou hodnotu.

To jsou nejduileZit&jdi véty tohoto paragrafu o platnosti rovnice
(68);2°) pozdéji si odvodime jedté jednu vétu jiného charakteru (viz § 5,
véta 69).

Téchto vét uzivime oviem také pro nekoneéné fady. Je-li f(x) =

= > v,(x) skoro viude v M (v, méfitelné v M), potom je
n=1

[fdu =72 [vadu,
M n=1M
jestliZe pro funkce f.(z) = v,(x) + ... + v,(x) je splndna n&kterd
n
z podminek I, II, IIT a jestlize pro kaidé ne Nmd > [v, du smysl;
E=1M
nebot potom podle (68) a véty 59 je

. @
[fdu =lim [f,du = lim 2 Judu =2 [v.du.
M nsoo M K=1M

ns>o k=1M

1) Maji velky vyznam pro prakticky vypo&et integral; viz na p¥. § 7.
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Vedle téchto vét je v theoretickych uvahach Sasto dileZits véta 63,
kterou Ize ostatné ¢asto nahraditi vétou z pozn. 9 (ktera se sndze pama-
tuje).

Poznamka 12. Vytknéme jesté zvlasté jeden jednoduchy piipad,
kdy lze pouziti véty 65: Je-li u(M) < + o a existuje-li c € E, tak, Ze
pron =1,2,3,... je |f(2)| < c skoro vSude v M, maji funkoe f, v M
spolednou integrabilni majorantu ¢, nebot [c du = ¢ u(M) je koneéné

M

éislo.

DokaZeme nyni t. zv. pront vétu o stfedni hodnoté pro Lebesgue-
Stieltjesovy integraly.

Vé&ta 66. Budif [ méfitelnd v M. Budif ¢ e L(M), @(x) = 0 skoro
v¥ude v M. Budif m koneéné redlné éislo. Potom platt:

1. Je-li f(x) = m skoro v¥ude v M, je
(69) Jtode2m [pdu.
M M

2. Je-li f(x) < m skoro v¥ude v M, je
(70) Jfedu <m [odu.
M M

Dikaz. V pfipadé 1 ndsobime nerovnost f(z) = m &islem g(z) = 0
a dostaneme skoro vSude v M nerovnost f(z)@(z) = m @(z), takie
podle véty 54 a 43 (jez zaruduje v nasledujicim vzorci existenci inte-
gralu vpravo) je

—wo<mfpdu= [mpdu < [fodu.
M M M
Pripad 2 pfevedeme na 1 tim, Ze misto f, m vezmeme — f, —m.

Poznédmka 13. Budiz ¢ € L(M), p(x) > 0 skoro viude v M. Potom
plati:

I. Je-li f m&fitelnd v M, m, < f(x) < m,skoro vude v M (m; < m,

koneénd ¢isla), existuje &islo m tak, Ze

(71) jlff‘?’d/‘=m&[¢d.u’ m S m= m,.
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II. Je-li M + 9 kompaktni?®) a souvisld, f realnd, konecna a spojitd
v M, existuje bod & e M tak, Ze

(72) Jiodp=1(¢) [pdu.
M M
Dikaz. I. Podle véty 66 je
(73) my [pdu < [fedu<m, [pdu.
M M M

Je-li [pdu =0, je podle (73) [fe du =0 a (71) plati pro kazdé m.
o M
Je-li vak 0 < [¢ du, leti ¢islom = [fedu: [p du podle (73) v inter-
o b7 M
valu (m;, m,).
II. V tomto piipadé nabyva funkce f v M své nejmensi hodnoty m,
a nejvétsi hodnoty m,,3!) nadeZ plati (71) pro vhodné m. Ale f zobra-
zuje M na souvislou mnozinu, tedy na interval (m,, m,),32) takie ve
vhodném bodé & nabyvé f hodnoty m z rovnice (71), coz ddva (72).
Véta této poznamky platf zfejmsé i tehdy, kdyZ ¢(x) < 0 skoro viude
v M (stadi nasobit (71), (72) éislem — 1); nerovnosti (69), (70) obrati
oviem v tomto piipadé smysl.

§ 5*. Konvergence podie miry.* Dina je stdle jistd mira u (t. j. roz-
Sifeni jisté funkce intervalu s vlastnosti S,).

Definice 12. Budte f, f,, fs, ... funkce, které jsou koneéné skoro viude
v mnoZiné€ M C E,. Budeme Fikati, Ze funkce f,, f,, ... Eonverguji v mno-
Ziné M podle miry (neboli asymptoticky) k funkci f, jestlize pro kaZdé
e > 0 vnéj§i mira mnoZiny

(74) E@e M, [f(x) — fa@)] > €)*)
konverguje k nule pro n — co; znak
(75) limasy f,=f.

30) T. j. uzaviend a omezend. O pojmu souvislé mnoZiny viz D I, kap. VI,
§18.

31) Viz D I, v&ta 170, str. 323.

3%) Viz D Il, v&ta 171 a pozn. 5 v kap. VI, § 18 (str. 319).

33) Tato mnoZina zavisi (pfi daném ¢) na n.
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Poznimka 1. Plati-li (75) a je-li g ~ f (M, i), je z¥ejm& té%
(76) lim asy fn, = g -

n—o

Naopak, plati-li (75) a (76), je g ~ f (M, u). Dikaz.3%) Pro jakékoliv
s > 0 a jakékoliv = je

(77) E@e M, |f(x) — g()| > ¢)
¢asti mnoziny
(78) f(xeM, H(z) — fu(@)] > %e) © E@e M, |9(x) — fa(z)] > %e)

(nebof pro bod z € M, jen% nepatii do Zddné z téchto dvou mnoZin, je

|f() — g(z)] £ ¢). Ale vné&jsi mira mnoZiny (78) mé pro n — o

limitu 0; tedy (77) mé miru 0 a tedy i E(xeM, |[f — g| + 0) =
z

—-U 5(276M, |/-—g[>—l—) mé mfru 0.
=1z V4

Véta 67. BudiZ u(M) < + oo, lim f,(x) = f(x) skoro viude v M,
budte f,, f koneéné skoro véude v ll”[ :;, budte f, méfitelné v M. Potom
plati (75).

Dukaz.3¢) Budiz ¢ > 0. Zvolme jesté libovolné ¢ > 0. Mdme doké-
zati, Ze pro viechna dosti velkd » mé (74) miru mensi neZ 4. Podle
Jegorovovy véty 37 existuje mnoZina 4 miry u(4) < ¢ tak, ze konver-
gence je stejnomérna v M — A. Tedy existuje n, tak, Ze pro n > n,,
ze M = A jo |f) — fal@)| < e.

Pro n > n, je tedy mnozina (74) obsaZena v 4 a m4 tedy miru mensi
nez 0.

Naopak posloupnost konvergujici podle miry nemusi konvergovati
skoro viude (viz cvi¢. 1); ale plati asporti toto:

Véta 68. Necht plati (75). Potom existuje vybrand posloupnost fy,
fr, - -- tak, Ze

(79) lim f, () = f(x) skoro véude v M .
>
Jestlite tedy |, jsou méfitelné v M, je i f méfitelnd v M.

) P¥i dikazu smime ptedpoklédat, ¥e vySetfované funkce jsou vesmés
koneéné viude v M (viz def. 12).
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Dikaz. K ¢islim ¢ = 1,34, 4, ... volme indexy k;, < k; <k, < ...
postupné tak, Ze

(80) He (€ (xe M: V(x) - fku(x)l > _}1:)) <2n.

Mnozinu zde vlevo uvedenou oznaéme 4, a piSme 4 = lim sup 4,,.

fn—>wo

Podle pozn. 7 v kap. I, § 7 je u(4) = 0. Je-li xe M — A, existuje n,
tak, Ze pro n > n, je znone 4,, tedy |f(z) — fi(2) = % Tedy
lim f, (x) = f(z) pro xe M — A.

Poznédmka 2. Zobecnime nyni vétu 65. Napied zavedeme jedno
pojmenovani. Necht [f du konverguje. Potom podle véty 51 plati tento

M

vyrok:

(V) Ke kaZdému ¢ > 0 existuje 6 > 0 s touto vlastnosti: Pro

kaZdou méfitelnou B c M, vyhovujicf budto podmince3®) B I (%) =0
nebo podmince u(B) < 4, je
(81) Jfidus e

Jestlize tedy § je néjakda mnoZina funkei, majicich konvergentni
integral pfes M, potom ke kazdému ¢ > 0 a kazdému fe§ existuje
pfisludné 6 > 0 ve smyslu vyroku (V). Jestlize je mozno zvoliti totéz
é pro v8echny funkece f e § (takZe toto é zavisi jen na &, ale nikoliv
na f), fikdme, Ze funkce f e § maji v M stejné absolutné spojité integrd-
ly.38)

Véta 69. Necht konvergujt integrdly

(82) [fade (m=1,2,3,...).
M

Necht funkee fy, fo, ... maji v M stejné absolutné spojité integrdly. Necht
koneéné

(83) limasy f, = f

fn—> o

%) I(p) ==, p) X (=P, P> X ... X {—p, .
) To je ziejmé splnéno na pf. tehdy, kdyi funkce f ¢ § maji v M spolednou
integrabilni majorantu (§ 4, pozn. 10).

126



pro kaZdou omezenou mnoinu N C M. Potom je

(84) lim [f,du= [fdpu,
M M

n—>wo
pfi CemZ indegrdl vpravo konverguje.
Poznamka 3. Podle %¢) a podle véty 67 je tato véta vskutku zobec-
nénim véty 65.

Dukaz. f je méfitelnd v kazdé métitelné ohezené ¢asti mnoziny M
(véta 68), tedy je métitelnd v M; lze totiz psiti

(85) M = lim M, M,c M,c..., M, méfitelné a omezené.

Kaidému ¢ > 0 ptifadme podle definice stejné absolutni spojitosti
urdité éislo 8 = 6(¢) > 0 tak, Ze plati pron =1, 2, ...:

(86) (B c M, B méfitelnd, B I (%) = fo) = Bf [fol du < e,
(87) (BCM,u(B) <8) = [|fdu=<ce.
B

Tvrdim nyni: Implikace (86), (87) platt i tehdy,’?) pideme-li v nich f
misto f,. Dikaz. BudiZ pfedné B omezené a nechf spliiuje premisu
v (86) nebo (87). Podle véty 68 existuje posloupnost fy, fs,, ..., konver-
gujici k f skoro viude v B, natez pozn. 9 v § 4 divé

Jifldp £ sup [lfuldp e
B n=12,..8B

Je-li B neomezené a spliiuje premisu v (86) nebo (87), je (podle (85)
a vty 49) opét

dp = li du<e.
[ =lim 100 <
Poznamenejme, Ze podle definice 12 jsou f,, f koneéné skoro viude

v M, (viz (83)) a tedy i skoro vSude v M; lze tedy predpoklddati, Ze
jsou koneéné viude v M.

Budi# nyni & > 0; zvolme pfedn$ & = d(c), takie (podle (86)) je
(88) [ =t de < [fIfl du + fifal dp < 26

ety
%) S tym¥ 8 = 4(e).
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6 r
pron = 1,2, ... PoloZme nynf ¢ = €. (E) ,

(89) B, — E‘(ze M.1 (%) lf(z) — ful@)] < el) ,

(90) 0, = e(xe M.1 (%) (&) — fa(2)] > el) :
Pro kazdé n je

(91) Ji = faldn < qnlr(3) =

Dale (jezto lim as (1 ) f. = f) existuje n, tak, Ze pro n > 7, je u(Cn) <
oI
3

< 6 a tedy podle (87)
(92) JItn — fl dg écf |fn| dpe +Cf If| dp < 2¢.
Ca n "

Tedy: Ke kazdému ¢ > 0 existuje n, tak, Ze pro n > 7, je podle (88),
(91), (92)

f|l—‘fﬂ|d/‘§53’

M
t. j..

(93) lim [|f —fu|dp=0.
M

n—>o
Odtud plyne prednd, %e f — f, & tedy i f méa konvergentni integral
pres M, a za druhé, Ze integral

[tadu = [fdu + [(fa — N dr
M M M
mé za limitu [f du.
o

Poznéimka 4. Viimnéme si, Ze jsme dokonce dokézali (93), coZ zna-
mens vice neZ (84) (nebot (84) ihned plyne z (93)).

Cvideni
1. Pro celé n=1,2,3,...a pro celd k =n,n+1,n+2, veey 27 — 1 defi-
nujme funkce fn 3 takto:
k+1

1 k
fax(®) = 2 P <z < o fax(®) =0 pro ostatnf ze¢E,.
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Budiz p Lebesgueova mira v E,. Srovnejte viechny tyto funkce v posloup-
nost podle rostouctho n a pfi tém¥e n podle rostouciho k, t. j. f11, fa.s fa,85 fs,9
fa,u0 +oes f3,25 fais fa8s <5 fa180 .- Zjist8te: Tato posloupnost je konvergentnf
podle miry k 0 v intervalu (0, 1), ale nenf konvergentni v %4dném bod¥ inter-
valu (0, 1). Za druhé: Tato posloupnost mé stejnd absolutnd spojité integrily
v (0, 1), ale nemé Z4dnou spolenou integrabilni majorantu. Tedy: jsou splng-

ny podminky véty 69, ale nejsou splnény podminky v&ty 65. Jako ilustraci
k v&t& 68 sestrojte vybranou posloupnost, konvergujici k nule skoro vude

(ba dokonce viude) v (0, 1).

§ 6. Integrdl komplexni funkce. Provedeme opét (podobnd jako
v J 1, kap. 9, § 4) malé formilni, ale pro praxi uZitené zobecn&ni
definice integrilu — ale jen pro konvergentni integrily. Je-li f
komplexni funkece, f = f, + if, (f;, f, re4lné funkce), budeme fikati, Ze
[f du konverguje a budeme jej definovati rovniei
o

(94) [fdu= [ du +1i [fadu,
M M M

jestlize oba integrdly vpravo konverguji. Pfehlédnéme krétce, jak nutno
modifikovati nae véty pti komplexnim f. Pfedevsim z konvergenoe
integralu (94) plyne, Ze funkece f;, f; a tedy i f jsou méfitelné a skoro
viude konedné v M (véta 44). Dale (u(M) = 0) = ([f du = 0).

M

?

A) Je-li ¢ koneéné komplexni &islo, u(M) < + oo, je [fedu =
M

= cu(M), nebot f[c,du +1i [codu = ¢, u(M) + icg u(M) (piikl. 2
v § 1)) § it

B) JeliN~ M, f~g(M),je [fdu = [gdu, jakmile jeden z obou
integrala konverguje. g )

C) Je-li M msfitelnd, f(x) = 0 skoro viude v E, —~ M, je [fdu =
= [fdpu, jakmile jeden z integrali konverguje. "

EI;) Je-li M, mafitelnd, M, C M, a konverguje-li [fdu, konverguje
i zjl- f du (viz konec véty 42). "

3) Takové dikazy, které se dostanou prostd aplikaci pFislu¥ného vysledku
v redlném oboru na redlnou a imaginérnf &4st, nebudu vétsinou déle provédsti.
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E) BudiZ f méFitelnd v M. Potom [fdu=1 konverguje tehdy
M
a jen tehdy, konverguje-li [|f|du = K, nadef |I| < K (zobecnéni
M

véty 45). Dikaz. Vime (viz vétu 34), ze f = |/ + f2 je mé&Fitelns
v M (pfsi stéle f = f, +if,). Ale || + |/ 2V + 72 = Max (],
If2l) = 3lfi| + 3lfol. Tedy podle vét 55, 58 konverguje K tehdy a jen
tehdy, konverguji-li integrly funkef |f)], |f,], t. j. konverguji-li integ-
raly funkei f,, f, (véta 45), t. j. — podle definice — konverguje-li 1.
Jde jesté o nerovnost |I| < K (v pifpadé K < + o0). Necht piede-
v&im f je jednoduch4 a koneéna v M, nabyvajfci navzdjem riznych
hodnot a; + ibx (k = 1, ..., p). Polozme M, = 6’(xe M, fx) =a; +

P
+ ib ) Potom I = 2 (ak + lbk) Mk) K z Iak + lbkl ‘u(M,,) Podle
k=

véty o absolutn{ hodnote sou¢tu plyne odtud vskutku |I| < K.
V obecném pripadé existuji podle véty 39 (viz téZ pozn.1®) u této
véty) dvé posloupnosti jednoduchych koneénych méritelnych funkef
fmn=12..),f» (n=1,2,...) tak, Ze pro k= 1,2 je stale
1) < 1, hm ™ = f,, takie jednak je Lim [f{"(e) + i f3(@)] =

= |fy(z) + 1/2(x | = |f(x)] a za druhé je |/(:v)| ziejmé spoleénou
integrabilni majorantou funkef f, fo, |f™ + ify|. Ale vime jiz, Ze

LI + i) dp| < [IAY + 7] dpe;
M M

podle véty 65 (kterou aplikujeme vlevo na reilné funkee f{™, f™,
vpravo na reilnou funkei [f{” + if{"|, muZeme v této nerovmosti
prejiti k limité n — o0, coz davd vskutku

[ [(fi +ifs) du| < [If + ife] dp.
M M

F) Pokud se vét § 2 tyce, plati pro komplexni f v tomto smyslu:
Ve vété 47 ¢ti na konci ,,jsou-li budto integraly vpravo nebo integral
vlevo konvergentni‘‘; ve vété 48 &ti na konci ,,konverguje-li integral
vlevo‘‘, podobné ve vété 49; také v pozn. 2, § 2 &ti , konverguje-li‘
misto ,existuje-li‘; pozn. 3 v § 2 plati beze zmény. Véta 51 se tyka
vlastng integralu redlné funkce |f|, plati tedy beze zm&ny (viz E)).
Véta 52 plati beze zmény.

Pristupme k § 4.
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G) Véta 54 mé pro komplexni f = f, + if, tento tvar: Je-li ¢ =
= ¢, + icy + 0 koneéné komplexni &islo, je [cfdu =c [f du, jakmile
M M
jeden z integralt konverguje. (Je-li ¢ = 0, plati rovnice zfejmé tehdy,
jestliZe integral vpravo konverguje.)

Dukaz. I. Konverguje-li integral vpravo, je hodnota pravé strany
(¢, + icz)(ffl du +1i f/z du) =
M M
= (¢ [hdu — ¢, [fodu) +i(e, [fadu + ¢, [frdu),
o 74 M M
co% podle v&ty 59 pro redlné funkoee a podle definice diva
L{(lel — Cofp) dp + iuf(clfa + cofy) dp =
J((clil — Cofs) +i(cifa + Cof1)) dps

ale posledni integrand je pravé cf.

II. Konverguje-li integral vlevo, uzijeme bodu I na funkei g = cf
a konstantu d = ¢~1.

H) Jestlize do L(M) zafadim také komplexni funkce s konvergent-

nim [fdg, plati véta 55 beze zmény (prohlédnéte si jeji kraticky
M

dikaz).

K) Ve vété 56 je nutno (dvakrate) nahraditi slovo ,,existuje slovem
»konverguje‘‘.3®) Véta 57 spodiva podstatné na realité funkei.

L) Ve vété 58, 59 ¢ti na konei ,,konverguji-li integraly vpravo‘‘. Ve
vété 59 Skrtni slovo ,,redlna‘.

M) Dilezité je, Ze véta 65 plati beze zmény (uvaite, Ze z |f,(z)| <
< g(z) plyne [R fu(@)| < p(a), |3 1.(=)] < p(x)). Ve v&ts 66 (1. vita
o stfednf hodnoté) a v pozn. 13 za touto vétou je oviem realita obou
funkei f, ¢ podstatna (proto jsem to u funkee f v pozn. 13, II zvldsts
poznamenal, protoze ze znéni textu to neni vidét).

%) Vaimnéte si pozn. 2 za v&tou 56; z nf je vid&t, %e konverguji-li [t.du, kon-
M
verguje i uf fdp.
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Pokud se tyce § 5, 1ze Fici toto: Definice 12 i definice stejné absolutni -
spojitosti v pozn. 2 podrZuji smysl i pro komplexni funkoce. Zaroveii je
patrno: (75) plati pro komplexni funkee f, == @, + iy, f= ¢ + iy
tehdy a jen tehdy, je-li lim as,, ¢, = ¢, lim as,, y, = y; podobné& pro
stejnou absolutni spojitost. Odtud je (rozkladem na redlnou a imaginar-
ni ¢4st) ihned patrno, Ze pozn. 1 i véty 67, 68, 69 plati i pro komplexni
funkce.

b
§ 7. P¥iklady na vypolet Lebesgueovych integrila [f(z) dz. Tento
a

paragraf vlastné porusuje systematicky chod vykladu. Je uréen k tomu,
aby si ¢tenaf jiz nyni mohl oZiviti obecné vyklady nékolika jednodu-
chymi priklady. Kdo vSak dava pfednost tomu, aby se napied syste-
maticky sezndmil s theorii, muZe tento paragraf zatim vynechat
a predisti si jej aZ pred zacdtkem kap. VII.

V celém tomto paragrafu pijde o Lebesguetv integral v E, (t. zv.
jednoduchy integral), a to pouze o piipad, Ze integracnim oborem
je interval, t. j. o integral

(95) [l de (— 0 <a<b< + ).

Prvni otazka, ktera se zde naskytd, je otdzka, zda f je méritelna
v integraénim intervalu I = (a, b). Poznamenejme (viz Luzinovu
vétu 40), Ze f je jisté mé&fitelna v I, jestliZze lze ke kazdému e > O na-
lézti mnozinu M miry mensi ne’ ¢ tak, Ze f je spojita v I — M. Spe-
cidlng tedy je f méfitelnd v I, existuje-li spobetnd mnozina M tak, Ze f
je spojitd v I — M.41) Tak na pf. funkce, rovnd 0 pro iraciondlni z
a rovna 1 pro raciondlni z, je méfitelna v (— oo, + o), nebot je spo-
jitd v mnoziné E, — P, kde P je mnozina vSech racionilnich disel.
Méritelnost funkei, které se vyskytnou v pfikladech tohoto paragrafu,
bude tak ziejmé, Ze o ni viibee nebudu mluvit.

JestliZe je nynif méfitelnost funkee f zjidténa, jde o to, zda integral
(95) existuje, v p¥ipadé existence o zji§téni, zda md hodnotu + oo

a
) Jest oviem [f(z) dz = 0 pro a ¢ E,.
a

41) Nebof ka%dé jednobodové a tedy (v&ta 11) i kaZd4 spodetnd mnoZina ma
Lebesgueovu miru 0.
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nebo — oo ¢i zda konverguje a v p¥ipadé konvergence jde o jeho
vypodet nebo aspoii odhad. Zde pfedeviim vime (pozn. 7 v § 4):
Existuje-li integrdl (95) jako vlastni integrdl Riemanniv4?) (majicf
tedy koneénou hodnotu), konverguje téZz (95) jakoZto Lebesguetv
integral a oba majf touZ hodnotu. Mdme tedy k disposici cely aparat
z J I, kap. II—IV. Déle: Integral (95) existuje (ale nemusi konvergo-
vati), je-li f(x) = 0 skoro v8ude v I. Jak zjistiti nyni, zda v p¥ipadé
f(z) = 0 (95) konverguje (t. j. zda f € L(I))? K tomu cfli miZeme uZiti
na p¥. véty 49: sestrojime posloupnost intervalt I, c I, c I, c

tak, aby bylo I = lim I, (nebo aspoii I ~ hm I,), nadez f f(x) dz =

fn—>o

= lim [f(x) dz. Tak se ndm asto poda¥ zpstlt, zda mtegré,l konver-

n—+wo Iy

guje, ba dokonce vypodisti jeho hodnotu.
Priklad 1. Budiz ¢ > 0; potom

(96) — =lim f— = hm (nl—'z — at-9),
fi— n—»eo

pokud « # 1; pro « = 1 mame
+®
(96a) %:iiﬂ)(lgn—lga)=+oo.
a
Z (96) a (96a) plyne:

+ + o

1—a
(97) fix + o pro &« <1, fdx 2 prooc>l

x* o —

a a
(konvergence) .

Priklad 2. Budiz — 0 < a < b < + oo; potom pro &« F 1 méme*3)

42) V tomto pfipad¥ netieba zji¥fovati méfitelnost funkee f.
#3) Kdo zde chce mit posloupnost, miZe nechat & probihat t¥eba é&fsla 1, §,
HhH-.
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dx dx 1
—e =1. —— ,_.1 _— b_ — gl-a
f G—ar s ) Goar e T o (b= ez =),

dz .
fx—__—(—lzhm(lg(b—-a)—-lge)= + oo,

&0+
tedy
b
dz
fmz—}-oopro (X;>_1,
(98) N
dz b — a)l-«
f(x—a)"‘:( 1—)a pro o < 1.
Podobng
f(b—x =+ o pro x > 1,
(99)

dz b — a)y—=
b—22 11—« pro & < 1.

a

Priklad 3. Je-li 0 < f(x) < g(x) skoro véude v I, je 0 < ff(x) dz <

b
< [g(z) dz. Tedy: konverguje-li druhy integrdl, konverguje i prvni;
a

diverguje-li prvni, diverguje i druhy (srovnej obdobnou vé&tu 82
v D I pro fady s nezdpornymi éleny). Jezto jsme v piikl. 1, 2 zjistili
konvergenci a divergenci nékterych integralii, mizeme srovnavanim
zjistovat konvergenci a divergenci dalsich integralt — i kdyz jsou tak
slozité, Ze je nedovedeme ,,vypodisti‘‘.4%)

44) Rekli jsme v D I, kap. IV, § 6, jak je moZno rozumdti sloviim ,,stanoviti
souéet nekoneéné rady“ podobnd je rozuméti slovim ,,vypoéisti hodnotu
integralus:.
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Pifklad 4.

@© 3

j: Vz+1 da
: Vx‘ +1(1 —e-2

g()

konverguje, jez , kde g(z) je omezena

v (1, 4+ o) (je totiZ lim g(z) = 1); tedy integra,nd je mensi ne% —i
z—> + © x

kde ¢ je vhodné volen4 konstanta, nadez konvergence plyne z p¥kl. 1
(nebot § > 1).4)

+

dz diver-

3
Va; +1
3
0 [zt £1(1 +e2)
guje (integrand je vét8{ nez -; pro vhodné ¢, 0 <c¢ < + o),

Priklad 5. Podobné je vidét, Ze

e® . e® c
—————— dx konverguje (nebot < ro 1 <
fVa:’ —1 guje ( V(x — 1)z + 1) Vx — 1p

1

<z < 2 a uZije se pfkl. 2), f li—xxa diverguje (nebot
0
1
(1 —2)1 4+ 2z + 2?)
+

lf z*e~* dz konverguje pro kazdé « € E;, (nebot vime z D I, kap. XI,

§ 1, piikl. 9, Ze e—* konverguje k nule tak rychle, Ze na pifklad

> i _‘i x(O <e < + ) a uzije se pfikl. 2);

lim z*+%-% = 0, takZe 22¢~2 = — g(x) kde ¢ je spojitd v {1, + o0)

>+ ©

a’!}glwg(x) = 0, takZe g je omezeni v {1, 4+ o0)).
Pozndmka 1. Jeito fb f(x) dz konverguje tehdy a jen tehdy, jestlize
a
konverguje fb |f(z)| dz (véta 45), miZzeme pfededlych method uZiti i na
a
) Ziejm: je-li ¢ € L(M), ¢ € E;, jo té% cp e L(M).
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piipady, kdy integrand méni své znameni. Ma-li na p¥. f v integra¢nim

intervalu , integrabilni majorantu® ¢, t. j. je-li |[f(z)| < ¢(z) pro skoro

viechna z ¢ (a, b), p € L(M), potom (95) konverguje. Naopak, existuje-li
b

@ tak, ze 0 < @(2) < |f(z)| pro skoro viechna z € (a, b) a je-li [p(x) dz=
a

b
= + oo, potom f |f(z)] dz nekonverguje, a tedy ani f f(x) dz. Tento

integral tedy budto neexistuje nebo ma hodnotu + co nebo — oo.
Rozlifeni téchto pfipadi nebyva obylejné ani zvlasté dilezité ani
zvlasté obtiZné; viz k tomu piikl. 6.

Pozniamka 2. Jeli — 00 < a <b <c <d< + o, je podle véty
47

d b c d
Jf(z) dz = [f(x) dz + Bff(x) dz + [f(z) dz

ma-li budto levd nebo pravé strana smysl. Tedy specidlné: integral
vlevo konverguje tehdy a jen tehdy, konverguji-li v8echny integraly
vpravo. Pii vySetfovani konvergence integrilu miiZzeme tedy rozdéliti
integraéni interval na nékolik (koneény pocet) ¢asteénych intervalu
a vySetfovat integraly pies tyto jednotlivé intervaly. Nésleduje né-
kolik prikladd k pozn. 1, 2.

Priklad 6. BudiZ « ¢ E,. VySetiujme

1
sin 5z
(100) I = (—l-—-—x’); d:z:

,;ObtiZné* jsou jen body — 1, 1. Zvolme proto 0 < & < 1 a pi¥me

-1+4e l-¢
I, = f » Ip= f = f
-1 -1+e -8

Zruény poétaf prehlédne situaci ihned takto: JeZtosin 5 # 0,1 — a2 =
= (1 — 2)(1 + z), je integrand pro z blizké jedniéce ,,téhoz fadu‘‘ jako
(1 — x)~«, pro = blizké &islu —1 ,,téhoz fadu* jako (1 + z)~<, tedy
I,, I, jsou konvergentni pro « < 1, nejsou konvergentni pro o« > 1.
I, je Riemannuv (tedy konvergentni) integral. Tedy: I konverguje
tehdy a jen tehdy, je-li « < 1.
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Piesné ovSem nas nédznak znamend toto: Jest

. sin 5z 1 sin §
bm o 2= T
je-li tedy e dosti malé, jeprol — e <z <1
(1 — z)-= . 1 |sin 5] [sin 5z| <(—z) .2 lSl;5l :

2 2a (I =29
odtud plyne, Ze I, pro a < 1 konverguje, pro« = 1nikoliv; podobné I,.

Zrutny podtii oviem postupuje je$tdé rychleji, nepise ¢, I,, I,, I,,
nybrz odhadne: Jezto sin 5 + 0, je integrand pro z blizko 1 téhoZ
fddu jako (1 — z)~e, pro z blizko —1 téhoz fidu jako (1 + z)~%;
ostatni z nevadi. Tedy: I konverguje pro « < 1, nekonverguje pro
o« 2 1. Takto by mél étenaf umét okamzité rozhodnout o konver-
genci integrdlu I a podobnych integrald.

Jako oviden{ zjistéte, Ze pro « > 1 je I, = — I; = + oo, takfe I
nejenom nekonverguje, ale viibec neexistuje.

Poznédmka 3. Pro podetni praxi je uZitedno, zavésti Lebesgueiiv

b
integral [f(x) dz i pro @ > b, a to rovnicf
a

b a
[Hz) dz = —bff(x) dz ,

jestliZe integrdl vpravo existuje. Véo je étendfi béind pro Riemannovy
integrily z J I, kap. II, § 10 a nepotfebuje daldich vykladi. Pozname-
nejme jenom: Pro jakakoliv a, b, ¢ plati nyni rovnice

¢ b [
(101) JH(z) dz = [f(z) dw + bff(x) dz ,

jestlize budto dva z t&chto integrdli konverguji nebo jestlize konver-
guje integral pres ,,nejdelsi* z téchto tif integradnich intervali. Dikaz:
V rovnici (101) vyménim meze (a soudasnd zménim znameni) tak, aby
v zadném integralu nebyla dolni mez vétii neZ horni a éleny se zna-
mepim ,,minus‘‘ pfevedu na druhou stranu (viz ditkaz obdobné véty 42
v J 1). Na to uZiji pozn. 2.

b

Pii integrdlu [f(z) dz (@ > b) si uv&domte, Ze je to jisté ,,vyjimeéné‘
a
oznadeni (aspol v rdmei této knihy), které nespadd pod nase obeoné
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oznadeni f f(x) dz. Integral f f(x)dz pfi a > b nment{ vibec integral
funkee f pres ngjaky mtegra,cm obor, nybrz integrdl funkce f (pres obor
(b, @)), mdsobeny Cislem — 1. Uzivdte-li tedy na symbol f f(z) dz
(a > b) pravidel, odvozenych pro obecny symbol Mf f(z) dz, ;ezapo-

meiite na toto vyjimeéné postaveni: jinak miZete snadno udslat chybu
ve znameni. Hlavné u nerovnosti je nutno dati pozor. Na pf.: je-li

b a
f(x) < g(z), je [f@)dz < [g(x)dx pro a <b, tedy [g(z)dz <
a a b
< f/(x) dz. Podobné je fb]f(x)l dx > 0 pro a < b, tedy f|f(x)] dz < 0.
b a b

AvSak

b
7 i p [If()| dz >0 pro a <b i pro a> b (pro¢?). (Vie

oviem za predpokladu, Ze uvedené integrily existuji.)
Nésleduje nékolik piikladd na integraci nekoneénymi fadami. Nedo-
b

vedu-li vypodisti [f(x)dz, vede ngkdy k cili vhodny rozvoj f(z) =
a
= v,(x) + vy(x) + ..., nades za jistych podminek (viz pozn. 11 v § 4) je

ff (x) dx = 2 fv,,(x) dz .4°)

n=la
Priklad 7. Budiz 0 < k < 1; poloZme

@

d
(102) I= | —=% (g konedn¢).
Vl — k*sin? y
0
Do rozvoje (1 + ) t=1-— e +%.322—1.3.52% + ..., konver-
gentniho pro |z| < 1, dosadme x = — k?sin? y, takie

. - 1.3.5...(2n — 1) )
J— i___— m
(103) (1 — k2sin?yp) 1+ 21 1.6...2n) k2 sin®

Kdybychom vpravo sin y nahradili jedni¢kou, dostali bychom kon-
vergentni fadu, majorantni k fadé v (103). Tedy je (viz vétu 54 v D 1)

48) Rikéme potom, Ze fadu v, + v, + ... integrujeme ,,¢len po &lenu*‘.
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fada v (103) stejnom&rné konvergentni v (— oo, + ¢o). Podle pozn. 11
v § 4 1ze tedy integrovati ¢len po ¢lenu:

s — 1
(104) I=y¢ +”§1 4 - (20 ) )km f sin® yp dy

(to plati ov8em i pro ¢ < 0; sta¢i napred spoditati f a potom zménit

znameni). Integraly v (104) vpravo dovedeme vypoclstl, specialng pro
@ =1irn dostaneme (viz J 1, kap. ITI, § 5, ptiklad 2)

. 1.3.5...02n — 1)\’
(105) fyl_kssm. =T (1+Zl( 2.4.6...(2n) )k’")'

Blizsi viz v kapitole XIX (o eliptickych integralech).

Misto stejnomérné konvergence jsme mohli uzit také toho, Ze fada
v (103) m4 nezdporné ¢leny, takze podle véty 61 se d4 integrovati élen
po dlenu.

Piiklad 8. Pro |f| < 1 je (geometrickd Fada)

(106) (L4+82)1=1—1 ¢ —6 ...
V intervalu (— 1, 1) jsou ¢isteéné soucty omezeny, jezto
1 :t {n+2

N—t 4ot — ... L = <247 pro |t| < 1;

1 ¢
tedy lze podle pozn. 11 a 12 v § 4 integrovati ¢len po ¢lenu od 0 do z,
je-li |2] < 1 (v podstaté jde o vétu 65).48) Tim dostdvime

x

3 5 7
(107) a.rctgxzﬁ-—-g-}—%——a,;——{-...pro lz] £ 1

1
Vidite, jak snadno jsme vyfidili i ,,choulostivy* pfipad x = 4+ 1.
Piiklad 9. Jestlize do rozvoje pro (1 + x)’* dosadime 2z = — #2,
obdrzime

A-mt=1+2 T (2(2n)1)

2» pro [¢f| < 1.

47) Dokonce < 1. Pro&?

48) To platii proxz = + 1. Nebot budto mohu brati interval otevfeny od 0
do + 1, a tam plati (106) v§ude — nebo, chci-li, mohu bréti interval uzavfeny,
a tam platf (108) skoro vSude (totiZ vSude a¥ na jeden bod).
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Jezto jde o fadu s nezdpornymi ¢leny, miZeme integrovat (pozn. 11
v § 4) od 0 do z, pokud |z| < 1; vyjde

z

i . (2n—1) gen+1
Vl_ ,.= ...(2n) “2n +1°
0

Pokud je |z| < 1, je integral vlevo Riemanntiv a jeho hodnota je
arcsin z. Ale druhé tvrzeni platii pro z = + 1. Nebot na pi. (podobng
jako v prikl. 1, 2)

1

= lim arecsin (1 — ¢) = arcsin 1

— lim f
Vl — {2 0+ Vl — 3 0+
(neboﬁ arcsin z je spojity v (—1, 1. Tedy mame celkem

S 1.3.5...2n—1) a1
108 inz = _
(108) axcsin 2 z+»§1 2.4.6...2n 2n +

Piiklad 10. Integril

(109) I(z) = — flg(lt D a

0

j Pro o < 1.

konverguje pro kazdé z < 1. Rozvoj integrandu (viz D I, kap. XII,
§ 3, vzorec (29) a véta 158)

_lg1—19
1]

platny pro 0 < |{| < 1, ukazuje totiZ, Ze bod ¢ = 0 nedinf obtiZi.
Bod ¢t = 1 pak neéinf obtf#i, jeZto integrand je tam jen ,logaritmicky

(110) S LA S
=l+tgtgtgt

nekoneény*, takZe na p¥. |Ig (1 — t)| < je-lit (¢ < 1) dosti

(1 — ¥’
blizko jedni¢ky; viz D I, kap. XI, § 2, p¥kl. 1. BudiZ nynf |z < 1
a integrujme (110) od 0 do z. Pro z > 0 jde v (110) (pro ¢ v integrad-
nim intervalu) o fadu s kladnymi éleny. Pro z < 0 uvaZme: Je-li
— 1 <t <0, je kazdy &len v fadg (110) v absolutni hodnoté vétsi nez
nésledujici a znameni se stfidaji. Z toho je ihned vidét, Ze &asteény
soudet 8,,,, Fady (110) leZi mezi dasteénymi soudty 8m, 8m+1- Odtud
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pak indukei plyne, Ze kazdé s, (m > 2) leif mezi &sly & =1,
8, =1+ 3t > }. Céstedné soudty rfady (110) majf tedy v intervalu
(— 1, 0) &islo 1 za integrabilni majorantu. Tedy: Je-li |z| < 1, muze-
me (110) integrovati ¢len po ¢lenu od 0 do z, a to pro 0 <z < 1 na
pt. podle véty 61, pro — 1 < z < 0 na pf. podle véty 65. Tedy

3 3 4
I(x)=%+§;+%+%+...pro]x}gl.

b
Priklad 11. Necht [¢(z) dz konverguje. Necht v, (n =1, 2, ...)

a
jsou méfitelné a omezené v (a, b) (fekndme |v,(z)| < ¢, pro viechna

z ¢ (a, b)). Necht Z v,(x) konverguje stejnomérné v (a, b). Potom

(111) fw(x) Z va(x) dz = Zl f¢(x) va(z) dz .
n a
Dukaz. Existuje n, tak, Ze pro vSechna pfirozend p a pro viechna
z e (a, b) je [v,, a(®) + ... + v,,45(x)] < 1. Tedy maji viechny ddstetné

soulty fady Z @(x) v,(z) spoleénou integrabilni majorantu (¢, + ¢; +
+ ... +cq, + l) |p(x)|. Tedy plati (111). Na pf.

1 1
sin x @ — 1) g+l
dr = ( 1)

(112) Vl —x ,,zo 2n +1 Vl —x

Viz jedté vypocet integrali vpravo ve vzoreich (121) aZ (123).

Priklady 7—11 mély tento spoleény charakter: Vyjidfili jsme integ-
rand jako souet nekone¢né fady (neboli jako limitu posloupnosti —
totiZz posloupnosti éasteénych soudti) a integrovali jsme ¢len, po ¢lenu;
tim jsme dostali integral vyjidien nekoneénou fadou.4?) Pfitom nezé-
leZelo mnoho na hodnoté integraénich mezi. Nésledujici piiklad je
trochu jiného druhu. Opét vyjadiime integral limity jako limitu integ-
ralu (v tomto piipadé bude ptirozen&j$i mluviti o posloupnosti nez
o ¥adg), aviak hodnotu integrdlu dostaneme piimo jako &fslo zndmé

#) Kteréd miZe byti uZiteénd k numerickému vypoltu integralu i k zkoumani
jeho vlastnostf.
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odjinud (vyjde }|/z); mimo to éspéch naseho postupu bude podstatnd
zédviseti na specidlni hodnoté mezi.

Priklad 12. Poditejme dileZity t. zv. Laplacetiv integral
+

(113) I=[eda.
0

Kouvergence je jasni: e-# konverguje pro 2 > + oo k nule rych-
leji na pf. neZ z—* (viz D I, kap. XI, § 1, pHkl. 9). Vzpometime si, Ze

(1 + 1 )"z( ”_) (n =2,3,...) je posloupnost klesajici,

n—1 n—1

majicef limitu e (viz D I, kap. II, § 4, pikl. 1.%%)). Tedy (n ; l) -

= (1 — %) je posloupnost rostoucf, majici limitu e—1. DokaZme

1

obecnéji, Ze funkce (1 — ¢)¢ je klesajicf pro 0 < e <1 a mé pro

e—> 0 4+ limitu e~!. To plyne ihned z rovnice %lg(l —¢) =

2 3
= _(1 +§ +E3— +% +...), podle nfZ levd strana klesd pro

1
0 <ée<lamdlimitu —1proe—> 0 4. Tedy 0 < (1 — ¢)* < e-!
1

pro 0 <e<1, lim (1 —¢)* =e-1 Jeli tedy = + 0, je 0 <
-0+

3 nz 2 2 nz ™3
<|1l-— Py < e-lprocelén > 2% lim |1 — w = e~1, Umoc-
n—>oo

nfm-li na exponent z*, dostanu

2\ " n
(114) 0 < (1 — %) < e~% pro celé n > 22, lim (1 — :_v_’) = e-7,
n

fA—> o

PoloZme pron = 1,2, 3, ...:

(115) fala) = (1 - %) pro 0 <z </n, falx) = 0 pro = 2 V.

Podle (114) maji funkce f, v intervalu (0, 4+ o) spoletnou integra-
bilnf majorantu e -* a pro kazdé x > 0 je podle (114) lim f,(z) = e-**
>

50) Jde o posloupnost by, by, by, ... z D I, str. 104.
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(nebof, pro vsechna n > a2 je f.(z) = (1 — Z:_;) ) Podle véty 65 je
tedy

+® in
z\"
I =lim | f,(x) de =lim (1 — —) dx .
n—>ow n—o n
0
Substituce —— = cos t, dr = — V-ﬁ sin ¢ d¢ davé pro poslednf integ-

Vn

ral hodnotu
in in

 — n —_—
in2n+1 - in2n+1
ansm tdt V2n+1 .V2n+1fs1n tde.
0

0
Ale v ) I, kap. III, § 5 v piikladu 2 ndm vzorec (36) ukazuje, Ze po-

slednf vyraz mé pro n — co limitu VLE iz . Tedy

-]

(116) ;} e~? dz = 1)z .

Poznimka 4. Pro vypodet vlastnich Riemannovych integrali
méme k disposici na p¥. methodu substituéni a methodu integrace
per partes. Téchto method muZeme v8ak pouZiti i na nékteré integ-
raly Lebesguaeovy, které nejsou vlastnimi Riemannovymi integraly.
BudiZ na p¥. ¢ funkce spojité a ryze monotonni v intervalu («x, g) a
necht lim ¢(t) = a, tli;n ¢(t) = b, takZe ¢(f) nabyvd v (x, f) pravé

t—>a+
viech hodnot mezi a, b. Ptame se, zda plati rovnice

b s
(117) [f@) de = [H(e(®)) ¢'(¢) dt .

Tato rovnice jisté plati; jsou-li splnény tyto piedpoklady:
I. Oba (Lebesgueovy) integraly v (117) existuji.

II. Pro kaZdou dvojici ¢&isel o', ', vyhovujicich nerovnostem
x <o’ < B < B, plati rovnice

®(B8") g
(118) ) da = [fe) 0 .
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Dikaz. Jezto oba integrily v (117) existujf, je podle véty 49

B B
(119) JHo@) g9y de = lim [ flg(t) ¢'(8) dt
[ackay
b #(8")
(120) [Hz)dz = lim [ f(z)d=.
) A

Ale podle (118) jsou pravé a tedy i levé strany v (119), (120) stejné.
Jako piiklad vypoc¢téme integral

1
xn+1

Vl—x

Substituce Vl —z=t z=1—#, dr=—2tdt (zndmd z }I,
kap. IV, § 4) vede pfi mechanické aplikaci k rovnici

(121) I,

dz (n=0,1,2,...).

0

2+l J
(122) e——dz = — 2[(1 — p)pnr1 g,
1—2z

0

A tato rovnice je vskutku spravnd; nebot predné oba integraly existuji
(dokonce konverguji) a za druhé pro kazdé ¢ (0 < ¢ < 1) plati pfi-
slusnd rovnice, pieme-li vlevo integril od 0 do 1 — ¢ (a vpravo oviem
integral od 1 do |/¥) — take limitni pfechod ¢ —> 0 + dévé ihned
(122).51)

Jind pohodlni substituce v (121) je z = sin?¢ (1(‘!) <t < im),

Vl — 2z =cost, dz = 2sintcostdt a vychazi I, = 2[sintn+3¢ dt;
0

%e tato rovnice plati, je opét ihned patrno, integrujeme-li podle ¢
od 0 do in — ¢ (tedy podle x od 0 do sin? (3x — ¢)) a provedeme
limitnf pfechod ¢ —» 0 +. Posledni integril jsme vypodftali v J 1,
kap. ITI, § 5, piikl. 2. Dosazenim do (112) obdrzime

81) Proti obecnému pifpadu pravd probranému je zde zjednoduseni v tom, Ze
v I, dolnf mez nevadi.

144



1
sin z o (=1 2.4.8...(4n +2)
1_xd‘”‘2,,§0(2n+1)13.5.7...(4n+3)‘

(123) ©
_ hd (— 1)n 2tn+s3
T 2503.6.7...(4n + 3)°

Podobng je tomu s integraci per partes. Jestlize oba integraly

b b
uff(x) g'(z) dz, uff’(z) g(x)dz (a <)

konverguji a jestlize pro kazdé b’ ¢ (a, b) je
fb If(x) g'(x) dz = f(b') g(b') — f(a) g(a) — fb 'f'(x) g(x) dz,
dostavé:me limitnim prechodem b’ — b — ihneda
afb 1(@) ¢'(z) dz = lim f(6) g(5") — (@) g(@) — afb/’(x) g(z) dz .

Na pi. pro « > 0,  + 0 dostdvame

+ ® + ©

.1 . .

fe—“" cos fr dz = lim — e~*®sin fz + ﬁ‘/‘e-"“’tsm pz dz ,

>+ © ﬂ
0 0
+ + ©

1 1 B .

e 2®cos fxdz = — lim —e~*®cosfzr + — — — | e~**sin fxdx.

: Z— + [+4 0‘0

Jezto limity vpravo jsou rovny nule, obdrzime odtud pro « > 0

+ o +
- d —am g __B
Je ”cosﬂxdx:m,fe 'smﬂxdx—m

0
(je ihned vidét, Ze vysledek plati i pro 3 = 0).

Methodou substituéni i integraci per partes se budeme pozdéji zaby-
vati podrobnéji a odvodime obecnéjsi véty; tyto drobnosti jsem uvedl
jen proto, aby si étendf v nejjednodusich pripadech vé&dél uz nyni
rady.
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Piiklad 13. Je&té jeden drobny piiklad, souvisici s Laplaceovym
integralem (piiklad 12)
+o _
e de = }|n.
0
Substituce z = |/at (a > 0) davi
+o _
1}/=
—at? = —— —_—
(124) fe dt 2Va .
0
Substituce x = /¢ dava

+
(125) [etutdt=]n.
0

+ ©

Polozime-li I, = [ e~“azndx (n =0, 1, 2, ...), dostdvime integraci
0

per partes

I,=—lim }e~*2"1 + i(n — 1) I,_,
z—++ ©

pro n = 2, 3, ... Limita je rovna nule, tedy
L, =m—3Hn—3%..32.1.1,,
Lypw=n.(n—1)...2.1.1,.
Zde pak I, = }|/x,

+ o \ + o
I=[e"zde=1[etdt=1.
0 0
Ctenaf si sdm rozvaii, ze viechny tyto formule vskutku plati (zku-
Seny podtaf to v takovychto jednoduchych pripadech pozna na prvni
pohled, bez jakéhokoliv psanf).
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