Zapomenuty matematik Henry Lowig (1904-1995)

Jindfich Bec¢var; Vlastimil Dlab

Lowigovy préce z algebry

In: Martina Bec¢varova (author); Antonin Slavik (author); Vlastimil Dlab (author); Jindfich Be¢var
(author): Zapomenuty matematik Henry Lowig (1904-1995). (Czech). Praha: Matfyzpress, 2012.
pp. 117-136.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/402211

Terms of use:

© MATFYZPRESS, Vydavatelstvi Matematicko-fyzikalni fakulty v Praze
© Bedvarova, Martina

© Slavik, Antonin

© Dlab, Vlastimil

© Bedvar, Jindfich

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/402211
http://dml.cz

117

LOWIGOVY PRACE Z ALGEBRY

Koncem tficatych let se Lowiguv zajem zacal presouvat k abstraktni algebre.
Prechod k této discipliné zprostiedkovalo patrné jeho studium nékterych praci
tykajicich se Booleovych okruhti a rozvijejici se teorie svazii.! Jejich autory byli
predevsim Garrett Birkhoff (1911-1996), Edward Vermilye Huntington (1874
1952), Qystein Ore (1899-1968) a Marshall Harvey Stone (1903-1989).

O teorii svazt, jejim vzniku, vyvoji a problémech viz napt. [Me], [Ko], [HK],
[B11], [B12], [B13], [G4], [G5], [GT7], [Ro], [ABH]. Zajemctim o teorii svazu
a Booleovych algeber je mozno doporudit u¢ebnice a monografie [BD], [B10],

[G1], [G2], [G3], [G6], [G8], [H], [Si], [Sz] atd.

* * *

H. Lowig ve svych pracich z teorie svazii a Booleovych algeber navazoval
zejména na pojednani G. Birkhoffa nazvané On the structure of abstract algeb-
ras [B5] z roku 1935 — citoval je ve svych pracich [L10], [L.14], [L15], [L16], [L17],
[L18], [L21] a [L23]. Nékolikrat uvedl v seznamu pouzité literatury i Birkhofftiv
¢lanek Rings of sets [B8] z roku 1937; bylo to v pracich [L10], [L12], [L13]
a [L14]. V ¢lanku [L10] citoval jesté Birkhoffovy prace On the combination of
topologies [B7] z roku 1936 a Lattices and their applications [B9] z roku 1938.
Birkhoffovu monografii Lattice Theory [B10] z roku 1967 (3. vydéni) citoval
v praci [L23].

V ¢lanku [L10] se odkazoval jesté na praci D. van Dantziga Zur topolo-
gischen Algebra I. Komplettierungstheorie [Da] z roku 1933, na praci Boole-
Schrodersche Verbinde [K] Fritze Kleina z roku 1936 a na praci L. V. Kanto-
rovi¢e Lineare halbgeordnete Raume [Kal z roku 1937.

V préci [L11] citoval H. Lowig Dedekindovo pojednani Uber die von drei
Moduln erzeugte Dualgruppe [De2] z roku 1900 a Oreovu praci On the found-
ation of abstract algebra I [Or] z roku 1935. V ¢lanku [L12] se odkazoval na
pojednani Leopolda Lowenheima (1878-1957) z roku 1910 nazvané Uber die
Auflosung von Gleichungen im logischen Gebietekalkul [L], na ¢ldnek Norberta
Wienera (1894-1964) z roku 1917 pojmenovany Certain formal invariances in
Boolean algebras [Wi] a na praci A generalization of the syllogism [Bel] z roku
1924 od B. A. Bernsteina. V ¢lanku [L13] citoval Oreovu praci On the found-
ation of abstract algebra I [Or] z roku 1935.

V préci [L19] citoval H. Lowig ¢lanek Completely distributive complete lat-
tices [Ra] z roku 1952, jehoz autorem je George Neal Raney, v pracich [L20]
a [L21] ¢lanek Eine Konstruktion absolut freier Algebren [Kel] z roku 1965 od
Roberta Kerkhoffa a v praci [L10] a [L24] Stoneovo pojednani The theory of
representations for Boolean algebras [St1] z roku 1936.

1 Poznamenejme, 7e se v tehdej$ich pracich utvafejici se funkcionalni analyzy, které
H. Lowig studoval, objevovaly u nékterych autorti tivahy o svazech podprostort Hilberto-
vych prostort.



118

V nékolika pracich se H. Lowig odkazoval na nasledujici monografie: v [L.14]
na Mengenlehre [Hau| Felixe Hausdorffa (1868-1942) z roku 1944 (reprint 3. vy-
déni), v [L16] na Grundlagen der Analysis [La] Edmunda Landaua (1877-1938)
z roku 1930, v [L22] na Lectures on Continuous Geometry [Nol] Johna von
Neumanna (1903-1957) z roku 1937 a pozdéji na jeho knihu Continuous Geo-
metry [No2] z roku 1960, v [L24] na Introduction to Lattice Theory [Sz] Gabora
Szésze z roku 1963 a na Distributive lattices [BD] Raymonda Balbese a Philipa
Dwingera z roku 1974.

V roce 1941 publikoval H. L6wig v americkém casopisu Annals of Mathemat-
ics rozsdhlou préaci Intrinsic topology and completion of Boolean rings [L10]
tykajici se rozsireni Booleova okruhu na o-tplny Booletv okruh, v némz je
puvodni okruh husty. K tomuto cili mu poslouzila metoda zaloZend na pojmu
vnitintho prvku, kterd pripomind konstrukei redlnych ¢isel zalozenou na Cau-
chovych posloupnostech. H. Lowig zde zobecnil fadu vysledki z teorie Boole-
ovych o-okruhil, k nimz dosli Holbrook Mann MacNeille (1907-1973) v préci
Partially ordered sets [MN], J. von Neumann v pfednaskich Lectures on Con-
tinuous Geometry [Nol] a M. H. Stone v praci Algebraic characterizations of
special Boolean rings [St2], na obecné Booleovy okruhy.

Lowigova prace [L10] obsahuje 151 vét, vynika neobyéejnou dikladnosti; di-
slednost v prezentaci vyroku a peclivost, ktera ¢asto svadi k puntickarstvi, je
typickd pro vSsechny Lowigovy publikace. Napiiklad 108. véta obsahuje 17 ne-
rovnosti tykajicich se dolnich a hornich limit posloupnosti. Takovato peclivost
vSak nutné vede ke zdlouhavé prezentaci, kterou je mozno pozorovat jiz v jeho
praci Komplezxe euklidische Rdume von beliebiger endlicher oder transfiniter
Dimensionszahl [L6] ve srovnani s praci Friedricha Riesze (1880-1956) nazva-
nou Zur Theorie des Hilbertschen Raumes, ktera za Lowigovou praci v ¢asopisu
Acta Litterarum Scientiarum Szeged v roce 1934 nasleduje.

H. Lowig v roce 1951 publikoval jesté kratké pojednani tykajici se Booleo-
vych algeber nazvané On transitive Boolean relations [L12]. Podal v ném nutné
a postacujici podminky pro to, aby relace R definovana vztahem

xRy def axy + bxy+ cxy +dzy = 0

byla relaci tranzitivni, resp. ekvivalenci, resp. kvaziusporadanim, resp. polo-
usporadanim definujicim Booleovu algebru.

Publikace [L12], jako ostatné i dalsi Lowigovy prace, svédéi o tom, jak po-
zorné autor studoval i starsi literaturu; obsahuje dulezité a cenné reference. Jen
z nich se dozvime o motivaci ke studiu relace R objevujici se v Loéwenheimové
préaci Uber die Auflosung von Gleichungen im logischen Gebietekalkul [L] z roku
1910 a studované N. Wienerem roku 1917 v ¢lanku Certain formal invariances
in Boolean algebras [Wi] a B. A. Bernsteinem roku 1924 v pojednani A gene-
ralization of the syllogism [Bel]. V této souvislosti nelze opomenout piispévky
On a relation between the logical theory of classes and the geometrical theory
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of points [Kem] z roku 1890 Alfreda Braye Kempea (1849-1922) a Sets of inde-
pendent postulates for the algebra of logic [H1] E. V. Huntingtona z roku 1904.
Préace téchto matematika predchazely pozdéjsi Oreové a Birkhoffové snaze, zfor-
mulovat teorii algebraickych struktur, zejména svazi, kterd ovlivnila, tak jako
mnoho jinych algebraiki, i H. Lowiga.

* * *

Fundamentalni vyznam pro vyvoj teorie svazu méla prace Richarda De-
dekinda (1831-1916) z roku 1900 nazvani Uber die von drei Moduln erzeug-
te Dualgruppe [De2], v niz abstrahoval chovani normélnich podgrup a idealt
a dosel tak k pojmu moduldrni svaz? Popsal strukturu volného moduldrniho
svazu (o 28 prvcich) generovaného tfemi prvky. Na nésledujicim obrazku pfipo-
menme jeden tvar tohoto volného modularniho svazu; souasné poznamenejme,
ze volny modularni svaz generovany ¢tyfmi prvky je nekonecny.

aVbVe

an[(anb)V(aAc)V(bAc)]=
=(anb)V(aNc)

(anc)V(bAc)

Obr. 1  Volny modularni svaz generovany tifemi prvky

2 Myslenky, které dnesb_fadime do teorie svazii, nachazime i v jinych Dedekindovych pra-
cich, naptiklad v ¢lanku Uber Zerlegung von Zahlen durch ihre grofiten gemeinsamen Tei-
ler [Del] z roku 1897.
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Je pochopitelné, ze uz v pocatcich teorie svazti, této nové discipliny, byla
chapana role i vyznam pojmi modularniho a distributivniho svazu.

Je zajimavé podotknout, ze Birkhoffuv ¢lanek On the combination of subal-
gebras [B1] tykajici se teorie svazil, ktery byl publikovdn roku 1933, zidny
odkaz na Dedekindovu praci [De2] neobsahuje. G. Birkhoff zde definoval mo-
dularni zakon, modularni svazy nazyval B-svazy. Jesté v nasledujicich ¢lan-
cich Applications of lattice algebra [B2] a On the lattice theory of ideals [B3]
z roku 1934 mluvil o B-svazech, definoval zde i distributivni svazy, které nazyval
C'-svazy, ackoliv se jiz o Dedekindové praci [De2] struéné zminil. Teprve v po-
znédmce Note on the paper “On the combination of subalgebras” [B4] z téhoz
roku uvedl, ze ho na Dedekindovu praci [De2] upozornil @. Ore, a porovnal
své vysledky s Dedekindovymi. V pracich On the structure of abstract alge-
bras [B5] z roku 1935 a Lattices and their applications [B9] z roku 1938 jiz
pouzil soucasnou terminologii. @. Ore se odvolal na Dedekindovu praci [De2]
jiz na zacatku svého piispévku On the foundation of abstract algebra I [Or]
z roku 1935 a uzival terminologii Dedekindovych svazt.

Pojem modularity motivoval prvni Lowigovy prace tykajici se teorie svazii.

Pro kazdé tfi prvky a, b, c libovolného svazu plati vztah
(anb)V(aAnc)<aA[(anb)V(aAc)V (bAc)]

a dudlné
(aVbO)A(aVe)<aV[(aVb)A(aVc)A(DVec).

(. Ore ve své praci [Or] poukazal na to, ze pro libovolné t¥i prvky a, b, ¢
modularniho svazu plati

(anb)V(aNc)=aN[(anb)V(aAc)V (DAC)] (1)
a dualné
(aVb)A(aVe)=aV[(aVb)A(aVe)A (V). (2)

Zaroven dodal, ze identity (1) a (2) mohou byt povaZoviny za jinou formulaci
moduldrniho axiomu a Ze ve svazu, pro ktery moduldrni axiom neplati, must
byjt tyto rovnosti nahrazeny nerovnostmi.’

Ve svazu na obrazku 2 (vSeobecné znaceném symbolem Nj a nazyvaném
pentagon) plati
[an(dVe]V(bAe) # [aVv(BAC]ADV ),

3 It should be observed, and it is easily verified, that each of the relations (1) to (5) may be
considered as a restatement of the axiom of Dedekind. In a structure in which the Dedekind
aziom does not hold these identities must be replaced by inequalities. ([Or], str. 413)
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tj. svaz N5 neni modularni. Charakterizuje nemodulérni svazy v tom, ze kazdy
svaz, ktery neni modulérni, obsahuje podsvaz izomorfni s N5. Pfitom je snadné
se plesvéddit, ze prvky svazu Ny spliuji (1) i (2).

l=aVb=aVe

c=bVc

b=bAc

O0=aAb=aAc
Obr.2 Svaz Ns: b=[aAbBV)]V(bAc)Z£[aV(bBAC)ADVC)=c

Zevrubné vysvétleni tohoto problému podal H. Lowig ve svém ¢lanku On
the importance of the relation [(A, B),(A,C)] = (A,[(B,C),(C, A),(A, B)])
between three elements of a structure [L11]. Sestrojil (nemoduldrni) svaz Lg
(viz obréazek 3), v némz prvky a, b, ¢ nespliiuji rovnost (1), a dokdzal nasledujici
tvrzeni, paralelni s vySe zminénou charakteristikou modularnich svaz, tj. svazi
splnujicich pro kazdé tti prvky a, b, ¢ identitu

[an(®dVe]VdAe)=[aV (DA DVec).

(anb)V(anc)V(bAc)=aVbVe

aN[(anb)V(anc)V(bAc)]

(anb)V(anc)

aNbAc

Obr.3 Svaz Lg: aA[(anb)V(aAc)V(bAc)]#(aNb)V (aAc)
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Véta. KaZdy svaz, ktery nespliuje pro libovolnou volbu prvkid a, b, ¢ rov-
nost (1), obsahuje podsvaz izomorfni se svazem Lg.*

Touto vétou H. Lowig vysvétlil, pro¢ kazdy svaz s nejvyse osmi prvky spliuje
identitu (1) pro kazdou volbu prvki a, b, ¢. Zaroven upozornil na zajimavou
skutecénost, 7e totiz (dualni) identita (2) je ve svazu Lg splnéna.’

Mnozina vSech prvka « spliiujicich pro dany prvokvocient a/b distributiv-
niho svazu rovnost (bAx)Va = b tvoii prvoidedl P, ;. V pozndmce Bemerkung
zu den Primquotienten eines distributiven Verbandes [L13] H. Lowig ukazal,
ze Py, = P./q tehdy a jen tehdy, jsou-li prvokvocienty a/b a c/d podobné.
Prace Note on the self-duality of the unrestricted distributive law in complete
lattices [L19] a On the completion of relatively complemented distributive lat-
tices [L24] se rovnéz tykaji distributivnich svazi. V prvni z nich autor po-
dal novy dikaz duality distributivnich zdkonu pro uplné svazy, kterou zfor-
muloval roku 1952 G. N. Raney v ¢lanku Completely distributive complete
lattices [Ra]. V druhé préci rozsiril vnofeni relativné komplementarniho dis-
tributivniho svazu s nulovym prvkem do tplné Booleovy algebry (vytvorené
jeho normélnimi idedly) na piipad, kdy relativné komplementarni svaz nem4
nulu. Tohoto minimalniho zaplnéni dosahl konstrukci svazu normélnich filtra
ve svazu normalnich idealti ptivodniho relativné komplementarniho distributiv-
niho svazu.

Motivaci prace Note on the theory of independence in continuous geome-
tries [L22] je formulace Véty 2.7 ve von Neumannové monografii Lectures on
Continuous Geometry [Nol] z roku 1937. Véta 2.7 se tyka charakterizace pojmu
nezdvislosti v iplném komplementarnim modulédrnim svazu L.® John von Neu-
mann definoval podmnozinu A C L jako nezavislou, jestlize pro kazdy (dis-
junktni) rozklad A = X UY plati

acX acY

a uvedl tvrzeni, Zze A je nezavisla pravé tehdy, kdyz

B={\ alXxCA}

acX

je izomorfni s Booleovou algebrou vSech podmnozin mnoziny A (pficemz spo-
jeni a pruseky odpovidaji sjednocenim a priuniktm). H. Lowig ukéazal, Ze toto
von Neumannovo tvrzeni obecné neplati a dokazal nasledujici skutec¢nost: A je

4 THEOREM 8. Any structure in which the equation (2) is not generally valid contains
at least one sub-structure of the ninth order having the same property.
THEOREM 9. Any structure of the ninth order in which the equation (2) is not generally
valid is isomorphic with the structure A. ([L11], str. 578)

5 Tuto skute¢nost ocenili napi. R. Padmanabhan a S. Rudeanu roku 2008 v monografii
Azioms for Lattices and Boolean Algebras [PR].

6 Viz téz prace [B6], [Wh], [H2].
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nezdavisla prdavé tehdy, kdyz zobrazeni pritazujici kaZdé podmnoziné X C A pri-
slusny prvek \/ ,cx a € B je izomorfismem. Pfitom poukazal na to, Ze von
Neumannova formulace plati v pfipadé, ze A je koneéna podmnozina.

V praci On the properties of freely generated algebras [L14] H. Lowig for-
muloval svym typickym rigoréznim zpusobem pojem Birkhoffovy volné gene-
rované algebry v pripadé, ze neni zadného omezeni na pocet operaci a na jejich
arity. Uzitim striktné formalniho znaceni odvodil v padesati vétach zakladni
vlastnosti volnych algeber, jejich homomorfismt, volnych bazi a zavislosti jejich
prvki. Tato préace se stala zakladem pro navazujici rozsahly soubor publikaci
[L15], [L16], [L17], [L18], [L20], [L21] a [L23], které na sebe navazuji a jsou ci-
tovany napf. v Gritzerové monografii Universal Algebra [G1]. Vechny svédéi
o Lowigové mimotradné peclivosti, kterd dokaze zavést ctenafe k vyhranéné
abstraktnimu znaceni. Cilem téchto Lowigovych praci je odstranéni logickych
potizi, které jsou implicitné spojené s nékterymi Birkhoffovymi definicemi za-
vedenymi v ¢lanku On the structure of abstract algebras [B5] z roku 1935. Ty
se tykaji predevsim potizi spojenych s transfinitnimi konstrukcemi nutnymi
v dukazech existence volnych algeber. H. A. Thurston, recenzent Léwigovy
prace Gesetzrelationen tber frei erzeugten Algebren [L15], napt. poukdzal na
to, ze presné Lowigovy formulace dovoluji rozhodnout, zda algebra nad mnozi-
nou A bez jakychkoliv operaci je nebo neni stejné jako algebra nad mnozinou A
s operacemi, které jsou funkcemi s prazdnym definiénim oborem.” Samotny
fakt, ze tyto prace obsahuji 240 vét, ¢tenafe ujisti o jejich rozsahu.

* * *

Hodnoceni Léwigovych vysledki v algebte by nebylo iplné bez zminky o jeho
podrobném studiu a pozorné recenzni ¢innosti. To vSe svédéi nejen o tom,
s jakou dtkladnosti sledoval soucasnou literaturu, ale téz o jeho peclivosti,
jakou recenzovanym pracim vénoval. Dokumentujme to nékolika priklady.

Béhem druhé svétové valky se H. Lowig seznamil s prednaskami Lectures of
Continuos Geometry [Nol], které J. von Neumann proslovil v letech 1935 az
1937 na Institute for Advanced Study v Princetonu v New Jersey. Podrobné
je prostudoval a nalezl v nich nékolik nedostatki.® V zaii roku 1946 napsal
o svych zjisténich J. von Neumannovi. Teprve roku 1957 se z USA ozval Israel
Halperin, ktery pfipravoval vydani von Neumannovych prednasek Continuous
Geometry [No2]. Zahrnul Lowigovy opravy do knihy a pochvalné se o nich
vyjadril v doslovu (viz [No2], str. 291). Halperinovo vydani von Neumannovych
prednasek recenzoval pro Mathematical Reviews!'® Fumitomo Maeda — témé¥
tietinu recenze vénoval objasnéni Lowigovych oprav.!!

7 Léwig’s precise formulations enable one to decide, for example, whether or not the
algebra over A with no operations is the same as the algebra over A all of whose operations
are functions on no elements. (MR0067853 (16,786¢) )

8 Podrobnosti jsou uvedeny na stranach 36-37 této knihy.

9 John von Neumann roku 1957 zemfel.

10 MR0120174 (224:10931).

11 Pasaz z Maedovy recenze je citovana v této knize na strané 36-37. Poznamenejme, ze
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L. R. Wilcox a M. F. Smiley zvefejnili roku 1946 opravu svého ¢lanku Metric
lattices [WS] z roku 1939, v niz poznamenali:

Henry Loewig, in a letter dated September 23, 1940, which reached wus
March 28, 1946, pointed out and corrected a flaw in the paper cited.'?

H. Kenyon dékoval H. Léwigovi v ¢lanku Two theorems about relations [Ken]
z roku 1963 za upozornéni na chybu v drivejsi verzi své prace.

H. Lowig rovnéz poukazal na chybu v praci On definitions of Boolean rings
and distributive lattices [C)h] z roku 1968, kterou nésledné jeji autor Sakiho
Ohashi ve spolupraci s Kiyoshi Isékim v kratkém &lanku Aziom systems of
distributive lattice [I0] z roku 1970 opravili:'3

In a letter of Dr. H.F.J. Lowig to Ohashi, he noted that Theorem 2 in [1],
is true under an additional condition ... ([I0], str. 409)

* * *

Lowigova préce [L10] byla pomérné uspésna. Roku 1951 ji citoval Basil
C. Rennie (1920-1996) v ¢lanku Lattices [Re], ve stejném roce ji uvedli Leonid
Vital’evi¢ Kantorovi¢ (1912-1986), Boris Zacharovi¢ Vulich (1913-1978) a Aron
Grigor’evi¢ Pinsker (1905-1985) v seznamu bibliografickych zdroji své rozséhlé
spolec¢né prace Poluuporjadocennye gruppy i linejnye poluuporjadocennye pro-

stranstva [KVP].

David O. Ellis a H. D. Sprinkle citovali praci [L.10] jednak v drobném ¢lanku
Topology in B-metrized spaces [ES1] z roku 1952, jednak v ¢lanku Topology of
B-metric spaces [ES2] z roku 1956. Ve své druhé praci napsali:

The work was suggested mainly by the interesting comparison between the
distance geometries of ordinary metric spaces and the autometrized Boolean
algebras studied by one of us (10, 11) and, more recently, by L. M. Blumenthal
and others (5).** There is a hint of the program, however, in a paper of Lowig
around 1936 (22). ([ES2], str. 250)

Préci [L10] citoval roku 1965 Fredos Papangelou v praci Some considerations
on convergence in Abelian lattice-groups [Pa], roku 1967 se na ni odkazovali
Jerold Chase Mathews a R. F. Anderson v ¢lanku A comparison of two modes
of order convergence [MA], roku 1993 Jorg Stephan v praci Varieties generated
by lattices of breadth two [Ste] a roku 2005 George Georgescu a Andrei Popescu
v ¢lanku Similarity convergence in residuated structures [GP].

F. Maeda vydal roku 1958 némecky preklad své japonské monografie z roku 1950 nazvany
Kontinuierliche Geometrien [M]. Velmi podrobnou recenzi této knihy uvefejnil I. Halperin
(Bulletin of the American Mathematical Society 64(1958), 386-390), ktery se i zde zminil
o Lowigovych opravach von Neumannova textu.

12 Poznamenejme, Ze rozdil mezi daty je zptsoben vale¢nymi udalostmi.

13 Tato skutecnost je pfipomenuta i v monografii [PR] na stranich 62 a 201.

14 Minéna je prace Leonarda M. Blumenthala Boolean geometry I, National Bureau of
Standards, 1952. Viz téz Rendiconti del Circolo matematico di Palermo 1(1952), 343-360.
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Préaci [L11] citovala roku 1950 R. V. Petropavlovskaja v ¢lanku O zako-
nach v strukturach [Pe], roku 1965 se na praci [L11] odvoldvali T. Tamura
a F. M. Yaqub v praci Ezamples related to attainability of identities on lattices
and rings [TY]; Lowigiv pfinos pfipomnél i Hans-Jiirgen Hoehnke (nar. 1925),
ktery o praci [TY] napsal refert pro ¢asopis Mathematical Reviews.!®

Z. A. Omarov citoval praci [L11] v élancich O mnogoobrazii resetok, oprede-
lennom toZdestvom Ikbalunnisy [Oml] z roku 1988 a O peresedenii necharakte-
rizuemych mnogoobrazij resetok [Om2] z roku 1990.

G. Birkhoff citoval v revidovaném vydani své monografie Lattice Theo-
ry [B10] z roku 1948 Lowigovy prace [L10] a [L11].16 Ve tietim vydéani Lattice
theory z roku 1967 je zminka o H. Lowigovi na str. 142 v souvislosti s pracemi
J. Schmidta, a J. Stominiského,'” v zavéreéné bibliografii (str. 411-413) vsak
Lowigovy prace [L10] a [L11] uvedeny nejsou.

George Gratzer (nar. 1936) citoval praci [L11] v prvni kapitole knihy Lattice
Theory. First Concepts and Distributive Lattices [G2] z roku 1971.

The examples of lattice identities we have seen so far seem to suggest that
all such identities are self-dual. The identity (a A b) V (a A ¢) = a, where
a=zAN(zAy)VyAz)V(zAZ)),b=(xAy)V(yAz),c=(xAz)V(yAz),
is an example of a nonself-dual identity. (H. F. J. Lowig [1943]). (|G2], str. 63)

V jeho knize General Lattice Theory [G3] z roku 1978 a jejich dalsich vyda-
nich (1998, 2003, 2007, rusky pieklad 1982) je tato pasaz ukoncena obSirnéji:

This identity holds in a lattice L iff L does not have a sublattice isomorphic
to the dual of the lattice of Figure V.2.7; see H. F. J. Lowig [1943]. (|G3], str. 53)

Obr. 4  Obrézek V.2.7 z Grétzerovy monografie ([G3], str. 240)

Praci [L11] citoval G. Grétzer i v monografii Lattice Theory. Foundat-
ions [G8] z roku 2010. Vysledky ¢lanku [L11] pfipomnéli rovnéz Ranganathan
Padmanabhan a Sergiu Rudeanu v knize Axioms for Lattices and Boolean
Algebras [PR].

15 MRO191852(33479).

16 Lowigovy vysledky jsou zminény na stranach 66, 109 a 166, v zavéreéném seznamu
literatury na stranach 272 az 274 vsak jeho prace uvedeny nejsou. V ruském prekladu Teorija
struktur z roku 1952 byly tyto dvé prace zaneseny do seznamu literatury — viz str. 384.
Citovany jsou na stranach 104, 160 a 233.

17 V ruském piekladu Teorija resetok na strané 188.
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Roman Sikorski (1920-1983) citoval Lowigovu préci [L12] v knize Boolean
Algebras [Si] z roku 1960, v jejim druhém a tietim vydani z roku 1964, resp.
1969 uvedl v seznamu literatury prace [L10] a [L12].18

Pomérné ¢asto bylo odkazovano i na Lowigovy prace [L14], [L15] a [L16].

A. Nerode (nar. 1932) citoval roku 1959 praci [L15] v ¢ldnku Composita,
equations, and freely generated algebras [Ne], Walter Felscher (1931-2000) se
odkazoval roku 1965 na prace [L14] a [L16] v ¢lanku Zur Algebra unendlich
langer Zeichenreihen [F]. Mimo jiné zde napsal:

In der mathematischen Logik hat man in den letzten Jahren viele und
berechtigende Grinde gefunden, sich mit solchen formalen Sprachen zu be-
fassen, denen unendlich lange Zeichenreihen zugrunde liegen ... Die Term-
und Formelalgebren solcher Sprachen sind dann absolut freie Algebren mit in-
finitdren Operationen, und eine algebraische Theorie solcher Algebren ist von
LOWIG [1], [2], SLOMINSKI [1], DIENER [1] und KERKHOFF [1] dargestellt
worden.'® ([F], str. 5)

Na Lowigovy prace ¢asto navazoval Jirgen Schmidt.

V ¢élanku Peano-Bdiume [S1]2° z roku 1960 se odkazoval na praci [L14]. V na-
sledujicim ¢lanku Algebraic operations and algebraic independence in algebras
with infinitary operations [S2] citoval prace [L14] a [L15]. V Gvodu napsal:

Since in more recent times, especially following the needs of metamathemat-
ics, a deeper interest in infinitary operations has arisen (e.g. cf. DORGE [4],
LOWIG [6], [7], SOMINSKI [11]), we want to contribute to this development
by extending MARCZEWSKI’s theory to infinitary operations.?* ([S2], str. 77)

O néco dale uvedl v poznamce pod carou:

In fact, LOWIG seems to be the only author on general algebra who pro-
fits by this convenient general form of induction (containing ordinary complete
induction on natural numbers as an extremely special case), whereas other au-
thors, e.e. SOMINSKI [11], make a sometimes more than exhaustive use of
transfinite induction on rank numbers. Still, algebraic induction is frequently
used in metamathematics, even by authors of the intuitionistic schools.?? ([S2],
str. 84)

V préci Die Charakteristik einer allgemeinen Algebra. I. [S3]?3 z roku 1962
se nékolikrat odvolaval na Lowigovy ¢lanky [L15] a [L16]. V ¢lanku Some
properties of algebraically independent sets in algebras with infinitary operat-
ions [S4] z roku 1964 citoval Lowigovu praci [L14]. Mimo jiné uvedl:

18 V ruském prekladu z roku 1969 druhého vydani monografie [Si] z roku 1964 jsou
v seznamu literatury rovnéz uvedeny préace [L10] a [L12].

19 Citovany jsou prace J. Stominski [S}], K.-H. Diener [Di0], R. Kerkhoff [Kel].

20 Clanek byl vénovan 60. vyroci narozeni Karla Dorge (1899-1975).

21 Odkazy jsou na prace [Dé&], [Marl] a [Mar2].

22 V celém ¢lanku autor pise Sominski misto spravného Slominski.

23 Prace je vénovana Reinholdu Baerovi (1902-1979) k 60. narozeninam.
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... the existence of the element basis for all elements x in the algebraically
independent generating set M is secured in the special cases of finitary algebras
and (reproducing a result of Lowig [1]) of absolutely free algebras ... ([S4],
str. 123)

Na mnoha mistech dalsiho ¢lanku, nazvaného Uber die Dimension einer
partiellen Algebra mit endlichen oder unendlichen Operationen [S5] z roku 1965
citoval Lowigovu praci [L14]. Ve stejném roce se v ¢ldnku Die iberinvarianten
und verwandte Kongruenzrelationen einer allgemeinen Algebra [S6] mnohokrat
odkazoval na prace [L14] a [L15].

LOWIG, SEOMINSKI und B. H. NEUMANN haben es unternommen??,
die Birkhoffsche Gleichungstheorie rein innermathematisch nachzubauen. An
die Stelle der der Metamathematik angehdrenden formalen Sprache der alge-

braischen Gleichungen treten als genaue innermathematische Gegensticke die
absolut freien Algebren?® ...25 ([S6], str. 131)

Peter Burmeister a Jiirgen Schmidt citovali roku 1966 v ¢lanku Uber die
Dimension einer partiellen Algebra mit endlichen oder unendlichen Operatio-
nen IT [BS] préci [L15]. J. Schmidt citoval prace [L14], [L15] a [L16] i v ¢lanku
Clones and semiclones of operations [S7] z roku 1977 (publikovdno roku 1982);
o Lowigové praci [L14] se zminil i H.-J. Hoehnke v referdtu o Schmidtové
préci [S7].27

Praci [L16] citoval roku 1977 E. G. Manes v ¢lanku Free algebraic theo-
ries [Mal, ktery vSak byl publikovan az roku 1982 v [CFS].

Robert Kerkhoff citoval ¢lanky [L14] a [L16] v pracich Eine Konstruktion
absolut freier Algebren [Kel] z roku 1965 a Uber wverallgemeinerte Peano-
Algebren [Ke2] z roku 1969.%8

V tvodu svého ¢lanku [Kel] podal definici absolutné volné algebry:

Die Algebra A heifit absolut frei iiber einer Menge B, wenn eine Abbildung d
von B in A ezistiert, so daf$ zu jeder Abbildung h von B in die Grundmenge

24 LOWIG [5], [6] und SEOMINSKI [13] fiir beliebige endlich- oder unendlichstellige
Operationen, B. H. NEUMANN [9] unter Beschrinkung auf endlichstellige Operationen.

25 LOWIG [5]: freely generated algebras; SEOMINSKI [13] p. 21: absolutely free alge-
bras; B. H. NEUMANN [9] p. 50: free anarchic algebras; BIRKHOFF [3] p. 162: primitive
algebras.

26 Citovany jsou préce: J. Stominski [S}], B. H. Neumann [Neu|, G. Birkhoff [B10].

27 MR660904 (83m:08005).

28 V obsahlé recenzi knihy Paul Howard, Jean Estelle Rubin (1967-2002): Consequen-
ces of the Aziom of Choice [HR] zvefejnéné v Casopisu Zentralblatt fiir Mathematik (Zbl
0947.03001) napsal K.-H. Diener mimo jiné toto: The proof of the existence of Peano al-
gebras is a different matter. In 1965 R. Kerkhoff [Math. Ann. 158, 109-112 (1965; Zbl.
0192.09402)] published a surprisingly simple construction which does not make use of any
form of the aziom of choice! Several other proofs had been published before (e.g., by Birkhoff,
Léwig, Déorge, Harzheim, Peirce, Stomiriski etc.); they all use consequences of the axiom of
choice by assuming that the “arities” have well-ordered cardinalities, and that there exists
a regular cardinal above them. V knize [HR] je citovana Lowigova prace [L7].
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einer Algebra D vom Typ A genau ein Homomorphismus ¢ von A in D existiert
mit pod = h. Bekanntlich (DIENER [2], §2; LOWIG [5], [6]; SEOMINSKI [7],
Chap. 111, §1) ist eine absolut freie Algebra A tiber der Menge B durch folgende
drei Eigenschaften (verallgemeinerte Peano-Axiome) charakterisiert:

(Py) Es existiert eine Injektion d von B in A, so daf$ A von B* = d(B) er-
zeugt wird und die Elemente aus B* nicht als Bilder unter Operationen
auftreten;

(P2) werschieden indizierte Operationen haben disjunkte Bilder;

(P3) die Operationen sind umkehrbar. ([Kel], str. 109)

Egbert Harzheim roku 1966 citoval praci [L16] v élanku Uber die Grundlagen
der universellen Algebra [Hal.??

Karl-Heinz Diener, zadk Jirgena Schmidta, se odkazoval v ¢lanku Order in
absolutely free and related algebras [Dil] z roku 1966 na prace [L14] a [L15].
V tvodu napsal:

The class of all well-formed formulas of a formal language together with
the operations corresponding to the logical connectives forms an absolutely free
algebra; moreover, the recent study of formal languages with infinitely long ex-
pressions requires the admission of infinitary operations. On the other hand,
absolutely free algebras, being special cases of free algebras, have been investi-
gated in General Algebra both for their own interest and as a tool to define
such notions as “equation” etc. without using metamathematical concepts (see

e.g. Lowig [6], [7], Stominski [11]). ([Dil], str. 63)

V prispévku On constructing infinitary languages Log without the axiom of
choice [Di2] z roku 1983 citoval K.-H. Diener prace [L14] a [L16]. V ¢lanku
On the transitive hull of a s-narrow relation [D3] z roku 1992 uvedl préce
[L14] a [L16] a v ¢lanku On the natural order relation in Peano algebras with
finitary or infinitary operations [Di4] z roku 1993 préci [L14]. V ¢lanku On
the predecessor relation in abstract algebras [Di5] z roku 1993 rovnéz citoval
Lowigovy vysledky.

George Grétzer (nar. 1936) uvedl Lowigovy prace [L14], [L15], [L16], [L17]
a [L18] v soupisu literatury své monografie Universal Algebra [Gl] z roku
1968.3° V dal§im vydéani své knihy z roku 2008 uvedl (viz Additional Bibli-
ography) jesté prace [L20] a [L21].

Préce [L19] je zanesena i v souhrnné bibliografii (The Continuous Latti-
ces Bibliography) otisténé ve sborniku Continuous Lattices and their Applicat-
ions [HH] z roku 1985 a v bibliografii uvedené v ¢lanku Teorija struktur [GSF],
ktery roku 1970 publikovali M. M. Gluchov, I. V. Stelleckij a T. S. Fofanova.

29 Clanek byl pfipsan 65. vyroé narozeni K. Dérge.
30 Viz str. 346 (Bibliography). V tivodu (na strané ix) podékoval za pomoc a podnéty
nékolika kolegtim, mezi nimi i H. Léwigovi.
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V. A. Artamonov uvedl v rozsdhlém prehledovém ¢lanku Universal’nye algeb-
ry [Ar] otisténém roku 1976 v periodiku Itogi nauki i techniki. Algebra. Topo-
logija. Geometrija Lowigovy prace [L20] a [L21].

Na webovych strankach Jaroslava Jezka (1945-2011)
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~jezek /bibua.pdf

jsou v bibliografii praci z univerzalni algebry a souvisejicich témat (duben 2008,
321 stran) uvedeny Lowigovy préace [L11], [L14], [L15], [L16], [L17], [L18], [L20]
a [L21].

* * *

Kromé H. Lowiga nasla teorie svazu v Praze ve ¢tyficatych a padesatych
letech 20. stolet{ trodnou ptidu v pracich Vladimira Koiinka (1899-1981)3!
a jeho zakt Ludvika Janose, Cestmira Vitnera a VAclava Vilhelma. V. Koiinek
publikoval roku 1941 praci Der Schreiersche Satz und das Zassenhaussche Ver-
fahren in Verbianden [Kol], ve stejném roce publikoval H. Lowig préci [L10].
Roku 1943 doslo k bliz§imu kontaktu mezi obéma matematiky; jejich prilezi-
tostna korespondence pokracovala az do poc¢atku osmdesatych let.3? V. Koii-
nek publikoval roku 1949 svoji druhou préci z teorie svazi Lattices in which the
theorem of Jordan-Holder is generally true [Ko2]; v té dobé jiz byl H. Lowig
v Hobartu.

Pod Kofinkovym vedenim se zrodily doktorské prace L. Janose Vlastnosti
Zassenhausova zjemnéni (1949/50), C. Vitnera Podminky semimodularity ve
svazech (1951/52) a V. Vilhelma Jordan-Hélderova véta ve svazech bez konec-
nosti fetézed (1951/52), jejichz vysledky byly publikovany v letech 1953 a 1954
v ¢asopisu Czechoslovak Mathematical Journal (viz [J], [Vit], [Vil]). Zd4 se, ze
mezi témito matematiky a H. Lowigem ani k odbornym ani osobnim kontakttim
nedoslo. Z dostupnych zdroji o tom neni nic znamo.

H. Lowig se snazil udrzet vztahy s ¢eskym prostfedim. Jak uz bylo feceno, po
nékolik desetileti korespondoval s Vladimirem Kofinkem, své prace [L12], [L20]
a [L22] publikoval v ¢asopisu Czechoslovak Mathematical Journal. Pozorné
sledoval publikace ceskych a slovenskych matematikti spadajici do teorii svazi
a algeber, pro ¢asopis Mathematical Reviews o nich psal referaty (jejich autory
byli E. Gedeonova, V. Slavik, J. Jezek, J. Havrda, V. Vilhelm, D. Jakubikova-
Studenovska, V. Rodl). O dalsi produkei ceskych a slovenskych matematiki
v teorii svazil se lze doéist v disertaci Stépanky Bilové Lattice Theory in Czech
and Slovak Mathematics until 1963 [Bi] z roku 2004.33

Na Lowigovy vysledky bezprostfedné navazali pouze Jan Jakubik (nar. 1923)
a Milan Kolibiar (1922-1994). Roku 1954 citovali ve spole¢ném ¢lanku O neko-
torych svojstvach par struktur [JK] jeho préaci [L12]. M. Kolibiar se odkazoval

31 V. Kofinkovi je vénovédna monografie Z. Kohoutova, J. Be¢var [KB].

32 Uryvky z jejich korespondence jsou uvedeny v prvni kapitole této knihy. Viz téz [KB],
str. 218-220.

33 Ve své disertaci [Bi] se S. Bilovd nezminila ani o Léwigovych pracich, ani o jeho zadjmu
o Ceskou a slovenskou produkci v teorii svazu.
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v préaci Distributive sublattices of a lattice [Kol] z roku 1972 na Lowigiv ¢la-
nek [L19]. Jan Jakubik citoval roku 1988 Lowigovu préci [L10] ve svém ¢ldnku
Sequential convergences in Boolean algebras [J1]. O deset let pozdéji, roku 1998,
se na ni opét odvolaval v ¢lanku Disjoint sequences in Boolean algebras [J2]
a roku 2002 v pojednani Sequential convergences on generalized Boolean algeb-

ras [J3].
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