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KAPITOLA II.

LInedrn{ diferencidlni rowvnice a jejich systémy

§ 1. Existenini vita

Linedrnf rovnic{ mn -tého Fd4du nazyvéme rovnici tvaru

1 A0y Ay e s 4, w0y Aoy B,

kde Ao,...,Aﬂ, 8  jsou n&jeké funkce; ddlfme-1i rownici (1)

funket A (&), dosteaneme rovnici ve tvaru rozredeném podle
'y(n) - psdvd se oby&ejnéd

@2 Y Pep 0y e p, OGP0y = g

Toto d&leni je ov3em moZné Jjen tam, kde Ao(.z) ¥ 0 ; ptrevedeme-
11 tedy rovnici (1) na tvar (2), musime je3té& zvl1&3té vySetrit,

co se d&je s reSenimi rovnice (1) pri prdchodu onémi body, ve
kterych A, (&) =0.

Podobné& systém (35) z kap. 1. se nazyvd linedrnim, mé-1li
tvar

z(m)-'-QOZ"'Q,,z’*...fam-fz(m-’)'*jou*...*in_,“(n-ﬂ +
(0-1)
YU et Cpy U +a

3) ™ =A,z+ Az .+ A, 2(’"-1)*5’040. ot Gy 27D

AP @, T+ ..+, ¥ +/3,a+...+ V-1 »#7, 3,

kde Q;,4;,C; Ay oo 2P, »@ 0,0 Jsou funkce £ : Q, =

=Q, (L) atd. Prevedeme-1i (3) podle pirededlého peragrafu na
tvar (36) kep. I., vidfme, 2e dostaneme op&t linedrn{ systém, slo-

Yeny nyn{ vesm&s z rovnic l.rd4du. Stal{ se tedy omezit na systé-
my tvaru

’
(8) Y, + Q) Y+ Qa(0)Y, +ou v Ry ()Y, = K/ W) (7 =1,...,7
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Budeme nyni piedpoklddat, Ze funkce l,v-(t ), a,‘,‘e(-l)

(/', £ = 1, +..,72) Jsou spojité v jistém intervalu 7 a odvo-
dime @existen&ni vétu.

Napfed v3ak jednu pozndmku: Z technickych divodd bude pro
nés uzitefné, pripoudtét za a , ¢ ,l}- také komplexni funkce
redlné proménné £ a hledati potom ovSem téZ komplexni redent
Yg(£) (kde oviem £ je redlné). To neni %4dné podstatné zobec-
ndni: Vime, Z2e derivaci a integrdl neurdity i urdity komplexni
funkce 7" + g reélné proménné definujeme jako

4 8
£'+29’; f{a:u ifgaﬁz ,aj/(t)aiu ifg(l)des

spojitost funkce /+ L'g se pak definuje jako spojitost obou
reslnych funkef o, g . 1/
Véta 5. Budte Q,, 400, L) (7, £=1,2,...,72)

komplexni funkce reédlné proménné, spojité v intervalu J . Budix
.206.7 a budte y,o,...,%: komplexni &{sla. Potom systém (4)
mé FeSenf (komplexn{)

y,(l) ) eee y,,(.l) v intervalu J,

pro které platf %, (£) = ¥, ..., Yp(L) = Yy .

Toto Fedeni je jediné v tomto smyslu: Je-1i 2Z,(&),...,Z, (£)
fedenfm systému (4) v intervalu J,cJ obsahujicim bod &, ,

Zi(k) =9y’ eey Znlly) =Y, Jo T (&) = 7 (&) proke
a pro (7. = lyeeey?2

Ddkaz: 1) Existence. Jak vime, jde o resen{ integrdl-
nich rownic

1/ Také bychom mohli postupovat tek, Ze bychom v3echny véty
odvodill napfed pro reédlnéd Q4 ’,%- 'Y, ® potom ;.sf'eéli ke
komplexnimi pripadu takto: PoloZime-11 Y = Xy + tLy

QJ"‘éz 9};4‘@ + ch-,A,@ , ,% 2‘“1 + za)/- a rozepi{seme-11 rovnice

(4) na redlnou e imagindrni &4st, rozpadne se kaZdd rovnice na
dvé a dostdvéme systém 2 7z redlnych rovnic pro 2 722 neznémych

f\lnk(?f 21’ ’u" o
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£ ”
(5) %-(.z) = J.(‘é;ay‘,é(t) Y, (L)+ 4 (L))t + 'y;(;'= l,ce.,72).
X, *=

Postupujme opé&t metodou postupnych aproximacf (kterd u linedr-
nich systémd vypadd zvl43f jednodule). Definujeme indukef

(Y = A (F=1,...,7)
K 7
P p-1 o, .
6) 9l - ;,;(45“3-4” y (1 Nt Y (7= 1,0
. pro o= 1,2,...

Budiz A 1ibovolny kompsktn{ interval, obsahujic{ bod £, a
le2fc{ v J (kazdy bod intervalu J 1le%#f v nékterém takovém in-
tervalu X ). Budiz [ délks intervalu ¥ ,

12,401 s M, |4 @ <M  proreX .

Potom z (6) plyne (vdechno pro € X )
|y, ) - y;ml <le-t| M +nY) ,

volime-11 Y > max( I’yfl goooy ly'f]) a indukci podle @ snad-
no

Y 2
(1 |y, @) gl =Lf‘§7a‘7-’4<t>( yi - o N at|

pr1 )
'nPM l«e-lo'p '

(p+ !
Polo¥me pro # = 1,2,...,7

< (1 +7nY)

L )

P ° 77+1 r
8 7 W = la 3/ -y +7§ (3w -y w ).
Jetto |x - «,] < L, mé rade vpravo majorantu

) ot
9) ( L+Y) 37 (ML) = (Z +Y) ™).
p=1 f) '




Konvergence v (8) je tedy stejnomérnd v K , takZe v (6) lze
vpravo prejit k 1imité o0 - 00 za integralnim znamenim a do-
atévéme vskutku (5) pro ke%dé e X, tedy pro ke2dé X€J (ne-
bof ke2dy bod z J le%f v ndkterém takovém K ).

2. Jednoznalnost. Budi%: z,(¥),..., Z,(¥) takové rede-

n{, o kterém se mluvi v tvrzeni v&ty. Méme dokdzat, Ze x,(¥) =
= y,’(x) v J, . Naptdeme-1i (5) jednak pro y,- , Jednak pro £
a odelteme, dostaneme

Y n
(10) % (&) - &) = ‘Jéa,;g(t)(yA(t)- zg(l))at .
(

StaZf op&t dokézat rovnosti Y (£) = 250) J =lec,?)
v kaZdém kompaktnim intervalu Kc Z , obsahujfcim bod 4, .

Budiz @, g4u)| < M, |y (&) -2, (&) SA pro te X .

Potom plat{ pro « eX a pro kaZdé celé o >0

(nM l&-s,1)°
1) oy (0 - zZwl <A p ;

to plat{ vskutku pro =0 a plati-1i to pro jisté o , Je
podle (10)

7
n?

el

. 4
. M 1t-s)) (nMik-
1y, @) -2 ()] 5|lfanA o lttel) |- A LOLE Ll

Ale pravd strana v (11) md4 pro 4 — o za limitu nulu, tedy
vskutku %-(.Z) = zl'(.z) .

Poznémke 1. Tedy kazdym bodem [,,7%,,...,%,,] (%€J)

prochéz{ jedno a jen jedno reSenf, platné v celém intervalu J.
A ka2dé jiné Felenf =z, (¥),..., %,(¥), platné v né&kterém inter-
valu JcJ , splyvé v J, s n&jakym z uvedenych resent. %/

2/ Sta¥{ zvolit bod xer a sestrojit ono reSenf %, (£),e0.,

Yn(¥) v intervalu J , pro které je y,-(.e,) = Z,(&,) ; podle
tvrzeni véty 5 o jednoznalnosti je potom 7,-(1) =% (L)v 7, .V disledia
linedrnosti jsme dostali ve v&t& 5 ihned feSeni v celém interva-
w J , kdeZto v § 1 u rovnice y'= /(.e ,y) Jesme dostali jen
“lokdlni" fe3en{ a jeho prodlouZenf "od hrenice k hrenici” v § 2
ném dalo dost préce. -49~



Poznémka 2, Jestlile Q, 4(¥), 4 W), y;' Jsou reédlné,
Je via&t, %e také funkce y; (&) v (6) jsou redlné a tedy také
Jejich limity, tj. FeSent Yy, (X)) eon, Y2 &) Je redlné.

Poznémks 3, Resenf linedrnf diferencidlni rovnice 1. Fédu
(bylo jif probiréno v 2.ro¥nfku). M&jme dénu rovnici '+ p(&)¥ =
= 9(X), ke p(&), @(¥) Jsou funkce spojité v intervalu 7.
Budi? €./ . Zavedeme novou neznémou funkci ¥ (&) rovnici:

N A
- f;’(t)dt 1{‘,:»(t)a&
Yw) = =(¥).e* , neboli *(&) = Y (&)L

Odtud je vidét: mé-1i Y derivaci, md 1 Z derivaci a naopak.

Déle odtud plyne: &
-J,o (Dot

YW + P Yy = 2 (ne” , tj. rovnice

?’* W)y = g (¥) platf tehdy a jen tehdy, Je-1i

4 4
Jpivras £ [P
X&) = g W), £ tedy =) = [@ .0 e+ C
L,
( C je 1ibovolné konstanta), tedy
£ 4 <«
:{f (t)alt [p()alt £ [p(t)dt
- % o du
y (&) =Ce + £ . fg(u)c -

o

Vypodet té&chto integrdld miZe byt ov3em obti2ny, ale prevedli
jeme tim né3 problém Fedenf rovnice %'+ o (¥)y = g (&)

na problém integrélntho poé&tu. V tekovych pripadech, kdy se d4
reden{ diferencidlnf{ rovnice prevést na jednu nebo né&kolik ne-
uréitych integraci , r{kdme, 2e "rcvnici lze re3it kvadraturami”
a povaZujeme Zasto problém se stanovisks teorie diferencidlnich
rovnic za "vyre3eny", i kdyZ se pri intezraci mohLou jedté vy-
skytnout ottiiné problémy. Slove "kvadratura" se hlavné& dr{ve
&asto uZivalo pro integrovédni funkcf{; souvis{ to s tim, 2e in-
tegrdl nezédporné funkce lze interpretovat jako obsah rovinného
oboru - 2 hleddni obsahu se nazyvalo "kvadraturou”
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(napt. kvadraturu Lkruhu ) . Precisovati pojem “fe3ent

diferencidlnich rovnic kvdaraturami” nebudeme - nebude toho pro
néds treba.

Aplikxujeme nyn{ vétu 5 na jednu linedrnf rovnici 7z -tého
radu:

VEta 6, Budte p,(4),..., P (¥), ¢ () komplexn{ funkce
redlné prom&nné spojité v intervalu J . Budiz «,<¢J a budte
Yo s Yoy eeeyY,(™ 7 komplexnt &fsla. Potom existuje reSent

’y(.z) rovnice

(2) y‘”’ - p,(z)y("")+ +ﬂ‘_(;l)y'+pn(t)’y = g(¥)
v intervalu J , pro které plat{

- -7
y(Jo) = ?o, ’y’(lo) '-"ya' gecaey ?(ﬂ /)(-lo) = 70(71 )

(Cti nepf.: (72 -7)-nf cerivace funkce %(¥) mé v bod¥¢ £, hod-
notu 'ybp"'t’.) Je-11 =z (&) re3enf rovnice (2) v né&jakém in-
tervalu J, C J, obsahujfcim bod -, , a je-li

Z(lo) = yo ’ z’(“50) = 90’ gecoy 'L‘(n-’)(lo) = yo(ﬂ—/) ,

je () = y&) v J.

D3 kaz: plyne ihned z véty 5, piSeme-1i misto (2) sys-
tém

Y 0+ POy, (D) DY (Dr.+ LYW = G

YE) - 4, (&) =0, Y- %&) = 0,..., ¥, (&)- 7 &) =0

8 podminkami

(72-7)

Yolle) =7, , Y,(L) = Yo seees Y, H) = Yo .

Dodatek: Jsou-1i funkce p,(4),..., Pr k), Q(I) a

¢1isla Yo %’, coey yo("") redlné, je té% funkce y(l)
realné4.

Mohl bych také formulovat prisludny vysledek pro systémy
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linedrnich rovnic vy38fch $#433, ale v&c je zcela trividln{ a
nebudu ee zdrZovat psanfm. Nep¥, u systému (3) dostaneme Jedno

a jen jedno te3en{, predepfleme-l1li pro jistou hodnotu ¢, hod-
noty

(n-7)

%), 2(4),,.., ™ (4,), wie), «iay),..., " T2,

v, vIL),..., vP ), .

Pomatuje se to velmi dobfe; hodnoty z(m)(l.) ,d‘”)(-(,) '
17(” (£, pak u? nesmim predepsat,ty jsou ddny rovnicemi (3).

Poznémka: Jak je rozuméti vyznamu symbbld y'(.b), ,1.8),...

ceey 7(7:) (#) v krajnich bodech intervalu J , jestliZe tyto
body pat#{ k J (napt. necht J = <@, 4> )7 To je vidst
z toho, jak jsme v&tu 6 odvodili z véty 5: rowvnici (2) mlZeme
interpretovat jako systém:

1Y 4 Yoo Yy ™ I
y‘n-f + ’Pf?,,_, + pzyn_z +teeot 70"_1?4 "Pn y: g

a u2itf pak véty 5, kde derivace v bodé Q 2znal&{ derivaci zpra-
va, v bodé 4 Qderivaci zleva. TJ.: Y, neboli y' znat{

v Q@ derivaci zprava, v .6 derivaci zleva, v (@, # ) obou-
strannou derivaci; %, neboli Y” 2znalf derivaci této funkce

Y’ (definované v <a,$>) v témze smyslu: tj. v bodé @
derivaci zprava, v bodé 2 zleva, Y3 neboli y” znad{ opét
derivaci této funkce y" (definované v <&,4> ) opét v témie
smyslu. Ctené&r snadno zjist{, %e v&ty diferencidlniho a integral-
ntho po&tu, kterych budeme ddle uZivat, plat{ i pii tomto poné-
kud zobecn&ném pojmu "funkce,kterd mé v<a,&> 7n-tou derive-
ci".Ostatn® se miZe &tenar v celém zbytku této kapitoly omezit na

otevienéd intervaly ./, #fm% tyto (nepatrné) obtiZe odpadnou;
mnoho tim neztratf,
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§ 2. Linedrnf rovnice 7t-tého r4du bez pravé strany

Vy8etifujme rovnici

(2) ¥ . pury

Jestli%e @ =0 v uvaZovaném intervalu, nazyvéme rovnict

1) ov pat)y = g .

a2 ¥y gy . vpuny =0

rowmnic{ bez pravé strany nebo homogenn{ rcwnic{; obecnou rowni-
ci (2) nazyvéme rowmic{ s pravou stranou. Podobné se ndzvu "sys-
tém bez prevé strany” (nebo homogenni) u2ivd u systému (4), Je-
11 6,=48,=... = 8,= 0; podobn& u systému (3), je-1i
d=D=9= 0. Nebudu redéji uzfivat ndzvu "homogenni®, aby
se to nepletlo 8 rovnicemi tvaru ‘y'= -/(-%-) , které zndte

z 2.ro¢nfku.

Budeme soudasné s rovnict (2) vy3etrovat rovaici (12) bez
pravé strany, pfilem% 4,,..., Pp, G budte spojité v jistém
intervalu J, omezujeme se na Fedenf v oboru J (to mdZeme po-
dle existen&n{ v&ty 6) a prfipoultime komplexni p,-, ? a kom-
plexn{ reden{ ? .

Oznad&me

)

(13) L(y) =y("”+ 29,(¥) y("" et G Y o, (OY

tomuto vyrazu se rf{kd4 linedrni diferencidlni operdtor; pritom
Yy znemend funkci proménné <& ; 7’, Y”" ... 2zn8¢{ jejf derivace.

Tento "operstor" prirfazuje tedy kazdé funkci Y majicf{ 2z -tou
derivaci, Jjistou funkei (proménné & ) L(%), denou vzorcem (13).

Je zrejmé, 2e [ ((y) =CL (y), Je-11 C konstanta, a Ze
L(y +2) = L(y) + L (2), tedy obecné

LGy +...» Coyy) = CLiy) +...4 QGL(ZG) ,

Jsou-li C‘f gevey C“ konstmtyo
Rovnice (2), (12) 1ze tedy pirepsati ve tvaru

L(y) =g , po pripadé L(y) =0,
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I. Jsou-11 %,,...,Y, Fedeni rovnice (12) (bez pravé
streny) a jsou-11 (,,..., {p konstanty, je téz C;% T
ceot %7& fedenfm rovnice (12).

Dlkaz: L(Zgy/') = ZC;'L(%-) =0 .

II. Je-1i Z iPe3enim rovnice (2) (s pravou stranou), Je
Y + % Fedenim rovnice (2) tehdy a jJen tehdy, Jje-1i Yy rFedenim
rovnice (12) (bez pravé streny).

Dikaz: Jest [(2) =G ; je-li L(Y+2) =9,
je L(y) = L(y+z) - L(x) = 0 ; neopak, je-1li L(y) =0,
Je

L(y+x) = L+ [(2) =g .

Ukol fe3it rovnici (2) (s pravou stranou) L) =9 se
tedy rozpadéd na dva ukoly:

A) Nalézt v3echna fefenf & rovnice L('y) =0 .

B) Nalézt aspon jedno redenf Z rovnice [(X) = @
(nate2 Y + # ddv4 vdechna re3en{ rovnice (2) ).

Podotkndme Jjedté: Jje-1li [ (w) = Q(k), [(v) = A(¥) Je
[(Gu+Cv) = Gg+ (2 , §sou-11 (, , C, konstanty. Dove-
du-1i tedy nalézt re3Seni rovnice /_(y) = qQ i rownice
L(y) = 2 , dovedu nalézt téZ reSen{ rovnice [_(y) = C,g + C;A.

Redme napred tkol A).

BudiZ déno 72 funkef (722 1) £ (&), £H(&),..., £ &) ,
definovanych v intervelu J . Ri{kéme, Ze jsou linedrné& zdvislé
v intervalu J y JestliZe existujf efsla (, , C, ..., SV
z nich? aspon jedno je od nuly rizné tak, Ze

(14) c;f, PO cu/n("‘) =0 pro v3echna €.

Réeni "funkce /(x) Je linedrné zdvisld v A (ptipad
72 = 1) zna%{ tedy, %e c/(.z) =0 (C +0), tj. 2e /(.e)
pro vSechna € J .

0

| Jsou-1i ), ...,/ definovény v J a nejsou-1i tam 11-
nerdné z4vislé, rfkdme, Z2e jsou linedimné& nezdvislé v J. To te-
dy znal{, %e (14) platf jen tehdy, kdyZ & = & = ... =(,= 0.
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Funkce, které jsou linedrn& nezédvislé v néjakém intervalu
J , Jsou ovdem linedrn& nezdvislé v kezdém intervelu J > J.

JestliZe funkce {}(-L’) yeesy 15(&) majl v intervalu J
derivace a%Z do #4du 72- 1, nazyvédme funkeci

I (0., Fp0)
/;(J),..., £n (L)
(15) W) =W / (€)= (reJ)

"...’

n ® 0 000 0000 O0OOCEONCSOOSOSSOOSOTCOON

(n-71) (7-7)
fr W,eiifn (D)

Wronského determinentem funkc! 7,...,4), (v intervalu
J).

véta 7. JestliZe funkce ‘f}'""'fn maj{ v intervalu J
derivace 8% do ¥4du 72- 1 a jestliZe jsou v J linedrn& zg-

vislé, je

(16) %, oo 1fn &) =0 pro viechna & € J

D& kaz: Existujf &fsla ¢,,...,8, , z nichZ aspon
jedno je rdzné od nuly,tak, 2e

(17) Cofg () + oo v Cpdn(8) =0

I~ . . .
OrC vinonns K E€ . Tedy texé der. sace levéd strany Jjsou rove

c,/'.'_}(-A" + PR % ;'-'g-g\ L S
\ % s 9 ® ¢ 5 0O H» OO P ONLY 5 ~ ¢ O 0 F @@ 60 s 8D O s 0 2
¢1 \ ,
16! | ANV PR
L Cfﬁ ,’ o o » ‘?zfn A& -
iovaice {(17), {(18) dévajl (pfi Jexsuliv z2voienén LE€ET ) systén

J
L&

i

. . L . . o) ~ . Y . -
77 linedrnien L gebralzoyient homogennich rovnic ore
l

{ h)
A &

K] Poake Synrir %S et g v vy 1 L~ 4 y ) Ve o
Cpseney Of , Jlag vihovuis nenuliovy systém téchto Iised. Tely

{nl) ’zr:-'l‘,_' - -‘:.‘l\"'-n"
o = [ S ri.,‘t.f‘i.; .

—:r o -i .!- € T ﬂ*. : '] Lt {3 1 - \.:;'{‘ o ) /...:"‘i‘ue qepf‘ »
3 1 3 i \
-&, = L . {f(‘d :;-‘(: .; - = ("Q,(z” Q>C .



vronského determinent je

] 3 3
x’ £ 13' -"v’
2 2] =0 pro £>0, R 4] =0 pro £<y,
308' 303 3'&, "”
o , O
= 0 pro ¥ = 0.
o, 0

Presto funkce ./; ,ﬁ nejsou v J 1linesrné zsvislé. Nebot
Je-11

c,/;(-z) + C,ﬁ(-!) =0 v J, plyne pro & > O (napt. pro

t=-%), e qe’=0, ¢+Cs = 0 apro £<0

(napf. pro & = - ) Gu3- 40, ¢-¢, = O.

Ale z rovnic G+, =C, G -¢C, =C plyne C = (= 0.
Vratme se k diferenci4lni rcvnici L(y) = 0 . UkdZeme, Ze

rovnice L(y) = 0 m4 vJ nlineérné nezdvislych fedenf a 2e na-

lezenim téchto 72 Predenf je ukol, nalézt v3echna iefen{ rovni-
ce, roziesen.

V_nésledujicich vEtdch je L(y) = 0 rovnice (12) a funkce

p’. aoueoitév-y.

Podotknéme napred: Rovnice (12) mé resent % = C . Jvciae
libovolné ¥, € J ; potom exist.je prévé jedno releni Y (. ,
vyhowujfct podminkdm Y(&) - Y'(&) = ... = Y* Py, =c¢

Ale refen{ nulové vyhovuje té&rto podminkam, takZe nele feserd

Y (&) je nutn& nulové reSenf. Tedy: Jestlile néjazé releni rov-
nice (12) je v nZkterém bod¥& intervalu J rovno nule i se svyumi
derivacemi a% do r4du 722- 1, pak toto tredeni je nulové (L.
identicky rovno nule v J ).

Budiz nynit Ysr Yz10-0» ?n systém nejakych 7t redent
rovnice (12). Jsou-1li linedrné& zdvisla, je jejich ¥ronsxého
determinant v3ude v J roven nule - podle véty 7.

Nacpak, nechi "ronsksho leterminent fefen!{ ¥ ,..., Yn
je aspon v jednom bodd «,€ J roven nule. Tedy lze zvolit &fsla
Crre--1Cp 5 DE vestés rowna nule, tsk, 22

- D';;-—



c,y,(-t,) + oo O, yn(.t,) = 0
C,‘y,'(l,) + oo *+ Cpy 7,;(.(,) =0

© ¢ 00 00000000 00 00 000 OOOOOSOOIEPBSLOLIUITPOOEE OO OO

6% "W). r gy " =0,
nebot determinent soustavy Jje nula.

Sestrojme funkci 'y(-t) = C Y, (&) + ... +C,,y,,(¢) s, to Je
reSen{ rowvnice (12), a toto resenf i jeho derivace af do Fédu
- 1 Jjsou v bhodé ¥, rovny nule; tedy je ¥ =0 v J,
a funkce ¥, ..., Yy J8ou linedrn& z&vislé v J (tedy, podle
hotej3tho, Je jejich Wronského determinant roven nule vdude v )

Shrnnme:

Véta 8, Budte %, (),..., %,(¥) reSenf rovnice (12). Po-
tem jejich Wronského determinant je budto vdude v J roven nule
nebo viude v J od nuly rdzny. Prvni pfipad nastdvéd, kdyZ funk-
ce yf,..., Y, Jeou v J 1lineérns zédvislé, druhy, kdyZ jsou
v J linesrn& nezdvislé.

Vidite, 2e véta 7 se d4 obratit v tom pripadé, kdy2
yﬁ...,% Jsou PeSeni rowvnice tvaru (12).

Systém 71 reSenf rovnice (12) ( 7, -tého rddu!) se nazyvé
fundamentdlnim systémem Fe3enf{ (v intervalu J ), Jsou-1l1 funkce
Yy1--+1Y, linedrn& nezévislé v J, t). je-1i jejich Wronské-
ho determinant rdzny od nuly v J .

Je-11 ZC J a tvorf-11 y,,...,yn fundamentaln{ systém
reSent v J , tvor{ téZ fundamentsln{ systém Fresenf v .7, ; ne-
bot jejich “ronského determinent je rizny od nuly vaude v J R
tedy 1 v3ude v \71 .

Véta 9., Je-1i %, ""?'n fundaementiln{ systém resent
rovnice (12) (bez pravé strany) v intervalu J , lze kaZdé fe-
Sent y v J vyJjadrit ve tvaru

(19) Y =C,y1+...+cn7n,

kde ¢, , C;4,...4C,; Jsou konstenty, a to jedinyn zpdsobem;
ptesn&ji: Je-11 JcJ (J, interval),
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(20) G Y(D)+...+ G,y l¥) a’,y,(-z)-r..u- a’,,yn(.t)

pro viechna £ €J;, Je € =) ,.00yCpp =&,y

D3 kaz : Budi2 Y re3en{ rovnice (12). Zvolme bod
#,GJ a urdeme &isla Cry00eyCypy tak, Ze

?(‘td) = qyj(‘to) + e *+ cﬂyn(%)
Y'(&) = C y,’(-e,,) + ...+ c,,y,;(.z,)

O 0 0000000 0000000000000 0600600000000 0000008 00000900

(-1) (r2-7) (72-7)
y (Jo)= cfyl (680)4"..."‘ cny” (‘e.) ’

tp 1ze, je%to determinant soustavy Je rdzny od nuly. Potom funk-
ce ZW) = YW - Cyl) - ... - C, %) Je redenim, kie-
ré v bodé ¥, 1 se svymi derivacemi a% do F4du 72 - 1 je rovno
nule. Tedy == (&) =0 pro vdechna X€J . Za druhé: plat{-11
(20), Je

(G- o &) + ... + (G-d) 4,0 =0 2 Tj;

Jeito %,...yY,, tvor{ také v .7,, fundementdlni systém, Jje
¢ -dy= 0, oo, G -, = 0.

Je-1i y.,, coes Yn fundament4ln{ systém, sestrojme vyraz
GY(E) + .o+ Gul) ;

tento vyraz, pojimany jako funkce 7z+ 1 proménnych C,,...,C,,
¥ se nazyvéd obecnym FeSenim rovnice (12); Jeho vyznem je

tento: zvolime-11 jakkoliv hodnoty &,,...,C,, , dostaneme ie-
Sen{ rovnice (12) a to, pri vhodné volb& té&chto hodnot, kteréko-
liv Fedenf. KaZdému jednotlivému re3eni rowvnice (12) se ¥{ké tea-

ké partikuldrni Fedeni.

Nalezenim fundamentélnfho systému je tedy rovnice (12) upln®
FeSena., Existujf v3ak fundamentdlni{ systémy?

Véta 10, Rovnice (12) mé4 fundamentdlni systémy. Je-1li

%”“’yrz *edenf rowice (12) a je-1i
Y, - Cr Gy we * Crp Yy,
(21) < ........ ® &6 ¢ 9 & 0606 0 09 00 00
Y, = Cns%y*t 200t CnnYn
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(¢, 4 konstanty), je

cf" ) ,C,”

w (J = @ ® 006000 00000 000 x
(22) ) W rg )
Cn” o o0 ’c”‘n
a tedy 35,...,]C¢ Je fundamentédlnf systém tehdy a jen tehdy,
Je-11 74’""?'& fundamentdln{ systém a Jje-1i
cﬁ g ooo0 ,cfn
OO 000G OPOBOOEESOIOS * o .
Cnt1y +o¢ 3 Cmn
Ddkaz: 1) Zvolme 4,€ J ; existuji redent
Zo g o0y zﬂ—f tak’ 29
ZO(‘ZO) = 1 9 20'(“(0) s o p oo zo(n-’)(-!o) = 0
24(4.’0) = o ’ g.[' (‘ep) = 1 ’ eeoe Z,(n-f)(-ea) = o

2,3-7(-1—’0) = O ’ z,;z_.,(-eo) = 0 poeeoe 2”-57‘!-’)(10) = 1
( 2 521 pro g =# ,0pro 7 # £ ). Wrohského de-
terminant unkcf Xg4..05 %, , v bodd 4, Je 1#%O0.

2) 72 romic {21) plyne

YH .S

J m=7

L)
Crm D,

a tedy podle vé&ty o ndsobenf determinanti

Cff g eee 07,72'

;‘;Y (x} - ] "t eveoe ® ® 3 » ® 9
/," -2

6%1, o o {"IZ‘/’?,

delat je jiz trividlnt.
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Dodatek., V3imnZme si je3t® prfpedu, kdy rovnice (12) Je
"redlnd”, tj. koeficlenty 4, (x) v (12) jJsou redlné funkce. Po-

ton je-11 ¥ (&) = (L) + Z V(&) Pedenfm, jsou téZ redlné funk.
ce 4,V redenfmi. Nebot 0 = L(y) = L) + : L(¥), kde
L(w), L(p) jsou reélné funkce.

Tedy také komplexnd sdruiend funkce ¥ = 4 -i1¥ Je Fede-

nim,
Ddle vime, ze ro reélné “poldtelni hodnoty" ¥ (&) ,

7'(.1'. goecy y ( ) Je funkce y(l) redlnd. Tedy existuje
redlny fundamentdlnf systém (naplf. ¥, , Ty ,cce)Zp.y 2 dikazu
véty (10). Je-1li ¥, , %, ,..., Yn reélny fundamentéln{ systém
a Je-11 ¥ = ¢ Yy teee* Cn Yy néjaké redeni, Je

w’ =Wc,.7,+...¢ &I.‘".‘yﬂ
Jy =Je .Y+ oo v JOp. Y,

(2..7 znamend redlnou a imagindrn{ &4st). Tedy : 'y Jje redlné
tehdy a Jjen tehdy, jsou-11 Csyecey € reslnd. Casto dosta-
neme fundamentdlnf systém *edenf{ rovnice (12) ve tvaru 3/

y" yz’ooo’yd.Z'. .2-”22, .i-z ,000,24’54.

(2+ 20 =72), kde Z,,
to

17;- Jsou funkce komplexn& sdruzZené. Je2-
322-= —lé— (2'1'-& -Z} ) Jx, = -2-]‘;- (Zl'-'i'}‘) , tvori funkce

A

77’ ?29 o ’%9WZ,,172,,...,@?,'—724

také fundementslni systém. Nebot msme

% = Y,
Y2 = Y,
1 -—
Rey= 5 %+ T F
= e - 47
J=, 35 =7 2z ~7
’ - l l —
Kz, - o2 %
- 1 15
"722 27 %2 T 77 %2




tskle determinant €Cor 9 coe yCom g véty 10 mé4 zde hodno-
tu

Cuty °°* 1 Cnn

|1
1., 0

o, 3, %, 0

1 1 = (= =+ )?
0O O 57-,-2—‘-,0,0 -(Zl) $4 0.
o, 0, 0, 3 ,3%,0
1 1
Oy 703 ©

Véte 11. Budi? 4¢,,...,¥%, né&jakych 7z reSenf rovnice
(12) (bez pravé strany). Budis £, € J . Potom

&

'j;w(t)dk

(23) Wy,ioiiya ) = Wi yerer gy (t) - €7 :
17

DU kaz : Derivaci

G (£) | eee ) Yu (£)

Wi = %L, een ) Yple)

e 09 © 8 000 000 060 06060 09000600000 000 s

%("")(1),..., %, ()

a4
ax

Costasneme jako soulet determinantl, kde je v prvnim s&ftanci
derivovédn prvn{ rddek, v druhém druhy atd. Zde vidy po sobé& jdou-
c{ rd4dky se rovnej{ - aZ na ten determinant, kde se derivoval
posl=dni tddek, takZe

Yoo Yn

' %', cee 3 Yy
Wiy =

71' »ecy 77:

T773c tovnice (12) nerus{ byt redlnd, ale nejv&t3Y vyznam mé tato
Tcznsmke pro realnd Tovnice. g4




Pi3eme-11 2de pddle (12) %™ =-gg{™") _4 ¢ (*2 _

cee=Pn ¥, @ prifteme k poslednimu ré&dku vhodnou linesrnf{ kom-
binaci piededlych, dostaneme

(24) W) = - p, &) W)

& vime, Ze v3echna reden{ této rovnice jsou déna vzorcem 4/

&
’fﬂl(t)tﬁ'
W) =Ce® , kde C je konstanta. Dosazent
¥ =k, asvda C = W(x,) .
Poznémka. Zjistili jsme, %e rovnice (12) mé 72 1linedrné

nezédvislych fedenf v J . Tvrdim, %e neexistuje vice ne: =
linedrné& nezdvislych resent.

D4 k az : Kiyby y,,...,%,z ’ yﬂ*,, byla linedrné ne-

z8visld reSeni, byla by i Yyrooes Y%, linedrné nezavisls,te-
dy by bylo podle v&ty 9 Yn4s= CoY, *...t Cp Y, 4 COZ Je

ve sporu s linesmn{ nezdvislost{ funkef, Yy reor%,,,

Véta 9 se d4 obrétit timto zpliscbem: lLze-11 kazdé redeni
vy jédrit pomoei 72 redeni Ysreros Y, Y€ tvaru Cr¥Yy *oo

et O, Yy + Jsou 3/1 yoooy 5’?2 linedrn& nezavisld reSeni,

t k& o2 Dyxistuje fundeazentsinf ihj, linearné neccvisliy:

-y '(';-

& : , ~ e 1T vy ekt S g
Sys e T . f } v e v , A .?"; S : a2 T n" o ‘Ax.loz‘-_..x./u\— e
72
-,-V'r K ) . \
-~ , = A’ C,/& ?,’z ‘t ’:, = 4 e ey ;‘.' J
I k=1 ¢ ~ -
O0dtud plyne

C"f ] * @ 5 ,Cl“f\z

I e

w -('z’) : ® & & & @ 9 v D O P N9 e~
Y;""’zz

ooooo

i c"z’, e o ,c,,,."n
{(viz wv&tu 10). Zde je leva stiranc riznd 23 nuly. ted

‘&v.},o_,_,,,?é.z) + 0.

4/ iz coraariay 3 owa ookt



Konené: Jsou-1i ¥,,...,%, re3enf rovnice (12) a je-1i
,&<n, nelze kazdé re3eni Y vyjadfit ve tvaru

Y=CY, + ... +Cgy, : nebot potom by se kazdé reSenf dalo vy-

jaarit ve tvaru G, +...+Cyuy, + G O+...4¢,.0 , a
Y Yo 1++41%0, Oy .. , O (nula (72-4#£)-krét) neni linedrné
nezdvisly systém.

Véta 12. Budte Y, (L)y...y Y, (&) funkce, které maji v in-
tervalu J spojité derivace ?z-tého rd4du s necht
\s@,,...,yn () # O pro vEechna ¥e¢ J . Potom existuje v -7Jed-

na a jen jedna rownice

@) 4 )y et P, ()Y AP )Y =0,

majici{ v J spojité "koeficienty" Py (£), -kterd mé v J FeSent
Y () yonny ?n(-“)i tato rovnice jest

(25) Wy, .00 9, (&)
W?,,...,yn(!)

(12) ¥ (72-7)

|
O

DAkaz : 1) Nechft rovnice (12) a soudasnd rovnice

(22) (72-71 )+

et 4, (OY'r 2, (DY = 0O

7

majf v J FeSent y, veeos Yp ( 707- ,4/- spojité funkce); méme

+ /t,(l) y

dokézat, ze (&) = 2, (&) prowed, F=1,2,...,7 .

Necht to nent pravda, Odeltu-1i obé rovnice, dostanu rovnici

(00 2, 0) 7B e (g 00- gy e T D

coot (P, (K) = 2, (&) Y =0

(zde y(a) - "nultd derivace" - znamend prosté y), kde %
bylo voleno tak, %e pro 0</'<4€ je (&) = 2, (&) pro

viechne k€ J , ale pro 7 = & uZ to neplatf. Je 1 < < 72 .
‘Existuje bod -&16.7 tak, Ze 10‘6(4',) - /fé(.z,) $ 0 , tedy existuje
interval JcJ tak, Ze Lo &) - 254(£) $0 pro viechna
X 6.7, , takZe v .Z 1ze rovnici (26) dé&lit vyrazem
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Pglk) - £4(&) a dostévéme rovnici Fédu 72 - £ <7, ktersd
mé v J; m lineérné nezdvislych integrdld - ale to nenf moZno
podle predchézejici poznémky. Ov3em pozor! MiZe byt také £ = 7
potom (26) nenf diferencidln{ rovnice, nybrZ prosté rovnice

(1, (&) -2,(£)).%% =0 tedy % =0 ( v intervalu Jy), a

ta mé mit linedrn& nezévisld reSenf ¥%,,...,%, (tedy aspon
Jedno)- sle to opét nen{ moZno.

2) Y, 7’, cee 7(")
Yoy s oee o Y

V’y,.y,,---,y,,(‘” . ,
/AL SRS

to ddvd vskutku nulu pro Y = Y,,..., ¥ = Yn . MNimoto ms
rovnice Wy,%,...,%‘u) =0 tvar (12) % , aZ na to, Ze

koeficient prti 7"” neni 1, nybr2 W%,,,,,,a(t) $+ 0 ; tia
tedy mdZeme dé&11it,

Vidfte, Z2e nejpodstatnéj8{ vétou této kapitoly byla exi-
stenin{ véta 5; véta 6 z ni plynula malou ipravou a véty 7-12
(samy o sob& ov3em velmi dlleZité) plynuly z véty 6 snadnymi
dUvahami o derivovédni, o primitivni{ch funkcich a elementdérnimi
dvahami linedrn{ algebry. V3echny tyto dvahy by platily 1 v tom
pripadé, kdyby nezdvisle proménné byla komplexni. Proto pozdéji,
a2 budeme aluvit o diferencidlnich rovnicich v oboru koamplexnf
proménné, sta&f ndm odvodit vétu anslogickou k vété& S5 a véty
analogické k vétam 6-12 z n{ vyplynou tymii vypolty jako nynfi,
proto je potom nebudu vét3inou ani opekovat.

Poznémka: Casto jsme uzivali oznalent

. (7m-7)

(k) Lop = p) ¥y ™o pury oot SO Y S Py

(u nés bylo vét3inou (k) = 1), kie #% (&) §sou definovény
v Jjistéa intervalu J . Tanto operdtor [ prirszuje kazdé
funkei % (¥), majicf 7 -tou derivaci v J , opét jistou funk-

5/ Stel1 rozvinout determinant podle prvkd prvniho radiu.
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¢t L(%), popsanou rovnici (%). Je-11 nynt M Jdalsf takovy
operétor (pro tenty% interval J )

(% %) Mg = gw 3™ v gy,

s Je-11  L(y) t4% funkce Jako M(y), a to pro kezdou funkci
(¢), majfc{ v J n-tou derivaci, potom v celém intervalu J

je £60) = ;&) (7=0,,...,7).

DAdkaz: Zvolme .4:,6.7 a celé &{slo /', 0 5/_‘_71.
(&- &, )7
7'

L ) _
(aultou po2inaje) rowvny nule, s vyjimkou hodnoty ¥ (&) = 1.

,ma v bodé& « vaechny derivece

Funkce Yy (&) =

Je2to vyrazy (#) , (» ») jsou si rovny v bodé &, , vychazl
P"_l. (lo) = 9’1-,(.z0) °

Véta 13, Budiz y(-lf) feSeni rovnice (12), které neni iden-~
ticky rovno nule v J. ¥Yoton jeho nulové body, lezfcl v J » Jsou

isolované.

Dakaz: Necht to nentf pravda; tedy nulové body funkce
y(.l) maji hromadny bod € J ; ti. existuje posloupnost
Hyy £y yeony £y = Lo, £ ¥+ L, , Y(&g) =0 . Bez ujmy obec-
nosti miZeme pfedpoklddat, Ze tato posloupnost konvergule k (&,
monotonné zleva nebo zprava (jinak bychom pre3li k vybrané posloup-
nosti). ProtoZe funkce <% (&) a jejf derivace a% Jo rféddu 7e- 1
jsou spojité (jaek plyne z existence ’y(")), mame predev8{m
Y(&,) = 0O a ddle pouzijeme na intervel o xoncovych bodech 4 ,
(1)’

34*, Rolleovy véty. Dostaneme tak posloupnost ..6,(1), £,
g sk, 5V sy, gt 20, ey

Y'(¥,) =0 .
(2) (2)
I()S%éi aplikac{ Kolleovy véty méme: &g > Ly , l& X, ,
,n(‘z& ) = 0 ; tedy 1 7"("[0) = C .

Induk&n{ krok Je triviélnt.

(n-7)

Tedy platf ¥ (&) = (&) =...= ¥ (£,) =0, a tedy

Y &) je, jak vime, nulové Fedeni, coz je spor.
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§ 3. Linedrn{ rovnice 7z-tého #4du s pravou strenou,

VySetrujme nyn1 rovnici
@ ¥ e ¥ p Wy gy s oW

(f}-, ¢ spojité v intervalu J a vimém si Jen ie3en{ v interve-
lu J). Predpoklddejme, %e jsme ji% na3li fundementéln{f systém
Presen{ %(I),..., yn(.e) rovnice bez pravé streny

( -7)

( ,
2 . *ry T e Pr syt Prny= O .

Vime, %e stadf nalézti jedno jediné FfeSen{ =X rovnice (2), na-
&eZ v3echna re3enf rovnice (2) budou obsaZena ve vzorci

(12) Y

CrYy + ooo + CrYy, + X (&, konstanty).

Vime, Ze funkce

(27) y = Cry, + C;?z teout L, q

vyhovuje rovnici (12), jsou-1i CJ‘ konstanty: budeme se nyni
snazit nalézt funkce (proménné «+ ) C , (,,..., (n se spo-
jitou prvn{ derivacf tak, aby vyraz (27) vyhovoval rovnici (2)6/
Toto je jedind podminka pro ( , (..., (, =~ 44 se proto ole-
kdvat, Ze t&mto 7z funkcim je moZno uloZit Jedté daldich 72- 1
podminek; to u&inime co nejvyhodnéjs3im zpisobem. Mysleme 81, 2e
méme 2z funket (,(, ,...,(,, se spojitymi derivacemi a Ze

7
definujeme '7 rownict (27). Odtud plyne (wv3e pro veJ)

y'= Gy ..+ Catin* Cloy +ooot Cr Yy,

Zvolime-11 (1' (Jestlize 72 > 1) tak, Ze

‘:"?1 + ... * C,; yn= 0
( pro vSechna £ €J ), bude
y = Gyl+..+ Oy,

6/ Proto se této metodd #{kd variace konstant.
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(tJ. ¥ ee po¥fté tak, jakoby Cy,...,C, byly konstanty).
0Odtud déle (je-11i 7> 2)

y' = C,'y;' +tooot (;27;: + ,'71' +eoot ,;»y’; ;
volime-1i c] tak, aby

c/’yf' MEEEE 9’2'%;«: 0
bude
'g': G«yf + ...+ C't%';

Tak pokradujeme &% do derivace F#4du 72 - 1. Uhrnem: Zvolfme-1i
Cl - tak, aby

’

- ’
61y1+000+ 'nyn:O,

4 / ’

(28) JGyrr v bnyn=o0, 4

...........................

LGy (™2 h gyt 2

dostaneme postupnym derivovédnim z (27):

(Y= Gyr o+ Cny,

y = nyf"’ eees ¢ n'y,’n
(29) Y= Gyl + oo + Cp Yy

-1 ”n-1 n-1 )
?J ) _ G, ’( el e ’zygl
- ’ -7
Ly(“)= Gy,(”)+...+ fay,(,n)+ C,'y,‘" Dyris n'y,fn ‘
PoloZ{me-11 opé&t ,y('n) + P’?(”-‘, )+...+)0.n?= L(y), dostévéme

(Jefto ((y,) = ... = [(y,) =0)

/_(y) _ C,L(g, )+...*C,L(’y,,) R C;:%(n# )+ " ':71572—1) ,
L) = Gy eiiiv Cag ™7

7/ Je8té oviem nevime, zda je to moZné.
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Poder{-1i se ném nalézti funkce C;‘Lz) (se spojitou prvni derive-
cf) tak, aby vedle (28) platilo jesté

(30) C,,'y,('b” +oaea t ,,'y,,f"") = q ,

bude funkce (27) vskutku fed3enim rovnice (2) a budeme hotovi.

Podotknéme, %e funkce 71" y’-',..., y’-(“"), ( 1: l,000,? )

Jso. spojité v J, nebot existuje jesté 7’-('") . Rovnice (28),

(30} tvorf{ 72 linedrnich rowvnic pro C,' ,...,C,; se spojitymi
koeficienty a s determinantem Wf’,,...,'y.,, (£) # O . Proto
lze tyto rovnice resdit obvyklym Cramerovym pravidlem a vyjdou
vskutlu c,’- (e) spojité, takze k nim existujl C; (&), které
najdeme "kvadraturou”,

” £ -
Prikled, Rownice Y - 7 =0 mé rfeden{ € , £ ",
W = €027 -
(&) = o ot = =2 % 0 . Rownici Y -y = 9 (&¥)

(q(-l) spojitd) redfme takto:
’ = C,e'ﬁ q&.l

X - -
y'= Ce-Ce*t ; Clets Gt o

¥ , -
y*= C, 5+ C,e « Cat - (e,

Jest L = C 2 Gle™ .
ReS{me rownice
C,oets Gt o
Ge' -Get=- g,
z nich dostdvéme

" _ 1 -&
G = 5 ge
C' - _- 3 £



robecny integrdl”™ na3{ rovnice bude
. X - 1 & -¥ -& £
g= K" Kete 3ot [guretade - L[ gnetal

(K,,K, konetanty).

§ 4. Rizné pripedy zjednodulenf linedrmni rovnice,

Rovnice (12) mé4 vZdy nulové redent (y(l) =0 viwle v J);
to nazvu trividlnim.

A. Snffent Fédu.

JestliZe v pripadé@ 7t = 2 zném netrividlni reseni %,
rovnice

(31) Y e Py PmYy= O,
zavedu misto y novou nezndmou funkci %= rowvnict

Y@ = Y@ . 2@ ;

to jde aspon tam, kde je %,(¥) # O (a vime z véty 14, Ze nu-
lové body funkce Y, Jsou isolované). Potom

Y = Yx'e Yz
Y = Y2 e 290+ Yz
8 nade rovnice prejde v rovnici
%2'+ (2?1'4»;7,?,)2' + (?1"'f1%"“f271)7 = 0,

ale zde posledni &len oépadne; méme tedy rovnici l.rd4du pro dal-
3{ novou neznédmou funkei £ = Z’:

(32) Yae' + ( 24/ +py, e = O,

kterou dovedeme Fedit: &/

S G epr e Syl

w- (e = 9, e - LU ;

8/ Lépe releno: prevést na kvadratury.
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odtud najdu
% (&) =c,ju,u)d-e+ G o,

yw = Gy JUwde + Gy

&imZ? je rovnice re3ena.

Vidé&li jeme, Ze znalost jednoho redenf rovnice (31) ném dovo-
lila prevést ji na rovnici (32), tj. sni2it jejf ¥4d o jednil&ku.
UkédZeme obecné:

JestliZe zndme £ 1linedrnd nezavislych reSen{ rownice (12)
( 0<.£<n) , dovedeme Fe3eni této rowvnice pirevésti na resent
rovnice (lineédrnf, bez pravé strany) Fd4du 72 - 4 (a na kvadratu-
ry).

Neformuluji to jako matematickou vétu - jde spi3e o0 ndvod ;
presny smysl vyplyne 2z nédsledujfcfho.

PiSme op&t rovnici (12) ve tvaru 1_(7) = O a necht Je zné-
mo 4 lineérné nezdvislych re3ent

(33) Yy rYpr o0 1 Yg -

Zavedme novou neznédmou funkei Z (&) rovnict

Y (¥)

%, (&) )

(34)  YW) = W), 2@  (t). (D =

omezujice se na n&jaky interval, v ném: 7, (#) % 0 . Jest

’ ’
Yy’ = 972 + Y x
'y” = yfz.+zzygz'+jy,z”
y"’-.- %"z ... y,z"

® 0 00 00 00 0 0 & O OO OO OO O OO OO 80 0

Y g, My g™

(mohl bych vypisovat tyto derivace podrobné pocdle Leibnitzovy
formule - ale nepotrebuji to: rovnice je &1{sti tekto: ma-11 jed-
na strana smysl, m4 smysl i druhs). 0dtud ihned:

Lap = 2" « R =z LoD W s Ly
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Rovnice (12) prechdzf{ tedy - jeito L(y,) = 0 - v ekvivalentnt
rovnici

(35) " Q) =) Qﬂ_’(t)z’ = 0,

jeZ mé zndmd Fe3eni (viz (34))

72 £/

(36) 1, -Z- y eee -5,;-

Polo¥fme-11 ¢ = &’ , ptejde (35) v ekvivalentn{ rovnici

AR AT PPl A I P2

(37)

s freSenimi

4 % d Y
(38) ~p % ...,2‘;( 1)

tato Fe3eni jsou linedrné& nezdvislé4, nebot z relace

caf?/z+ d7£
dy + dy 39

2 4
c - * [ I BN J c =~y : O
G *ay, * %4, '

tedy jisté C, = C, = ... =€6= 0.

’

% - o

Rovnice (37) je tedy #4du 72z- 1, a zndme v nf £ - 1
lined4rné nezdvislych red3eni. Nejdu-1li u této rovnice 772z lineédr-
né nezdvislych redent Alyyooey,, , dostanu z nich u rovnice
(35) celkem 772+ 1 Fe3enf{ 5/

(39) l, Z, ,...,F,, (zj (&) =f»(&/-(-lf.)dz) '
kterd jsou linedrné nezdvisli, nebot z relace

CGZE, + CZ, + ... + C;uz‘m" Cmﬂ’ 1 =20
derivovéanim plyne

G, * eos ¥ Gk, = 0,
O atedyl(, 4 = o .

tedy G =6 = ... =C

9/ Jednifka Jje redenfm rovnice (35)
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KoneZné& rovnice (12) m4 72 + 1 1linedrné& nezdvislych Fe-
Sen{

yf ’zfyd vzfj?, 9°°°ozm71°
Pfehlédnéme to:

Znéme-11 u rovnice (12) ( 72 -tého #4du) 4 1linedrné& nezs-
vislych rc3enf, dovedeme sestrojit rowvnici (37) F4du 72 - 1 ,
u které zndme £ - 1 linesrné nezdvislych re3eni. Dovedeme-11i
nalézti u rovaice (37) 772 1inedrné nezdvislych redeni, dove-
deme kvadraturami nalézti 772 + 1 linedrné nezdvislych re3eni

10/
rovnice (12).

Opakuji tento postup u rovnice (37) (Jestlize .4- 1 > 0)
a dostanu rovnici

(40) v(n'2)+R,v(n'3)+...+Rn_2 v = 0,

u které zném £- 2 1lineérné nezdvislych red3enf{; a najdu-1i
7 linedrné nezdvislych Fesen{ rovnice (40), dostanu kvadra-
turemi 77+ 1 1lineérné& nezdvislych redeni rovnice (%7) a od-
tud 772+ 2 linedrné nezdvislych red3enf rovnice (12).

Po Aé krocich dostanu rovnici
(41) ‘w(n"6 + S,W("""’) ...+ «5'-“&’5 0

8 touto vlastnost{: nejdu-li u nf 772 linedrné nezdvislych re3e-
n{, dovedu nalézti kvadraturami 772 + £ redeni rovnice (12),

Specidlné&: RozreS{m-11 uUplné rovnici (41), tJj. najdu-11

722 - & linedrné& nezdvislych Fe3enf, mohu kvadratura=zi nalézti
72 linedrné nezdvislych feden{ rovnice (12), To sice platg
jen v té&ch intervalech, ve kterych onse re3eni linearnich rovnic,
kterd Jsme piri Jjednotlivych krocich ddvali do jmenovatele, jsou
riznd od nuly. JeZto v3ak rovnice (12) md4 fundementslni systém
feden{ v celém intervalu , mus{ se tato re3enf 34t v jedno-

10/ Postup je jednoduchy: poloZim Yy = %,% , nalez dostanu
pro Z diferencidln{ rownici, ve které se vyskytuje pouze

‘Z', - SR z(”) 8 poloZim 2= e,
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tlivych &4steZnych intervalech kombinovat a v t&ch vylouZenych
bodech doplnit (na z4klad® spojitosti) tak, abychom dostall fe-
5eni platnd v celém intervalu J ; provedeni tohoto poslednfho
kroku nebyv4 té&zZké.

Priklad: Rovnice

(42) xy” -y -uy’+ y = 0
m4 re3ent .e" ' £t , Jak snadno zjist{te. PoloZime
y = ze

’

Yy’ = (x'+z)e”
Yy = (2% + 2x'+xz) 2"

Y"= (274 327+ 3+ 2 )2t

a dostaneme rowvnici

£ (Z"+ 32"+ 32"+ 2 )(" 4+ 2% + 7 )= H(2+ 2 )+ 2=0,

tJ.
42" F"(3x-1)+ 2 (24 -2) =0
&£ z’-‘
8 red8enimi 'j;"' =1, ;—1— = t-z'e ; poloZime Zz'z ¢ a mé-
me rovnici
" + 3k -1) v (e-2) =0
s Fedenim 1'2"‘; poloZim
L = z-ZJV

' = e-%¢ (<=2 v+ ?')

'
&
|

L7 =
dostanu rovnici
L(v"- 4v'+ sv)+(3 e - L) (2'- 2v)+(2e - 2) =0

neboli
v’ +v’(-k-1) = 0.

PoloZim v'= w a mém rovnici
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$w’' - (&£ +1)w = 0,
kterou dovedeme resit
&+
JEq,
w =C,e = Cue’

odtud
vV = C;f-&eldl'&g = C,(-l-l)e"*-Cz ’

-ZJV:: C(J- l)e-.e + Qﬁ-z‘k

x = C,f(«t- 1) e~ ¥+ C;fz’“afgq»@ =

A = L

=-Gure~*t- —§2- e~ . (,

(43)

7=:u'=-€,.e- £

C. -
2 p ¥ + 425,3

t{m méme fundementélni systém redenf: 2%, 2~ %, & . Nebylo

by oviem - v tomto pri{pedé - té&zké, uhodnout i treti releni
‘y = & primo.

Zéroven je vid&t: Rownice (42) plati pro videchna & wvibec
(pro funkce (43)), a¥ na3e obecnéd teorie nés nechdvéd v bodé
£ = 0 na holigkdch (rovnici (42) bychom m&li dé&lit & , aby-
chom mohli p#fmo uZft nadich vét).

B. Zavedeni nové nezdvisle proménné.

Do linedrn{ rovnice (2) zavedeme novou nezdvisle proménnou
§ (mfsto & ) rovniet

(44) £ = p(§);

pri tom predpoklddejme, 2e v uvaioveném intervalu mé ¢ spojité

derivace do r4du 7z-tého a @'( §) Je stdle kladné nebo stélé

zdporné, takfe ¢ Je ryze monotonni a (44) urfuje také naopak §
Jako funkeci £ (inversni funkce).

Je pak

& . % 2
ade C{f' a Spi§=) G(f
-T4-
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2
Ly _ & 1 Y, df
di’ s (T® d5)dr -

! P ady 1 a*
AN (P(§)F  df P'(§) df%)

atd. Je vidadt, Ze rowvnice (2) pitejde v linedrnf rovnici 72 -tého
rédu (pro % JjakoZto funkeci f ); jestliZe pivodni rovnice byla
bez pravé strany, je i novd rovnice bez pravé strany.

C. Zavedeni nové neznémé funkce.

Zavedme do (2) novou neznédmou funkci 77 rovnici

(45) Y =Py + ),
kde @, % majf spojité derivace do 72 -tého rédu, Pk #0 .

Potom (Leibnitzovo pravidlo pro deriveci souéinu)
~ ’ ’
Y =P+ Py
n [/ )7
Y= P 2P P Y’

< .......... ® ® @ ¢ 6 @ O 0 ¢ 6600 ¢ OO0 00 0 0o

(m-7) (r2-7) (n-2) (n-7)

(46) y = 7 +("1") ?’72 teoot P D +Y (%

s (72-7) ("l)

EAREIC T AURET X AV A7

-7)

Revaice (2) prejde opét v lineérnf rovnici; Jje-1i ¥ =0C ,
pirejde pritom rowmice bez pravé strany sudstituct

(47) y = Py
S.et v rovnici bez prevé streny.
-1
Rovrniice pro 7 ma pii ’7(” ) koeficient
’
72? + p, 9

(#2) (na-7)

© 12) byla rovnice Y+ Yt P YR Y = @ ).
Vol{m -11 tedyy tak, Ze ny'* L P =0, tj.

- LS pie) ae
L 48) P = e = J

zbavin se Zlenu s 72 ‘™1’ Tak napt.linedrni rovnicl 2.#4du lze
timto zpisobexn plevést na TVaT g



(49) Y+ py = @ ;
JestliZe tedy (2) byla rovnici 2.F4du bez pravé strany, lze ji
substituct (47) pirevést na tvar

(50) y"+ Py: o .

Samoad jungovand rovnice 2. *d4du bez pravé strany.

Jest to rovnice

€ p %Y
) CnsnamN—— —
(51 = (Pl =)+ dw y o,

neboli
(52) Pay” + p"g'+ Gy = 0 ;

kde P&) +0 a P'(g) je spojits.

Obecnou rovnici 2., rd4du bez pravé strany

(53) Y. p,yﬁ- P2Y= O

pitevedeme ns tvar (52) tim, Ze ji nédsobime vhodnou funkci¢;¢tz)

4

tak, aby M= M stadf zvolit

Sp, () e
(54) M) = £

Jiny zpisob prevedeni linedrn{ rovnice 2.rd4du bez pravé stra-

na na tvar v
y"+ Qy= o.

Predpoklddejme, 2e Jjsme jiZ rovnici ptevedli na samoad jungo-
vany tvar (52) ; zavedme novou nezdvisle proménnou rovnict

¥ = P§)

8 ryze monotonn{ ¢ , které méd spcjitou od nuly rdznou cerivaci
e spcjitou derivaci 2. radu, tedy lze také pssti

§ = yur.
Jest
%— = ;}1 . 'y(.y,) .
2 2
—% = %—f% (fy’(w)z . % Y&



Tim prejde rovnice (52) v rovnici, kde koeficient pii ;ﬁ—
Je 5
ad

Pw) p'@) + P'w) w'w) = = (P @y

tento koeficient bude roven nule, tj. obdr2fme rovnici 24deného
tveru, bude-11 P (&) %’ (¥) konstantn{, napr.

‘W = —i— &) = | —i— :
¥ P (¢) ¥ P &)

Provedli jsme tento vypolet u samoadjungovené rovnice jen
proto, %e obecny vypolet je u rovnice (52) jednodu33{; pil prak-
tickém provéddni je to zbytedné, miZeme odstranovat &len s Y’
ptimo u rovnice dané,

UkéZ2eme nynif, jak né&kdy je mo2no uit vyloZenych zpldsobd
pti reSenf rovnice.

Priklad 1. Besselova rovnice mé tvar

1270 . ly’* (12- ﬂz) y - 0

(72 je konstanta). Zbevme ge Zlenu s 7' zavedeni{m nové nezndamé
funkce =

Yy ==, ¢ ,
kde podle (48) volim .3 1 o
‘9903)‘_‘8’ £ - __;__
vl
(pro « > 0 ), tedy ,
y = x. & 7
v
” _ z’.e-r -l'.e-gz
y' - - 3
5
4 - -3
y” = 2"y~ T - 2y g+%.2~e ;
3
- 7
ngsobf{m-1i rovnici ¥ , dostanu
i4 2
z ~ 7
2"+ 2 ( ———y +1) =0
&
Vid{me, 2%e pro 7t = % dostesneme rowmici =" + X = 0,

-l =



8 fundamentédlnim systémem reSen{ sin .y , cos ¥ ; Besselova

rovnice mé tedy pro 72 = %— feden{
cos ¥ sin ¢ (£>0) .
Ve ' N

Priklaed 2, V rovnici

vy'-y - +%% = o

odstranime ¥len 8 ¥’ zavedenfm nové nezévisle proménné rovnict

§ = v -
%- = —Z% . Y@
o> ) d ,2 ’v
3'122' = ?{% y + TZ}L’V ’

rovnice Jje

4
¥ (3#'(#))2 —-z + (¢ - YW) 2 -&3y = 0.

ag f
2
Volime ,gy”(,g) -y =0, Y@ =, p = %l ;
]l 2
§f = 5
a rovnice nabude tvaru
3 & 3
g Yo
S 11/
2zde se pro ¥ ¥ O d4 krétit & " o mame fundamentédlni

systém .ef ,.£°§ ; prechodem k pdvodni rovnici Jdostdvdme fe-

£’:"‘ez .
3ent y £ (a to pro X € (- 0, + ®), tj. 1 pro

t=0).
Priklad 3. Rovnicl
» 1 ,,’ _
ty ' » 5% - = O

~pevedeme ns sanoad iungovany tvar nédsobenfun funkc{ ‘44££) ;
14 byt

(peik) & s A e,
) = - %- M)

YN v

11/ Kdybv to nedlo, musili bychem jedteé vyj4drit & pomoct f .
- 7%



a vyjde M e) = v T

(£>0 ) . Dostaneme tedy rovnici

A 1 -
m(ﬁ%)'ﬁy' 0
W L (FE yun-yw-= o,

Zde se ndm dvakrdt po sob& vyskytne "operstor” W % . Uvai-

me, Ze Fdf' = -g—; % . Zevedme tedy novou proménnou §
tak! aby

oy a
“ .z, G4, ¢.aw,

potom rovnici lze pséat

d ( ﬁ) - = 0
as ~ag 7 ’
8 reSenimi gf ’ e-f ; pivodn{ rovnice mé4 tedy re3eni 2 NE ’
-2Ne
£ pro £> 0,

Ale na3e rovnice mé reSenf té2 pro £ < O ; d4 se olekdvat,

2e reSeni{ budou opét funkce £ + 2V = £ reve (#<0), a te-
dy 1 jejich redlnd a imagindrnf &4st

cos (2Y-&), sin (2V-%) ;

presvéddfte se primym dosazenim do rovnice, %2e to Jje pravda.
Obecne red3enf mé pro > 0 zcela jiny charakter neZ pro £<0;
prc k<0 Jje to

Ce2W+ QZ-ZVI

které pro & —» + ® budto v absolutnf hodnot& roste do neko-
neéna (pro C., £+ O nebo konverguje k nule (pro Cy = 0), pro
£ > 0 dostédvdme oscilujfc! rFedent

C,, cos (2V-¥&) + Czsin(ZW) = Asin (2V-%- P)
(4, @ konstanty).

-79-



§ 5 . Linedrn{ rovnice s konstantnimi koeficienty,

Linedrn{ rowvnice 1. #4du dovedeme re3iti kvadrsturami; v ple~
de8lém paragrafu se ndm podsifilo v pi#ikladech rozresit né&kolik
rovnic 2. #4du, ale bvl to celkem ndhodny uspé&ch. Nyni vyireS{ime
Jistou t#{idu rovnic, které v2dy dovedeme re3it kvedraturami,

v mnohych p#{padech dokonce algebraickymi operaceri. Jsou to
tzv. rovnice s konstantnimi koeficienty, tj. rovnice

Ly = 0, popripadd L) = Q@) ,
kde

(55) L(gy = a.y"”’ *afy"’"’+...+ @, Y™ QY »

@, ,+..94,, komplexn{ konstanty, &, % O .

ReSme napred rowmici L(y) = O . Zkusme, nemé-1i fresent

tvaru Y = e (A komplexnf konstanta). Dosazenim do (55)
ihned dostévéme

(56) LM - LT 7Y :

kde F(A) = aoAn"' a'x"-f teoot an-—'la + 2, .

Je tedy L (2’\1 )

rovnice

(51 FQ) =0, tj. @A +...+ @, _A+a, = O.

= 0 tehdy a jen tehdy, JjestliZe plati

Folynom F(A) se nezyvé charakteristickym polynomem a rovnice
F(A) = 0 charakteristickou rownic{ operdtoru /. ; také r{kéme,
e f patrf k L nebo %2e L patrf k F .

JestliZe rovnice (57) mé 72 rdznych korend 3., . }tz, ceey Ay
dostdvédme 77 reSen{

A A,
(58) Pt o e

o nichZ zachvili dokdZeme, 2%e tvoif{ fundementdalni systém. MKa-11
v3ak rovnice (57) mnohondsobné koreny, dostsvéme v (58) men&d{ po-
et rdznych reden{ a je proto nutno hledati daldf reSeni. Vezmeme
proto tuto otdzku obecné.
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Operdtoru L , dsnému vzorcem (55) Jjsme priradili v (56)
polynom F (prosté&: misto yw) Jsme psalil A‘e - tim plrejde
Ly) v F(A) ).

Zvolme nyn{ komplexn{ &{slo 4¢ & funkel (&) priradime
funkei % (&) rovnict

(59) Y (%) = I

Potom (pro derivace souZinu uZiji Leibnitzovy formule) Jje

n
g = & “x
L(?) go. ,,-4 12 -A—I (& %) =
Z ,2(“)/4 PRV AN

L -0 1.0

(60)

kde M je linedrn{ diferencidlni operdtor, jejZ nemusim vypiso-
vat; k n&mu nechi pr{slusf{ charakteristicky polynom & ; podle
(60) dostanu G (A takto

(A) = £y, 72%7 . 3a (uerr® =
60+ SauS Puat - S
F(A+p) .

Celkem tedy: Budi% dén linedrn{ diferencidlnf operdtor L
(s konstantnimi koeficienty), kterému p#{slud{ charakteristicky
polynom F :, zavedeme-1i vztah (59), Je

(61) L(y) =M (z) ,

kde A Jje op&t linedrn{ diferencidln{ operdtor s konstantnimi
koeficienty; jeho charakteristicky polynom 6 Je pak dén
rowmict

(62) 6iA)= FA+po) .

Odtud je vidét: Je-11 né&jaké &fslo A £ -ndsobnym kofenem
polynomu £ , Je &fslo A -.¢ & - ndsobnym kofenem polynomu
G a naopak.

Budiz nyn{ Z1slo /M .k-néaobnjm (A&> O ) kotenem charak-
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teristické rovnice F(A) =0 1, potom rownice O (A) = 0

mé A-néeobnj koren O, tedy mé G tvar
- »
G (A) =A,}\”+A,X"+ cee *+ o;-AA =0, An_&# 0 ;

tedy
(63) M) =A, 2™ A 2T s A, 42 R -0, A k0.

Odtud je vid&t, %e rovnice M(%x) = 0 md (je-1i A >0 ) resent:

x =1, x=k, = =22 ... = =u%*

Z (61), (59) je pak vid&t, Z%e rovnice L(y) = 0 né Pedent

£ X
& [ 2 Lk

- &
25 e, T

’...’l

To tedy platf, JestliZe &fslo ¢ Je 4 -nésobnym korenem charak-
teristické rovnice F(A) =0 .

Necht tedy rowvnice F(A) =0 mé £ navzajem rdznych ko-
Fend A»,, Az,..., }\p y» 2 nichZ prvn{ je 43, -ndsobny, druhy
4, -ngsobny atd. (4,50, £,>0,...; £ +B+. .+ A, = 7).

fotom rovnice L(y) m4 t&chto 722 rfe3enf (v intervalu (- oo ,
+ 00 ) ):

- elfl ,.ze’\f"’ ’“.’x.&,-/el,.z
e}“l,x'.e)"'” ,...,.e‘e"'feaz't
(64) ﬁ......................................
L 21”‘,127""’ ,...,1'& S

Dokd2eme nyni, %e tato red3eni jsou linedrné nezdvisld (v(- o ,
+ oo ), ba dokonce v ka?dém sebe men3fm intervalu ).

D3 k a z : Necht n&jakd linedrnf kombinace funkci (64) je
rovna nule (pro v3echna & Jistého intervalu J ), tj. necht je

A,-k + Ap-(

0

(65) P (k) 2 st Rk e

12/Vyrok "Jjest nulndsobnym korener" znsmenéd ov3em totéZ Jjako

“nen{ korenem".
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stupn& <4}-); chei dokézat, %e vdechny 2 ,...,#,  jsou nut-

né nulové polynomy.
Budu postupovat trochu obecné&ji:
Budte A, ,...,A,, komplexnt ¥fsla, A; *Aj pro z £4;

relaci
(66) P,(.z)e"‘f‘“ to.0+ P, &) eAm¥, 0  pro véechna w e J

kde p, yeosy B JSou néjaké polynomy) nazvu £ -&lenou relacf,
jestliZe mezi polynomy R, g ooy Pm Je prédvé A& polynomnd
nenulovych. A dokd%i: Neexistuje %4dnd - &lend relace, Jje-1i

/2 > 0 . Dikaz induke1:
1) 2 =1 : Jde o relaci p(1)2A£ , ktera je ekviva-

lentnf s relacf P (&) =0 (P polynom ); ale tato rovnice ne-
mize platit v 24dném intervalu, nenf-1i 2P polynom nulovy.

2) Budi¥ 1< 2 ¢ 772, budiZ dokdzéno, Z2e neexistujt
(# - 1) -%lené relace a dokaZme, %e neexistujf{ 2 -%lené rela-
ce. Necht tedy existuje 4 -Z%lend relace

(61) Burerte, o a(z)e"’“ =0 pro viechna k€ J

ti. }3 Jsou nenulové polynOMY,A/' navzdjem riznd) - z toho od-
vodime spor.
Z (67) plyne
y M, ¥
(68) e (X) + @(1)2“‘2 +o.ot g(l)ﬂ 27z 0 pro £ € .7,

kde ﬂz =A2-' A’ ’ ﬂaz AS-A1 ,ooo,ﬂ" = A"‘A‘, ,jSOl.l 63[818
riznd od nuly a rdznd navzdjem.

Derivujme identitu (68) £ -krat tak, 2Ze Ew)(l) =
(stadf vzit £ v&t3{ neZ je stupen p, ). Podotknéme: Derivace

&
vyrazu P (.z).e‘“ (P nenulovy polynom, 4 # O) mé tvar

X .
G(x)llu kde Q mé gi"esné ty% stupen jako P : nebot
% (P (l)ﬁ‘a ,8 ([uP @) + P'w)) , ke P’ ns stupen ni%-

35{ nez P.
Derivujeme-11i tedy (68) £ _xréte , Costaneme pro vdechna

£ e
J -83-



o i

Q,w)e $ouot Gk(x)lﬂrez 0

]
kde 02 gecey 0,2 Jsou nenulové polynomy; to je viak (£ -1 )
-&lené relace - a to je hledany spor.

Funkce (64) ddvajf tedy vskutku fundamentéln{ systém re3enft
rovnice L(y) =0.

Velmi &asto se setkdvéme s pripadem, Ze rovnice L(y) =0
a tedy i charakteristickd rownice F (A) Je redlnd; imegindrn{
koteny charakteristické rovnice se tedy sdruZujf v péry komplex-
né sdrufenych kotend té%e nésobnosti. Jsou-1i & +i/3 dva
AR _ngsobné koreny, miZeme - jek vime - misto 2.4 reden{

(@ +e )& (x +218)« 4 (@ +28)e
¢ +1 e +1p3 1, 2

’ ’...’

vzit také jejich redlné a imagindrn{ &dsti:

aL ax A1 ax
£ cos/il, L coa/@-l yeooy £ £ cosﬁl,

ak ak A1 XL
£ sinﬁl, Ny sinﬂ-‘—’ R 2 sinﬂ-t’ .

T{m dostdvdme redlny fundamentdlni systém a ka2dé redlné resenft

rovnice [ (%) =0 Jje linedrn{ kombinaci funkc{ tohoto systému
s redlnymi koeficienty.

Prikled 1. Re3me rovnici

6 Y . 2y(1z) Y SIS PV LY S IR
Charakteristicky polynom
AP (A% 2N S - P 1) =

A (A B r2A e =

A A* - DA, 1 =

=AAT v DA +21)Y (A-1) (A -4+
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1%113’ 1 -:Y3 s nd-
2

' e .

Koreny ¢ O, T, -1, -1,1,
gobnostmi 5, 1, 1, 3,1

Fundamentdln{ systém:

£

& g 4 4 -
1,.5,-22,13.-5 y cos kL, sin¥, 2 ,ux2 ,lel,e

1 G k4 E4

1
£
£ cos -k, L& cos-f-.k, £ sin-vz-‘;--!, -ll’siny-—"—l.

2

Obratime se nynt k rovnici s pravou stranou
(70) Ly = W) .

Jesto dovedeme Fedit rovnici L(y) = 0 , dovedeme readit rovnici
(70) kvedraturami (variace konstant, viz § 3). Ale v né&kterych
pripadech, jeZ nyn{ probereme, dovedeme toto re3enf provadé&t do-
konce algebraicky. Jde o tento specidln{i pripad:

ML

(71) Liy) = pW)e

kde (&) je (nenulovy) polynom stupné .4 > O, At komplexnt
¢islo.

Abychom si dlohu zjednodu8ili, prejdeme op&t x funkci =
tviz {59)): y - eé“ez

X
rnale’ L(y) = £é‘ M (x) , tokZze mdme rfe&it rovnici
A - v
) M@®) = o) ot p, e ey

vecht 2{slo & je A@-nésobnj{m korenemn charakteristického
[olynoau rovnice L(g) = 0, tak’e, jex vime, je &fslo O

‘e-nésobg'ﬁn korenem charekteristického polynomu rovnice

M(Zz) = 0 (md%e byt ovier téz -£= 0 - to je dokonce "obec-
“7 ptipad"). To znarend, %e charakteristicky pclynom rovnice
M(2z) = ¢ m4 tvar

I Y WY (A, 4¢ 0

~akze
Mcz) = Aoz("‘%A,z("'” Yoot A.,W;z("e) A, .+ 0
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8 mime nelézt aspon jedno redeni rovnice

(13) AF@™.. . v A, 4 %004, 42&)= w b+ p e’ s p,

Zkusime reSeni{ ve tvaru

.zd .zd-/ l’ -lj/'
(74) Z ‘?,A' 4‘9’-(3:77! +eoot %-/ -l +%

dosadme do (73) a srovnejme koeficienty Jjednotliv,;ch mccnin:

41
Ao (9,47 49y voovg L vg )

o-1

£ v 4
+ A'n-,&-‘t' (gom"r_ ' *eeo?t 4-2—’-!— *94_1)

4-2
£
+An-46-2‘ ‘2, 4- T ety 7Tt Pe2)

4 -7
+ ® o 0@ =Po.l*p1l4 ’Qo.* p‘

Srovnédme koeficienty:

Ak T Ak T Py

%
A ‘45—%2'5- *An-.é-fﬁ%'ﬂ? ’A'n-aé-z w-2)T = P

atd. (mdZeme psét Jocela mechanicky, ovader kde se ném vyskytnou
vyrazy A_,, A-z’ cve o znamnenajf nulu). JeZto An_,& $ 0,
vidime, Ze lze postupné velit ¢ , Qyr-r D g (g, + O tax,
aby tyto rovnice byly spln3ny.

13/ Faktoridly tam ddvam proto, aby se pésné Jderivovaic:

2 a-1
qd ¥ 4 _ 4 a .

a +* L7

™ Car) Gy (mEAY



Tedy: Lze zvolit ?,,,...,%’ tak, Ze funkce = , majfct
4 -tou derivaci (74), splnuje rownici (73); napf. 1lze volit

o+ b ‘e‘d'l-dé'/ Y

N 4 £
(75) % =% TvEY *H TevESD % AT
£
potom funkce ‘z= ‘Z-Iﬂ vylovuje rovnici
£
(71) Ly = p(.z)e‘“

Podivejme se je3té&, Ze funkce (75) mé tvar J!A. 9. (&) ,

kde 9,__Je polynom prdvé J -tého stupné. Méme tedy toto pra-
vidlo:

SudiZ 4 polynom stupné privé < -tého (42 0 ), Necht

gislo At je d@-nésobnm’. kofenem charakteristickélic polynomu,
patffciho k operdtoru L (md%e byt ovien £ =C ). Potoa rovni-

ce
£
(71) Lcoy) = pw)e‘“
28 Predeni tvaru
£
9,(-2) ._e.&.l!‘ ’

kie @ Je té? polynom stupné privé J-tého. Koeficienty polynomu

q lze vypoltist dosazenim 3o rovaice (71) a metodou neurditych

~ ey X g $ A
Coutinicel .,

Coznamnka: Mdun-1i nalédzti Pe%en{ rovnice

i Alg &

Liy) = pukre + p ¥4 ,

najlu funkce AL, ¥ tek, Ze

& Mgt
Liew:' = 49\4:‘:2‘“ , L) = p(£)2

S poioiin y = v U,

D Ks 2 ¥Ya~-11 Ppadit rovnizl




Tl

uvéiim, %e cos sk = 1 24, -%- “% . sostenu tedy Fe-
Yy

Sen{ tvaru P(-¢).£"‘”+ au).z"“ , kde P, Q@ Jsou

jisté polynomy; prevedu-11 to opét na sinus a cosinus, dostanu

reSen{ tvaru:

B (&) cos fek + A, () sin ek .
Tedy pozor: Je-1i v rovnici na pravé strané napt. cos e ,miZe

se v hledaném reSen{ vyskytnout cosinus i sinus. Vezméme to obec-
né: Necht jde o reslnou rovnict

(76) . L(gy) = P;(-&)tal cosﬁl+ f?,(l)lal sinﬂl

(a, ﬂ reslnd, 3+ 0 ); necht tfsla @ + z3 Jsou 4 -nssobny-
mi kofeny charakteristické rovnice; potom existuje Feden{ tvaru

94(.1').-0"4 xt cos,@l + g,(x) . “,ea'z.ainﬁ-l ;

pri tom stupné polynomd 2, + D4 ( 2 nichZ ostatné néktery mize
vyjit nulovy) nepiekro®f maximum ze stupné& obou polynomd 40,, s,
(z nich2Z ov3em také n&ktery mohkl byt nulovy).

Priklad. Resme rovnici

(77 'y”’-y"wy’-y =cos.L +2& -1.

Charskteristicxé rovnice -8" - .l: + £ -1=0 mé je3dnoduché

koteny + 2 , 1 . Obecné fesen{ rovnice bez pravé streny je

£
Cogcos &£ + &, 8in & + (&

Hledejme Pedenf rovnice y”- y” vy’ -y =2& - 1. Jesto :
neni kopenem charskteristické rovnice, existuje reseni tvari
Ar + B & 3josazenin na \.eme redeni -2& - 1. Hledejme dalie

re3en{ rovaice y y y - Y = cos &£ . Z3e jde viastird
vprevo o funkce 2%t | ¢ s dfsla 2 , -7 jsou jednu-

duchyai koteny ~herskteristické rowmice; tedy existuje felXenl

tvaru (¥« A cos & + B ain X)) a Aosazenir Jdc rovaice Zostane:
me - l X {cos ¥ + aln & ', Takle viechna freseni rovai~e (7

Jsou d4na tvaren . sz . C_a tit~yoling gonstant,)

ESS o T



7: (C',,- %-.z ) cos & + (Cg- %.B) Sin # +C:,££- 2&£ - 1.

§ 6. Eulerovy rovnice,

Vedle lineérnich rovnic s konstantnimi koeficienty dajf se
iplné re3it algebraickymi operacemi (po prip. kvadraturani) jes-
té lineé4rn{ rovnice Eulerovy, tj. rovnice typu

(78) Liy) = g(&),

kde
”n-7

2
(79) L(‘y) = a,«"-gl—z nz,z"" %;—;;,—; +...+¢2"_,.L’% +Q, Y

(@; komplexni konstanty, Q, ¥ 0 ) .
Resme napted rovnici [ (¢) =0 ; jeto bod «£ =C mize

delat ootf{Ze, omezime Se napired na interval ¥ > O . Zkusme dn-
sadit Yy = .ZA ; vyJjde

(LD = 42 (@A (A-1)... (A -n+ 1) +

(80) ¢

L +Q A (A-1)...(A-n+2) +...va,_A+aQ, ) .

PoloZme

(F(A) =@QAA-1) ... (A-m+ 1) +
(81) ¢

+Q’A(l- 1) e ecoeo (A“n"z)'#'nuo*'au-';k#an
Jg vidét, Ze bude L(la) = 0 tehdy s jen tehdy, jestlize
F(A) = 0, M6-11 rovnice £.A) = 0 (kters je 72 ~-tého stup-
né) 72 rizaych kofead A,, ... ,A, , dostivéme 72 redenf

A Ay

¥ 2 A 4 , 0 kterych by se snadnc dokdzalo, 2e jscu 1i-

nedrné nezavislé (musili bychom si jeaté& #f{ci, co rozumime mocni-

a+2/3

nou <« ). Ale bude pohodlnéjsf, prevedeme-li operdtor (79)

na operdtor s konstantnimi koeficienty a pouzijeme potom hotové
teorie,; odvozené v predeslém parsgrafu.

£

Zavedme novou nezévisle proménnou f substitucf £ = + £

~-89-



(pro & > 0 u%iji znamen{ + , pro #< O znamenf - , takZe
intervalu 0K< < + ® i intervalu 0 >& > - o odpovidd
interval - w< §< + 00 ) .

Pro jakoukoliv funkci Y proménné ¥ Jje potom 14/

dY  dY df a¥Y
T T A e Cdf

nebot -g—;— = :£§ = & . Odtud déle
a2y _ Y aY 2
@G A e
22y

Tvrdim, %e -a—((—-z dostanu takto (4> 0 ): Rozvinu polynom
v A

(82) A(A-1) ... (A -4+ 1) =A%*4 4, AT i Ay, 2

Potom

2y &% ad°7’Y dY, 1
(83) e -—--fz Af‘& djz- Au,[EZ}" ) . .

To jsme dokdzeli pro & =1 (a té% pro &= 2). Indukce z 4
na £+ 1 : 2 (83) plyne

Kot Rt £ 2
a’’'Y a*’'Y a Y a‘Y 7
(Lt T by )

@I«}f
(847 A v . d*Y 2Y )
. 2X W 7, 4£ d_fﬁf 4 1,4 }7}"

Dédle z (82) plyne
AA-1)...(A-£+1)(A-4) =

(85) , Y -1
> = (R£ 1+A4,£A +...+AA-1,£;\2 )°&(AA+A4,£A Teoot 46-’,3&

14/0v8em za predrokladu existence prisludnych derivaci, existuje-1i

oy %Y

—c—ie—T , existuje i ‘}}T

Y A
% 4 _tou derivaci funkce /(-&), kdezto % zna&i £-tou

a naopak. Oviem: je-1li Y - /(.Z) ,znadi

derivacl "funkce sloZené" ?(S) = /( ;Ef ).
-90-



Co nyni tvrd{ vzorec (83)7 Tvrd{ toto: jestliZe soulin
A(A- 1)...( A -k« 1) rozvinu podle mocnin A a potom na-

hradfn A7 vyrazem ——; "'T , dostanu % . Plat1-11
nyn{ (83) pro ur&ité ,& , plyne odtud derivovdnim (84); ale

srowném-11 (84) a (85), dostdvém toto: rozvinu-1i A (A-1)...
ceo(A-4&+1) (A-£) podle mocnin A .e nahradfm-1i A vy-
razem dl 4 dos tanu d*dY ; to je tedy prévé

—jT —T— dxﬁf ’ P
(83) s hodnotou &*« 1 misto £ .

Tedy (83) plat{ obecné& a tedy

”

) 4 a*
L(7) - <0 Lo- 4t Z;
= nyi-gan-é(;jﬁ% “Af,&-d'}% *"'*At.f,.&c;ﬁg)

Fravéd strana je zde jisty linedrnf operdtor A s _konstantnimi
koeficienty, jeho%Z charakteristicky p»ilynom je

(86) <

7 A &-’
'&4:_,70"_"6(3. + A,’AA

7
=4€=0a,2_‘£ﬁ(;\,-1)”.(a_&+ 1) 15/

tj. prédvé polynom (81).

+,..+A’&_,,J@A ) + &y =

FCA) ,

Reseni rovnice [_(y) = @(x) dostanu tedy tak, Ze redfm
rocvnici

£
(87) M(y)= g(+£
(kde nezévisle proménné je oznalena § , tak’e vlevo stojf de-

rivace -Z—E? ), naZeZ do releni ¥ (j ) dosadim podle rov-

nice & = +£§(neboli %] = ej neboli j = @ l£]).
A nynt1 uz miZeme gplikovat vysledek prede3lého paragrafu:
£-1
15/ "Prézdny sou&in” A(A- 1)...(A-£+1) = J.-IIO (A-7)

prc & = O znal{ oviem 1.
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n A
Budiz I_(y) =A‘§-o; a.n_‘.e“%% (R, ¢ 0) .

Jsou-11 l,,...,ﬁ*, nevzédjem rizné koireny "charakteristického
polynomu" (81) s ndsobnostmi #,, #,,...,Rp , mé rovnice
L('y) = 0 tento fundamentdlni systém reSeni{:

-7
e, e g en et g

e e e, L 1w e

Déle: Jedno FedSeni rowvnice

Lg) = 1219 (¢, 4 iers ¢, 4% ey viiv ey )
(6 > O celé) dosteneme ve tvaru
‘7.’ |x|",@“|x| (},QJUI +A¢4194"|x| +ooot ‘4) ;
pridemZ &18lo y uddvd, kolikandsobnym korenem charakteristické

rovnice je &fslo u (&> 0).

Uvedend resen{ plat{ jednak v intervalu 0< ¥ < + o0 ,
jJednak v intervalu O > £ > - o0 (bod &£ = 0 miZe d&lat té&2kosti)

Charakteristicky polynom si nemusime pamatovat: Dosadime do
Ly) “zkusmo" Y= £* & dostaneme préaveé LM = -Zx cF(A) .

Jedté je sned dobie si uvé&domit, co znaltl l.bla‘ tR . To
vzniklo takto: Vzalo se e(a*iﬂ 2 a sem se dosadilo 15 = (&,

3=,19l.z|.

ledy:
B L @ iB Grer | g gIet e

= 121" (cos (/3@“4! ) + 1 sin (ﬂ@ ).

Ddle ov3em plat{ zase, %e pfi redlné rovnici bez pravé stre-
ny mohu misto komplexniho red3en{ vzit jeho reslnou a imeginarni{
Edst.,

Pr{klad. Re3me rovnici

.233"+ 3.&27' +ky’ _ Yy = & 42

%
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Levou stranu ozname L(%); charakteristickd rovnice je

AA-1)(A-2) +3A(A-1) + A -1=0 neboli A-1=0

8 jednoduchymi koreny 1, --]2= + iv-g- , takZe L(?) =
mé reden{

C‘,lll‘& Vlcéi cos ( —%—,@IJI ) + N sin (g@l-‘“

pro £>0 i pro £ <0 ; v &lenu C,|£| jsme si mohli znamen{
absolutn{ hodnoty odpustit - pro&?). Jeito £° nenf Fedenim
rowmice L(%) =0, mé romice L(y) =2 ( = 2.£°% resent
tveru C. |£]° = C a dostaneme dosazenfm ¢ = - 2. DA4le

I-V'I' Je reSenfm a 1 Je jednoduchym kofenem, proto rovnice
L(‘y) = & mé felen{ tvaru C . lL| .@lll pro & > 0 a po-
dobné i pro £ < 0 , JeZito oba intervaly bereme odd&len&, stal{
vzit C . & .@l&l a dosadit:1®/ L(a@lll) = 3ce, tedy

nutno volit C = % . Kone&né redenf na3{ rovnice s pravou stra-

nou jJe tedy (v (- @w, O0) 41 v (0, + @ )) :

(4
G+ —.vf_i_-'—coa(v—?gwl)+ sin(.ﬁz'élxl)-

- + % 1@'-('

§ 7. Nulové body redlného feSenf linedrni rovnice 2. Fédu
ez pravé stran

l&)

Pro jednoduchost budeme pséti prisludné rovnice ve tvaru
’9’ + P\x)y =0 - vime z § 4, C, Z%e takovdto Uprava je mo%-
n4, 17/ budeme vySetfovat jen rediné (spojité) funkce P (&)
& redlnd redentg Yy ; "trivialni” fedenf nulové nds ov3em nezaji-
mAa.

16/ Opatrné pcéitat! Jje % 9 Ml = "%" pro £ > 0 1 pro
£ <0,
17/ Vychézime-1i cd rovnice tvaru % *70, "’7’”25’ 0 , pak pro

nad1{ udpravu sta¥f spojitost #,(&) .

-G



Podotknéme napted: JestliZe netrividln{ resSent Y(£) nd
n&jaky nulovy bod &£, tj. (&) =0, je nutné ¥'(&) %0
(jinak by bylo Y nulovym redenim), s tedy . y (&) prochdz{
(kdyZ £ rostouc prochédz{ hodnotou ., ) budto od kladnych hod-
not k zépornym (kdyz ¥’(L) < 0) nebo od zépornych ke kladnym
(kdy% y'(-lo) > 0 ). Ddle si p#ipomenme (v&ta 13), Ze y(l)
mé jenom isolované nulové body (to Je vid&t 1 odtud).

Jedté pi'-ipomer'me toto: majf{-11 Advé netrividlni Fesent

Y+ Y2 rovnice ?'* p'y = 0 spoleiny nulovy bod, je 72(.3) =
= CY,( £) , kde ¢ Jje konstanta od nuly rizn4.

" Ddkaz: %)= %W) =0,% (L) +04y(L) .

Existuje tedy € # O tak, Ze y,'(-lo) zC y,'(l,). Resen{
YL = Y(¥) -CY,(L) mé tedy tyto vliestnosti: ¢(&o) =0 =
= y'(-!o) , tedy Jje to reSentf nulové, tj. yz(.z) = cy,(.v) .

Pro orientaci vezmé&me nyn{ rovnici {y' +a/23/= 0 (@>0)

s obecnym redenim % =A ein (@ (¥ -9)) (A - amplituda,
@ - féze); vylu¥ujeme pripad A =0 . Je vidét: dva po sobé

Jdouc! nulové body maji vzddlenost Z Tedy predné: jest-

Q
li2e dvé reden{ nemaj{i spole&nych nulovych bodi, potom mezi dvé-

ma sousednimi nulovymi body Jjednoho re3enf leZ{ vZdy prdvé jeden
nulovy bod druhého FeSenf. Za Aruhé: &{m vét3{ @ , tim hustéji
lez{ nulové body.

Ukolnosti tohoto typu budeme nynf vySetfovat obecné.

Véta 14. Funkce P,(Jﬂ ), P,‘, (&) budte redlné a spojité

v intervalu <4, ,4,> = J . Budiz redlné 2,(&£) netrividln{
reS8eni rovnice

(88) y'+ Blery = 0
v 7 a budiz redlné %, (&) netrividlni reden{ rovnice
(89) y" + Buwyy = o

v 7. Pro viechna k€ J budiz % () > P,(.e) a budte 1,6..7,

¥, € J  dva sousednf nulové body funkce %, (tJ. Yy (&) = %, (¥,)=0,
ale %(¥) #0 pro g, <« <& ) . Potom ¥,(¥&) mé aspon jeden nu-
lovy bod uvnitg J & touto triviélnt vy jimkou: R, (&) pz(x)
pro vdechna keJ, Y, (¥,) = 0 (nedez, jak vime, je % (£) =
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= CY, (&) v celém intervalu J, kde ¢ Jje konstanta, C # O
- a tedy oviem Y, nhemé nulového bodu uvnitr J ) .

Ddkaz: Z (88), uzitého na Yy » plyne

?2%” + e%fy,= 0o
a podobné& z (89)

wy, *+HBhyy

"
o

a odtud

%% - 9% = B-Blyy-

Levd strana je (spojitou) derivact funkce y;%- y,y,’ a tedy

[%,’ ?2 Y ?2 f (A 7 )yfyzd’

Av8ak %(J’,) = 4, (&) =0, tedy méme

2
(90) y”(-lz) yz(uez) - %,(‘-31) y‘.’(l’ ) = f ( /g - pf )'yfyza
¥

Predpoklécejme, %e %, neméd nulového bodu uvnitt J - odtud mé
vyplynout, Ze nastdvsd zminény vyjimelny piipad.

Tedy %, mé uvnitt J stéle totéz znemen{ a rovnéi tak
92 - emime bez yjmy obecnosti predpoklddat, 2e %, (k) > O,
Y,(k) >0 uwnity J. Déle je %, (&) # 0 ¢ Y/ (L), ale

Y (&) = ¢, (&) =0 . Tedy zrejué %/ (4) >0, % (4) <0
8 oviem (4,) > 0, %,(¢) > O . Tedy levéd strana v (90)
Je v2dy zdpornd, vyjme kdy? %,(4) = %,(L,) =0 (potom je rov-
na nule); pravéd strana je vidy kledns, vyjme kdy: A, (k)

= P, (£) v celém intervalu J (potom je rcvna nule). Tedy: rov-
nice (90) vede vZdy ke sporu, vyjma kdyZ nastdvé pravé onen

vyjime&ny priped.

Z véty 14 plyne raeda disledkd; zhruba je moZno rici asi
toto: Vim-11 né&co o rozlozenf nulovych bodd nékterého realnéhic
teSen{ rovnice y"+ 37 = 0, vim, 2e nulové body redlnych PFe-
Senf rownice %+ Py =0 Jsou rozlozeny “"hustéji”, Je-li
B, > P a %e jsou rozlozeny "riddeji", je-11 , B < A . Bude
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uZitefno, kdy%Z si tuto okolnost (kterou jsem nynf vyslovil vel-

mi neptesné& - presné je formulovédna ve v&t& 14) objasnime na né-
kolika specidlné&ji{ch pfipadech.

Véta 15. Budte %, (&), ¥,(¥) dvé netrividlni redlnd rede-
n{ rovnice

v+ Pwyy =0
v intervalu J (P spojité a redlnd v .J ). Neni-1li %, =C%,
v J (C konstantnf), potom mezi dvéma sousednimi nulovymi body
funkce %, , leifcimi v J , le%f prdvé Jjeden nulovy bod funkce

Y, . Riké se proto, Ze nulové body redeni %,, %, 8e navzdjem
cdd&lujt.

D3 kaz: Budte 4, <4, dve sousednf nulové body funkce
Y,, letfci v J, uiijeme véty 14, kladouce 5 = B =P .
JeZto nenastivA vyjimedny pripad z vety 14, existuje 4, € (4 ,4;)
tak, Ze 7,(¥4;) = 0 . Kdyby bylo jes3té také ¥%,(¥,) =0 pro né-
jaké &, ¢ 43 , Y, € (L,¥) , lezel by mezi ¥3,4, podle vity 14
asppn jeden nulovy bod funkce %y, - proti pfedpokladu.

Véta 16. V intervalu J budiz P spojité, P(¥) < 0.
Budiz y(l) redlné netrividln{ resen{ rowvnice

»y”. Pu)y = 0

v J. Potom mé ‘y (£) v J nejvySe jeden nulovy bod.

DO kaz: Necht (&) o4 aspon 3va nulové body ¥, < &,
v J. Potom podle véty 14 méd ka2dé re3eni rovnice y'* O Y =
= 0 aspon jeden nulovy bod v J (nebot 0 > P(¥) ). Ale Jjednim

*eSenfm rovnice Y"=0 Je konstanta, a ta nemé nulovych bodd
S;‘OI‘.

veta 17. Buciz A spojité v intervalu J ; budiz @ >0 .
Budiz y(.l) netrividlni redlné resenf{ rowvnice

y”wa)'y = 0.,
Poton plet{

1) Je-11 P > a® v J , potom kazdy 1nterval

{w,x + —Z"" >C J obsahuje aspon jeden nulovy bod funkce

y‘\x) .

2) Ce-11 P () ¢ @? v J , potom kterékoliv dva nulové
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body funkce % (&) , leifcf v J , jsou od sebe vzddleny aSpoﬁ
x

o nmum——

a L
DAdkaz: V oboupifpadech srovnévém s feSentm % (&)
romice Z° + a®z =0 . V prf{padd 1) poloifm = (¥) =
= sin (@ (&£ -¢)) ; tato funkce mé nulové body @ , X + -a;'.

Podle vty 14 mé & (&) budto nulovy bod & nebo nulovy bod

v, + %—). V pripad& 2) predpoklédejme, %e v J leZi dva
po sob& jdoucf nulové body 4, <4, funkce ¥ (&), pro né%

-g— ; 2 toho odvod{me spor. Sestrojime funkci *(&) =
sin (@ (£-&4)) , kteréd je redenfm rovnice =Z“ + a’z=o0,
Podle véty 14 (Jefto @? > P(&)) mé =% (&) jistd nulovy

bod j budto v intervalu ( &y, £2 ) nebo v bodé £, ; tedy

4 <§ s <4 ¢ 2=, takze 0<a(f - 4)<X;

ale potom % (§) = sin (@(§-w,)) $ 0 - spor.

.!2 < +

Vezméme Jjed3té& né&kolil pi¥fkladl:

Pr1klad 1. Nechl redlnd spojité funkce P (&) (v interve-
lu <&, +00 )) mépro & — + o 1limitu + o . Potom kazdé
reélné netriviédlnf reden{ ¥ (£) rowice

7' + py = 0
md v <&, + 00 ) nekone¥né& mnoho nulovych bodd ¥, <L <4<,..,

a pfitom je 1lim (byy - 4y_,) =0,
7 > 0

Priklad 2., Necht redlnd spojité funkce P (&) (v interve-
lu <a, + ®)) splnuje podminku

l1im inf P(xk)>0.
L=+ ©

Potom kaz2dé redlné netrividlnf resenft y(.z) rovnice

y'+ Py= o
ud v <a, + oo ) nekone&né& mnoho nulovych bodd 4, <&,<f<...

8 pritom je rozdfl 4, - &4, _, omezeny (tj. sup (4,-¢, ,)<
<+ © ) =23
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Priklad 3. Necht v pr{klad& 2 je

1im P (&) =¢c >0

£ >4 00
Potom Jje
x
NC
n->+ 00

Pi{kled 4. Vezméme jakékoliv netrividln{ redlné resenit
Z (&) Besselovy rovnice 18/

., (don
X ¢+ 7 +1})2 =0

X

a oznalme ¥, <Xx,<kg<... Jeho nulové body =>1 .

Je 1lim (&L

= 1
e pﬂ"’f’) =X pro 7>z Je L, -4 >T,

1
pro O sfn<-§- Je .LPH-.ZP<7[’.

Pr{iklad 5. Vezméme jakc prikled Eulerovu rovnici

.lzy"+x€y = 0

( £ konstante). Omezme se tieha na & > O . Vime, Ze existuje

teSent tvaru _z}l’ kde A(A-1) + £ = 0, A =3+ V%-J@-
Je-1i £ < % , vyjde A realné e dostdvém reslné redent
, nemajict pro « > 0 nulovych bodld; Je-11 v8ak & > %— ’

foos (VL 40)

dostévam nepi#. resdlnd relent X cos

O] [ o

A

. Jehoz
nulové body mej{ hrcmedny bed & = + o0 {1 &£ = 0 {to nent

ve sporu s vétou 13, nebot bod £ = O hraje "sinrnguldrm{ roli").
Odtud plyne pocdle véty 14 toto:

18/ Toto neni vlestné Bessz2lova rovnice; ale jell redeni 2
maji tytéZ nulové body ( k1 a a3 n é ) jako pPisluldnd reSeni
Y = -V% Besselovy rovnice (viz pffkled 1. v § 4 C).

19/ Vyhybdm se okol{ bodu O, abych nemél obti2e s hromadénim
nulovych bodld; viz v3ak ddle Jjedté prfklad 6.

-98-



I. Budiz f(l) spojitd v jistém intervelu J = (0,5 )(5>0).

VySetfujme redlné netrividln{ PeSenf ¢ (&) rovnice fy'+ —é‘#y:

= 0 v intervalu J . JestliZe f(.z) < -]4-' v J , nen{ O hromad-
nym bodem nulovych bodd funkce % (). JestliZe v3ak
in _inf f&) > , je O hromadnym bodem nulovych bodd funk-

L 20+ z

ce y(&) .

II. BudiZ nyn{ /(-l) spojitd v jistém intervalu
T= (S, + ©)(O>0). VySetfujme redlné netrividln{ redeni
Yy (&) rovnice 'y'+ %‘,—l’y = 0 v intervelu J . Jestlize
f(.l) < 1 v J , nen{ + oo , hromadnym bodem nulovych bodd

]
funkce Y (&) . Jestlize viak 1im inf £(&) >3 , Je +
L-»+ O
hromednym bodem nulovych bodd funkce % (&) .
Priklad 6. Besselova rovnice 20/, prikladu 4 Je
¢ % T REt e 0 ( 0)
+ = 77 > .
L4 27— 7 2

Vezméme né&jaké jejf netrividln{ redlné redenf % (L)(& > 0).

Je-11 ,

7 >0, Je 1lm inf # -mPu®= 7 -2°<3 | tedy
& =20+

1

2 -ﬂ2*~52<%- v jistém dosti malém intervalu O<.I<t§ a

tedy O nen{ hromadnym bodem nulovych bodd podie pirikladu 5.

Zbyvé pripad 722 = 0, kde 1lim inf ( %_n% £2) = %. ,
& >0+
a8 soulasné -} -n2+ 42 >% zde se tedy vysledku prikl. 5

nedd pouzit.

Vime, 2e vysledek pr{kl. 5 pro 4 = % Jsme dostali srovné-
b

2 " 7 -
nim s funkcf{ &« , kterd vyhowuje rovnici Y+ 727 y = 0.

Zxusme né&jakou funkci podobného rézu, treba funkci 21/

P
2=xz(@%)f’ .

20/ viz 18/
21/ Omezuji se na interval 0< X < 1.Tam Jje .-‘1'7 = -é#> 0 ;

ovsen GPg =4 -99-



Snadno spoltete, Ze
f 4

-3 . -2
% =--}x’(&%)’" s 0 (p- VL (9;})’ '

tedy

1 1 p- 1 )
2'4--?(-4—--&%_1)2_0.

Aby koeficient u # byl co nejvéts{, volme P = % . Vidime:

Rovnice p
z,* Fo"%—o (1 « '—%")z = 0

Ly«

mé PeSeni * = V-zly 31 . jez v (0,1) nemé nulovych boau. 0dtud:
JestliZe v jistém intervalu (0,5 ) (0 >0) Jje f(-t) < - (1 + —J:r-)

potom 24dné reélné netrividln{ redeni % (&) rovnice y + é—,—y:

= 0 nemé nulu za hromadny bod svych nulovych bodi. To plat{
tedy také specidlné& pro Besselowvu rovnici v ptfpad& 72 =0 ,tj.

pro rownici

+ 22

¥ 2r 7 = %

nebot zde je pro mald & >0

Lo Land

=1 .4 < (1 + =2
Jezto 1lim 12&21 = 0.
L0+

§ 8. Systémy linedrnich rowvnic

Vrét{me se opét k systému (4) z § 1, tj.

_ 7
(91) 321— . !2 Qg = l}- (L) (7 =1,...,72 )
d& af

V celém tomto paragrafu budiZ d4n interval J , 0 funkcich
a£,$ se plredpoklddd, Ze jsou spojité v 7 sméj{ byt kom-
p_;_g;_ Potom platf véta 5 : zvolim-1l1 JSo€ -7 a komplexni

E{sla 7, ooy 77; , potom existuje jedno a jen jedno reSent
(obecné komplexn{)
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Y(L) yoiey Ynpl(&)
v J, pro které je

yf (-l‘) =y1o p ooy 7”(ld) = 7uo
(jek je rozuméti slovim "jen jedno", je feZeno ob3{rné& ve vété
5.).

Odtud vybudujeme teoriil systémd (91) podobné, jak jsme to
uéinili v § 2 - § 3 pro jednu rowici 7 -tého Fédu («terou,
jak vime, je moZno interpretovat jako systém (91) jistého specidl-
nfho tvaru).

Systém 7z funkef %,, Yer.-rYn budu znalit krdtce ¥
(to je, Jak se nékdy r{kd4 "vektorovd funkce"™ jedné proménné):
ka3dé hodnotd £ € J Je pfifazeno 7t hodnot Y, (L)) eoey Yp (&)

neboll bod ¥ (¥) = [y,(l),..., y,,(-l)] v 7 -rozmérném kom-
plexnfm prostoru. Je-11 Z(¥) = [®(x),..., Z,(£)] druhy ta-

kovy syetém, a jsou-1li & ,ﬁ komplexn{ &{sle, znalim ov3em zna-
kem ay+ ¥ systém

@y + Bz =[ay, +fBz,,....ay,+(3%,].

N8kdy budu znal&it rizné systémy také tym2 pismenem s indexy
nshoie, napt.

L P il I L [4,..., 3]

aby nenastal omyl, budu v tomto a v nédsledujfcia paragrafu znalit
o &y-
(£)
derivaci vzdy znakem ———-f- a nikoliv ’y] .

Je-11 dén systém 72 funkel ¥ = [74"”'?n] , oznal&{im
Znakem L,(y) funkei

, ”n
L) = %*é A4 L) Y, (7 =1,2,...,72),

néme tedy op&t operdtory podobné& jako dfive. Systém (91) lze tedy
hapsat ve tvaru

(92) Liy) =4 ..., Lyly) =4,
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a soutaené s nim budeme vySetfovat prfsludny systém "bez pravé
strany"”

(93) L(y) =0 ,eey L(g)=0.

Je zrejmo, %e Jje L,-(a:y *ﬁ?) = OcL’-(y) + ﬁ Lj(%) .
Odtud plyne predeviim:

Je-11 72 redenfm systému (92) s je-1li .« FeSenim systému
(93), je « + = reBenim systému (92). Nebot [ («+z) =

7
= 1_7.(“) + I_a-(:z) = ,g- .

Za druhé: Jsou-1i Y,z dvé redeni systému (92), Je Y-z
feSenfm systému (93).

Nebot L (y-2) = Li(y)- L(2)=4-4= 0.

Odtud plyne jako v § 2: Probfhé-1i .«¢ vB3echna Feseni systé-
mu (93) (bez pravé strany) a je-1li * Jjedno red3eni systému (92)

( 8 pravou stranou), probthd «¢ + Z  vSechna reden{ systému
(92).

Tedy méme opé&t 2 ukoly:
A) Nalézt v3echna Fedent systému bez pravé strany.
B) Nalézt jedno Feden{ systému 8 pravou stranou.

Studujme napfed uvkol A).

Predeviim poznamenejme: JestliZe nékteré reseni [y,, ---;%z]
systému (93) se v nékterém bodd £,€ J "rovné nule”, tj. jJest-
1i2ze

%(lo) = ... = Y(¥) = 0,
potom Jje

y,(-l)‘-'...: %(-Z) = 0

pro v3echna £ed . Nebof tyto "nulové funkce" divajf Pfedent
systému (93) s podminkou ¥, (&) = ... = Yp(¥) = C e takove
redeni je pcdle vety 5 jen jedno.

Jsou-11 g(l), ’g(2),..., y(dé) rel8eni systému (93) (bez

pravé strany) a jsou-1i ¢,, ¢, ,...,Cg konstanty (komplexn{),

Je také ¢, 7(1) * e +Cy y(‘&) Fe3enim systému (93).
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Budi% déno £ systémd po 72 funkcfch (& > 0)

C (1) _ [ (D) (1)
Y = Ly~ ey,
(2) _ [ ,f2) (2)
J 7 = L % y eee ’yn ]
L
A
u7(&) - [y® ..., 4@] |
kikéme, Ze tyto systémy jsou linedrné& zdvislé v J y JestliZe exi-
stujf ¢fsla G ,...,Cq tak, Ze |G| +...+ |G| >0 °¥ a ze

C',y(l) (k) +...+ Qg(‘&) () = ©&

v3ude v ..7;23/ to znamen4d, Z%e

(95) € eiiierreeeeannens erereeeia

pro v3echna X € J .

BudiZ nynf{ ddno 7z systémd po 72z funkcich:
(1) _ (1) (1)

..................................

22/ To znamen&, %e aspon jedno z té&chto &fsel je rizné od nuly.
23/ Znakem O rozumim "po&4tek", tj. bod [0, O, ..., O] .
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oznatme

y,(l)(x),..., (1)(.1;)

= W
(96) W) y™,...,y

m)(&) = teesececscscescssesesssees

%W, ..., %™ w@

Véta 18, JestliZe systémy y(l),..., Y (%) (kazdy o 72

funkcich) jsou linedrné zé4vislé v J, potom vdude v J je

w “f) y(’g(l) = 0 °

Ddkaz: Existujt ¢,,...,C, (které nejsou vesmés
rovna nule) tak, Ze pro ka3dé X € J platf rovnosti (95), kde
nutno kldsti £ = 72 ., Tedy Je determinant této soustavy roven
nule.

Obrétit se tato véta nedd. Nepi. pro 72 = 2 8 pro systémy
'g(l)(.t) = (&, 0]
7(2)(4,’) = [#% o]

L, O

Je W) = = 0 , ale v %24dném intervalu J nepla-

e
¥, O
t{ rovnice

c,y(l)(.z) + C,y(Z)(-&) =0, t). G+t = 0,

Cy. 0¢C,. 0 =0 s konstantnimi C,,C, , JjeZ nejsou obé
rovny nule. Nebot jakmile je C,# + Cou®= O ve tfech riznych
bodech, je nutné C, = G, = O .

Ale u redenfi systému (93) se tato véta obritit dé:

veta 19. Buatz ¥ .., ¢™ 5 resent systému (93)

VI gD . [y P 1.

JestliZe

‘J’(fg."”(.{-(o) = 0

aspon v jednom bodé £,€ J , jsou systémy 7(1) yeeer Y
linedrné zévislé v J.

()

Ddkaz: Urlfme 2fsla (C,,...,C, , ne vesmés rovné

nule tak, Ze -104-



‘;yf(f)(l‘) * e ¢ c’.”(u)(l‘) = 0

C}”l)(lo) * e * c’;y’(n)(‘zo) = 0 ;

G ) + .. s ™) = o

to je momné, jefto WI(&,) = O . Sestrojme systém ¥ = Cyg'l)s..

C ,("') ( #-t4 funkce systému je Ye (€) = G Y, 1)(.¢)+...
o+ C,,y"" (&)) . To je op&t reSeni systému (93) a Jje

?" (-’o) E .. = y"(-lo) = 0 ,

takle (jak vime) je nutné& 7,(-0 2T .. = y,,_(l) = 0 pro viechna
teT, t5. Gy ws.. .+ g™ (@) = o pro viechna £eJ
- médme linedrni zdvislost.

Odtud a z véty 18 ihned plyne:
Vets 20. Mém-11 72 resent %), .., ¢ osysteau (93),

potom funkce (96) je budto pro v3echna .te€ J raznd od nuly nebo
Je pro vlechna £ € J rovna nule. Prvni pifipad nastdvd, jsou-1i
reSen{ linedrn& nezdvisl4, druhy, jsou-1li Fedenf linerdné& zdvisl:a
v J.

Vidite, Ze vé&c Je upln& analogickd, jako v § 2 u jedné rowvni

ce 72 -tého Fédu. Funkce wym, sy (Y zde hraje touZ roli jako

dffve hrél Wroriského determinant Wy,,...,4n . Omyl v ozna-

en{ nemiZe nastat: Jjsou-1i ( ,,...,'y( )mnkce, jde o deternmi-
1

nant Wrox'xského, Jaou -1 ¥, Y systémy po 72 funk-
(&) (&) .
cich ’y yooey y.,, jde o funkci (96); pro

=1 obo,j{ splyvé.
Jestlize systém 7t Preleni soustavy (93) je linedrné& nezé-

visly v J , F’{kéme mu fundamentdlnf systém fedenf (v J ).

vata 21. Budiz %1 . ¥ ™ pnganentsint systém

Feden{ soustavy (93). Potom kaZdé fedent Y 1ze psit ve tveru
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y = ¢y v+ c,4™

kde C; Jeou konstanty; tyto konstanty Jjsou reSenim ¥ Jedno-
zna&né& urdéeny.

DU ka3z: Zvolme bod J,€-7 & urleme C, yeeeyC,  tak

Yy (£) Z' Gu)2,)

Uy () Z’ "’(t.)

7=1
Potom Fedenf % = [y,, cos ’7@] a redent

n . bt .
= = o(?) . ol
maj{ tu vlastnost, Ze

yf(‘IO) = 21("10) poescy ?”(‘z') = Z,&(‘zo) .

Podle véty o Jednoznaénoati Je tedy

7(‘)3 2 (&) Zy(’) (&) .
Je-11 souZasnd také 7 (&) Z ") L) | o
”
: (I)
1%7(0/ )y (&) = ¢
pro xeJ a tedy z linedrni nezédvislosti plyne 9 = a}
(7=1...,m2) .

Véta 22, Existujf fundamentdln{ systémy (p¥i redlnych
aj, 4 (&) Jdokonce redlné fundamentdlni systémy).

Ddkaz: Zvolme 4,6 J. Podle vdty 5 existujf Feden{
7(1) [y(i) e, ?n(',)_] (f =1,...,72)
tak, Z2e
%Q)u,) = 0 pro A£%j7, yf‘)u,) =1.

Tedy



"
(&

0 ] O ] o e 0 ’ 1

P:i redlnych o Jsou %B(‘”(-t) podle pozn.2. k v&t& 5 téZ redl-
né.

Véta 23. Budte y(’),..., y(n) fe3enf soustavy (93),

B _ [y@® @] pite komplexn{ &fsla a po-
7 B 1
loZme

7
e« es® et b
B )

Potom

SR I PCE IR ) NP T CV TN )

Jsou redenfmi systému (93) 24/ a Je

af.f’...’ a’n

® 00606 00 0606 00 0 000 [ ] 1)
Wz(qm, L) = Wg( ,...,'7(”1)

a,“n-nann

Tedy 2(1) goooy ‘Z(n) tvor{ fundamentdlni systém tehdy a jen

tehdy, tvorif-11 'ym,...,y(n) fundament4lnf systém a je-1li mi-
Toto determinant &1isel 6246 2 rizny od nuly.

DA keaz : plyne okem2ité z vdty o ndsoben{ determinentu.

Podobné jako v dodatku k v&t& 10 miZeme také zde piipojit

POzndmky o realité&: Predpoklddejme, Ze v systému (93)
L,y) =0 ,..., L) =0 Jsou funkce Q;'& redlné. Je-1i

[r—

7

(&)
) =1 a'éﬂt?
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'y = [’4,...,’“]
ndjeké komplexnf fedenf (Y =u+i v, Yp =4y + t

v,

/]
Al = [“‘?ooon‘“‘n] ’ ”’ [‘V,’,...,%] b g Up redlné
funkce) Jje zi‘ejmé

0= Lj(y) = L) + = L) ,
kde funkce L,-(,u), Lj(v) jsou redlné. Tedy je nutné
L"(M) =0, LJ‘(’V) =0,

tJ. redlnd i imagindérn{ Zdst fedeni jsou zaese fedenimi. Vyjdeme-

=11 g redlného fundamentdlnfho systému ,’(1) gooey y(") , @
napi{Seme-11 kterékoliv reSen{ ve tvaru

o« ey s Cuy™

je ziejmé
Ry = Hc,. 31, ..+ R, y"")

J'y = 7c, . y(l) +o.0t Jcn. 7(n) ’

tedy Y Je redlné tehdy a jen tehdy, Wy: & ,...,(,, Jsou
redlnd &1sla.

Casto dostévéme fundementdln{ systém ve tvaru

B N T 7L LI ¢ IR CO T =

kde T (7) Jsou redlnd fesdenf, w 4) ’ wEaﬁ vZdy dvé kom-
plexn& sdruZenéd. Chceme-l1i dostati redlny fundamentdlnf systém,

miZeme kaZdy pér w‘*’ "5 nahradit pérem

w
R wP - —%—(w“)’ w® )
1

4 4

J wd - s w® _ R )
nebot determinant
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1 ____1_'_
2z ' T 2%

Odvodime jedté& analogon véty 11:

M Pro libovolny Byﬂtém 7 jFedeni 7")’...’ y(ﬂ)
soustevy (93) a pro £,€ J platf vzorec

\J’(:)“."(.)(.k) = W.y(f),,,,,,(s)(l.) .‘4 fZQ 4“ )dt)

Lo A=1

pro red (pro szfetelnost p1si L4 x = e* ).

Ddkaz: -%‘Q- Je soutet 72 determinanty, z nichi
A-ty mé tvar

1)

(1) (1) Y (1) (1)
7, pecey 741, dl ] ?‘"’oooi yn
.............00..000..(0’;)..0............'......

(n) (n) 2'24 (n) (n)
7" ""’7&,’ d‘ ’ y*"a-'-n 'yn

“145” 4
Dosedim-11i sem g 27 171 a ptrigtu ke -tému

sloupci ostetn{ sloupce, nésobené <, , Qg 1o 04’ Rog
Qg fogrooor 4, o dostanu - @y () W) , takze

dW
——a;‘—l = -157@“(:) . Ww)

Této dAiferencidln{ rovnici vyhovujf pouze funkce tvaru

W) = C .ap ( j‘ . %4 (t)dt);

konstenta ' se urdf dosazenim £ = 4o, .

M3Zeme d4le dokdzat, %e neexistuje vice neZ 7t linedrné
nezdvislych fedenf{ a podobné pozndmky, jako jsme dokédzali mezi
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vétami 11 a 12. Ddle miZeme dokizat v&tu analogickou v&t& 12
(existence jedné a jen jedné soustavy (93) s danymi 72 Pede-
nimi - za jistych piedpokladd). To v3echno nebudeme v daldfim
potrebovat; Etendr si to miZe odvodit jako cvilent.

Uloha A) (fe3enf systému bez pravé strany) se tedy redu-
kuje na dlohu nalézt fundamentdlni systém redeni. JestliZe pak
tento fundamentdln{ systém je nalezen, dovedeme redeni soustav

2) (8 pravou stranou aléztl kvadraturami: jak se to d4 da-

lat, nyn{ vyloZime.

Necht tedy y(’),...,y(‘n)(‘y(i)= [y,("),...,y”(’)] )

~

(97) Ly(y) = 0.0y Lylg) =0 (Lia)= % +1§'qﬂ(x)y4

Budeme se snaZit nalézt funkce (, (¢),..., Cn(l) se spojitou
prvni derivac{ tak, aby

Dy Gy Cf™ =Y

Je fundamentélni systém reSeni soustayy.

(98) Gy

bylo resen{m soustavy

(99) Loty = 4(20) ooy L) = 4 (0)

P¥itom 07;&, ,J; Jsou spojité a y&(’ ) majl spojité derivace

v J. V§raz (98) zna&f oviem systém 72 funkef Y, ,..., Y,
kde

(7)

1l
Yy = f%( R CnYa
Jest

1Y, &
LiY) = b+ 272, Y-

= : = @ A v )
= : 4 2 o C 2,42
= ch‘z ady * 4;71 de Y a1 =7 a/.& ly&

n ”n () ”
Sy S (S Sauy®) -

db =7 J‘A 4
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oC .
PARE LA

ﬂ=1
®) G
- gff/ Ze -

Aby Y dévalo Feden{ systému (99), je nutno a stalf, aby bylo

aC .
Z’g,“’(.e) LD LW pro gl .

JeXto wy(',{ ’y(nll) $#+ 0, lze odtud vskutku (podle Cra-

C
merova pravidla) vypo&ist da%@;) Jako spojité funkce a

a odtud z{skéme hledané funkce (, (£ =1,...,72 ) kvadratura-
mi.

Tim je kol rozfelen.

§ 9. Systémy linedrnich rovnic 8 konstantn{mi koeficient

Budeme se nyni zabyvat systémy bez pravé strany

. n
(100);‘ %- + Zé",; Qa-‘&y& = 0 (j = 1yeeey?72 ),

kde Q@ & Jsou konstanty (komplexni). ReSen{ oviem hledédme v in-
tervalu (- o , + @ ).

Jsouce vedeni analogif{ s jednou rovnict 7t-tého Prddu,

zkusime, zda neexistuje redenf tvaru

(101) Yy = [c,e’”,c,_z’“‘ yeees Crp 2]

(tJ. 9} = C £A£ ), kde % Jsou konstanty, z nichZ aapoﬁ

Jedna mé byt od nuly riznéd (jinak bychom dostali trividln{ Fe-
Sen{t Yy = ees = Yy = O ). Dosaedime-11 do (100) z-=

8 krdtime &islem .e’“ $+ O, vidime, %e m4 byt

7
(102) A.Cz +§aj‘£c‘.&= 0o (1 = ljooo,n )

- t0o je nutnd a postalujfci podminka. Prepidme to nézorné&ji:
-111-



(a"f“a)c’ *aﬂcz"ooo*a'”c”: ()

az’ c’ + (aa+l)g‘ooo+ an cn = 0

Q,, Cy + Q ,Co% ..o +(a,nn+}\)cn= 0.

Aby se témto rovnicim dalo vyhovét &{sly C ,...,(, , kterd
nejsou vesauds rowna nule, je nutno a sta®f, aby A splnovalo

podminku
a,,’*A’ aﬂ’ oee 9 a'n

"
o
3

(103) Q> Rz *+A,eee , Ry 5

qua QAn2 y oo aanu’x

Levou stranu v (103) (Jje to polynom stupnd 72-tého v A ) nazve-

me charakteristickym polynomem soustavy (100). Vidime: Je-11
A kofenem charakteristického polynomu, potom existuje netrividl-
ni fedeni soustavy (100), které mé tvar (101).

DokédZeme nyn{ obecné:

Necht A, Je 4 -nédsobnym koirenem charakteristického poly-
nomu : potom soustave (100) mé  linedrn& nezévislych redent

'yw),..., Y P-1) tohoto tvaru

A ¥ Aol Aok ]

P )70, L ()

a06) yP ) - [7, e

kde & y Jsou polynomy nejvyse stupné y

DO kasz: Tuto vétu jsme prévé dokdzali pro =1 .
BudiZ tedy o > 1, budii véta dokédzéna pro (p- 1) -nésobné ko-
feny a dokaZme ji pro -p-ndsobny kofen. Pro zkréceni zavedme

toto oznaden{:
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“ﬂ’ o ee0 ’a’n
o0 00000000000 = w (al"&)
7 =100,
a”f’ cee ,ann. ’éz 1’...’?2 -
53430 pro g‘*’é!é&,&,‘l;
(105) F(A) = Jat (a, +c§~£ A) .

7=1,...,m
&= 1,...,n

' (A) je tedy charakteristicky polynom; predpoklddejme, Ze
$A) ns +p -nésobny koien A, . Vime u%, %e soustava (100) mé

reden{
(106) YW = [¢ e, ..., ¢, "]

kde C4,...,Cpn Je nenulové redenf soustavy linedrnich rovnic
(102) (v nichZ je nutno ps4t A = J\o), tJ.

(107) Rocj +4=' Q;4Ch= O (721 ,000y72) .
Bez djmy obecnosti predpoklddejme C, # O (lndyby tomu tak ne-
bylo, pre&fslujme ’y, poeey %6 v (100), &fmZ% se v I ((A) pouze

permutuj{ sloupce a tymZ zplsobem radky - nebot % se mé

vyskytnout v j -té rovaici).
Ziueme nyni napsat reSen{ soustavy (100) ve tvaru

(#7901 Yn] » Kde
(108) %:C’,!’,, %:C’zz’ +Zz,..., %3%3’4‘2‘6 peoey ynz

=¢;'2g~rzh..
TJ. : Ptéme se, jak mus{ vypadat %,,...,%,, , aby funkce

Yqgveees Y , dené rovnicemi (108), ddvaly redeni soustavy

(100) 25/

4
25/ Jedno Fedeni uf znéme: klademe-1i ¥, = £A° y Ty = Xg =
T e = X, = 0, dostdvédme fedeni (106).
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Za tim (lelem dosadime do rownic (100) 38 %,..., %),
funkce (108) Dostévéme z prvni rovnice

(109) c1 + 2, g : &C’*Q g;

a z ostatnich

T S 5
(110) ¢; —~ +Zf—+z,4=’a s & (722, ...,7),

Ve (109) a (110) uZijeme (107) a dostaneme

dz-' l =
(111) W) -1'\,,2, + -E"; e = 0,
A=2
a=,; L .

Ode&teme-11 od (112) rownici (111) nédsobenou qy » Vypadne =,
a rowvnice (112) nsebudou tvaru
’l

(113) —gf- 01 P (cw,c,-a,‘6 "y =0 (7= 2,...,72).

Méme tedy pro %,,...,¥,, rovnice (111), (113). P¥itom (113)
Je 72- 1 rowvnie pro %, y...,2,, ; urdime-11 *,,...,%,, ,
Je (111) lineérn{ rovnice pro #®, (l.rddu), kterou dovedeme re-
8it kvadraturami.

PoloZme (cz“c -2,c;) =4 P (4 =2,000,7;
£=2,...,77 ).

Charakteristickym polynomem soustavy (113) je polynom

(114) AN = et (Ag*éj.;‘\)
4ipin
V determinantu
cfa *C1R ’ 442 g ooy Q,n
64 a21 ’ azz“'A g ecey azn
C' &)"(A) = | e cecscece ceesecccecccsossesscec e
04 anf ’ aonz ,...,ann+A




ndsobme druhy, tret{ ,..., 7z-ty sloupec &fsly c, 1C39000 Cpp

a pfitteme k prvnimu sloupci, naZef v prvnim sloupci a 7 -tém
r4dku bude

7

pédku bude C:"ﬁ +‘€Z,-'a’-£c& y c0Z podle (107) 44 C‘,‘(R-}\o);
=1

tedy

C, (a"a) ) afZ’ see Q,”

6T = Cp (A =Ro), @+A,... ,a,,

cn(ﬁ’ko) ’ Q «, *R-

nz’ [ 2 N J ] "n

. o
Nyni 0d 4 -tého Fddku odeltu prvnf Fédek ndsobeny =L ;
uvéi{me-11, Ze 7

C.
Q,,&- -E,-f- a"& .-.A",Q , dostaneme

Cs (A=), Qg , Rz, +-: ,Q,
I 0 LAy +A, Ay, een s Asy
o , A, AqA, ... A,
O A = Ceeeeeeececnestessenasectensssacnnnnns

tedy (viz (114))
F(A) = (A-34,) A(A) .
Jetto 9 (A ) mél s -nésobny koten A,, mé A(A) - tj. che-

rakteristicky polynom soustavy (113) - koten A, (4 - 1)-ndsob-
ny.

Podle indukintho pfedpokladu mé tedy soustava (113) (pro
7t - 1 neznédmych funke! X,,...,%,; ) - 1 linedrn& nezévis-
lych fesent

(115)
% w: [Qu('()zloxo zsw = 043(«()‘810‘ goeoey 2,,,“": q&n(l)éa"]

(ha1,2,..., p- 1), kle QM je polynom stupné& nejvyde
A- 1.
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Ale )4 mém FeSit soustavu 72 rowvnic (111), (113): tj. mém
k (F)) (R) A
systému %, peoey Xy ptidat je3té& funkci =,

tak, sby platilo (111) (pro % = =% ),

Zopalkujme redenf rovnice % -Ax + P(&) =0 :

Redf se rovnice bez pravé streny % -A,Zz=0 ,% =cla°f

kde ( Jje konstenta. Nynf uZiji variace konstant: hleddm C ja-

ko funkci ¥ tek, sby ¥ = [’tl"l vyhovovalo rovaici 8 pravou
stranou, tj.

acC
ak £
neboli

Aot | A CEM oA, LM% Pr) = o

ac

E—- 2 - p(l)-&.h’x

a k tomu stal{ napi. .
C(x) = -fP(t ) o Mot
0

V pifi{padé& rovnice (111) (kem za *3,...,2%,; dosadim funkce

2B W

ze (115) dostévdm rowvnici

(A 7
%—-Ansz + ?}"ga" Qu(x)txo‘z = 0

a tedy vyhovuje reden{

N n
(4 A.r [ 1
X ) = -2 f Z y @0, f)

o
coZ 1lze psét ve tvaru

kde G‘,(J) Je polynom stupnd nejvyde A .

A nynf najdeme jiZ snedno o feSen{ soustavy (100) tvaru
(104):
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a0 yhe = [P wett, Pro(0) et .., B (1))

(/Ls 0,1,¢.., P -1), ke &‘ Je polynoma nejvyse A -téno stup-
né. Vskutku méme plredevdim redenf (106), poloifme tedy

man R,w)=c, , By =¢, ,..., B,&) =¢, .

Za druhé méme 4 - 1 1linedrné& nezévislych feden{ (115) sousta-
vy (113), k nim2 se je3t& pridajf funkce (116), nalef j0odle (108)

funkce
%(Ia =,z W W, ¢, 7R, 2B

(A= 1,..., £ = 1) vytvor{ reden{ soustavy (100). Klademe tedy
v (104)

e, %_w, c"z’(la ,“w

(118)
cens &nw) = c,,Q‘,(-z) + Qg &) .

(A= lyeeey P-1). Tim tedy dostdvdme 0 reden{ y(0)'.”’y(f?-1)
tvaru (104) a jde jedt& jen o to, zda jsou linedrné nezdvisld

Ze vztahu

0 -1
Koy( ) + 1y(’) + ... Kp-’y(p ) -0

(K 4, konstanty) plyne
p-1

(119) 4,20' KI‘ 3‘&(.5) = 0

pPro vdechna £ a pro 4£=1,...,. . Pro & =1 odtud plyne
podle (118)

o-7
(1200 (K, ;‘Z'%“’KA’ = 0 (¢, + 0)
=1

c
Nésobme tuto rovnice 'Z‘f" a odeXteme od K -té rownice (119);
¥¥Jde vzhledem k (117), (118)

o-1
- = "3 2,00.." )
t 2 KR g ) -G @y ) =0 (
J.
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-
;Kh. G»‘ﬁ(.z) =0 (A= 2,...,72)

Ndsledkem nezévislosti - 1 redenf (115) je tedy K= K, =,
ces = Kr~f= O, naZe% z (120) plyne téz K,= 0 . Tim Je
1inedrn{ nezdvislost dokézéna.

Nyni snadno najdeme fundamentdlni{ systém 72 reden{ sou-
stavy (100).

Necht charakteristicky polynom soustavy (100) mé celkem
4 rdiznych kotend

Ay Agy eee s A,
priemZ necht A.c Je f, nésobny, takie
Pr+f+ ..o + P4 =mn .

Ke ka?dému 2 (2 =1,...,4 ) existuje podle prede3lého 4,
lined4rn® nezdvislych reden{

" ., (0,2) _ (2) Ap (2) , \ ,Ant
y (OB, (B e veeer BBy Mt ]

(121)
‘ (ﬂ"fyﬁ)_ P (2) ) Ap & p(&)
7 "[ -1,.,(-L £ yoecey -f,

kde &i"') je polynom stupné& nejvy3e 4 . Tak dostdvédme celkem

n teéeni 7(‘&")(¢= 1’2’...’4 ; ’&= 0,1,...,¢’,¢-1) a Jde
jen o to dokédzat, Ze jsou linedrné& nezdvisld. Necht tedv

. 4 -1
3 (L,2) _
(122) 4:2174.:0 gk.l 4 =0

kde C&’ 4 Jsou konstanty. To tedy znamens, 2e pro kaZdé
(£ =1,...,72 ) je
R-1

4
AL
e () -
,‘é;—' gcf‘" Pﬁ 4 (1) =0 (pro vdechna £)

4



Ale wnitinf soulet Je polynom a %fsla A, Jeou navzdjem riz-
nd; podle toho, co jsme dokdzali v § 5 (viz rownici (65)), Je
tedy nutné

"R -1 "
2
éo; C/;,g, P‘& () = O

pro bzdé 4 (42 1"""4 ) ’ k&ﬁdér& (.&: 1,...," ) BpI‘O
viechna & . Ndsobfme-1i tuto identitu .ea""' , Gostdvéme

(viz (121))
-1

gcﬁ,/a y(ﬁ,/:.) .

Ale re3enf (121) (pri daném .Z ) Jjsou linedrné nezdvisléd, tedy
Chr =0 pro £A=0,1,...,,-1, a to pro kazdé

(£ =1,..0y0). TIm je dokézdno (viz (122)), 2e jsme dostali
vskutku 72 linedrné nezdvislych FeSenf.

Jak nyn{ prakticky miZeme nalézt takovy fundamentdln{ sys-
tém? Najdeme napifed koFeny charakteristického polynomu; budiz

napr. A kofen, a to < -nédsobny. Vime, 2%e existuje o lineér-
né nezdvislych re3en{ tvaru

(123) [M,(.z)e;u, Mz(r).ea‘” veeer M (2™ ]

kde M,,...,Mn Jsou polynomy stupné& nejvy3e - - 1. Abychom
zjistili v3echna Fe3enf tohoto tvaru (123), dosed{me do soustavy

(100) Y Ay
i Y= M) e ,

kie koeficienty polynomd A,..., M, (téch Jje dohromady

. ) nechéme zatf{m neur&end. Dosadime-1li a krdtime &1slem

eﬁ.x $ 0 , dostaneme ze (100) celkem 72 1identit tvaru "Poly-

nom se rovnéd identicky nule". To znamend, Ze vdechny koeficienty
8¢ rovnaji nule. PoloZfme-1i tyto koeficlenty rovny nule, dosta-
neme soustavu nékolika homogennich linedrnich (algebraickych) rov-
rovnic pro koeficienty polynomi M,, g oo oy Mn . Takovou sou-
stavu dovedeme uplné redit (nékteré koeficienty zistanou libovol-
né, ostatnf se jevi jejich funkcemi) a tim dostaneme v3echna re-

Sen{ tvaru (123) - vime, %e mezi nimi je o Fe3enf linedrn?
nezdvislych. -119-



PMKiad 1, fleSme soustawu
% - Y- Y -LY =0
Z - duedy o
T - F%-F %o

Charakteristicky polynoa

AL -} L
0 ,- ¥+, -(A-n[m-%)(i\-%n%].
Y .-%,-30& = (A-1)2 .

Méme trojndsodbny kofen A = 1 a hleddme tedy ledenf tvaru

(124) ¥,=(@ N NSVl % =(4 *B-l*C.l")tl;
Y, =(x +fx +)~¥')£J ;

dosazenim do soustavy rovnic a srovndnim koeficientd dostévédme
rovnice:

Koef.piti 12:C¢y= 0 2€=2C -& i 29""‘“"3?’
Koef.pti X : 4c=8+3 ; 2B+ 4C=B-B; 2P+ 4 =B + 38

prosté &leny: 2.4 = A + « ;AoZBs-a; 2/3 2 A s
TPet{ radek rtkd, 26 b =3 =-B, A «a =20 .

Druhy fédek pak Prfké, 2¢ ¢ =C =2 = 0 (v didsledku rovnice
B+ /3 = 0 ), nale? rovnice prvntho rddku jsou splnény.
Tedy: @ , @ , p l1ze volit libovolné, naleZ

} :/3 ’ C = 0
A=2f-a, B= -3, (=0
r= 0

a8 nejobecnéj3di PelSenf nadf soustavy je

-~



Y= (@sfe)e’, ys (2f-a -Pu)et |, 4= @+fr)et

Volby @21, ®2f320; a=1, Qafl= o;/j-1,q-
= Q=0 vedou k fundsmentélnimu systému relenf:

[l‘g 0 ’ 0]
[O ’ 'l‘ ’ ‘JJ
(e, 24%_use®, x2*]

vidfte, Ze 3de¢ Zleny s £%2° ve skutefnosti nevystupuji; seto

zde vystupujl dv8 1ineérné nezdvisld reden{ s polynomy nultého
stupnd (tJ. s funkcemi £° . konst.).

Pifkled 2, Redme soustavu

G- w-Fue Fn-o

%‘ "%‘72"%‘73"0

'%""h"’i‘?z' % 0.

Charakteristicky polynom Je

A
1
0 ,-"2 A, -4 | = -2’
<l , - -%—' = % +A
Zkusfme tedy opé&t fedenf tvaru (124). Vyjdou tyto rovnice:
O=C~y,2C2607, 0 =2c¢c +«C +p
4c=3-ﬂ,23040334ﬁ, 4 =24 +8+p
286 = A -a,2B+A =a, 2B =24 +A + @,

které lze plepsat takto:
C =2 = -¢
sac=8-p

A-a-= 24 =- 28
A¢a,=2/3- 2q
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Vidi{me, %e lze wolit @ ,.4 ,c 1libovolné, nafe%

A=-a-4c , =-4, ¢ =-c
X z.@-24- 4c , P=-b-4c, 2= -c
a nejobecné&js{ FeSenf Je toto:

Y= (A +bus cx?y.e®
%= (-a- 4c by -cetre®

zgs (-@a- 26 - 4c -(b+ 4c)u -c+? )£l .

Klademe-11 po fedd8 @ =1 , »3'--0, ¢c=0; d=0,/'=1,
c=0; @a= 0, 4= o , €=1 , dostaneme tento fundament4l-
n{ systém redenf :

£ &
[¢* - - 2*]
£
[x 2%, -wet -2t - w 2]
Ee’e“, caet it aet - st - 4227
Zde se tedy - na rozdfl od pirede3lého pirfpadu - vskutku objevily
polynomy druhého stupné,

Pr{klad 3. UkaZme si je3t& na jednoduchém pri{padé&, Ze fun-
damentdln{ systém re3eni miZe byt tvofen pouze funkcemi tvaru

e'e’.konat.
L -
v
-1+A, 0 o)
JA) = 0O ,-1+A, O =(A -1
o |, 0O , =1 +A

Zkusme FeSeni tvaru (124), dostaneme rovnice:
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a + 4= a A+B =4 a 0/@) = &
J&'C'ZC j’ B#ZC:B ﬁozy:ﬁ
c=c C=C P =)

cor déwé £=c=8=C=£B=2: 0; @a,A,a 1libovol-
né. Nejobecnéjdf redenf na3{ soustavy je tedy:

%:Qﬁx. ’”z:A_el’ %: ae"

Volby dzl,Azaz o;A:l,aga:: O; @=a] ,
A=A = 0, ném dajf fundementdlnf systém reden{:

[2% 0, 0]
[o, &%, 0]
[o, o, 2]

co%Z bylo ov3em lehko uhodnout hned na zaldtku.

Vidime, #e to vypadd dosti nepravideln&. Vskutku bychom
hloub&ji nshlédli do struktury re3enf{ soustavy (100) teprve tehdy,
kdybychom matici koeficientd QJL& prevedli na normdln{ tvar
(jak se tomu u¥f{ v linedrn{ algebie) a uzili teorii invariantd
linedrnf transformace (zde jde hlawné& o tzv. elementdrnf dé&lite-
le).

Podotykdm je8t& toto: Jde-1i o redlny systém (100) (tj.
© redlné Q,4) , vyskytujf se imagindrn{ kofeny charakteristické-
ho polynomu ve dvojicich & + /3 komplexn& sdruZenych kofenl
se stejnou ndsobnostf{. Vezme-l1li Fed3enf, prisludné ke korenu
« +z/3 , potom funkee k nim komplexn& sdruZené ddvaji reSent,
pr1{sludnéd ke korenu & -¢/3 a naopak. Podle poznémky za vé&-
tou 23 v § 8 miZeme postupovat takto: Misto, abychom vzall fFe-
Sen{ (komplexni) pr{sludné ke korenu & + /3 a FeSenf pifslus-
néd ke kofenu X -z , miZeme vziti jednak redlné, jednak ima-
gindrn{ &4sti redenf prisludnych ke koienu a+zﬂ ; to budou
opét re3enf{ nad3eho systému (100)a vy3li-i Jjsme plvodn& z funda-
mentdlnfho systému, dostaneme takto opét fundamentdln{ systém,

Yyn{ v3ak sloZeny z redlnych Fedent.
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PP{iled 4, Systém

F e o

R
aé charekteristicky polynom ’:' ;I = A%

s jJednoduchymi kofeny + z . Zkusim tedy

Y = et Yo = Cp "¢

a dostanu rowvnice
iQOngo, z.C'z-c,’o,
tj. C, 1ibovolnd, G =1Cs.
Za druhé zkusin
-t -2
7' L %t ’ %a dzl

a dostanu

-l.d' 0d28 o , -l.%- df = o,

tj. dy 1ibovolns, dy= - 1d,y .
Tedy mém (nep¥. volbou Cp=1 , d=1) fundeamentdlnt
systém . :
’(1) o [l'el-l,_el-l!]

»

(125) *

y(2 . [-ze7¥%, o]

-

Lineérn{ kombinacf té&chto dvou relen{ dostanu novy fundamentdlni
systém

% (7(1) + 7(2) ) = (-sin& , cos&]
(126) ﬁ (1) (2)
Lé-lz.—(? - Y) = [cos ¥, sine ]

- ted jJiZ redlny.

Mohli jsme v3ak postapzval kratlajl : naoast fan fedes’
-124-



(1 . :
y ) . [2£°% e**] & napsat zv14st jeho redlnou a imagi-
nérn{ &4s*. ¢‘m dospljeme k fundementdlnfim systému

[- sin & , cos &]
[cos & , sin ¢] ,

totoindmu se (126).

Jeito dovedeme ledit systém (100) bes pravé strany, dove-
deme P'edit kvadraturemi i systém s prawvou strenou

) ”

(aj’f konstanty); viz metodu variace konstant. V pifpadd

funket 45-(.;) -2 }; (&) , Kle g je polynom, dovedli trchom

teSen{ nalézti algedbraicky, tak jak jsme to 48lali u jedné rov-
né rowmice ®7-tého F4du v § 5. Nebudeme se vdak tim zabyvat;
viz I.G. Petrovskij, Lekcii po teorii obyknovennych 4ifferen-
cialnych urawnenij, 4. vyddnf, str. 185-188.
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