
Geometria proiettiva differenziale. I

Capitolo I. La teoria delle curve

In: Guido Fubini (author); Eduard Čech (author): Geometria proiettiva
differenziale. I. (Italian). Bologna: Zanichelli, Nicola, 1926. pp. [23]--47.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/402432

Terms of use:

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic
provides access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of
any part of this document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic
delivery and stamped with digital signature within the project
DML-CZ: The Czech Digital Mathematics Library
http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/402432
http://project.dml.cz


CAPITOLO I . 

L A T E O K I A D E L L E C U R V E (*). 

§ 5 - La teoría delle curve in geometría euclidea. 

A) Gli invariant! fondamentali. 

Di solito in geometría euclidea una curva G si definisce dando 
le coordínate x, y, z cartesiane ortogonali di un suo punto in fun-
zione di un parametre t. Curve uguali possono avere rappresenta-
zioni distinte dovute sia alia loro diversa posizione nello spazio, 
sia alia diversa scelta del parametro t. Nello studio dell' intorno 
di un particolare punto O della curva cío si puo evitare, come ó 
noto, nel modo seguente: si assumano come assi delle .r, y, z la 
tangente, la nórmale principále, la binormale in O, e si dieno le 
y, z come funzioni della x. Siccome il piano osculatore z ~ Q 
con G in O un contatto tripunto, e la tangente y = z = 0 un 
contatto bipunto, varrano delle formóle 

(1) y -- a x2 , a; — b x3 -(- . ..., 

clove i termini trascurati sono (per x -- 0) di ordine superiore 
(risp. di ordine superiore al secondo e terzo ordine). Questo a l -
meno nel caso che valgano alcune condizioni di continuitá ; deri-

(*) Questo Capitolo si puo leggere man mano, soltanto allora clie i suoi 
risultati saranno invocati nei Cap. successivi. 
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vabilitá ccc., che supporremo senz' altro soddisfatte. II triedro x, v/, 2 
sopra definito dicesi il triedro principóle relativo al punto O: fin 
qui si ó determinata la posizione, non 1' orientazione dei suoi assi. 

I valori delle a, b sono qnantitá invarianti in quanto che, se 
C ó una curva uguale a C, nel punto O' omologo di O restaño 
per essa analogamente definiti due sviluppi y -- a1 x2 - f - . •., z - -
= bl x3 + . . . , dove e proprio a1 ~ a, bl = b\ ció che prova essere i 
valori delle a, b invarianti per movimenti. Si noti pero che 1' i n -
cleterminazione nella orientazione degli assi porta con se una inde-
terminazione di segno per le a, 6, (cosicchó il nome di invarianti 
dovrebbe essere riservato alie a2 , b2). Questa indeterminazione si 
puó togliere con qualche convenzione supplementare : se p. es. a 4 0, 
si puó sulP asse delle y scegliere una direzione positiva tale che 

0 (cioó che in un piccolo intorno di O la curva giaccia nel 
semispazio y>0), e fissare, se b |=0, il segno di b imponendo al 
triedro principale di essere congruo al triedro coordinato iniziale. 
Si noti ancora che i valori delle a, b dipendono dall' unitá di mi-
sura delle lunghezze. Yedremo ben presto che daré i valori delle 

a, 6 in O equivale a daré in O la curvatura — e la torsione 
p T 

Le sinimetrie e, piü generalmente, i movimenti di 2a specie 
cambiano, nelle precedenti convenzioni, il segno della b. 

B) Equazioni intrinseche di una curva. 

Per definiré completamente una curva si clovrebbero daré i 
valori delle a, b per ogni punto della curva, p. es. daré le a, b 
come funzioni del parametro t. Pe r scegliere in modo invariante 
questo parametro t, lo si pone uguale all' arco s definito dalla 

(2) ds2 = dx2 + dy2 + dz2 

in modo intrínseco (cioó indipendente dal parametro t) e invariante 
(per movimenti). Kiguarderemo non essenziale 1' indeterminazione 
di s dovuta a l l 'a rbi t rar ia scelta de i r origine, da cui si contano gli 
archi 3, e a i r arbitrarietá del segno di eis, cioe del verso, in cui 
s si suppone crescente. Quest' ultima si potrebbe togliere, studiando 
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le curve dótate di verso. Date la curvatura — e la torsione ^ in 
P T 

funzione di ¿?, detti a, p, Y i coseni direttori délia tangente 
volta nel verso clell'arco crescente, C quelli délia normale prin-
cipale e X, v quelli délia binormale, valgono le formóle di Frenet 

(3) xs - a, a, — - - , ^ ~~ y ~ j ' ' = T 

(e analoghe in y, p, v¡, ¡i e z, y, Ç, v). 
Le coordínate rispetto al triedro principale in O sono caratte-

terizzate dai valori iniziali delle (x, X), ( ^ ¡ V M 1 ) e (z, y, Csv) 
che sono rispettivamente (0 ,1 ,0 ,0) , (0,0,1,0), (0 ,0 ,0 ,1) . Si trova-
cosi, a meno d' inñnitesimi d 'ordine superiore 

1 3 i 1 - , í 1 \ s* 
6p»w 1 2p" 1 \ p A 6 + " ' 

(4) 

dove con p, T sono indicati i valbri di p, T nel punto O. Ne segue: 

(5) y = 3 = - ^ + . . . . 

Quindí le a, b della (1) sono determínate dai valori di i , i 

nel punto O e viceversa. Una curva é determinata (a meno di mo-

vi mentí) dai valori di —, ^ dati in funzione di s. Quanto ai segni 
P 

rinvio a quanto si 6 detto piu sopra. Eliminando a, X dalle equa-
zioni di Frenet si trova uri equazione del quarto 07 diñe, a cui sod-
disfano le x, y, z come funzíoni di s. I coefficienti di tale equazione 

dipendono esclusivamente dagli invarianti - , ^ , e loro derívate. 
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C) Nuova deduzione degli invarianti fondamentali. 

Come d x2 -f- d y2 -f~ dz2 è un invariante per movimonti, cosi 
sono pure invarianti per movimenti le somme 

(d* x)2 + (dn yy + (d* %á)2, (» ;> î ) 

che hanno il grave inconveniente di dipendere da differenziali di 
un ordine w, che puô superare 1. Evidentemente invece dipendono 
dal solo diflerenziale primo le seguenti forme invarianti intrinseche. 
(di significato indipendente dal parametro t) 

dx dy dz 
dy dz 

(6) 

dx 

d2x d2 y d2z 
d2 x d2 y d2z 

df3 x d3 y d3z 
le quali valgono rispettivamente : 

(6) bis 
d s6 

~n 2" 1 
ds6 

p2 T 

(come si deduce dalle formóle di Frenet). La considerazione di 

esse equivale alia considerazione di 

Fissato che - > 0 (per il che basta íissare, come abbiamo 

visto, in modo opportuno il verso positivo della nórmale principale), 

il segno di resta fissato, se si vuole che il triedro principale 

sia congruo al triedro coordinato iniziale. 

Un movimento di seconda specie cambia il segno di ^ 

§ 6 - Geometría proiettivo-differenziale delle curve. 

A) Preliminari analiticL 

S i a F i = un differenziale; sia funzione della u. Porremo : 

(1) ax8 ru = dr-lF„ 
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cosicché in particolare, indicando a¿ con la semplice lettera a : 

(2) 8lu = du, 82u = d2u - f ^ du?, 83i¿ = dS2i¿ + — dud2u, ecc. 
ot oc 

Sia = bndun con bn funzione di w, ed w ^ O (ra intero). Yar-
rá la 

(3) dBn = d(bndun) = 6n + xdti"+1 + nbndun~l S2u, 

se e posto : 

(4) b n + l = d ¡ , - n J h b n , 

che noi chiameremo derivata covariante di bn. 
Se p. es. r, s, t sono interi positivi con r 2s 3t = n, 

vale l a : 

(5) d[bndur(82 u)s(d3uY] = bn+1 du'*1 (82u)s{83uy + 

+ r bn (du)r~~l (8
2

 u)s+\83u)1 + 5 bndur{82 u)-1(&u)i+i + 

+ tbndur(d2uytf3u)1-18 4u. 

In altre parole la sostituzione di 8¿ u a dl u yer ¿^>1 non 
altera le rególe formali di derivazione, purché alia derivata ordinaria 
di bn si sostituisca la derivata covariante. Anzi le due rególe coin-
cidono se a = cost. 

In particolare per una funzione Xq —- x della u, posto : 

_ __ ^ ^ __ _ d x Y au (o; x0 — x, x{ — —• — xu) x2 — —— — xu ecc. 
au a u <x 

valgono l e : 

I dx = x1du\ d2x = x2 du2 + xt 82u ; 
d3x = x3du3 + 3x2du82u + xx83u ; 
d*x = du* + 6xs du2 82u + 3x2 (82u)2 + 
+ áx2 dud3u + x} 8Au ; 

¿Pz = xhdu* + 10x4du382u + 15^3du (82u)2 + 
+ 10 x3du2d3u + 
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Si noti che la derívala covariante di ogni potenza di CL1 è nidia. 
In particolare, se Fs = adu3 con a = a3 = a? valgono le: 

(8) Fs = adu3, dF3 = 3a ô2w, = 3adu2S3u + 6adu(S2u)2. 

Se le forme , hanno significato intrínseco (indipendente 
dalla scelta délia variabile indipendente M), i singoli addendi, in 
cui (3) decompone 2?n, corne pure i singoli termini di (5), hanno 
tutti significato intrínseco. 

B) Applicazione della teoría delle curve. 

Siano le coordínate omogenee x di un punto di una curva G 
date come funzioni continué, derivabili ecc. di un parametro u. 
Noi vogliamo caratterizzare C mediante elementi intrinseci (indi-
pendenti da w), ed invarianti (per collineazioni). Comincieremo col 
limitarci alie collineazioni unimodulari. Elementi del tipo voluto 
sono i determinanti 

(9) (x}dx9 d2x , drx) (r = 3 , 4 , . . . ) , 

il cui studio sará ora ricondotto a espressioni dipendenti dai solí 
differenziali primi. Questo avviene giá nel caso r = 3 ; se indi-
chiamo con o> il suo segno, noi porremo : 

(10) F3
2 = (adu3)2 = a(x , dx , d2x , d3x) (<*>= + 1). 

Sia a che F 3 sono dalla cuy va C deteiminati a meno del segno. 
I punti per cui F 3 == 0 sono i punti a piano osculatore sta-

ziona.io, che noi considereremo come singolari, ed escluderemo 
dal nostro studio. 

II caso di Fs idénticamente nullo e quello delle curve piane 
3 __ 

(§ 8). Posto a = a2 = i a , assumeremo 04 du = Fx come forma 
fondamentale per la definizione dei differenziali dru e delle derí-
vate covarianti. 

Sostituendo in (9) ai dr x i valori dati da (7), tali determi-
nanti si decomponanno parecchie espressioni tutte intrinseche ed in-
varianti (per collineaz. unimodulari). 
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II determinante (9) per r = 4 non porta a nulla di nuovo. 
Infatti per (10) é : 

(x , dx , d2 x , d4 x) — 2io F3 dF3 

Poiche per (8) e per la quarta delle (7) : 

(x , dx , d2 x , d4 x) = (a?, a^ , x2 , z4) dv? + 6 (.r , a^ , x2 , x3) ái¿r' 

2(úF3dF3 = 6a2du* S2u 

si avrá : 
(11) (x , , , a4) = 0. 

Per ? = 5, dalle (7) si deduce: 

10 5 
(ú(x , dx , d2íc , = m(x x± x2 xb)du* + ~F3d2F3 —(djP3)2. 

II determinante (9) per r = 5 porta alia considerazione della 
nuova forma co (a; a^ a;2 xrj duH. Cosí potremmo continuare per 
r = 6 , 7 , . . . 

C) Le curve come luogo ed inviluppo. 

Ma tutto il calcolo assume una forma piü perspicua se noi 
eonsideriamo contemporáneamente le coordinate £ del piano oscu-
latore, che noi fisseremo in modo intrínseco con le : 

(12) i = -—{x xu xuu) = —{x x± x2). a a 

É chiaramente: 

(13) 0 = Six = 8ix1 = Si x2 = SIM = Si2x. 

(14) F3 = Sid3x = — Sdid2x = SdHdx = — Sxd3i (*) 

come si vede tenendo conto delle Six = Sixt = 0 ( ¿ — 1 , 2 ) , che 

(*) Infatti per (10), si ha : F * = a> (x , xu , xu u , d'x) dn3 = 
= ada3SZd*x = F3SZd3x. 
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sono la definizione delle S, e delle equazioni ottenute derivando. 
Per tali equazioni il prodotto 

(x,dx, d2x , d3x) (i, di, dH , 

si trova uguale ad (_F3)4. Per (10) sará dunque : 

( 1 0 ) Ms c p g , = 

Confrontando con l e : 

8xd3í = —F3, Sxi = Sxdí = SxdH = 0 

si trova la formóla duale di (12) : 

(12) ms * = ( M i , 6,)-a 

Si ha poi: 

2(úF3dF3 = d(toF¡) = (x,dx, d2x , d*x) = 
F 

— (x j xx, x2 , d4x) = (úF3S£d4x, 

cioe: 
Sid'x = 

Confrontando con le formóle ottenute derivando (14), si ha : 

(15) 2dF3 = Sid4x = — Sxd*í = — 2Sd&Px = 2Sdxd3i 

(11) MS Sd2xd2í= 0 

T ultima delle quali equivale alia (11). 

I determinanti (9) si possono sostituire con le S£drx¡ che ne 
differiscono solo per un fattore; sostituendo in queste forme alie 
drx i valori (7) e tenendo corito del solo addendo che dipende dai 
differenziali primi, si trovano forme del tipo richiesto. 

COSÍ p. es. si t rova: 

(16) Síd'x = d2F3
 5 (dF3)2 

3 «* 9 F3 
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(16)
 bis

 Sd?xd2í = — Sd?xd?l = F, + — d'¿F. 
5_ (dF¿? 
9 F3 

ove JP5 dipende dai soli differenziali primi. La (16) bis é un esempio 
del come, differenziando (15) ed (11) bis , si possono ottenere tutte 
le forme Sdrxdsi con r -f• s = 5 espresse mediante F3 ed Fb. 

COSÍ tutte le forme Sdrxd% con r s -- 6 si possono espri-
mere mediante una sola forma del prim' ordine; il modo piü sem-
plice di scegliere questa é di por re : 

che, come segue fácilmente dalle precedenti formóle, dipende dai 
soli differenziali primi (e di primo ordine e di sesto grado). 

COSÍ si puo trovare una forma Fr del primo ordine e di set-
timo grado, mediante la quale si possono determinare tutte le 
forme 

lo dico che queste forme F3, Fb, Ffí, Fn tutte intrinseche e del 
primo ordine bastano a determinare la curva (a meno di collinea-
zioni unimodulari). Notiamo che la Fs é determinata a meno del 
segno (cosi come il ds della geom. métrica). Noi lo potremo fissare, 
scegliendo un verso positivo sulla curva, e imponendo ad Fs di 
essere positiva in tale verso. Con ció alia curva G sostituiamo la 
nozione di curva con verso, di curva orientata. 

Per dimostrare il nostro teorema, scegliamo (in modo intrín-
seco ed invariante per collin. unimod.) un punto X e un piano 
S definiti da : 

(17) F6 = Sd3xd3í 

8drxdsi con r + s = 7. 

D) Le equazioni differenziali fondamentali. 

(18) -sxs = 1 , SXdí = SXd2Í = SXd3i = o 

SEx = 1 , SSdx = SEd2x = SEd3x = 0. 

Differenziando si deduce = SdfrlX -= Sd^dX 0. Sara 
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perció : 

(19) dX = bx e analogamente d!E = ¡3£, 

dove i fattori di proporzionalitá b, p sono forme differenziali di 
primo grado e primo ordine in u. Poiche i punti x , dx , d2x , X 
non sono complanan, potremo determinare delle quantitá an tali che: 

d3x = a0 x + ax dx + a2 d2% + ci3X 

d3i = a0 5 -H «i di + a 2d2Í + a3S. 

Se ne deduce 

Sid3x = a3 cioé a3 = F3\ Sdid3x = — a 2 i ^ 3 , cioe = 
3 

Sd2 id3 x = aAF3 — — SéP&Px ; 

Sd3íd3x = — a0F3 + ^ dF3 - a2Sd2xd3i — a0F3 

ossia : 

(21) «3 = ^ ; «, = + 

insieme alie dual i : 

(21) MS a3 == — F3 ; a2 = 5 ai == ai í = — a«. 

Moltiplicando le (20) tra di loro si trova : 

F6 = Sd3xd3 g = 2Fñ — F2 SXS , 
ossia: 
(21)

 1 8 X 3 

Da (18), (19) e dalle equazioni ottenute differenziando (20) 
si ottiene: 

bFa : — . - = 8Xd*t, = 

= SJ + Zdz3 + p«3í) = d (AJ _ ?Fs _ A - ¿F, 
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donde : 

( 2 1 ) quater 6 + [3 = d ( A 

Ditnque le a , le a , la b + P sowo determinate da F3 , Fr>, F f i ; 
e sarebbe facile provare che, nota Fn, testa determinata b — p, 
doe b c p, 

Posto JP3 = adw3 , — — Mv? , — = qdu2, b ~ cdu, 

P = y^m, si ha per (21) quatei. 

(22) c + r = — ( — ) ove = adw3 , Fa = — 

Sostituendo in (20), i termini in , S3^ si eliminano, e si 
ottengono le equazioni differenziali fondamentali completamente deter-
minate dalle forme precedenti. 

, Í x3 = bx - gxj + aX X1 = cx 

I €8 = - e e - f f e 1 - a s s ^ v e 

¿fe cambiamo il parametro u in guisa che a = 1, esse di-
ventano : 

/oo\ S X"' + *X' - 0« = X, r + qi' + bí= - S 
( 2 3 ) h ' ) X ' = cX , B ' = T€ (C + T — o ; 

od anche: 

V + qx" + (q — Q)x — (6' + c)x = 0 __ 
(23) ter j r , + + y + 6 ) r + ( e , + ^ = o c + Y — 6 

Queste equazioni insieme alia u>(x x' x" x"') == 1, la quale, se 
soddisfatta nel punto iniziale, é soddisfatta dappertutto in virtu 

* delle stesse (23) ter , determinano le x, e quindi la curva a meno di 
una collineaz. unimodulare\ e si ricordi, sono esse stesse determinate 
da F, , F 5 , F f i , F7. 

Dalle (23) ter segue che le x e le i soddisfano ad equazioni 
aggiunte. 

FUBINI o c a e n , Lexioni di Geometría proiettivo-diffemixiale. 3 
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E) Le curve di un complesso lineare. 

Tali equazioni coincidono se 6 = 0. Esiste allora una trasform. 
lineare intera omogenea a coefficienti costanti che porta le x nelle 

e quindi le dx, d2x, d3x nelle d2i, d3i. Poicho 0 = 0 é 
^ 6 = 0 . 

E quindi per (11) bis e (17) é SxÍ = SdrxdrÍ = 0 per 
r = 1 , 2 , 3. Perció tale trasformazione definisce un sistema 
nullo (*), il quale trasforma la curva pensata come luogo di punti 
nella curva stessa pensata come inviluppo. Le tangenti alia curva 
saranno rette del corrispondente complesso lineare. Yale puré il 
teorema reciproco. Dunque la FG = 0 o 0 = 0 caratterizza le curve 
di un complesso lineare. 

F) Significato del segno di w = + l. 

Le rette (x , dx) e (i , di) coincidono con la retta tangente 
in x. Perciö (x dx) — u(idi) con x fattore di proporzionalita. Per 
la Sd2xd2i = 0, anche le rette (¡xd2x) e ( id 2 i ) coincidono. Se ne 
deduce differenziando che x = cost. Differenziando di nuovo, si 
t r a e : 

(dx d2x) = — (xd3x) + x (di d2i) + * ( 6 d3i) 

donde : 

S (dx , d2x) (di, d2i) = —S(x, d3x) (di , d2i) + 

+ *S(di , d2i) (di, d2i) + %s(i, d*i) (di, d2i) 

ossia, per le identita dell' introduzione (§ 1 B) 

x(6 , di , d2i , d3i) 
Sdxdi Sdxd2i 

Sd2xdi Sd2xd2i 

F 2
 = w F 2 ossia X = O). 

(*) Infatti, se x é un punto prestabilito ad arbitrio della curva, ogni 
punto P dello spazio avrá coordínate che si possono scrivere nella forma 
hx 4- kx' 4- Ix" 4- mx'", e sará trasformato nel piano hl -f- k£r + + 
che, per le precedenti identita, contiene il punto P. 
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Cioè vale V identità (G) 

(24) (x , dx) = o)(S , di) 

Dunque, essendo dato il verso positivo délia curva, e quindi 
anche il segno di ognuna delle dx , di , i ver si di Xx + [^dx e di 
\i + danno V orientazione proiettiva délia retta tangente conforme 
alla nostra convenzione, oppure V orientazione opposta seconda clie 
( o = l , oppure (0 = — 1. Resta cosí intuitivo che le collineazioni 
a modulo — 1 cambiano il segno di eu. 

0) Le collineazioni a modulo qualsiasi. 

Finora ci siamo occupati specialmente delle collineazioni uni-
modulari. E abbiamo scelto il parametro u in modo invariante per 
tali collineazioni. Conseguenza di tale scelta e stato che nelle (23) ter 

é mancato ogni termine in x" , Questa o una proprieta carat-
teristica del parametro u e delle sue funzioni lineari. 

Studiamo ora una qualsiasi trasfonnazione moltiplicativa 
x = da cui segue i = p i. Sara : 

dui] = F¿¿ = &(x , dx , d2x , d3x) = (op4 (x , dx , d2x , = 

= p4 I V = p4 a2 

se a , , % sono i nuovi valori di a , Fs , u. Sara dunque a = 1, 
se il nuovo parametro u soddisfa alia (dw: du)3 = 1 : p2. (Eseludo 
che du: dw possa essere negativo, perche w come u deve crescere 
nel verso positivo della curva). Noi dunque dovremo per studiare 
tutte le collineazioni a modulo positivo (che sono prodotto di una 
collineaz. unimodulare per una moltiplicativa) studiare ancora Pef-
fetto di una trasfonnazione 

x = p~x ; $ = pi ; u = u (u) con (du: du)3 = 1 : p2 ; (F3 — p2F3
2) 

Ě facile riconoscere che F c : F 3 = 6di¿3 non cambia (che cioc 
0du? üdu3), Q, con un calcolo un po' piü lungo, che non cam-
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bia neppure Fdw4, quando si ponga : 

k = 4 + 1 + 5 c + ^ = A _ 4 «• - 5 v + 4 4 1 . 

E, notiamolo, le 6 = Y = 0 caratterizzano le cubiche sghembe. In-
tatti in tal caso, scelto p in guisa che sia nullo il corrispondentc 
valore di q, dalle 0 = V = 0 segue 0 = c = Y = 0, e le (28) teP  

provano che x , 6 sono polinomi di terzo grado nella u. 
Possiamo anche studiare l'effetto di un cambiamento del verso 

scelto sulla curva come positivo. Il nuovo valore F3 della forma 
cubica fondamentale è : F3 = — F3 ; cosicchè, se F3 = du3 ed 
F3 == du3, sarà du •= — du e, come si puô supporre, ^ — — u. 
Il nuovo valore délia £ 5 dato da : 

1 (Ù(X , x- , a:- - ) = — to(s , xuv) = — g. 

Cosicchè il nuovo valore della e di 6 sono dati da : 

FC) = SdftéPx = — SéPtéPx = —F6: A = A ; 

flííM8 = edtt8 ; "ê = — e. 

Del resto ponendo in (23) ter x = 5 , w = — w, essa diventa : 

d'x , d2x I dq , \ dx ( db 
— h q — h [—.L- + e = C — 
du4 du2 \ du / d u \ du 

che prova non solo la 0 == — 0, ma anche 1 e q = q, c = c. 

H) Coordinate normali. 

Dunque, se 0 4= 0, esiste un verso invariante, che chiameremo 
normale, a cui corrisponde un 0 >> 0. Potremo poi moltiplicare le 
x per un fattore p in guisa che 0 assuma il valore 1. Infatti, mol-
tiplicando le x per p, il nuovo valore di 0 soddisfa alla : 

0di¿3 = 0du3 con [du : du)3 = 1 : p2. 
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La 9 = 1 determina perianto p a mono del segno. Restaño 
dunque determinate (a meno di un contemporáneo cambiamento di 
segno) le coordinate x , £ di punto e piano osculatore : noi le di-
remo coordinate normali. II valore corrispondente di u si dira 
Vareo proiettivo della curva. Una collineazione qualunque produce 
sulle coordinate normali una trasform. lineare a coeffic. costanti. 

Se noi usiamo coordinate normali, i corrispondenti valor i delle 
q , c (o, se si vuole, delle q , 7) sono completamente determinati in 
funzione di u. I loro valori detcrminano la curva, e sono per cid 
nella geom. proiettiva gli analoghi della curvatura e della torsione 
métrica. Ogni altro invariante proiettivo della curva si esprime 
mediante essi e le loro derívate. 

Se fosse 9 = 0, noi potrenuno definiré clelle coordinate nor-
mali (non un verso nórmale) imponendo che V — 1. (Restando 
escluse le sole curve per cui 9 = V = 0, cioé le cubiche sghembe). 
In tal caso basta la conoscenza della sola q. 

Oss. Vi ó un caso notevole in cui coordinate non omogenee possono as-
sumersi a coordinate normali. Scegliamo un punto su ogni tangente; potremo 
fissare il fattore di proporzionalita delle x in guisa che esso sia il punto dx ; 
il piano osculatore della curva da esso descritta é il piano (dx , d2 x , d*x), 
cioé il piano S. Al punto dx nel sistema nullo osculatore (§ 7) corrisponde il 
piano clie inviluppa una sviluppabilc, di cui X é il punto di regresso. 
Quando mai avverrá che dx descriva una curva piaña, e d% inviluppi un cono, 
cioe quando mai X e S saranno fissi, ossia X ' = E ' = 0? Ció avviene soltanto 
se c = y = 0 e quindi ancho 0' = 0 ; cioc, o 8 = 0, e la curva apparticne a 
un complesso lineare (nel quid caso evidentemente, se X é íisso, e fisso ancho 
il piano S che gli corrisponde nel relativo sistema nullo) oppure 0 = cost. 4 0. 
Lo coordinato x , g sono pereió normali; o (poiche c = y = 0) per (23) ter una 
di esse si ]>uo supporre costante, c quindi le altre tre si possono poi consi-
derare come coordinate non omogenee. 

8 7 . — Gli eleinenti geoinetrici fondamentali. 

A) Sistema nullo osculatore. 

Siano T , x " , i ecc. le coordínate di punto e piano oscu-
latore e le loro derívate calcolate in un punto generico O della 
curva. Le coordinate a;, £ di un punto o di un piano qnalsiasi 
dello spazio potranno scriversi nella forma : 

(1) x — lx + mx + nx" + px" y £ = xj+ [if + -f rJ-". 



LA TKOKIA DELIJO CURVE [8 7, A] 

La reciprocity definita nello spazio dalle 

(2) X = L y [x = M , v = n , TÍ = p 

non dipende dal parametro w, rispetto a cui si deriva, e non varia 
neanche se moltiplichiamo le x, e quindi anche (secondo le con-
venzioni del § 6, C) le per un medesimo fattore p. Supposto per 
semplicitá a = 1, si trova (indicando con q , 6 il valore di q , 0 nel 
punto O) : 

Sx% = \p — ITZ 4- rav — + q(mz — vp) — tipit 

ció Ó 

( 3 ) 8xi = IL + mM + nN + pP = — ( X A + j i M + v N + TCII) 

ove 

^ \ L = — ÍU , M = v , 2V = — [x H- qiz, P = X — gv — OTC , 
| A — — p , M = n, N = — ra + ? II — Z — gw + 0p. 

Le Z, ra, n, p ed L, itf , JV , P sono coordinate di punto 
e piano nel tetraedro D che ha per vertici i punti x, x\ x", 5 " ' ; 
le X , ¡J. , v , 7u e A , M , N , D sono coordinate rli piano e punto 
nel tetraedro A che ha per faccie i piani £ , , , £"'. La reci-
procity (2) si puó definire con le : 

(2) bis L = —p, M = n, N + qp, P = 1 — qn — 0/>, 

(2) ter A = — 7c, M = v , N = — (X + qn , TI = X — + GTT. 

Tenuti fissi i tetraedri D , A , e il valore di q, queste corrc-
lazioni descrivono, al variare di 0, un fascio di correlazioni; i 
punti che appartengono al piano corrispondente sono i punti per 
cui 0p2 = 0, cioé i punti del piano osculatore p — 0, a cui corri-
spondono gli stessi piani in tutte le correlazioni del fascio. Questo 
fascio di correlazioni e individuato dalla correlazione degenere 
L = M = N — 0 , P — p e dal sistema nullo definito dalle 

(5) L = — p , M = n , N = — m + qp , P = l — qn , 

oppure: 

(5) bis A = - - n , M = y , N = —- ¡x + qn , II = X — , 
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o p p u r e : 

(5) ter p = 7C, n = v , m = [ I , l = X — 6TT. 

Esso sarà chiamato il sistema nullo osculatore, cli cui ved remo ben. 
presto il signifieato geométrico. 

B) Il tetraedro principale. 

Vogliamo do lin ire in modo intrínseco nn tetraedro invariante per col-
tineaX'ioni e eorrelazioni, ehe nella attuale teoria compia 1' ufiicio che il trie-
dro principale compie nella geometría métrica. Scelto ad libitum s = dr l (e 
non indicando più con indici derívate covarianti), poniamo : 

I l = Tô qy> + ( — T 9 + -ïôq)'y* 

(6) 

ossia : 

n = y 3 
P = 

3 / I 3 , \ 

îj bis ( 2/. = s(w — ^J) 

</
3
 = " 

V* = 

11 piano g = X g -f -f- v g" -f"71 nel tetraedro 1) per (4) 1' cqua-
zione : 

— ni 4* v/« 4- — iijw 4- (X — <?v — 9ií)p = 0 
che potremo serivere nella forma : 

Vi + y* y 2 + -n* y» + y¡t yk = o 
ovo si a posto : 

ŷ  = — en 
Y)A = V 

(7 ) ^ Y]3 = — ÊRC — SJA 

3 / 3g' . 6 \ 
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TI == - erh 

v = r¡2 

H = — e(Y)a + 

. . 3 s 
X = To ~To~7il 

cho si ottengono da (6) sostituendo alie : 

I, m, n, p, y„ y„ — Q 

1C : X , ¡i , v , TI , Y J 4 , — YJ3 , Y ) A , — r¡t, — 0 . 

Lo (7) si possono considerare perció come le formole duali dolle (6). E la 
simmetria delle formole apparirá piu chiara, se si pone : 

(8) = f¡4, ?. = — *)»» Sa = TQi, = — 
Chiameremo tetraedro prineipale T in O quello in cui le y ed r¡ (o £) 

definite da (6), Í7), (8) sono coordinate di punto e piano ; e lo assumeremo 
a tetraedro di riferimentó. 

Consideriamo le coordinate y di un punto dclla curva posto nell' intorno 
di un suo punto O. Supporremo naturalmente, come abbiamo visto sompre 
possibile, a=. 1, 0 = 1 (opp. 0 = 0). Le y soddisferanno alie (23) ter del § 6 I)\ 
i loro valori iniziali in O e quelli delle loro derívate saranno date da (8), 
appena si conoscano i valori in O delle / , m , n, p e loro derívate. Ora i 
valori di V , l" , V" , m , m" , ni" , n , n , rí" , p , // , p" in O sono 
nulli, quelli di l, m , n", p"' valgono 1. Potremo cosi trarre gli sviluppi 
in serie delle y. E si trova : 

(7) M., 

20 V2 10 'V 6 34Q/" ^ 

. (_SL 'É2_ _ JL í J _ _L A \ + 
V 1 2 0 1 0 1 2 0 1 2 0 ' 2 1 0 1 ' / N " ' 

Iq u' e — q' íc — q" , l<f \ , , 
.V,: • = « - W — + + + "Í200/ -

Scambiando 0 in — 0 si hanno gli sviluppi dolle £ definite da (9). 
L' interpretaxione geométrica di questo tetraedro T si avrá dall' esame 

dei seguenti elementi geornetrici fondamentali. 
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C) Altri elementi geometrici. 

Punto 0 . Esso é ora definito dalle yi = yz = yi = Q, o, in coordínate 
di piano, dalla ^ = 0, oppure £« = 0. 

Piano osculatore in O. É il piano £a = = = 0 ossia (come luogo 
dei punti) yA == 0. 

Retta tangente in O. É la retta y3z=yi = 0 ossia £3r=£4 = 0. 
Cono quadrico osculatore in O. L' único cono quadrico col vertice in 

O che ha con la curva O in O contatto di sesto ordine (tale cioé che sosti-
tuendo (9) nella sua equazione siano nulli tutti i coefficienti di un per n <C 6) 
e il cono : 

(10) 2y/ - 3y,y t = 0 ossia = - = 0 

^11 primo membro di (10) vale ^ 2 4 0 ^ + • • •) 

Cónica (inviluppo) osculatrice in O. É Tente duale del precedente. 

(10) bis - 3£a = 0 ossia yt = 3y¿ - 8yx y, = 0. 

Fascio osculatore di cubiche (sghembe). Una cubica sghemba posta sul 
cono osculatore é interseziono di questo e di un cono quadrico che ha il ver-
tice P p. es. sulla g'eneratrice ?/,=:?/, = 0 del precedente, e che ha quindi 
un' equazione oinogenea di 2o grado in yt, , kyL -f kyA se hyx -f Jcy4 = 0 
c un piano passante per P. Notando che 

(11) 

y3 V4 = jcTU* -f termini in u' -f . . . . , 

si riconosce che soltanto le intersezioni del cono osculatore con uno dei coni 

y% -  22/i y* + y* =  0 = c o s t - ) 

hanno in O contatto pentapunto con la curva data. Le cubiche cosi ottenute 
lianno per equaxioni parametriche in coordínate di punto o di piano oscu-
latore : 

(12) yt-'W« = Jh = = w {w parametro) 
y» • 2 y, 3 

(12) m
s 

2 * 

Ct - h^ 

2 ^ 
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che se ne deducono matando le y in Ükse defmiscono tutte lo stesso si-
stema nullo : il sistema millo oscillatore y = 

£0 
Ponendo 2h = —r~ si ha una cubica che per (11) ha in O con C un contatto o 

s 9 
6 punto: la (prima) cubica osculatriee. Ponendo 2li = — si ha la (secon-

o 
da) cubica osculatriee che ha in O con C 6 piani oseulatori consecutivi co-
muni. Per h = 0 si ha la cubica armónica, luogo dei coniugati armonici di 
O rispetto ai punti ove le precedenti cubiche incontrano le gencratrici. Questc 

cubiche coincidono solo se 9 = 0, cioe se la curva data C appartiene a un 
complesso lineare. Gome i loro punti giacciono (in ogni caso) sul cono qua-
drico osculatore, cosi i loro piani osculateri inviluppano la cónica oscu-
latriee. 

Punto di Halphen (primo). I coni quadrici passanti per una cubica del 
fascio oscuJatore hanno per equazione 

( 1 3 ) 2 A ( 2 Y , - - 3 Y T Y 4 ) + 2yxy% + 2hy ty,) + 2 C ( 3 ^ 4 - 3 % 4 > - 2 / I T / , ) = 0 

(13) bis (ab — c* = 0) (a , b , c = cost.) 

II vertice del cono e quello, a cui corrisponde il parametro 

(14) w = 2a : c = 2c : b. 

Se h = 60 : 10, la cubica considerata é la prima osculatrice; il cono cor-
rispondente alie b = c = 0 é il cono quadrico osculatore ed ha perció in 
O con C un contatto 7 — punto. Se 0 ^ 0 vi é tra i (13) un altro cono che 
in O ha con C un contatto 7 — punto. Infatti il primo membro di (13), per 
le (9), ha, se 10 k = e0, uno sviluppo 

/ bV s0c \ . 
\ 18CT " 6 0 / • • ' ' 

II cono (13) avrá con C in O un contatto 7 — punto non solo per 
b — c — 0, ma anche per 2c: b = 2e0F : 3, che da luogo ad un cono, il cui 
vertice é il punto 

( 1 4 ) ?A - - j g - + F » , y, = - P , «/, = s 0 V, y, = 1 , 

che non coincide con O se 0 ^ 0, e che diremo il primo punto di Halphen. 
Esso é V único punto della prima cubica osculatrice, da cui questa é proiet-
tata secondo un cono quadrico avente in O un contatto 7 punto con la 
curva data C. II piano, che da esso proietta la tangente in O, é il piano 
principale di Halphen, luogo dei punti da cui la prima cubica osculatrice 
é proiettata secondo un cono (cubico) avente in O un contatto 7 — punto 
con C. 
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Il piano osculatorc alla prima cubica osculatrice nel punto trovato si 
])otrà dire il (primo) piano di Halphen. Dualmente trovoremo sulla seconda 
cubica osculatrice un (secondo) piano di Halphen, che la oscula in un punto 
che chiameremo il (secondo) punto di Halphen. 

Se 6 = 0 il (primo) punto di Halphen coincide con O, ecc. 
Punto di Sannia (primo) è il punto comune alie oo a quadriche che harmo 

in O un contatto 7 — punto con la curva data, e che percio appartengono 
alia rete dofinita dalle quadriche 

2s9 V B = 2ylVt + yt y4 4. _ y4» = 0 ; 

0= Sijx yt — -To— yï - ya y9 yt = o. 

(Si noti iní'atti che le A, I?, C per le (9) hanno sviluppi, che cominciano col 
termine in u1). Trovando i punti ove la cubica A = C= 0 incontra la qua-
drica B = 0, si trova che il punto di Saunia ó, se 9 J 0, il punto: 

O GF) O 
tft — 11 = = ^ = + 9" , e P-

Potrcmo, analogamonte a quanto sopra, definire un secondo punto e duc 
piani di Sannia. Notando che tra le quadriche aventi un contatto sette punto 
in O con C vi sono i coni che da O e dal primo punto di Halphen proiettano 
la cubica osculatrice [i quali hanno a comune, oltre a tale cubica, la généra-
trice che ne congiunge i vertici] troviamo : Un punto delta curva e i corrí-
spondenti punti di Halphen e di Sannia sono allineati. 

Tutti questi enti, défini ti se 9 ̂  0 cioe per curve non appartenenti a com-
plessi lineari, permette no di caratterizzare il tetraedro fondamentale. 11 ver-
tice ya = y„ = y4 = 0 /•• il punto O genérico del la curva, lo spigolo y, = y4 = 0 
la tangente in O, il piano \\ = 0 il piano osculatorc in O. Lo spigolo 
v2 = y4 = 0 è la retta uscente da O posta sut piano osculatorc che si ap-
poggia alta congiungenfe i due punti di Halphen ed incontra la cónica, 
osculatrice in O e ncl punto y1 = ya = y4 = 0, in cui la cónica osculatrice 
ha per tangente la retta y, = y4 = 0. Definiti cosí gli spigoli del tetraedro 
posti in y4 = 0, il sistema nidio osculatorc determina gli altri trc. Questo 
tetraedro ha per faccie due piani osculatori della cubica armónica, c i 
due piani che dal punto di contatto di uno proiettano la tangente nelValtro. 
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D) Una osservazione. 

Sia x -f- rdx un punto P della retta tangente, £ -f rd£ il piano 
n che gli corrisponde nel sistema nullo osculatore. Posto x = px, 
i p£, il punto P e il piano TC avranno le coordinate x + Fdx 
e i + r d £, ove : 

- i - + áfojrp. 
r r 

l dx\ 
Sia ¿w3, e siano ——] = t le coordinate di retta 

tangente. Se [du : du)3 = — s a r à (§ 6 (?) = eZi¿3, mentre 

dx 
I T ' - Q u i n d i : 

Percio 
t=p2t (du : cZw) = p>3¿. 

3 — 3 -
¿ + rdí 6 M—4" r ^ 

sono proporzionali. £a corrispondenza tra il punto x rdx, il piano 3 
4 + rd£, e Za t + — rdt è dunque indipendente dal fattore p, 

ed è dunque definibile geométricamente (c). Infatti, posto rdu = s, il 
punto # -f fdx = x sx ha le coordinate Z = 1, ra = s, n = p = {) 
ossia : í/j = 1 , y2 = zs y y3 = y4 = 0, la cui polare rispetto alia 
cónica osculatrice è 3es?/2 — 4y3 — yA = 0, passante pêr i punti 

( 1 , 0 , 0 , 0 ) e ( 0 , l , i - s s , 0 mentre t ô la retta da (1, 0, 0, 0) 

a (0, e, 0, 0) e í ' é la retta da (1, 0, 0, 0) a (0, 0, 1, 0) e conse-
3 

guentemente coincide con t H — — rdt, che é dunque la polare di 

x -f- rdx rispetto alia cónica osculatrice, come é la polare di £ + rd£ 
rispetto al cono osculatore. 
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Proiettiamo ora la nostra curva da un punto (a, 6 , 1 , es) 
qualsiasi del piano i + si' (cioé del piano Y¡4 = 1 , Y¡3 = — ES, 
r^ = r¡2 = 0) sul piano osculatore. La proiezione avrá per coordinate 

3* + 
20 

y« = y* — — y* = £ 

La cónica osculatrice, avente contatto 5 — punto con tale 
proiezioue c la cónica 

Vi — 2yA 2/3 — y2 y3 + = 0 , 

ove é mutile specificare il valore di a ; e la retta polare di x -f- sx' 
3 

rispetto a tale cónica é sempre la retta t -f —^dt precedente; che 

é dunque anche la retta polare di x + rdx rispetto olla cónica 
osculatrice in O alia pi oiezione della curva fatta sul piano oscula-
tore in O da un punto del piano i + rd£. (c). 

§ 8. — Le curve piane. 

Daremo un rápido sunto della teoría di queste curve. Se x (cioé a?, y, z) 
sono le tre coordinate omogenee dei suoi punti, porremo (x, dx, d%x) = a* du*. 
Se g sono le coordinate di retta tangente é Six = Slxr = Sl'x = 0. Sara perció : 

Síd'x = — Sdidx = Sxd'i. 

Imporreino alie l tale fattore di proporzionalíta che: 

(5, di, d'l) = a9dut = (x, dx, d%x) 
ossia che: 

(6 , di, d*l) (x dx d\r) = {S^x)9 = (Sxd'l)9 = a% du\ 
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Sara : 

Sid%x = — Sdxdl = Szd*t = a% du\ 

No i sceglieremo u in guisa che a = 1. 11 parametro u cosí dcíinito varia 
pero, moltiplicando le x , g per uno stesso fattoro. Sara allora : 

(;t- x x") = (x x x")'u -- 0 oioo 0 = S£xr" = tfg V = Sg"x = — Sxg". 

Poss-iamo definiré la curca dando V equazione differenxiale lineare 
cui soddisfano le \ , y , z di un suo punto e loro combinaxiowi linear i. 
Posto portanto 

x" = hx" 4- kx ix si avrá hSlxr = S&c", oioó h = 0 (nell' ipotesi a = 1) 

E air equazione si puó daré la forma : 

x'" 4- 4- (q — 0)x = 0. 
Se noi moltiplichiamo le x per uno stesso fattore p, e contemporánea-

mente variamo il parametro u in guisa clie sia ancora 0 = 1, si riconosce 
fácilmente che Gdu% é invariante. Se G = 0, scelto il citato íattore p in guisa 
che q = 0, 1' equazione si rí iuce alia x'" = 0, le x , y . >r sono pertanto po-
linomi di 2o grado di uno stesso parametro. Dunque, se 0 = 0 , la curva c 
una cónica. Se 0 0 , si potra sceglierc p in guisa che 0 = 1. II parametro 
corrispondcnto u sará Vareo proiettivo, e le coordínate x , g corrispondenti 
le coordinate normal i. 

Essc soddisfano alie due equaxioni aggiunte: 

X'" + 2qx -f (q —1)3 = 0 5"' + 2qi' + {<1 + 1)? = 0. 

La curva, se non e una cónica, é dunque deftnita dalla conoscencia 
della q in funcione delV arco proiettivo u. 

Se x , xr , g , g ' , q souo i valori di x , x , ecc. in un punto O della 
curva, ogni punto del piano x avrá coordinate del tipo yxx 4- y 4 - yz{x" 4- qx) 
o ogni retta g del piano avrá coordínate del tipo £xg 4- 4- S«(g" 4- (/g). H 
punto e la retta si apparteranno so S3¿/14-?J,y3 — Sa//a — Lacónica oscu-
latrice sia alia curca luogo che alia curva inviluppo ha per oquazioni 
tyiV* — y t = ^ pensata como luogo o 2£x £3 — £a

a = 0 pensata come inviluppo. 
La polaritá rispetto a questa cónica o delinita dalla £ . = ?/¿ . 

II punto di Halphen [yx = 2 . 7 ' — 25q* , y% = — 490? , í/3 = 7 . 25^") r 
il punto comune alie cubiche che in O hanno un contatto 8 — punto con la 
curva data ; la cubica penosculante nodale 

5(2 yx y>-yS)y,-±yt = 0 

é V única cubica con punto doppio in O, che in O ha un contatto 8 punto 
con la curva data, ed ha per tangenti le rette = ?/„ = 0. Ma tutta la con-
íiguraziono cosí generata non lia trovatu (inora sipplicazionc alcuna. 
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Una osservazione. 

Nel scguito ci sarà utile la sola osserv. seguente. Se x , £, 
dx , d2x , ecc. sono le coordínate x di un punto délia curva e £ 
délia tangente correspondente, e i loro differenziali, calcolate tutte 
in un punto fisso O, allora nella polarità rispetto alla cónica oscu-
latrice si corrispondono il punto ax + bdx + cd'1 x e la retta 
a£ J

r bd£ + cd~£ quando le x e le £ relative a un punto generico 
dolía curva sono legato dalla : 

(1) {x , dx , d2x) = (£ , d£ , d2£) 

da cu i segue 

(1)|„., (x , dx , d*x) = (£ , d£ , d?£) 

che o equivalente alla : 

(1)lor ShPx = SxcHC) 

ossia, per le : 

(2) S£d2x = — Sd£dx = Sxd2£ ; 

alla : 

(l)quaier Sidid2X-dxtH) = 0. 

(*) Infatti h evidentemente Ç = p(x, dx), x = 6(Ç, dQ con p , 6 fattori 

di proporzionalitii. Quindi ( l j dà - - S ld % x~ -\-Sxd%l . Ma, derivando le iden-
p 6 

tità S$dx —Sxd£ = Q, si ottengono le (2); e quindi p —6. Percio le 
(1) bi., (1) ter sono equivalenti. 
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