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10. kapitola

JESTE JEDNOU HONICKA NA SACHOVNICI
A KVOCNY NA YEJCICH NEBOLI
BERNOULLIOVO SCHEMA

10.1 BERNOULLIUY POKUS

Budeme se zabyvat kvod¢nou sedici na vejcich. Z kazdé-
ho vejce se vylihne kohoutek nebo slepitka. Predpoklé-
dame-li, Ze vejce jsou zdravd, jind moZnost neni. O tom,
co se vylihne, rozhoduje ndhoda. Bude-li to slepi¢ka,
bude to hospodyné povaZovat za tspéch, bude-li to ko-
houtek, za netispéch. Z kohoutka totiZ mnoho uZitku
neni, jakmile povyroste, bude se muset zabit. Sleduje-
me-li, co se z vejce vylihne, providime nahodny pokus
se dvéma vysledky. Vysezeni n vajec je vlastné totéz
jako n-ndsobné vysezeni jednoho vejce.

Sledujme &innost kontrolora v tovarné. Zkouma kazdy
zhotoveny vyrobek, je-li dobry nebo vadny. Zkouska
vede k jednomu ze dvou vysledki: vyrobek je dobry,
nebo je to zmetek. Odhalenf zmetku je pro kontrolora
tspéch.

Definice 10.1. Nahodny pokus, ktery mé dvouprvkovy
prostor vysledki, se nazyva Bernoullitw pokus.*)

Hod minci, hod s-kostkou, zji§téni pohlavi narozené-
ho ditéte, zjisténi, vzklidilo-li zaseté semeno, zkoumdnf,
je-li vyrobek vadny, jsou Bernoulliovy pokusy. U Ber-

*) J. Bernoulli (1654—1705), Svycarsky matematik a fyzik,
ktery polozil zéklady teorie pravdépodobnosti.
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noulliovych pokusti budeme také mluvit o ispéchu a ne-
aspéchu. Slovo netispéch nebude mit pfitom zéporné
zabarveni. Uspéch budeme kédovat &fslici 1 a netspéch
dislici 0. Dale budeme oznadovat P(1) = p, P(0) = g¢.

Znéme riazné piiklady Bernoulliovych pokusi a zné-
me také viceetapové nahodné pokusy souvisejici s Ber-
noulliovym pokusem. Napf. pokus, ktery jsme nazvali
dekanf na prvn{ Gspéch (pifklad 2.6), spodivd v opako-
vani Bernoulliova pokusu tak dlouho, a% se poprvé do-
stavi Gspéch.

10.2. BERNOULLIOVO SCHEMA
JAKO NAHODNA PROCHAZEKA

Vratme se k zévodim na Sachovnici (odst. 6.3). Sachov-
nici jsme nahradili jednoduchou siti. Pripomerime si to:
Bernoullitv pokus je ted hod s-kostkou. Skonéf-li pokus
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Obr. 10.1.

dspéchem, figurka postoupi na jihovychod, skonéi-li ne-
aspéchem, na jihozdapad (obr. 10.1). Po trojim zopako-
véni téhoZ pokusu se figurka dostane od jednoho z cfla 5.

Uvedeny nahodny pokus je pfiklad nahodné prochéz-
ky. Nékdo jiny by viak mohl fici, Ze to je troji opakova-
ni stejného Bernoulliova pokusu.
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Jak budeme kédovat vysledky na&i prochézky, zaji-
ma-li nds, kudy a ke kterému cfli figurka putovala?
U nédhodnych prochdzek jsme vysledky kédovali cesta-
mi, které ndhode figurce uréila. Véimnéte si silné vyzna-
dené cesty na obr. 10.1. Nejsnadnéji ji zakédujeme trojici
011. Trojice z nul a jednidek si odpovidajf s cestami v sfti.
Cest v sfti je pravé tolik jako takovych trojic. Jsou to
ti{prvkové variace ze dvou prvku {0, 1} a je jich 22
Tolik vysledk obsahuje prostor £2 ndhodné prochézky,
a tedy i trojtho opakovani Bernoulliova pokusu.

Kdyby kvoéna sedéla na tfech vejcich, mohli bychom
zjistovani, co se z nich vyklube, spojit s prochdzkou po
sfti z obr. 10.1. Sit m4 tfi Grovné, ka%dé odpovidé jedno-
mu opakovin{ pokusu. Vylihne-li se slepika, figurka se
posune na jihovychod, vylihne-li se kohoutek, na jiho-
zéapad. Prubséh lihnut{ modelujeme ndhodnou prochéz-
kou po siti.

Nahodny jev, Ze se vylihne k& slepidek, se v jazyce na-
hodnych prochédzek vyjadi{ tak, %e se figurka dostane
k cfli b} (¢ =0, 1, 2, 3). MiZeme to popsat jestdé jinak:
Pii trojndsobném opakovédnf pokusu nastane pravé
k-krat Gspéch. Tento jev oznadime Bj.

Kvoéna muZe sedét na n vejeich, kontrolor mize pro-
hlédnout n vyrobkil, zahradnik miZe sledovat n zase-
tych semen atd.

Definice 10.2. Ndhodny pokus spoéfvajici v n-ndsobném
opakovani téhoz Bernoulliova pokusu nagyvéme Ber-
noulliovo schéma s n pokusy.

Jev B} znamend, ze v Bernoulliové schématu s » pd-
kusy nastal dspéch pravé k-krat.
Vratme se opét ke kvodné sedici na tfech vejcich. Pro

jev B! je pHznivych (Z) vysledkii. Prévé tolik cest
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vede k cili b}. Zakédujeme napi. jev B — kvodna vy-
sed{ prave dvé slepi¢ky ze tif vajec.

B} = {011, 101, 110}
Podle pravidla ndsobeni je P(011) = ¢gpp = p%,
P(101) = pgp = p*%q a P(110) = ppq = p*q. Kaidy vy-
sledek pfiznivy pro jev B} mé tutéZ pravdépodobnost

p*q. Zapidme ji ve tvaru p?g*-?. Pravdépodobnost P(Bj)
je soudet stejnych séftanci, kterych je (2), a tedy

P(BY) = @)p*g*2.
Podobnymi vivahami najdeme vzorce pro pravdépodob-
nost ostatnich jevu B§, B2, B3.

UvaZujem Bernoulliovo schéma s n pokusy a jev Bj.
Je pro néj piiznivych pravé tolik vysledki, kolik cest
vede v pifslu§nym zpiisobem prodlouZené siti k cili 53.
Tato sit bude mit » trovni a » + 1 cfli. Oznad¢ime je
od zépadu k vychodu &3, 8%, ..., b2. Jejich indexy obsa-
hujf informace o cestich, které k nim vedou. Horni
index udédva poéet kroku od startu do cfle (podet poku-
s), doln{ index pak podet krokf sméfujicich na jiho-
vychod (podet dspéchu).

K cfli 5 vede (Z’) cest. Pro jev B} je priznivych [;:)

vysledki. KaZzdému vysledku pifznivému pro jev B
odpovidé n-tice, v niZ je pravé k jednidek. Odpovidéd mu
cesta sklddajici se z n dseki, z nichZ pravé k sméfuje
na jihovychod a n—Fk na jihozapad. Pravdépodobnost
vysledku je rovna pravdépodobnosti prichodu cestou,
ktera mu odpovida. Podle pravidla nisobeni dostdvame:

Véta 10.1. Pravdépodobnost katdého vysledku priznivého
pro jev B} je prgr*. Je to pravdépodobnost prichodu
cestou vedouct k cils b}.
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K cili b} vede [Z’] raznych cest. Pro jev Bf je tedy

piiznivych (Z] vysledkd. Pravdépodobnost priichodu
ka%dou z cest vedoucich k cili b} je stejnd a podle v&ty
10.1 je rovna p*g*—*. Podle pravidla séftan{ je tedy prav-
dépodobnost dosaZenf cile b} (bez ohledu na to, kterou

cestou) soudet (Z) séftancu, rovnych prgr—*.

Vita 10.2. Pravdépodobnost dosaZeni cile b je rovna
e

Dosazeni cile b odpovidd v Bernoulliové schématu
s n pokusy jevu Bj.

Véta 10.3. Oznaéuje-li B} jev, %e v Bernoulliové schématu
8 n pokusy nastane prdvé k-krdt dspéch a p je pravdépo-
dobnost dspéchu v jednom pokusu, ¢ = 1 — p, platt pro
EF=0,1,2 ... 0 :

PEY = (}) P

Vsimnéte si, Ze jevy B3, Bi, ..., B? jsou vzdjemné dis-
junktni a jejich sjednocenf je jisty jev.

Uloha 10.1. Ukaite, %e P(Bg) + P(B}) +... + P(Bp) = 1.

Piiklad 10.1. V autobusovych gardZich je 10 autobusi.
Vsechny se denné kontrolujf, nez vyjedou. Z dlouhodo-
bé zkulenosti je znamo, %e pravdépodobnost, Ze autobus
bude v daném dni schopen provozu, je rovna 0,8. Urdete
pravdépodobnost, %e v daném dni bude schopno provo-
zu prave 6 autobusi.
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Kontrola postupné prohlizi kaZzdy z deseti autobust.
Je-li autobus schopen provozu, mluvime o tspéchu.
Pravdépodobnost ispéchu je 0,8. Netspéch bude druhy
vysledek prohlidky — autobus neni v poradku. Pravdé-
podobnost netspéchu je ¢ =1—p = 0,2. Prohlidka
jednoho autobusu je Bernoullitv pokus. Kontrola deseti
autobust je desetindsobné opakovén{ téhoZ pokusu, tedy
Bernoulliovo schéma s deseti pokusy. Jev, #e pravé
6 autobusii bude schopno provozu, je jev B'. Podle
véty 10.3 je

P31 = (1g) 080,20
Uloha 10.2. Urkete pravdspodobnost, Ze v daném dni
budou schopny provozu aspoi 4 autobusy.

Uloha 10.3. Urdete pravdépodobnost, %e kvoéna vysedi
ze Sesti vajec pravé &tyti slepidky. Uréete pravdépodob-
nost jevi

a) vylihne se stejné slepidek i kohoutk,

b) vylihnou se nanejvyse dva kohoutci,

¢) vylihnou se nanejvys tii slepitky.

Uloha 10.4. Kligivost semen urditého druhu bobu je 0,98.
To znamend, ze P(semeno vykliéf) = 0,98.

K pokusnym tdelim bylo zasazeno 10 semen. Urdete
pravdépodobnost, Ze z nich

a) vykliéi praveé 8,

b) nevykliéi ani jedno.

10.8. GALTONOVA DESKA CILI OPET 0 SIMULACI

Bernoulliovo schéma jsme modelovali pomocf ndhodnych
prochazek po siti. Na obr. 10.2 je zndzornén jednoduchy
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Obr. 10.2.

pistroj, tzv. Galtonova deska. Sestitihelnikové vystup-
ky jsou oddéleny ulitkami. Vhodime-li do horniho otvo-
ru kulidku, bude se &tytikrat ,,rozhodovat‘‘, kudy padat.
Rozhodne o tom nihoda. Bludi§té mé takovy tvar, Ze
na ka’dém rozcesti je Sance pro vybér levé ulitky
(ispéch) stejnd jako pro vybér pravé (nedspéch). Na-
konec kulitka spadne do jedné z péti prihradek — to
jsou cfle. Kdybychom desku nakreslili schematicky, do-
stali bychom znémou sif pro Bernoulliovo schéma se
Styfmi pokusy. Prihradky proto oznadéime stejné jako
cile v sfti. Abychom odhadli pravdépodobnost, Ze pfi
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néhodné prochizce dojde figurka do urditého cfle, po-
stavili jsme na start ne jednu, ale vice figurek. Nasypme
tedy do nageho piistroje m kulidek. Budeme tak simulo-
vat m-nasobné opakovani prochdzky. Prochézka je viak
Bernoulliovo schéma se étyimi pokusy a s pravdépodob-
nosti dspéchu v jednotlivém pokusu p = —;— . Véimnéte
si, Ze Galtonova deska také zndzorfiuje sezeni na vejeich.
Vhodime-li do nf jednu kuli¢ku, odpovidd to vysezeni
Styt vajec. Spadne-li kulidka do pfihradky bf, znamené
to, Ze se vylfhly pravé &tyii slepidky.

Do hornfho otvoru pifstroje jsme tedy nasypali vétsi
mnozstvi kuli¢ek. Sledujme, jak se kulié¢ky rozdsélf, jaké
d4st se jich objevi v jednotlivych pfihrddkich — cilech.
Vysledek bude piekvapujici. Podty kulidek, které se do-
stanou k cflim, budou imérné podtu cest, které k nim
vedou, tedy é&fslim

(-0~

(Kde jsou tato é&fsla v Pascalové trojihelniku?) Galto-
nova deska umoziiuje simulovat Bernoulliovo schéma

pro p =—;-.Prodlouiime-li desku smérem dold, bude

odpovidat schématu s vétiim poétem pokust.

Pomoc{ Galtonovy desky miZeme tedy uréovat prav-
dépodobnost souvisejic{ s Bernoulliovym schématem.

Uloha 10.5. Jak byste pomoci Galtonovy desky urdili
pravdépodobnost jevu B}® — kvoéna vysedf z deseti
vajec pravé k slepitek (k =0, 1,2, ..., 10)?
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10.4. POCET USPECHYU V BERNOULLIOVE
SCHEMATU. OPET PRAVDEPODOBNOSTNI{
POCITADLO

Vysledky sezeni na vejcich kédujeme n-ticemi tspéchi
a netspéchi (jedni¢ek a nul). Hospodyné povaZuje za
tspéch podet slepidek, coZ je podet tispéchii v Bernoullio-
vé schématu. Jev, Ze se vylihne k slepitek, miZeme vyjé-
diit takto: V Bernoulliové schématu nastane pravé k-krat
uspéch. Sedi-li kvoéna na n vejcich, jde o jev By. Véta 10.3
udava vzorec pro vypodet jeho pravdépodobnosti.

Nastane-li pravé k uspéchu, je to totéz, jako kdy¥ se
figurka dostane k cili 3. Pomoci pravdépodobnostniho
potitadla uréime pro n = 3 pravdépodobnost jevu, Ze
podet tspéchti bude roven k. Galtonova deska nam
princip poditadla pfipomnéla. V bludiSti na desce se
kulidky rozdéli ndhodné, i kdyZ se zda, %e ndhoda se
F{di urditymi zdkony. Na poéitadle viak situaci ideali-
zujeme — na kaZdém rozcesti jde polovina figurek na
jednu stranu a polovina na druhou. Staéi postavit na
start 8 figurek. K cili b} dojde 1, k cili 4 dojdou 3,
k cfli b3 dojdou 3 a k cili b3 dojde 1. Je tedy

P(podet tispéchii je 0) = P(B3) = _;_ ,

P(podet tispéchii je 1) = P(B}) = _3_ ,

P(potet tispicha je 2) = P(BY) = o,
1

P(podet tspéchii je 3) = P(B}) = 5

TytéZ hodnoty bychom dostali podle véty 10.3.
Pod sit nakreslime osu a na nf vyzna¢ime body, které
budou odpovidat podtu uspéchi (obr. 10.3). Pro kazdé &
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jsme uréili pravdépodobnost, e nastane pravé k dsps-
chii. PfipiSme je tedy pod pfisluiné body osy.

Uvédomte si, Ze jsme kazdému vysledku Bernoulliova
schématu pfifadili pravé jedno &fslo, totiZ podet dspéchi.
Vysledky Bernoulliova schématu jsou n-tice nul a jedni-
dek. Cislo pfitazené vysledku je podet jednidek v n-tici.
Toto ptifagen{ je funkce definovand na prostoru vysled-
kt. S podobnymi funkcemi jsme se uz sezndmili pFi né-
hodnych hrach. Jsou to ndhodné veli¢iny. Ndhodnou
velitinu, ktera uvidi podet tspéchii v Bernoulliové
schématu, s n pokusy oznaéme §,.

b, b; b; by

potet dspéchb ~ 0 1 2 3

) jeho pravdépodobnost é@ % @
Obr. 10.3.

Uloha 10.6. V uréitém Bernoulliové schématu je pravdé-
podobnost p = % . Urdete hodnoty néhodné velidiny S,

(podet dspéchti v Bernoulliové schématu se ¢tyfmi po-
kusy). Ke ka#dé 3 téchto hodnot urdete piislusnou prav-
dépodobnost pomoci pravdépodobnostniho poéitadla.
Informace o funkei S, zapiste do obrdzku (podobné jako
obr. 10.3).
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