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V. Řešení soutěžních úloh Ш, kola

KATEGORIE A

A-III-1

Platí-li pro velikosti vnitřních úhlů trojúhelníka
sin2 a + sin2 /5 + sin2 у — 2 ,

je tento trojúhelník pravoúhlý. Dokažte.
(1)

(5 hodu)
ŘEŠENÍ. Podle vzorce 2 sin2a — 1 — cos 2a plyne

z dané rovnosti

cos 2y + 1 = 0 .

Podle vzorce pro cos 2a + cos 2/5 a podle vzorce 2cos2y =
— 1 + cos 2у dostaneme

2 cos (a + /5) cos (a

cos 2a + cos 2/5

/5) + 2 cos2)' = 0 .

Protože je a -f- /5 = тс — y, dostaneme dále
cosy (cosy — cos (a — /1)) — 0 ,

neboli
cosy (cos (a + /5) + cos (a — /5)) — 0 .

Použijeme znovu vzorce pro cos (a -f /5) + cos (a — /1);
vyjde

(2)cos a . cos/5 . cosy — 0 .
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тс

Je tedy buď a — —, nebo (1
TU

t TU

y> nebo у = у2 '

POZNÁMKA. Uvedené řešení 1. úlohy je řešení
autorské. Soutěžící, kteří tuto úlohu úspěšně vyřešili,
většinou užívali v podstatě stejného postupu, tj. dokázali,
že z rovnosti (1) plyne rovnost (2). Jejich důkazy však
byly složitější.

A-III-2

Je dán čtyřstěn. Označme vt (i — 1, 2, 3, 4) jeho výšky
a Qi (i = 1, 2, 3, 4) poloměry kulových ploch vně vepsa-
ných tomuto čtyřstěnu. Pak platí

2 (— + — ' 1 ' 1\®1 ^2

1) = —+ Д/ 0\ a2

i

Q;i Qiv-j v.i

Dokažte.
(6 bodů)

ŘEŠENÍ. Označme vrcholy čtyřstěnu (i = 1, 2,
3, 4). Budiž Sx střed а qx poloměr vně vepsané kulové
plochy podle schematického obr. 65. Označme Px, P2,
P3,P4 po řadě obsahy trojúhelníků Д A2A3A4} Д AXA3A43
Д AXA2A4, Д AXA2A3. Potom pro objemy Vu, V12, F13,
F14 čtyřstěnů A2A3A4SX) AxA3A4Sx, AxA2A4Sx, AxA2A3Sx
platí

(1)-Fn+ F12 + F13 + F14= F,
kde F je objem čtyřstěnu AXA2A3A4. Platí však

VU = ^Y («' = 1,2, 3,4);
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po dosazení do (1) dostáváme

-§- (-P, + p2 + p3 + Pt) = v,
z čehož

1 Pi + Pj + Pa + Pj
3VQi

Cyklickou záměnou dostaneme:
Pi-P* + P3 + l\1

53VQz

1 P\ 4~ P -2 — Ps + P,
3VQz
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1 P\ 4- P2 + P3 ~ P4
3Ví?4

Je tedy

JL + Jl + Í. + Jl=2_> Л + p8 + p8 + Л
í?l ^2 ^3 ^4 3

Dále platí

• (2)V

Pí . Ví (i = 1, 2, 3, 4) ,V =
3

z čehož

Pí1

3f/ (*=1,2, 3,4),
a tedy

2 + P2 P3 ~Ь P4
W ®3 ®4/

2
3 ’ F

(3)
Z rovností (2) a (3) vyplývá

vx v2 v3 vá

1 1 1)=—+—+—+/ Qx2( Q2 Q3 £4

Řešil Petr Slačálek,
3. f, gymnasium, ul. W. Piecka, Praha 2

JINÉ ŘEŠENÍ. Poloměr kulové plochy x vepsané
dovnitř daného čtyřstěnu ABCD (schematický obr. 66)
označme o a obsahy jednotlivých stěn SXJ S2, S3, Sá.
Pro objem V daného čtyřstěnu platí

c. b. d.

Si • у + *^2 • у + ^з • у + ^ 1-= v,4 • 3
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/:

z čehož po úpravě máme

*Ji 4~ S2 + S31
(1)3Ve

Dále víme, že pro objem V platí

o ^2 o ^3
^ • T - 03 * У

= S4. S.3 5

takže

3F 3V
— ,S

3V 3V
S1 = э *$2 —

5 ^4 = —3 —
®1 ^2 ®3 ^4
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Po dosazení za Si3 S2, a S4 do (1) dostáváme rovnost

1
, 11 1

(2)
^2e V4

Vyšetřujme kulovou plochu xx o poloměru qx vepsanou
do trojhranu A{BCD) tak, že se dotýká roviny BCD a leží
v opačném poloprostoru určeném rovinou BCD než
bod A. Tato kulová plocha xx je stejnolehlá s kulovou
plochou к vepsanou dovnitř čtyřstěnu ABCD. Středem
stejnolehlosti je bod A. Veďme rovinu a || BCD (а Ф BCD)
tak, aby se dotýkala plochy xx. Ze vzdálenosti rovin a
a BCD určíme koeficient stejnolehlosti, který se musí
rovnat poměru poloměrů:

ř?i
_ 2 Й + vx

ViQ

Odtud dostáváme

1 1 2.i-. (3)
QQi

Obdobný vztah jako (3) platí zřejmě i pro v2; q3, z>3;
g4, v4. Z těchto vztahů tedy plyne

Qi Q 2 Q3 (?4

Po dosazení z rovnosti (2) dostáváme rovnost

i. + i + 1 + 1
(?1 (?2 í?3 ÍU

která se měla dokázat.

4 . ——2.
1111

h í-
Q Vx V2 Щ ®4.

11 1 1

)2. — +
V* ’^2 Щ

Řešil JAN FRYNTA,
4.f, gymnasium, ul. W. Piecka, Praha 2
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A-III-3

Je daná postupnost’ reálných čísel aí3 a2)..akJ...

taká, že pre každé k > 1 platí ak-x + ak+\ ^ 2ak.
Pre n = 1, 2, 3, ... označme

1
An — (ax + a2 + ... + an) .

Potom pre každé n > 1 platí tiež
Ац—i d~ An+i ^ 2An\ (1)

dokážte. (8 bodov)

RIEŠENIE. Vypočítajme rozdiel Rn = Л
— 2ЛЯ. Eahko sa vidí, že

2(#i d~ ^2 ~b ~b #w) — n(n ~Ь 1)дга + n (n — 1 )a
n (n — 1) (n + 1) .

Je zřejmé, že (1) platí pre každé prirodzené číslo n > 1
vtedy a len vtedy, keď pre každé n >1 je Rn ^ 0, čo je
ekvivalentně s nerovnosťou

2 (at + a2

I- A ra+in~1

»+lRn

... + an) + n (n — 1) an fl ^
^ n{n + 1) an .

Pravdivosť nerovnosti (2) dokážeme úplnou indukciou:
1. Pre n — 2 má nerovnost’ (2) tvar

2 (ak + a2) + 2a3 ^ 6a2 číže ax + az ^ 2a2 ,

čo je splněné podlá předpokladu.
2. Predpokladajme, že pre nějaké prirodzené číslo

n > 1 platí (2). Podlá podmienok úlohy platí pre každé
prirodzené číslo n > 1 tiež

an + <zw+2 ^ 2aw+15 z čoho hned’ dostaneme
n (n + 1) an + n (n + 1) an+2 ^2я (« + 1) аи+1. (3)

(2)
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Sčítáním (2) a (3) po jednoduchéj úpravě dostaneme
2 {ах -f- a2 + ... -\- cin an+1) + n(n + 1) an+2 =

^ (и + 1) (w + 2) ,

čo je nerovnost’, ktorú dostaneme z (2), ak v nej nahradíme
n číslom n + 1.

Tým sme dokázali správnost’ nerovnosti (2) pre každé
prirodzené číslo n > 1 a vzhl’adom na ekvivalenciu ne-
rovnosti (2) s nerovnosťou (1) tiež správnost’ tejto ne-
rovnosti.

Riešil PAVOL ZLATOŠ, 3.b tr.
Gymn. Bratislava, Novohradská ul.

JINÉ ŘEŠENÍ. Utvořme nejprve posloupnost koefi-
cientů definovanou rekurentně takto:

b± — 1, — 3, bfc — 2b Ьк~2 [ 1 •

Matematickou indukcí snadno dokážeme, že pro každé
přirozené číslo k platí

(k + 1). k (1)b/c = 2

I. Pro k = 1 a k — 2 rovnost (1) skutečně platí. Nechť
k — 3. Podle definice je

Ь$ ~ 6 — 1 -J— 1 = 6
a podle (1) je také

A 4’3Ьз 2~
II. Nechť (1) platí pro nějaké přirozené číslo k ^ 3.

= 6 .

Pak
k. (k - 1)(k -f- 1). k

2

(k -f- 2) (k T 1)

bjc+j — 26^ +1 — -j-l =2

, c. b. d.2
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Podle předpokladu pro každé k > 1 platí
&k—l + +1 + 2сИд- .

Sečteme и — 1 nerovností (n je libovolně zvolené přiro-
zené číslo, w > 1),

(2)

h . («! — 2a<, + a3) ^ 0 ,

bo. (a2 — 2a3 + a4) ^ 0 ,

bk (#& — 2ak+1 + ak+2) ^ 0,

b-n-i (,an-1 2an + an+1) = 0 ,

které platí podle (2) a proto, že podle (1) je bk >0 pro
každé k ^ 1. Součet je
аф1 + a2 . (—2bx + 62) + a3 . (bx — 2b2 + 63) + a4 t

• (62 ~~ 263 + 64) + ... + a*. (bk-2 — 2bk_x + 6A) +
+ • • • + an-1 • (6«-3 — 26ra_2 + 6„_j) +

+ an . (6ra_2 26,й _j) -J- <2,й+1.Ьп_х
Z rekurentní definice posloupnosti {6^} plyne"

к-1 + bk = 6fc_2 — 26^! + 26fc„! — 6&_2 +
+ 1 = 1.

(3)

bk-2 26

Tedy nerovnost (3) nabývá tvaru
axbx + a2 ( 26x + 62) + a3 + a4 + ... + dk + ... +

+ ^n-1 + (6Й_2 2bn__x) + . 6n_j ^ 0 .

Dosadíme za koeficienty bk z definice a z (lj; dostáváme
— n2 — n

,aí + a2 + • • • + an 1

П2 —

+ a и 11
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tj.
2 . (o,i -f- &2 T • • • “l- «я-l) ~b 2«я 2пиип -I- (ti2 n)an -f-

+ (и2 — n) an+1 ^ O ,

čili
(n2 — и) . an T (n2 — n) . a

^ —2 . («i + «2 T* • • • + «я) H~ 2тг2аи .

К oběma stranám poslední nerovnosti přičteme 2тг2 0% +
+ л2 + . •. + an-i)> na levé přičteme i odečteme n (ax +
+ a2 + ... + ап_г). Po úpravě dostáváme
(и2 + ri) . (ax + <z2 + •. • + an-i) + (n* n) •

• («1 + «2 + * • • «я-l) + (^2 — n) • («я + «я+l) =

^ 2 (и2 — 1) . (ax a2 ... + ci-n) .

Tuto nerovnost znásobíme kladným výrazem

Я+1

1
n (n — 1) (n + 1)

a docházíme к nerovnosti
1 1

(«i -j- a2 + ... + an-1) "b
n + 1

• («1 + «2 + • • • + «я+l) = 2 . “(«1 + «2 “b ... + ««)

72—1

1

což je nerovnost

Ли_1 + ^я+i ^ 2 . А П 3

kterou jsme měli dokázat.

Řešila MAGDA FOŘTOVA
4.d, gymnasium J. Fučíka, Plzeň
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I A-III-4

Je-li n^> 2 přirozené číslo, určete
n2-l

2 tl k}.
k= 1

(6 bodů)
ŘEŠENÍ. Pro každé přirozené číslo n ^ 2 platí

[j/w2'-T] = n- 1],
neboť

n — 1 ^ ]n2 — 1 < (n — 1) + 1 .

Množinu
M = íl/1,1/2, ..„у*

tedy můžeme rozložit na n — 1 disjunktních podmnožin
A i definovaných takto:

Аг = {x g M; [x] = i) , i e {1, 2, . .

1}

n — 1}.* 3

Nyní zjistíme počet prvků ||A,|| množiny A?: pro každé
ie (1, 2, ..n — 1}. Nejmenším prvkem množiny Až
je zřejmě prvek

= У?";
největším jejím prvkem je prvek

A = ýpTí)r^rr.
Zřejmě je A, = {oci3 cct + 1, . .., &}, a proto

i i А.г| [ — (* -f- l)2 — P = 2/ + 1.
Z předcházejících úvah plyne (я 2):

n-l n-l n-lП2 — 1 n-l

2 tra = 2 • iiAiii = 2 (2(2+o = 2.2 *2 + 2 »'•
ť=i »=ií=i í=iAs= 1
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Pro každé přirozené číslo n platí

i = -i n (n + 1) a i2 = -i я(и + 1) (2и + 1) ,

i = i i —1

a proto
м‘-1

[]/.&] = (и — 1) . и . (2w — 1) + — (n — 1) . n .

*=i

Po úpravě dostáváme
tt2—1

2[^] i
>-w (и — lj (4и + 1) j

*=i

což je hledaný vztah.
Řešil JAN TRLIFAJj

3.d, gymnasium. Sladkovského nám., Praha 3

A-III-5

Je dána rovina q. Jsou-li P, <2 dva body z označme
P + Q střed dvojice P, Q a P . Q bod roviny q, který
dostaneme otočením bodu Q okolo bodu P o 90° v klad-
ném smyslu.

a) Jsou tyto operace komutativní?
b) Jsou dány dva pevné navzájem různé body A, В

roviny q. Rovnice
(1)Y . X = (A . X) + В

určuje zobrazení X i-> Y.
Určete o jaké zobrazení jde.c)Sestrojte všechny samodružné body tohoto zobra-

(8 bodů)zení.
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ŘEŠENÍ, a) Operace je zřejmě komutativní.
Operace komutativní v množině g není. Zvolíme-li
si totiž v rovině g dva různé body A, B, pak vždy platí

А.ВфВ.А.

b) Zvolme v rovině g libovolný bod X. Bod Y, pro
který platí rovnost (1), pak získáme následujícím postu-
pem. Nejprve sestrojíme bod U = A . X a potom bod
T — {A . X) + B. Nyní je třeba rozlišit dva případy:

a) Nechť X — T. Potom Y = X. (Problémem, zda
tento případ nastává,
se budeme zabývat při
řešení části c) dané
úlohy.)

[i) Nechť X ф T -
(obr. 67). Potom je
bod Y vrcholem pra-
voúhlého rovnoramen- '
ného trojúhelníka s
přeponou XT, v němž
bod X přejde do bodu
T otočením okolo bodu Y o 90° v kladném smyslu.

Z popsané konstrukce bodu У vyplývá, že rovnicí (1)
je ke každému bodu X e g přiřaděn jediný bod Fee.

Druh zobrazení určíme třeba pomocí komplexních
čísel. Umístíme soustavu ortonormálních souřadnic v ro-

vině o tak, aby body А, В byly po řadě obrazy čísel 0,1
(stručně budeme psát A = [0], В = [1]). Dále označíme
X — [я]; pak je A . X — [is],

T = (A . X) + В

(A.X)i-B - Г

В

Obr. 67

1-
- (2)2 Z + 2 '

Na druhé straně je T = Y . X%, označíme-li У = [я'], je
(3)T = [z' + i (z — z')] - [(1 - i) я' + iz] .
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Porovnáním (2) a (3) vyjde
1

(1 — i) z' + iz = j z + j ,

tj.
1

z' — — Z +
2(1 - i) 2 (1 - i)

a po úpravě
, 1 -i , 1+i

z — —.— z H — .4 4

Rovnicí (4) je určena přímá podobnost. To zjistíme,
1 •

vyjádříme-li např. —^— = k . e, kde k =

(4)

1 -i 1

1/8’
P
Г (1 -e —

Zobrazení [я] |-> [ez je otočení kolem bodu [0], zobrazení
[ez] l-> Гksz + ~ Í je stejnolehlost s konstantou k.

A c) Budiž X = Y sa-
modružný bod podob-
nosti (4); pak je X .

. X = X, a tedy bod
X je řešením rovnice
X = (A . X) + В .

Situace pro samodruž-
ný bod X je naznačena

na obr. 68; zde je Д XAU ^ Д XVВ, AU = AX =
— VX = В V, UX = BX. Pro pomocný bod V tedy platí

2 BV3 <žAVB = j, V.X =

\ л=Г/ \
\
\ N

\
s

V U = A.X
Obr. 68

AV = В;
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těmito podmínkami je bod V jednoznačně určen; bod X
sestrojíme z údaje X = A + V •

POZNÁMKA. U 5. úlohy je uvedeno autorské řešení.
I když několik účastníků 3. kola získalo za tuto úlohu
plný počet bodů, žádné z těchto řešení se nehodilo
к otištění.

A-III-6

Ve čtverci, jehož strana má délku 50, je dána lomená
čára L tak, že každý bod čtverce má od některého bodu
čáry L vzdálenost nejvýše 1. Dokažte, že délka čáry L
je větší než 1248.

(7 bodů)
ŘEŠENÍ. Nechť AB je libovolná úsečka čáry L. Uva-

žujme množinu všech bodů roviny daného čtverce, které
mají od této úsečky vzdálenost menší nebo rovnou 1.
Touto množinou je zřejmě sjednocení všech kruhů ohra-
ničených kružnicemi kx — (X; 1), kde X probíhá úsečku
AB, tedy útvar složený z pravoúhelníka, jehož dvě strany
jsou rovnoběžné s úsečkou AB, mají od ní vzdálenost 1
a druhé dvě strany obsahují body А, В, a z dvou půlkruhů
se středy А, В ohraničených stranami pravoúhelníka kol-
mými na AB (obr. 69). Je-li délka úsečky AB rovna d, pak
obsah nalezeného útvaru
(dále jej budeme nazývat
oválem) je 1

2d + 7Г.

Uvažujme všecky ovály
nad všemi úsečkami tvo-
řícími čáru L. Tyto ovály
musí podle zadání úlohy
pokrýt celý daný čtverec. Kdyby totiž nějaký bod uvažo-

A d

Obr. 69
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váného čtverce ležel vně každého z těchto oválů, měl by
od každého bodu čáry L vzdálenost větší než 1.

Obsah průniku oválů nad dvěma sousedními úsečkami
čáry L se společným koncovým bodem К je zřejmě větší
nebo roven obsahu kruhu ohraničeného kružnicí kk =
= (7č; 1), který je oběma oválům společný (obr. 70).

\

ií \ L4
\ i
\ z- l

J

Obr. 70

Pro obsah P útvaru vzniklého sjednocením oválů sestro-
jených nad všemi úsečkami čáry L pak platí:

P ^ + ^0
i=1 i—1

kde di} i — 1, 2, ..., n, jsou délky všech úseček tvořících
čáru L.

Předpokládejme, že existuje čára L, která vyhovuje
podmínkám úlohy a je kratší nebo rovna 1248. Pak

2У* ^ 1248 .
í=i

Z nerovnosti (1) tedy vyplývá
P ^ тс + 2496 < 2500 - 502 .

n

— 7Г + 2 *2 (1)(n 1) . TZ
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Avšak výše bylo dokázáno, že útvar vzniklý sjednocením
všech oválů nad úsečkami čáry L pokrývá celý daný čtve-
rec, takže P ^ 502, což je spor. Délka čáry L je tedy větší
než 1248.

Řešil PAVEL KINDELMANN,
3.a, gymnasium, Šrámkova ul.,

České Budějovice
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