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1. 
• 0 ^ ^ 

Uber das Riemannsche Integrál 
Von VOJTECH JAIlXfK. 

Vorgrh t̂ clen 17. Frhcr lí)29. 

§ 1. E i i) 1 e i t u n g. 
v 

Wir bezeiehnen im Folgenden, wenn a < b, mit (a, b) 
das offene Intervall a < x < . b , mit < . a , b > das abgeschlos-
sene Intervall a^x^b, mit (a, b> bzw. < a , b) die halb-
offenen lntegralle a<x^%b bzw. a^x <b.1) 

Es sei nun f (x) eine in <a, b> definierte und be-
sehrankte Funktion, Dann wollen wir folgende Bezeichnun-
gen benutzen: m (f (x); a, b) sei die untere (Jrenze von f (x) 
in < a, b > . Wenn 

(1) n 1, a = Xo < Xi < < Xn = b, 
so sei n 

( 2 ) (f(x); Xo, xu , xn) =^m(f(x);xi-.i,xi)(x—xi-
i — l 

Wenn fiir zwei in < a , &> beschriinkte Funktionen f(x), g(x) 
und fiir jedeš n, x0,xi, , .v^mit (1) gilt s(f(x); Xo, xu — 
~=s(g(x); x09xí9 ,.v»), wollen wir sehreiben 

(3) S(f(x))=S(g(x)) in <a,b>. 
Wenn /(.v) = g (x) fiir alle x aus 6 > , so sehreiben wir 

(4) f(x)-~g(x) in <a,b>. 
Wenn eine in <a,b> beschránkte Funktion f (x) ge-

geben ist, so sind aueh alle Zahlen (2) mit der Bedingung 
(1) dadureh definiert; die obere Grenze der Zahlen (2) ist 
das untere Integrál 

J* fix) (tx. a 
0 Es haudelt sieh stets nur um endliehe Intervalle und um 

reelle beschriinkte Funktionen. 
Vňslník KR:il. ros. SjioI. Nnuk. TR. II. Kou. l!J29. 
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Wir fragen nun, ob und inwieweit auch umgekehrt die 
Funktion f (x) durch die Angabe samtlicher Zahleu (2) in 
<a,b> definiert ist, d. h. ob oder unter welchen weiteren 
Bedingungen (4) aus (3) folgt. 

Erstens ist es klar, dass aus (3) nieht ohne weiteres auf 
(4) geschlossen werden darf. Denn es sei z. B. f (x) stetig in 
<a,b> und es entstehe g (x) aus f (x) dadurch, dass man 
f (x) fiir alle rationalen x irgendwie vergriissert. Dann gilt 
offenbar (3), nieht aber (4). 

Dieser Umstand fiihrt uns dazu, eine besondere Klasse 
von Funktionen durch die folgende Definition einzufuhren: 

Definition 1. Eine Funktion f (x) heisse „vom Ty pus A 
in <a, b>'\ wenn folgendes gilt: 

1. f (x) ist definiert und beschránkt in <a,b>; 
2. f (a) Um inf f (x); f (b) lim inf f (x); 

x=n-\-i) x—h 0 

3. f max (lim inf f (x), Um inf f 

fiir a < ío < b. 

Und es gilt folgender 

Satz 1. Zu jeder in <a, b> beschrankten Funktion f (x) 
gibt es eine Funktion g (a;) vom Ty pus A in <aj)>, so dass 

(3) S(f(x)) = S(g(x)) in <n9b>. 

Nach diesem Satz kann es sieh also bei unserem Problém 
nur darům handeln, ob fiir zwei Fuuktionen f (x) und g(x), 
die vom Typus A in <aj)> sind, (3) aus (4) folgt. Und wir 
werden beweisen: 

Satz 2. Wenn fx(x), U (x) vom Tg pus A in <ayb^> 
sind und wenn 

S (7i (x)) -- .9 (U (x)) in < a , &>, 
so ist en t weder 

fx (x) - f , (x) in <(ij &>, 
oder 

U (x) ^ A (x — a) -I- /?, / 2 (x) = A (b - x) + /?, 

wo Ay li Konstanten sind, A=^0. 
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Satz 3. S (A (x — a) + B)=S (A (b — x) t B) in <a,/;>. 
Diese beiden Sátze geben eine vollstiindige Antwort auf 

unsere Frage: Eine Funktion f (x) vom Typus A in <a,b> 
ist durch die Angabe samtlicher Zahlen (2) mit der Bedin-
gung (1) eindeutig gegeben; bis auf den Fall, dass f (x) eine 
in <.a,b> nieht konstantě lineare Funktion ist; in diesem 
Falle gibt es noch genau eine Funktion g (x) vom Typus 
A in < a , 6 > , die dieselben Zahlen (2) wie f (x) besitzt; und 
zwar ist <7 (x) auch linear in < a , b> und 

f (a) = g (b), f (b) = g (a). 

§ 2. B e w e i s d e s S a t z e s 1. 
Es sei f(x) in < a , b> definiert und beschránkt. Wir 

defiuieren g (x) in < a , 6 > folgendermassen: 
1) g{(i) = min (f(a), lim inf f(x)\ \ x = a 4- O ) 
2 ) g(b) = m i n (f(b)< HITÎ  i n f f(x)j 

3) //(f0) = min (f(£o), max /lim inf f (x), lim inf f (x)\\ 

fiir a < í 0 < b . 
Wir behaupten: fiir < d ^ b ist 

(5) m (g{x); c, d) — m (f(x); c, d). 
Denn offenbar ist erstens m (g{x)\ c, d)^m(f(x); c, d). 
Zweitens gibt es nach 1) 2) 3) zu jedem é > 0 und zu jedeni 
ío aus <.c, ď> ein x aus <c> d*>, so dass / (x)< g (§0) + 
+ 6; also w (/U) ; c, rf) 1^m(g{x); c, á). Daraus folgt aber(5). 

Weiter ist fiir nach (5) lim inf g(x) = lim 
Í = ^ + ° = + 0 

lim m (g(x); £0+h, = lim lim m(/Cr); = 

= lim inf f(x) 
* -1« + 0 

und ebenso fiir 
lim inf = lim inf 

Also ist wegen 1) 2) 3) 
^ lim inf (){x), 5 (6 ) ^ lim inf g(x)y x = a +0 x — b — O 

7 ( f 0 ) ^ m a x /lim \nfg(x), liminf#(;r)\ 

fiir a < §0 <b. 
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Also ist g(x) vom Typus A in <a, b> und aus (5) 
folgt (3 ) ; w. z . b. w. 

§ 3, B e w e i s d e s S a t z e s 2. 
In diesem Beweis liegt die ganze Schwierigkeit. 

Hilfssatz i. Wenn fiir zwei Fiinktionen fX(x), f2(x) vom 
Typus A in <a, b> gilt 

S (fx(x)) = S (f%(x)) in < a, b> 
und 

m (fx (x) ; a, V = m (ft(x) ; a, £) 
m (U (x) ; í, b) = m (U (x) ; í, b) 

fiir alle £ mit a<£<6. so ist fi (x) . - /2 (x) in <a, b>. 

Beweis: Bs geniigt zu zeigen: wenn f (a) vom Typus A 
: a , b > ist, so lásst sieh / (£0) fiir durch die 

anjen 
s (f (x) ; x0, Xy , , Xn), m (f (x); a , £), m (f (x) ; £, b) 

mit n^Z 1, xQ < XI < <xn=z b , a < £ < 6 eindeutig dar-
stellen. 

Und das geschieht durch folgende Fonneln: 
f (a) = min /f (a), lim inf / = lim m (f (x); í*, a + li) ; 

\ « = a -f 0 / /i = + O 
f(b) = min lim^inf / te)^ = lim^m (/(x); b — h, b) ; 

w (/ TE) ; £, V) - —MF (X) ; a , £, v , B)-M (f(x); r/, (£ -
rt — ? 

— a) — m (/ (x); rnb)(b — rj)) 
ťiir a < £ < * ; < 6 ; 
/(£o)=mnx /min (f (£o), lim inf/(z)), min (f (£o), lim inf/C^m— 

V " * = | - o *«$„+» / 
= max /lim (/ U), £0 —/&, £o), lim m(f ix); £0, £0 + \A = +u ~ /< = +o " * / 

fiir a < f0 < b. 

Hilfssatz 2. Voraussetzungenx 
f\ (x), /2 ($) seien vom Typus A in <a, b >. 

re; S f / , W = iS (h (x)) in < a, b>. 
Ks sei nieht 

fi (x) —f*(x) in < a, 6 >. 
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Der gemeinsame Wert von 
S (fi (x) ; Xo . Xx, , Xn) (i = / , 2) 

werde mit 
S (Xo, X\ , , Xn) 

bezeicknet. 
Hehauptungen : 
/. Fiir ke in í0 ist 

s (a, ío, b) = fa b) , a < £0 < ft . 
/ / . 50 ist 

lim inf s (a,x9b) = * fa tf < £o < h. 

/ / / . /ír/ geeigneter Numerierung ist 

fi (a) = m (fi (x); a,b) = ^ ' 

U(b) = m(n (x); 

f\(a) < m (fx (x); c,b) 
fi (b) < m(f2 (x); a,c) 

fiir jedeš c mit a < c < b. 
Diese Numerierung werde, in den folgenden tíehauptungen 

beibehalten. 

IV. Fiir a^l < r; < b ist 
m ~(U (x); £,b) < in (f\ (x); >t,b). 

V. Fiir a^x< y ^ b ist 
f\(x) < fy (y). 

VI. Fiir a<1x< y ^ b ist 
ft (x) > f\ (y). 

Beweis: Wenn ich im Folgenden etwas iiber fi(x) aussage, 
meine ich damit, dass die Aussage fiir f\(x) und fz(x) gilt. Ohne 
Beschránkung der Allgemeinheit sei s(a,b) = O (also m (fi (x); 

a,b) = — denn sonst betrachte rnan fi (x)—s fa b) ^^ 
b — a 

fi (x). 
Es sei nun a < &> < 6, s (a, b) = s (ayb) = 0. Dann ist 

m (fi (x); a,$0) = m (fi (x); i«,b) = m (fi (x)\ a, b) = 0, 
also fiir < b 



m (fi (xj; a,£) = O, m (fi (x); l,b) = 
b — | 

und fiir « < | < fo 

m (fi (xj; S.b) = 0, m (fi (x); a. V = *(<!' >'b) . 
£ a 

Also ist fur jedeš £ mit a<i<b 
m (f\ (JO); tf ,£> = m (U (x); m(fx (x); *%b) = 

m (h (x); Šyb). 
Also ist wegen (6J und nach Hilfssatz 1. 

fi(x) -~ fi(x) in < a , 6 > , 
was einen Widerspruch gegeii die Voraussetzungen ergibt. 
Damit ist die Behauptung T. bewiesen. 

Es sei nun a < £ 0 < b, lim inf s(a,x,b) =s (a,b) = 0. 
.r=l0 

Dann gibt es entweder eine Folge £i, mit < £2 < £3 < 
ío, s(a,!;n.b)->0 oder eine Folge £i,£s, mit £ , > £ 2 > £ 8 > , 

s(a,£n,b) ->0. 
In beiden Fálleu ist also 

(En — a) m(f% ( x ) ; a,!=n) + (b — £ j m ( f i ( x ) ; 

also 
m(fi (x); a,Šn) 0, m(f% (x); £*,h) 0. 

Im ersten Fall (£, < £ 2 < ) haben wir also: 
Fiir b > ist m (fi (x)\ m (ft (x); a, lur 

ulic n, also 

(7) w (fi (x); a , V = 0, ro (fi (x); £, W = . 
b — i 

FUr a < £ < £0 ist //iffi lM<,m(fi (x);^J)J fur 
fast alle w, also 

(8) m M ; £,W = O, m tf, ; = , 
k — a 

Aus (6), (7), (8) folgt aber nach Hilfssatz 1. fx (x) -- f% (x) 
in < a , 6 > , also ein Widerspruch. 

Ebenso ergibt sieh ein Widerspruch im zweiten Fall 
(£1 > £ 2 > ). Damit ist die Behauptung l i . bewiesen. 

Es sei nun a< c < d<b; dann ist nach der Behauptung 
II. 

(9) m(fl(x); cy d) > 0. 
Denn sonst konnte man entweder ein £0 mit c ^ ^ ^ k d * 
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A (f0) = 0 finden, oder eine Folge von untereiuander 
versehiedenen Zahlen mit /»(fn)-*0. Tm erslen 
Fall wáre 
* (a, i*« = o — a) m (fx(x); aX) + (b — Hj m (/", (x); = 
= 0 g e g e n d i e B e h a u p t u n g T . i n i zweiten Fall wáre 
s(a% , b) = (i"w — a) m (f} (x); a , + (b — Sj m (ft (x); 
Šn*b)-+ 0, also, wenn i"o einen Háufungswert der Folge 
Ji, f 2 , bedeutet, lirn inf $ (a, x, b) = 0 = * f a , gegen die 

Behauptung II. 
Wegen m(f\(x); a,b)= 0 und wegen (9) ist also ent-

weder fiir alle li mit 0 < i h < b — a 
m (fifx); a, a + h) = 0, also 

A (a) = min fA faUim inf A (x)) = lim w ff\ (x); a9a+h) - 0 
Xr-.a 1-0 /; = +(> 

oder es ist fiir alle h mit 0 < h < h — a 
m (A (x); b — h, b) = 0, also 

A rW = min (A (W, lim inf A =l im m(f, (x);b — h,b) 0. 
&=/>- O // = -I- o 

Ks kaun aber nieht A (<*) = f i = 0 sein, denn sonst wáre 
f li r a< x< b .<? (a, x J>) = 0 = s (a, 6), gegen die Behauptung I. 
Es gilt also genau eine von den beiden fíleichungen 

A (a) = o, M&) = o. 
Ebeuso gilt genau eine von den beiden Gleiehungen 

ft(a)= 0, 
und fiir a< c <d <b ist 

m(ft(x); c,rl)> 0. 

Wáre nun A M = ft = 0, so wáre fiir a < í < b 

m(fi(x); = 0, m ( A ( s ) ; 5 , 6 ) = 

also nach Hilfssatz 1. A U ) A (#) in < a , b > 9 gegen die 
Voraussetzung. Ebenso ist ijieht A (W ~ A (6) = 0 . 

Also ist bei geeigneter Numerierung 
A («) = 0, A ( W > 0 , A í a ) > 0 f (6) = 0 . 

VVeil 
0 < A (6) = min (Ji (b), limjrif A = 

= liin w(/i(ar); b — li, b)< /,«+o 
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so gilt wegen (9) fiir a< r < b 
m (A (x); b) > 0 

und ebenso beweist man 
m (f2 (x); o, c) > 0. 

Damit ist die Behauptung III bewiesen. 
Wir schalten nun folgende Zwischenbemerkung ein. 
Es sei a < c < b ; wir setzen 

Ti (x) = fi (x) fiir a ̂  x < c, A (c) = 
== min (fi(c), lim inf fi ( x 1 , 2). 

Dann ist offenbar fi (x) vom Typus A in < a, c> und 
m(fi (x); í , /;) — m (fi (x); 5, /;) fiir a i" < ^ c. Fur 

(10) // 11 a = x0 < xx < < Xn = c 
ist also 
.s-(fi (x); xn, x l 9 , xn) — 5 (x0, x , , , , 6) — w (fi (x): 

6) < 6 - c ) . 
Wir setzen noeh 

A (x; c) = fi (x) + m (fi (x); b) ^ ^ c (f 
Dann ist fi U'; c) vom Typus A in <a, c> und aus 

(10) folgt 
.s* (fi (x ; c) ; Xo, Xi xn) = s (x 0, xt, , xn, b), 

also insbesondere 
.<?(/, (x; c)) = S ( f , (x; c)) in <a, r > . 

Die Differenz A (#; c) — A O;) ist konstant in < a , c). 
Ebenso setzen wir 

Fi (x) - fi (x) fur r<x<2b, 
(c) -- min (A (''), Imi inf A (*)) (* = 1, 2> 

und 

Fí (a-; c) = W Or) + m (fi (x); a, c) 

Dann ist Fť Or; r) vom Typus A in <c9 b>; fiir 
« ^ 1, tf = x'0 < xx < <xn = b ist 

s(Fi (x\ c); xo, xx, , x,i) xo, Xi, , ./;w), 
also insbesondere 
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S(FX (x; 6')) = 8 <F. (x; c)) in < c, b >. 

Die Differenz Fi Cr; c)—fi (x) ist konstant in (c, b > 8» 
Wir wollen nun voraussetzen, dass es zwei Zahlen 

gibt, so dass 
(11) a^.g<,j<b, mifAx); b) = m (/, (a?); 6). 

Naeh der Behauptung III ist sicher £ > a . Wir bilden 
Fi (x; í) . Die Funktion F2 (.v; £) nimmt ihren kleinsten 
Wert in < b > im Punkt b an. da dies naeh der Behaup-
tung I I I fiir f, (x) in < a, b> gilt. Weiter gilt S(FAx; £)) 
= £(í\> íác;ř)) in < £ , 6 > . Ware nieht Fx(x; i)" in 
< 6 > , so miisste nach der Behauptung I I I gelten 

= g); b)<m(Fx(x; £); 7hb) im 
Widerspruch zu (11). Also ist F, (x; Š)^F2(x; g) in < 
b >• also ist A (x)—A (#) konstant in (£, 6 > . 

Es sei X die untere Grenze derjenigen zu welchen 
es ein rj mit (11) gibt. Also ist a^X<b und fi(x)—f2(x) 
ist konstant in (X, b >. 

Ks sei X< ?/ < b. Weil fx(x) — h(x) nieht in < a , b> 
konstant ist3), so ist fx(x)—A (x) nieht konstant in < a, 
X + n -—-—>. Alsoist aueh A (x; y)— Ajte; y) nieht konstant, also ins-

besondere nieht identisch Null in < a, y > . Weil S(fY (x; y)) = 
= S(ft (x; y)) in <a, y> und weil fi (x; y) in <a,y> ihren 
kleinsten Wert im Punkte a annimmt, so ist naeh Behaup 
tung I I I 

A (y ; y) < w (A ; a> 
fiir a<z< v ; also — nach der Definition von /2 í.r; ;/) 

(12) min lim inf /i(a>))< w(/,(*); ^ 

fiir X < y < 6, </< £<?/. 
Es sei 0<t<b — y; dann ist nach (12) 

min Â (?y + 1 ) , lim ^inf A (x)^ < w (A (x); a, ?y). 

2) Aueh die Differenzen 
m[fi(x; c); /;) —m(/t(x); {, .?), c); {', — w ,/ 
sind offenbar fiir a <£ c<lš' <<1 b von 17, v' unabhángjg 

3) Denn soust miisste wegen (6) diese Konstantě Null sein, also 
M#) ) in <a , 6 > gegen die Voraussetzung. 
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Fiir t 0 folgt daraus 
lim inf f2 (x) ^ m (f2 (x); a, y)< x=y+0 

also 
lim inf f2ix) ^ min (f2(y), lim inf ft(x)\. 
*=»+0 \ x=»-0 ) 

Weil 
f* iy) ^ max /lim inf f2 'x), lim inf f*(x)\, 

\ x=y — 0 x=y+0 ) 

so ist also 
U (y) lim inf f2 (x), x=y — 0 

und statt (12) kann man schreiben 
(13) fiir X < y <b, a<z < y ist f2 Uj) < m (f2 (#); a, z). 

Insbesondere ist also ftir X ^ z < y t j i b 
u (y) < U U> 

(tur y = b folgt diese Ungleichung aus der Behauptung III) . 
Also ist f2 (x) abnehmend in < X , b > , uud da f\ (x) — f* (x) 
in (X, b> konstant ist, so ist fx (x) abnehmend in (X , b>. 

Wir unterscheiden nun die beiden Fálle a<X<b und 
X = a. 

1. F a l l . a<X<b. Wir wáhlen ein h> 0 so, dass 
h < X — a, h < 8 M h< (f2 - U <») ^ + 

wo M eine gemeinsame obere Schranke von |f, (x)\, \f2(x)\ 
b + X 

in < a , b > ist. Wir bilden fiir ein £ mit X < £ í í — 9 -

s(a,X — h,l,b) = m(ft (x); a,X — h) (X—h — a) + 
+ m{fi (x); X — h, £) (f •- X + h) + m (fi ( a ) ; §, b)(b — i). 

Durch Subtraktion dieser Gleichungen fiir i = 1 und 
i — 2 ergibt sieh, dass der Ausdruck 

(14) (»«(/, (x); X — /í .|) — m (f2(x); X—/i , £>)(£—X+/i) + 
+ (m(/ i (ař) ; § , « — »»(/ .<*>; {•,&))(&—£ 

von | unabhángig ist. E s ist aber 
miAix); | , 6 ) = A ( 6 ) , m(/2(x); S,b) --=/a(b); 

und nach der Definition von X ist 
m(A(x); X — h, b) <m </i(»); £ .6) , 

also m (A(«) ; X — h,0 < m (A (x); £, b) (b). 
Endlich ist nach (13) 
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< m {fi (x); a,!=)< m (f2(x); X~ /*,£). 

Also ist der Ausdruck (14) fiir £ = ^ ^ ~ kleiuer als 

( , , , „ _ / . ( » ± X ) ) ( f c = I + „) + ( / , , „ _ / . » , „ 

- (fi(0)-Mb))(b-X 'r h ) - [ f 2 

- h (6)) + l!j < (Á (b) - / . (Ď)) (6 - X + « - 8 M h. 

Fiir B — X + h ist aber der Ausdruck (14) grosser als 
— 2M.2h + (A (b) — f2 (b))(b — X — h) >—&M h + (f\{b) — 

—/a (6)) (6— x + h). 
Also ist der Ausdruck (14) doch nieht von £ unabhíingig, was 
einen Widerspruch liefeit. 

2. Fall. X = a. Daun ist/2(x) abnehmend in < a , b > , 
/t (#) in {a,b>. Nach der Behauptung ITT. ist /i (a) =r--f2 (b)=0, 
/i (b) > 0. Also ist fiir 0 < li < 6 — a, s (a , a + h , 6) 
=/i (W (b — a — h)= /2(a+/i) li. Dies ist aber ein Widerspruch, 
deun fiir 7*-*0 ist /2(a + h) h^O, fx (b)(b — a — li) 

— a > 0 . 
Daher enthált die Annahme (11) jedenfalls einen Wider-

spruch, womit die Behauptung IV. bewiesen ist. 
Es sei nun a ^ § < 1 7 Wenn £ = a, so ist nach der 

Behauptung I I I . A (£) </i (//). Also sei £ > a. Dann ist fiir 

//• > 0, Ji<B — a. nach der Behauptung IV. 
mJ 

m (fy (s); £ — 7i\ b) < m (fx (x); £, 6) 

< w ( / i ( r r ) ; £ + /*, 6) < m ( / i Cr\-

Also 

m (/i (a) ; £ — h, £) < m (fx (x); £, £ + li) < m (a lx); ^ -y 5 - , bj. 

Also fiir h-> 0 
min (fi (£),lim mf/i(.r)\ r<min (A í£),liminfA te)\ í ? 

V 0 ) \ * x=£+0 } 

^ I r / x £ 11 i \ 
^ m 
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Wegen 

A (|) == max ^min (í), lim inf/i i x ) j , miu (A (g) Jhninf/i 

isf also 
/i í£) = min (A (£)J^jninf/xte)) m (a;); bj 

womit die Behauptung V. bewiesen ist. Durch die Betrach-
tung der Funktionen/2(—x), A(—x) i ni lutervall < — 6 , — a> 
wird endlich die Behauptung VI. auf die Behauptung V. 
zuriickgefiihrt. 

Damit ist der Hilfssatz 2 in allen Teilen bewiesen. 

Beweis des Satzes 2. Nach Hilfssatz 2. ist A (x) wach-
send, A(x) abnehmend in <a,b>. Also ist fiir a<x<y<b 

(15) * (a ,x,b) (a) <x — a) +A (x) (b — x) =A (x) (x — a) + 
+fi(b)(b — x), 

(16) ,v (a, x, y, b) -~-A (a) (x — a) +A (x) (y — x) + 
+A(y) (b—y) =A(x)(x-a) Jrh(y)(y — X) +A (b) (b — yl 

Nach (15), (16) ist 
(A (x)—A(y))(y—x) =f2(x)(x—a) + 

+ /t (6) (b-y)-A (a) (x-a)-A (y) (b-y) = 
(17) = +f2(b){x — y) — s (a.y,b) — 

~A (x—y) = s ( a , x , b ) — (a, y, b), 

da A (a) =/a (6) = 

Weil A(x)> A(x) in <a,b> beschránkt sind, so ist nach 
(17) s{a,x,b) eine stetige Funktion von x in (a ,6 ) . Nach 
(15) siud als° auch A (x), A (z) stetig in (a ,b ) ; also folgt aus 
(17) bei + 0 

^ Hm s(a,x,b)-s{a,y,b) 
y SfO IJ—X 

und bei x~*y — 0 

Um ^ ( (y). 
x-v—ti y — x 

Also ist fiir a <x<b 

-j-s (a, xf b) = ft (x) —/i (x). 
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Aus (15) folgt dann die Differentierbarkeit von fi ix) 
in (a, b) und die Richtigkeit der Gleicluingen 

(18) / , W = /, (a) \-(b-x)f\ (x) 
/ , (x) = fi(b) — (x — a) f\ ix) 

in (a, Daraus folgt die Existenz von fx"{x) in (a, b) und 
die Gleichung 

fx"(x) (b — x)(x — a) — f'x(x) (x — á) -h fx (x) — / 2 (b) - 0 
Die Funktion fi (x) —f2 (b) — Ti (x) —\fL (a) genligt also fiir 

a < x < b der Gleichung 
y"(b — x)ix — a) — i/ (x — a) 4-// = 0, 

deren allgemeines Integrál ist 
Ci ix — a) -f C2 (fc — n + (x - a) log . 

Da fi(x) in < (u b> wachsend und beschrankt ist, gilt 
notwendig 

(19) /i (x) = fi(a)+A(x — a)9 A> 0 
fiir a<x < b- Fiir x = a ist diese Gleichung aueh erfíillt; 
weiter ist fx (b) -< lim fi(x) (weil A (x) wachst) und anderer-0 
se i ts/i (6)^l im inf/ite) . 

x=b-O 
Also ist/i(.x) linksseitig stetig im Punkt 6, also gilt (19) 

aueh fiir x =• b. 
Aus (15) folgt dann 

(20) f2ix) =fx (a) + A (b-x) =/,(6) + A (b — x) 
fiir a<x<b; fiir x = b ist diese Gleichung aueh erfíillt; 
weiter ist f2(a) ^ lim /2 (x) (weil /2 (x) abnimmt) und anderer-

xr=a+o 
seits / 2 ( a ) ^ lim inf f2{x). Also ist f2(x) rechtsseitig stetig 

x=a-1-0 
im Punkt a, also gilt (20) aueh fiir x = a . 

Daher gilt (19) und (20) fur a ^ x ^ b 9 womit Satz 2. 
bewiesen ist. 

§ 4. B e w e i s des S a t z e s 3. 

Fiir n^ 1, a = x0<x1<x2< <xn = b, A > 0 4 ) ist 
s(A(x — a) +B; x0• , 

— 5 (A (b —x) + B; Xi, , Xn) 

*) A > 0 bedeutet offenbar keine Beschránkung der Allgemein-
heit. 
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= KA(xi-I-a) + B— A(b —XÍ) — B) (XÍ — x<-i) i—1 
n n 

=Al(xi-J + XÍ) (XÍ — XÍ-I) —A(a+b)Sfxi XÍ-I) i=l i ~1 

= AI (Xi2 — x\-i) — A (a+b) (b—a) i—l 
=A fb2— a2) - A (b2-a2) = O, w. z. b. w. 

Résumé. 

Sur 1'intěgrale dc Riemann. 
Par Vojtěch J a r n í k . 

f (x) étant définie et bornée dans Tintervalle fermé 
< ? ; > , désignons par m ( f ( x ) \ i}) la borne inférieure 
de / (x) dans < /; > . 

Supposons f(x) définie et bornée dans < a . b > . Alors 
on peut former, pour n ^ l , a = x0<xi< <xn = bj les 
nombres 

n 
(1) s(f(x); x0f Xiy , Xn) = 2 M{f(x); X Í - I , xd (XÍ — X Í - I ) . 

í=I 
La borne supérieure des nombres (1) est Pintégrale 

b 
f f ( x ) dx. 
a 

Nous nous posons, dans la Note présente, le probléme 
suivant: en quelle mesure une fonction f(x) est-elle déter-
minée par la totalitě des nombres (1)? L a résolution de ce 
probléme est fournie par les théorěmes 1, 2, 3 du § ler. 
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