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1.
Uber das Riemannsche Integral.
Von VOJTECH JARXTK.

Vorvgelegt den 17. Feher 1929,

§ 1. Einleitung.

Wir bezeichnen im Folgenden, wenn a < b, mit (a, b)
das offene Intervall a <z <<b, mit <a,b > das abgeschlos-
sene Intervall a =z < b, mit (a, b> bzw. <<a, b) die halb-
offenen Integralle a<<z7b bzw. a =z < b.?)

Es sei nun f (z) eine in <a, b> definierte und be-
schriinkte Funktion, Dann wollen wir folgende Bezeichnun-
gen benutzen: m (f(z); a, b) sei die untere (irenze von f (z)
in <a, b>. Wenn

(1) N2l a=x <t < o < Tw=",
so sei
(2) s (f(x); oy Zry oy XR) =Em(f(a;);wi_.l.mi)(we—a:e-.).
in

Wenn fiir zwei in <<a, b> beschriinkte Funktionen 7 (x), g (z)
und fiir jedes n, xo, &1, ¥n it (1) gilt s(F (x); T0» X1y X0) —=
= s(g (x); xo, x1,-,an), Wollen wir schreiben

3) S(f(z)) =8 (g (2) in <a,b>.
Wenn f(x) = g (x) fiir alle z aus <<a,b>>, so schreiben wir
(4) flx) =g (x) in <a,b>.

Wenn eine in <<a,b> beschrinkte Funktion f (z) ge-
geben ist, so sind auch alle Zahlen (2) mit der Bedingung
(1) dadurch definiert; die obere Grenze der Zahlen (2) ist
das untere Tntegral

b
Jf(x)dzx.

1) I&s handelt sich stets nur um endliche Intervalle und um
reelle beschriinkte Funktionen.

Vostnik Kval, Ces. Spol. Navk., T# IT. Rog. 1929,
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Wir fragen nun, ob und inwieweit auch umgekehrt die
I"anktion f (x) durch die Angabe siimtlicher Zahlen (2) in
<a,b> definiert ist, d. h. ob oder unter welchen weiteren
Bedingungen (4) aus (3) folgt.

Erstens ist es klar, dass aus (3) nicht ohne weiteres auf
(4) geschlossen werden darf. Denn es sei z. B. f () stetig in
<a,b> und es entstehe g (z) aus f (z) dadurch, dass man
f (x) fiir alle rationalen x irgendwie vergrissert. Dann gilt
offenbar (3), nicht aber (4).

Dieser Umstand fiihrt uns dazu, eine besondere Klasse
von Funktionen durch die folgende Definition einzufiihren:

Definition 1. Eine Funktion f (z) heisse ,;vom Typus A
in <a,b>", wenn folgendes gilt:
1. f (z) ist definiert und beschrinkt in <a, b>;
2. f(a) = lim 1+1(1)f f (z); f (b) = lim %nf’f (r):
=0 r=b -\
3. f (%) = max (lim anf [ (z), Lminf f (ac))
z=g, -0 zE,+0
fiir a < & <b.
Und es gilt folgender

Satz 1. Zu jeder in <a,b> beschrinkten Funktion f (x)
bt es eine Funktion g (x) vom Typus 4 in <a,b>, so dass

(3) S(f(z)) =8(g(x)) in <a,b>.

Nach diesem Satz kann es sich also bei unserem Problem
nur darum handeln, ob fiir zwei fuuktionen f (2) und ¢ (z),
die vom Typus 4 in <a,b> sind, (3) aus (4) Lolgt. Und wir
werden beweisen:

Satz 2. Wenn £, (z), f: (x) vom Typus A in <a, b>
sind und wenn
S(h(z)) =8 (f(x)) in <a,b>,
so0 st entweder
filz) = fs(x) in <a,b>,
oder
filx) =A(x—a) -+ B, fs(x)=A4(b—1x)+ B,
wo A, B Konstanten sind, A=Fo.
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Satz 3. S(4A(x—a)+ B)=S(A(b—x) - B) in <a,b>>.

Diese beiden Sitze geben eine vollstiindige Antwort auf
unsere Frage: Eine Funktion f (z) vom Typus 4 in <a, b>
ist durch die Angabe siimtlicher Zahlen (2) mit der Bedin-
gung (1) eindeutig gegeben; bis auf den Fall, dass f () cine
in <<a,b> nicht konstante lineare Iunktion ist; in diesem
Falle gibt es noch genau eine Funktion g (z) vom Typus
4 in <a, b>, die dieselben Zahlen (2) wie f (z) besitzt; und
zwar ist g (&) auch linear in <<a, b> und

f(a)=yg(b), f(b)=g(a).

§ 2. Beweis des Satzes 1.
Es sei f(?) in <a, b> definiert und beschriinkt. Wir
definieren ¢ (x) in <a, b> folgendermassen:
1) g(a) = min (f(a), lim 1:13 f(x))

2) g(b) = min (f(b), lim inf f(w))
-8) g(&%) = min (f(go), max (Ilm mf f(.r) hm ml f(:)))

= go— 0

fiir a<&H<b.

\Vu‘ behaupten: fiir a~c<d b ist

) m(g(x); ¢, d) =m (f(x);¢c, d).

Denn offenbar ist erstens m (g(x); ¢, d Zm (f(x); ¢, d).
Zweitens gibt es nach 1) 2) 3) zu jedem ¢>0 und zu jedem
& aus <c, d>> ein z aus <c¢, d>, so dass f ()<< g (&) +
-+ &5 also m (f(x); ¢, d) Zm(g(z); ¢, d). Daraus folgt aber (5).

Weiter ist fiir a =& <<b nach (5) Ilm& mf g(r) =lim

K=+0

lim m (g(x); S+h, +E') =lim limm (7(5); Lothy b0t B) =
h=+0 W=+0h=40
= lim inf f(x)

z = go +0
und ebenso fiir a<<i b
lim mfg(.z) = lnn ml f(x).

=k
Also ist wegen 1) 2) 3)
g(a) ﬂlim inf g(x), g(b) ~’—-lim inf g(x),

,](h,,)’max (hm mfg(w) hm mfg(z:))
fiir a < & ) <b.
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Also ist g(z) vom Typuq 4 in<a, b> und aus (5)
folgt (3); w. z. bh. w.

§$ 3. Beweis des Satzes 2.
In diesem Beweis liegt die ganze Schwierigkeit.
l'liliSSfltz 1. Wenn fiir zwei Funktionen fi(z), fi(x) vom
Typus 4 in <a, b> gilt
S (f(x)) = S(fs(x)) in <a, b>
und _
m(fi(x); a, )=m(fs(x);a,¥)
m(h(x); & b)=m(f:(x); & b)
fiir alle & mit a<:<b, so ist fi(x) .- filx) in <a, b>.

Beweis: Es geniigt zu zeigen: wenn f (z) vom Typus 4
in <a, b> jst, so lisst sich f (%) fiir a ==& 7= b durch die
Zahlen

s(f(f), Ty, Ty y oo .a:,,), m(f(x); a, &), m(f(x); &, b)
mit n="1, a=ux, <z < . - < &n = b, a<:(<<b eindeutig dar-
stellen

Und das geschieht durch folgende Formeln:

f(a) = min (f (a), lim -{]."l(l,f f(w)) ==]im m (f(x); a, a4+ N ;
f (b) = miu (f(b). ]iT,,inf(’)) = llm m (f(x); b—h, b);

m(f () ; &, r/)——, — (s(f (@); @, &, y, )—m (f(0); a, &) (E—

——a) —m (f (x); 1,b) (b—n))
fiir e<&<p<b;
f(&%)=max (min (f (%), )im inff (x)), min (f (&), lziglsigif)f [;,;)));-

z=g —

=Inax /lim m (f (£); &%—h, &%), lim m(f (x); &, &+ h))
\r= h=+0

fiir a <& <b.

Hilissatz 2. Voraussetzungen:
fi(x), fs (x) seien vom Typus A in <a, b>.
Ls sei
(6) S(fi(x)) =8 (f.(x)) in <a, b>.

Es sei nichit .
fi(z) = fo (%) in <a, b>,
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Der gemeinsame Wert ron
s(fi(x): xo. Xyyoomy k) (1=1, 2
werde mit
S (Lo, Ly yonyin)
bezeichnet.
Behauptungen :
1. Fiir kein & st
s(a, %, b) =s5(a, b), a<&H <Db.
1. Fiir kein % ist
liminfs(a,x,b) =s(ab), a <% <.

z=§,

I11. Bei geeigneter Numerierung ist
fu(a) = m (f (2); a,b) = (220,
fu(b) = m (F: (2); ab) = S(20L,

fn ((1) <m(fi(zx); c, b)
f2(b) <m(f,(x); a,c)
fiir jedes ¢ mit a <c<b. ’
Diese Numerierung werde in den folgenden Behauptungen
beibehalten.
IV, Fiir a ZE<y<b ist
m(fi(x); &b) <m(fi(x);,b).

V. Fiir a”x <y Z=b st
fi(x) <f (y)

VI. Fiir aZx<y=b ist
fz (x) > f-: (l/)

Beweis: Wenn ich im Folgeuden etwas iiber f; () aussage,
meine ich damit, dass die Aussage fiir f1(z) und f2(z) gilt. Ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit sei s (a,b) =0 (also m (fi (z);
a,b) =0) — denn sonst betrachte man fi (x)— 2 (a. b) statt
fi (z).

Es sei nun e <& <b, s(a,%.b) =s(a,b)=0. Dann ist

m(fi(z); a,%) =m(fi (x); %.b) =m(fi (z); a,b) =0,
also fiir 5 Z&<b



m(fi (x); a,&) =0, m (fi (x); £,b) = “(gfdi

und fiir e < <& ; :
m(fi (€); £,b) =0, m(fi (x); a,&) =L‘:’_’&;ﬁ-.
Also ist fiir jedes & mit ¢« <g<b .
m(fi(x); a,8)=m(f(x); a,&), m(fi(x); §,b) ==
m (fo (x); §,b).
Also ist wegen (6) und nach Hilfssatz 1.
filx)=fy(x) in <a,b>,
was einen Widerspruch gegen die Voraussetzungen ergibt.
Damit ist die Behauptung 1. bewiesen.
Es sei nun a<% < b, lim inf s(a,x,b) =5 (a,b) =0.

X=so

Dann gibt es entweder eine Folge &, , &, mit § < & < & <.
5, —>%, 8 (& b)—>0 oder eine Folge &, &, mit &§>E>5> .,
n_)LO) S(a:-n,b) - 0.

In beiden Féllen ist also

(&n—a) m (fi (x); a,%) + (b—E) m (fi (£); En,b) =0,
also
m (fs (2); a,§n)—->0. m(fi (x); En,b) — 0.

Im ersten Kall (§, y < ) haben wir also:

Fiir D> (=& ist m (f1 (x); a,¥) Zm(fi (r); a,ks) fiir
alle »n, also

_).'

() m(fi (x); a,5) =0, m(fi (x); £,b) =

Fiir a<&<& ist m (fi (x); £,b) Zm (f: (.L‘), &, b) fiir
fast alle #n, also

sf(a,&,b)

8) wm(fi(x); £,b) =0, m(fi(z); a,t) = s‘(a,_—,:zb),
Aus (6). (7), (8) folgt aber nach Hilfssatz 1. f, (z) :—f, (x)
in <a, b>, also ein Widerspruch.
Ebenso ergibt sich ein Widerspruech im zweiten [“all
(& > &> ...). Damit ist die Behauptung 1I. bewiesen.
Es sei nun a < ¢ <d<b; dann ist nach der Behanptung
I1I.
()] m (fi (z); ¢, d) > 0.

Denn sonst konnte man entweder ein & mit ¢ = § =d,
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fi (() =0 finden, oder eine Folcre ﬂ,‘.,, ..... von untereinander
verschiedenen Zahlen mit c¢=<& —~d, f, () —0. Im ersten
Fall wére

S ((l, 5, b)=(§o—a) m(fi(x); a'-»)'l'(b—-o) m (fl (1'), 3(')1))—
=0-=x5(a,b), gegen dic Behauptung I. Im zweiten IFall wiire
S((l,gn, b) = (gn_(’) m (fl (a:), a, Sn} -+ (b"‘ fu) m (fl (1'),
£, b) =0, also, wenn % einen Héufungswert der Folge
&, &, - bedeutet, hm ml sla,z,b) =0=xs (a b), gegen die

'~(l

Behauptung 11.
Wegen m (f, (z); a,b) =0 und wegeu (9) ist also ent.
weder fiir alle & mit 0<h<<b—a
m(fi(x); a,a+ h) =0, also
fi (a) = min (. (a), hm m['f, (z)) = llm m(fi(x);a,a4-h) =0

oder es ist fiir alle & mlt 0< h<<b—a
m(fy(x); b—h,b) =0, also
fi (b) = min (f, (b), Ilmmi/, (x)) = hm m (fi(x);b—h,b) 0.

I%s kann aber nicht f, («) = f1 (b) —0 sein, denn sonst wiire
fiir a<z<b s(a,x,h) =0=xs(ab), gegen die Behauptung I.
Es gilt also genau eine von den beiden Gleichungen
fl ((l) = 0, f, (b\ = 0.
Ebeunso gilt genau eine von den beiden Gleichungen
f2(a) =0, f2(h)=10
und fiir a<e<d<b ist
m (fs (x); e,d)>0.
Wiire nun f, (a) = f2 (@) =0, so wire fiir a<:i<bd
m(fi (@): a,8)=0, m(fi (x); £,b) = \—(Z_—__E%b-)—
also nach Hillssatz 1. f, (x) = f:(x) in " a,b >,'gegen die
Voraussetzung. Ebenso ist nicht f, (b) = f. (b) = 0.
Also ist bei geeigneter Numerierung
fl@=0, fi(®)>0, f.(a) >0, f,(b) =
Weil
0 < f, (b) = min (f. (b, lil‘l},_i([,'lf fi (;r)) =
= llm m (fi(x); b—h, ).

h=4



8 I. Vojtéch Jarnik:

so gilt wegen (9) fiir a<e<b
m (fy (2); ¢, b) >0
und ebenso beweist man
m(fy(x); e, ¢) >0.
Damit ist die Behauptuug 111 bewiesen.
Wir schalten nun folgende Zwischenbemerkung ein.
Es sei a<c¢<b; wir setzen
fi (@)= fi () fiir a2 <e, fi ()=
= min (f-i (), lim inf fi (a;)) w=1, 2).

r=0r--0
Daon ist offenbar fi (x) vom Typus 4 in <a, ¢> und
m (fi ()5 & 1) =m(fi (); &, y) fiir a 28 <y e, Fir
(10) ol a=x <y <o <am=¢
ist also A
S (Fi (£)3 Zay Ly ooy In) == S(Loy Lyy oy Tny B) — m (fi (x);
c, b) (b—ec¢).
Wir setzen noch

fi(x; C)’:fT(:J‘) 4+ mfi (2); ¢, b) b—c

c—ua

Daun ist fi (x; ¢) vom Typus 4 in <a, ¢> und aus
(10) folgt '
s(fi (x5 03 oy Trs vy Tn) =S (Toy Liy ey ny D),
also inshesondere
S(fi(x; ) =8, (r; 0) in <a, ¢>>,
Die Differenz fi (z; ¢)—fi (x) ist konstant in <a, .
Ebenso setzen wir
Fi (z) = fi (x) fiir e<zZh,
F: (¢) == min (fi (c), “zll_]c--pi(l"f fi (.z')) i=1,2
und
Fi(x; ¢)=Fi(z) +m(fi (z); a, 0 Z:Z
Dann ist Fi (z; ¢) vom Typus 4 in <e, b>; fiir
RZl, e= 2y <y < o < Zn=b ist
s(Fi (x5 ¢); Xoy @yy e, Tn) =S, Toy Tyy oy En)y
also insbesondere
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S(F(z; ¢))=8F, (x:¢)) In<e, b>.

Die Differenz F; (x; ¢)-— i (z) ist konstant in (¢, b > *)
Wir wollen nun voraussetzen, dass es zwei Zahlen S, y
gibt, so dass

(11) a7 <y <b, m(fi @); & b) =m(f (z); 5. b).

Nach der Behauptung IIl ist sicher &> a. Wir bilden
Fi (x5 &). Die Funktion F; (x; &) nimmt ihren kleinsten
Wert in <&, b> im Punkt b an. da dies nach der Behaup-
tang ITI fiir f, () in <a, b > gilt. Weiter gilt S(F, (z; )
=8 (F, (z;8) in <& b>. Wire nicht Fy(x; &)+ - Fq(x;&) in
<% b >, so miisste nach der Behauptung IIT gelten

FoE; O=m(Fi(z; 9; & b)<m(F(z; &); 5b) im
Widerspruch zu (11). Also ist I, (z; §)==F, (z; & in <§,
b>. also ist f, () —f: (x) konstant in (§, b>.

Es sei X die untere Grenze derjenigen & zu welchen
es ein 5 mit (11) gibt. Also ist a2 X <b und f; (x) —f: (z)
ist konstant in (X, b >.

s sei X<y <b. Weil f,(x)—f: () nicht in <a, b>
konstant ist?), so ist f, (x)—f. (z) nicht konstant in < g,
X+y

2
besondere nicht identisch Null in < a, y >. Weil S (f, (x; ) =
=8(f, (x; y)) in <a, y > und weil f,(z; y) in <a,y> ihren
kleinsten Wert im Punkte ¢ annimmt, so ist nach Behaup-
tung I1I

>. Alsoist auch f, (z; y)— fa(x; y) nicht konstant, also ins-

fely; ) <m(f.'z; y): a, 2)
fiir a <z <y ; also — nach der Definition von f, (x; %)
(12) min (f.; (y). lim in}" fa (a;))<m (f: (2); a, 2)
Tz y—

fir X<y<b, a<z<y.
Es sei 0<t<b—y; dann ist nach (12)
min (fz (y+1), lim +irni; fe (x)) <m(fs(x); a, y).
=yt —

?) Auch die Differenzen
m(fi(x; )5 & pD)—m,(x); &, n), mFi(x; ¢); & »)—m(fi(x); &
sind offenbar filr a <<, LeLE <y <b von &, 74, &, » unabhiingig
%) Denn sonst miisste wegen (6) diese Konstante Null sein, also
fi(x):=f;(x) in <<a, b> gegen die Voraussetzung.
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Fiir ¢-> 0 folgt daraus
llm lnf f2 (x) ZZm (f2 (005 a, y).

also :
— N
l},'l‘,,_,f"f felx) “=min (fz(y). hlr;”_l_r;'f fs (a;)).
Weil
fa (J)’max(hm inf fy'x), lim 1nf f,(a:)
-0 T=y+
so ist also

faly) = li:!_l”inof f2 (2),
und statt (12) kann man schreiben
13) fiir X<y<b, a<z<y ist foy)<m(f. (x); a, 2;.
Insbesondere ist also fir X"z<y b
fz (Z/) <f.{2)
(fiir y =0 folgt diese Ungleichung aus der Behauptung III).
Also ist f; (x) abnehmend in <X, b>, und da f, (z) —f: @)
in (X, b> koustant ist, so ist f, () abuehmend in (X, b>.
Wir unterscheiden nun die beiden Fille a < X < b und
X=a.
1. Fall. a <X <b. Wir wihlen ein &> 0 so. dass
b—X

h< X—ah<"=X, §Mi< (fg -1’---3—;\) —fi b))( +h)
wo M eine gemeinsame obere Schranke von |f, (a:)I Iy @)]
b+ X
2
sa, X—n,5b)=m(fi (x); a,X—h) (X—h—a +
+m(fi (®); X—h,DE—X+h) +m(fi (a); & 0)((b—I).
Durch Subtraktion dieser Gleichungen fiir i=1 und
=2 ergibt sich, dass der Ausdruck
(14) n(f, (x); X—h. ) —m (fo(z); X—h,8)E—X+h)+
+(m (L @); £,b)—m (fo(@); E,D0)) (b—&)
von & unabhiingig ist. Es ist aber
m(fi(x); £,b) =£(6), m(falx); §,b) =1f2(b);
und nach der Definition von X ist
m(fi(®); X—n,b)<mfi(2); §,b),

also m (i@); X—h,8 <m (/i (®); &,b) Tf1(b).
Endlich ist nach (13)

in <a,b> ist. Wir bilden fiir ein & mit X <:Z=
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A _"_L‘) <m (@ a, 57 m (fal@); X—h.9.

Also ist der Ausdruck (14) fiir :=—b—lé—-\— kleiver als

(fl (b) —/2 (2 b ;_ Y )) (b:X + h) + (fL(b) — 1 (1))).——;‘“.. -
~ GO =AW =X+ h— (5 (25-%) -

3
—f, (b))(” ) < (b)Y —fa (D) b — X -+ B)— 8 M

Iiir £ = X -+ h ist aber der Ausdruck (14) grosser als

—2 M 2h+ (fL (B)—fo (D) (b—X—N) >—8Mh+ (f11b)—
—f2 (N (b— X -+ h).

Also ist der Ausdruck (14) doch nicht von £ unabhiingig, was

einen Widerspruch liefeit.

2. Fall. X = a. Dann ist f,(z) abnehmend in <a,b>,
fi(@ in (a,b>. Nach der Behauptung ITT. ist f; (a) = f2 (b)=0,
fihy >0. Also ist fiir 0<h<b—a, s (a,a+ h,b) =
=f, (b) (b—a— h) = fz(a+h) h. Dies ist aber ein Widerspruch,
denun fiir =0 ist fala+h) h—0, i (B)(b—a—h)—

—fi (b)) (b—a >0.

Daher enthiilt die Annahme (11) jedenfalls einen Wider-
spruch, womit die Behauptung IV. bewiesen ist.

Bs sei nun a =f{<p=b. Wenn §{=aq, so ist nach der
Behauptung III. fl( )<f1 (3). Also sei {>q. Dann ist fiir

>0, h<i—a h< —:—5 nach der Behauptung IV.
m(fi(@; E=.D)<m(filx); £.b)
<m(filx; E+N,0)<m (f; (r; -?—‘)—‘-,b).
Also ]
m(fi@); E—0, << m(fil@); £, 64 W) <m (fl(a;); '—E?,b).
Also tiir h =0
min (f1 %, hm mffl( )) Zmin (fl (), ]lﬂ;lnffl (z)) =

m(fl (z); £ ;” )
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\Vegen
Si (== max(mm([, ®), l:r:nlnffnu) , min (fl (§),lgi=1?-|.iglff14z)))
ist also
f1(8) =min (fn(t) ]xl_rgmffl(x) Zm (fl (@); &":f;"l_, b)
< m (fl(l) +)'l ):./_.fl('p

womit die Behauptung V. bew1esen ist. Durch die Betrach-
tung der Funktionen f; (—z), f;(—=) im Intervall <—b,—a>
wird endlich die Behauptung VI. auf die Behauptung V.
zuriickgefiihrt.

Damit ist der Hilfssatz 2 in allen Teilen bewiesen.

Beweis des Satzes 2. Nach Hilfssatz 2. ist f; () wach-
send, f2 () abnehmend in <a,b>. Alsoist fiir a<<z <y <D
(15 s(a,z,b)=f,(a) (z—a) + fi (@) (b—x) =/ () (t —a)+
+f2 (b) (b——x),

(16)  s(a,x,y.b)=fila) (x—a) +fi(@)(y—rx) +
+A@) (b—y =fel@ (x—a) + foly) (y—2) + £ (b) (b—y).
Nach (15), (16) ist
(i @) —fo () (y —2) =fo(2)(z—0) +
+ f2 (b)) (b—y)—fi(a) (x—a)—f1 (y) (b—y) =

(17) =—-S(a,1:.b)"-‘fz(b)(:c—y)—g(a_”’b)_
—fita)@w—y)=s(a,z,b)—s(a,y,b),
da fi(a)=/fa(b) = jb_(:»'t(l:_)

Weil f,(x), fu(x) in <a,b> beschrinkt sind, so ist nach
(17) s(a,x,b) eine stetige Funktion von z in (a,b). Nach
(15) sind als® auch f (z), f;(z) stetig in (a,b); also folgt aus
(17) bei y—=>x+0
Jim s(a,z,b)—s(a,y,b
y =40 Yy—x
und bei x>y —0
lim sta.x,b)—s(a,y,b)
z=V—0 Yy—x
Also ist fira<x<b

é—is (a, z, b) = f, (x) — f1 (x).

= f1 (x) —fe (fL')

=fi ('/)—‘fz (./)
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Aus (15) folgt dann die Differentierbarkeit von fi (x)
in (a, b) und die Richtigkeit der Gleichungen
(18) fo(x)=f (a) -+ (b —2) "\ ()
fi (x = fa(b)--(x—a)fs(r)
in (a, b. Daraus folgt die Existenz von f,"(x) in (a, b) und
die Gleichung '
£ (b—1x) @—a)— fr(@) (@ —a) + fu (2)— f2(b) == 0
Die Funktion f;(x)—/f; (b) =/, (x) — /1 (1) geniigt also fiir
a<x<b der Gleichung
y'b—oax—a)—y (z—a +y =0,
deren allgemeines Integral ist
Cylr—a) -+ O (b—a-'—(t——a) logb—:!)

Da fi(z) in <a, b > wachsend und Yeschriinkt ist, gilt
notwendig
(19) fHilx)=fi(@+A4(zx—a), 4>0
fir a<z<b. Riir *=a ist diese Gleichung auch erfiillt;
weiter ist £, (b) /hm fl (z) (weil f; () \\achbt) und anderer-

seits fl(b)’llm mf f; (x).

Also ist fl(rv) linksseitig stetig im Punkt b, also gilt (19)
auch fiir z = b.
Aus (15) folgt dann

(20) folz) =fi(a) -+ A —x) =f(b) + A (b—x)
fiir a<z <b; fiir x=0> ist diese Gleichung auch erfiillt;
weiter istfg(a);/_lim fz (x) (weil f; (x) abnimmt) und anderer-
seits fa(a) = l_m}_ mf fz(.l)) Also ist fz (z) rechtsseitig stetig
im Punkt a, also gilt (20) auch fiir r=a.
Daher gilt (19) und (20) fiir a ==z == b, womit Satz 2.
bewiesen ist.

§ 4. Beweis des Satzes 3.

Fiir 'n;/;], a=$o<x1<:l'2<.w<$n==b, ‘/1>04) ist
S(JA. (17'—0) -*- B; xo, xl’ ...... ’ wn)
—s(A(b—z) + B; x4, 11y s In)

et 4 4 >0 bedeutet offenbar keine Beschrinkung der Allgemein-
reit.



14 Uber das Riemannsche Integral.

=i;21(A (tic1i—a) + B—A(b—zxi) — B) (z: — zi—1)
=Ai£1(:m..-, + @) (2 — zi-1) — A(a+ b).z’i(livi — Zi—1)

- ;é (22— 2% 1) — A (a+b) (b—a)
=A(b>—a?) — 4(b*—a?®) =0, w. z. b. w.

Résumé.

Sur Plintégrale de Riemann.
Par Vojtéch Jarnik.

f(x) étant définie et bornée dans l'intervalle fermé
<§, 5>, désignons par m(f(x); & ) la borne inférieure
de f (z) dans <§, y>.

Supposons f(z) définie et bornée dans <a. b >. Alors
on peut former, pour =1, a=z <2, <. <=0, les
nombres

(1) s(f(2); oy X1y~ Zn) ='§lm (f(2); ®i—1, 7)) (@i — zi1).
La borne supérieure des nombres (1) est l'intégrale
b
[f (z) dx.

Nous nous posons, dans la Note présente, le probléme
suivant: en quelle mesure une fonction f(x) est-elle déter-
minée par la totalité des nombres (1)? La résolution de ce
probléme est fournie par les théorémes 1, 2,3 du § 1°.
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