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Untersuchungen iiber einen van der Corputschen Satz.
Von
V. Jarnik in Prag und E. Landau in Berlin.

§ 1L
Einleitung.
Man verdankt Herrn van der Corput!) folgenden
Satz. Es gibt eine Weltkonstante P > 0 mit folgender Eigenschaft:

Ist a < b und st
{(z) reell,

[ (z) vorhanden®) und monoton nicht fallend, | in <a, b)®),

0=fl) <%
so 18t
b
| X emirm — .“627zif(z)dw| < P.
a

a=n b

IIA

Wir werden unter anderem den kleinsten zulissigen Wert von P
bestimmen und noch genauer (genauer wegen <( statt <) folgenden Satz
beweisen:

Satz 1. Es sei a < b; es ser

f(z) reell,
f (2) vorhanden®) und monoton nicht fallend, | in (@, b);
0</(x) <3

dann st
b

1, 1

. . 1,1 /
2l ) _ j pnif@dy < b — b V__ -
e [5 T z T H 9
oSy 2 7z 4 4

und die rechie Seite dieser Ungleichung darf durch keine kleinere Welt-
konstante ersetzt werden.

Andert man die Voraussetzungen, so bekommt man andere Sitze,
von welchen wir folgende explizite anfithren:

1) J. G. van der Corput, Zahlentheoretische Abschitzungen, Math. Annalen
84 (1921), S.53 —79; insbes. S. 58, Satz 1.

?) Fiir z = e wird die rechtsseitige, fir  — b die linksseitige Ableitung
gemeint.

8) (@, b) bzw. (a, b) bedeutet die Menge aller z mit o =z=0b bzw.
a << z < b
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Satz 2. a, b, f(x) wie 9m Satz 1; dazu werde noch vorausgesetzt, dap
a, b ganz sind. Dann st

b
2 @2mirm _ 5ezaif(z)d$ | < % 4 _’lz. + V%_;_?:‘a,

e=n=b

und die rechte Seite dieser Ungleichung darf durch keine kleinere Welt-
konstante ersetzt werden.

Satz 3. a, b, f(x) wie im Satz 1; dazu werde noch vorausgesetzt, daf
@, b ganz sind. Dann ist

b

enire 4 E' 2 i@ _!_.;_627:1‘[(77) - j.ezm'f(x)dm

1
| a<<n<b

2
z =

!
'
|
{
|
a

und hier darf das Gleichheitszeichen wicht gestrichen werden (um so weniger
darf also % durch eine kleinere Weltkonstante ersetzt werden).

Satz 4. a, b, f(z) wie wm Satz 1; dazu werde noch vorausgesetzt, daf

@ — 3%, b— %} ganz sind. Dann ist ,

: R mifm _ .[esm'f(z)da;} < 1,
> ‘ 3
la==n=0b a

und die rechte Seite dieser Ungleichung darf durch keine kletnere Welt-
konstante erseizt werden.

Man bekommt also in diesen drei Fillen (ganze a, b; ganze a, b und
die beiden Endglieder mit dem Gewicht }; ganze a — %, b — %) drei ver-
schiedene Weltkonstanten; merkwiirdig ist das Auftreten des Gleichheits-
zeichens im Satz 3.

Wir werden aber die Sitze 1 bis 4 nicht gesondert betrachten,
sondern wir werden folgenden allgemeinen Satz beweisen, der alle diese
vier Sitze umfalt:

Satz 5. Es seien vier Zahlen
. % B, s o
gegeben mit 0<a<1 0<B <1
l=wm=l 0=ps1;
u, =0, wenn o > 0; u, = 0, wenn f > 0]}
Behauptung 1. Ist
a < b a=ua, b=pf",
{(z) reell,
f (z) vorhanden®) und monoton nicht fallend, | in (a, b,
Uy G I

4) Alle Kongruenzen sind modulo Eins zu verstehen.
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so st
b

t . . '
}/‘162””(@ + X ertf® oy e2rifo —Ie“”””dm[ =
(A) e<n<d a

;“1"/1'1 —‘;— +‘71z“*' V% +—71—2—%sinnﬂ-/42(1~p2),
und die rechte Seite von (A) darf durch keine kleinere, nur von a, B, u,, ty
abhingige Zakl ersetzt werden.

Behauptung 2. Ist
«=pf=0, By =y = %
(in diesem Falle ist die rechte Seite von (A) gleich =), so darf das
Gleichheitszeichen in (A) nicht gestrichen werden.

Behauptung 3. In allen ibrigen Fillen gilt in (A) das Zeichen <.
Es ist vielleicht nicht uninteressant, die Werte von

1 1 1 1 1 .
Tunwy @)= atm—5 ++ V‘; top—sinaf — py (1 — p)
etwas niaher zu betrachten (wobei freilich nur die im Satz 5 zugelassenen
Werte von «, f, u,, u, betrachtet werden).
Erstens fiir « = f = 0 {das entspricht ganzen a, b):
Stets ist o
1 1 1 1
T,ul,uz(os 0) g _2‘+ ;“‘}' ]/Z +;§,
und das Gleichheitszeichen gilt genau in folgenden vier Fillen:
#, =0 oder 1, p, =0 oder 1.

Stets ist
2
T/‘];.“Z 0,0) = =
und das Gleichheitszeichen gilt genau fiir
M = g = 3
Zweitens fiir beliebige a, f§:
Stets ist

1,1 1,1
Topw(@WP =5+ + V"f—r?’
und das Gleichheitszeichen gilt genau in folgenden vier Fillen:

a=p=0, u, =0 oder 1, p, =0 oder 1.

Tﬂl, 2 (o, ﬁ) =1,
und das Gleichheitszeichen gilt genau in den beiden folgenden Fillen:
«=pf =% (also y, = p, = 0)

a=0 =14 f=1 (also g, =0).

Stets ist

oder
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Nach dieser Diskussion ist klar, daf die Satze 1 bis 4 aus Satz 5
folgen.

Wir werden aber auBer der im Satz 5 betrachteten Funktionenklasse
noch eine allgemeinere Funktionenklasse betrachten; wir werden nimlich
noch folgenden Satz beweisen®):

Satz 6. a, B, u,, py wie vm Salz 5.

Behauptung 1. Ist

a<b a=a b=y,
vy reell,
0=9@ =4,

g (x) monoton wicht fallend, in @, by,

f@ ={9pdy+r

so gilt (A), und die rechte Seite von (A) darf durch keine kleinere, nur
von o, B, w1, u, abhingige Zahl ersetzt werden.

Behauptung 2. Ist

a=p=0 pu =p =13

(in diesem Falle ist die rechte Seite von (A) gleich —_2[—) so darf das
Gleichheitszeichen in (A) nicht gestrichen werden.

Behauptung 3. Ist

«=1%(also u, =0), =0, p=1%

(in diesem Falle ist die rechte Seite von (A) gleich %), so darf das
Gleiwchheitszeichen tn (A) nicht gestrichen werden.

Behauptung 4. In allen dbrigen Fillen gilt wn (A) das Zeichen <.

Im Unterschied zum Satz 5 tritt hier noch ein zweiter Fall mit dem
Gleichheitszeichen auf (Behauptung 3). Es ist wohl unnétig, die den
Sitzen 1 bis 4 entsprechenden Spezialfille des Satzes 6 aufzuzéhlen.

Warum betrachten wir neben dem Satz 5 noch den Satz 6? Weil
wir glauben, daB die im Satz 6 behandelte Funktionenklasse natiirlicher
ist als die im Satz 5 betrachtete. Warum wir dies glauben, wird der
Leser aus den folgenden Sitzen, insbesondere aus dem Satz 8, erkennen.

Definition 1. Fir a < b set M(a, b) die Menge aller in {(a, b)
definierten Funktionen f(x), welche sich daselbst in der Gestalt

z
f@) =gy +v
aQ
5) Dafl die im Satz 6 betrachtete Funktionenklasse tatsichlich allgemeiner
ist als die im Satz 5 betrachtete, kann der ILeser — dem es nicht unmittelbar
klar ist — aus der Vorbemerkung zum Hilfssatz 9 erkennen.
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darstellen lassen mit
y reell,
0=9(2) =3, |

) b).
g{x) monoton nicht fallend | n @ 0

Definition 2. Es ses
a<b 0=p;m=)l 0w,
#y =0, wenn a = 0; u, =0, wenn b == 0.
Dann bezeichnen wir mat

Sul, Us (a) b)

die obere Grenze von
b

lyge2mif@ 4 3 gaifm) Ly, g2aif® j’eznzf(x)dx,
a<<n<b 2

fiir alle f(z) aus M(a, b).
Definition 3. Es set
0<a<l, 0SA<L 0=um=<lL0=m=l;
=0, wenn « > 0; u, =0, wenn f > 0.
Dann bezeichnen wir mit

S.ll1, o (“: ﬂ)

Spq, 1 (a’ b)

die obere Grenze von
fur alle @, b mit
a<<b a=a b=p..

Offenbar ist (nach Satz 6)

1 1 /11 1.
Suy, uz (0, B) = °‘+#1—,§|+;‘Fl/z”i‘;g—;smﬂﬂ—#z(l — Hs).

Es gelten nun folgende Sitze:

Satz 7. Es sei a <b; es set f,(z), f,(2), ... eine Folge von Funk-
tionen aus M (a, b), und es set

lim f,(2) =F(2) n (a,b).

n=co
Dann gehirt auch f(z) zu M (a, b).
Satz 8. a,b, u, uy wie in der Definition 2. Dann qibt es eine
Funktion f(z) aus Bt (a, b) mit
b
ll‘l ERI@ 4 3 @mifa) |y 2w J’gzuz'f(z)dx| = Suy, u, (@, ).
a<<n<b a
Satz 9. a,b, u, u, wie in der Definition 2. Man setze

«a=a—[a], B=0—1[b]
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1. Ist
entweder «=p8=0, ,u1=y2=—;—
1 1 3
oder d=?, ﬁ:O, .ux=0v ;u2=—2": b_ag?,

so st
. Sy, p (@ B) = Buy, iy (@, B).
2. Sonst st stets

sf‘l’ H2 (a’ b) < S/"h us (a, ﬂ).

§ 2.
Beweis der Sitze 5, 6.
Hilfssatz 1. FEs sex

a < b,
G(z) in (a,b) reell und eigentlich integrabel im Riemannschen Sinne,
¢ reell,
F(z) = fG(y)dy—l— ¢ wm {(a, b).
a
Dann st
fG (z)cos F (z)dx == sin F (b) — sin F (a),
also ,
jG(x)cos (F () +§) dz = sin (F(b) + g) — sin (F(a) + ;)
a
fG (z)sinF (z)dz = — cos F (b) + cos F (a).
2
Beweis: 0 > 0 sei gegeben. Man wihle » und «,, a,, a., ..., @, mit

ez=a2_—a1_1>0 fiir lglgv,
a,=a,a,=h

so, daBl erstens, wenn s; die Schwankuug von G (z) auf (a;_,, ap ist,

zweitens bei jeder Wahl der &, auf ¢@;,_,, @)
Y b
2 G (&)cosF (&) — [G(a)cos F () da < 6.
A=1 2

Wegen der Differentiierbarkeit von sin« und der Stetigkeit von F (z)

gibt es auf (@;_,, @ ein & mit
sin F (a;) — sin F (a:_,) = (F (e;) — F (@2—1)) cos F ().
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Nun ist
|F(a) = Flan) — G (&) = | 6@)—GE)dz| < as,

a1
also
|sinF (a;) — sinF (a,_,) — ¢, G (§;) cosF (&) < e85
daher ist

|sinF (b) — sin F (a) _l)”: e G (£) cos F ()| _g_lé €18, < 8,
=1 =1

b
|sinF (8) — sinF (@) — [ G (@) cos F (z)d | < 2.

Die linke Seite ist also 0.

Hilfssatz 2. o, b, G(2), ¢, F () wie im Hilfssatz 1. In (a, b) ser
q (x) reell und monoton nicht fallend. Es verschwinde 1 -- sin F () hochstens
in endlich vielen Punkten von (a, b), die, wachsend geordnet, mit

@y Gy - vey Qy—y (r=1)
bezeichnet werden mogen; man setze noch

a, =a, a, =b.
1. Dann ¢ilt

JPq(a:) G (z)cos F(r)dx < q(b— 0)(1 4 sin F (b))

— g(@+0)(1 +sinF (a)).
2. Gilt in (1) das Gleichheitszeichen, so ist q(x) konstant in jedem
Intervall (@i_y, @) (1 < 42 < »).
Beweis. Der zweite Mittelwertsatz und der Hilfssatz 1 ergeben fiir
¢ < a<fB<b— mit einem geeigneten & aus (x, f) —

(1

4
J'q(m) G (z)cosF (r)dzx

= q(a-{—O)IG‘(m)cosF(z)d:c—l—q(,B——O jG(x)cosF(m)dz

(2) = g(a+ 0)( (1 +sinF &) —(1+ smF(ot)))

+4(B—0) ((1 +sin F (B)) — (1 + sin F (£)))
= ¢(B— 0)(1 + sin F (B)) — g (« 4 0)(1 + sin F (a))
—(9(B —0) — g(«+ 0))(1 + sin F (£)).
1. Aus (2) mit « = a, 8 = b folgt bereits (1).
2. Ist ¢(z) in einem der Intervalle (a;_,, a;) nicht konstant, so
wihle man zwei Stetigkeitspunkte y, § von ¢(z) mit
6 <y<dila, q()<g0)
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Dann ergibt (2) (auf die Intervalle <a, y), (v, 6), (J, b) angewandt)
z
J9(2) G (@) cos F(z)dx < g(»)(1 + sin F (y)) — q(a + 0) (1 + sin F (a)),

a

J
[9(2) G (@) cos F (2)dz << q(8)(1 + sin F(3)) — g(y)(1 + sin F (),

b

J'q(m)G(z)cosF(w)dx < q(b—0)(1 + sin F (b)) — g (6)(1 + sin F (8)).
)

Die Addition dieser Ungleichungen ergibt (1) mit dem Zeichen <C.

Hilfssatz 3. Es se:
a<b, y reell,

0=9g() =1

g (x) monoton wicht fallend, )
z m (a, b).

i@ =g dy+y J

a
Fiir ganzes n > 0 set

b
Jp= + Zﬂj‘g(x) cos2a(nz F [ (z))da,

wo sich die oberen bzw. unteren Zeichen entsprechen.
1. Dann st

+

3) bE 1+sin2n(j:'nb——f(b)).

2nF1

IA

2. Gilt in (3) mit dem oberen Zeichen fir die beiden Werte n = 1
und n = 2 das Gleichheitszeichen, so gilt folgendes:

1. g(x) st stiickweise konstant in {(a,b), d.h.: es gibt endlich viele
Zahlen ay, a,, ..., 6,_1,a, mit a =gy << a,<a,<...<a,=b so
dapf g(z) in jedem Intervall (a;—., @;) (1 < A < v) konstant ist. Dabes
sind die Zahlen a; mit 1 < 2 < » — 1 ganz.

II. Es st entweder a = 0 oder g (a -+ 0) = 0.

II1. Es st
He)=1, 2/b)=b+14
Beweis. Man setze in {(a, b)

_ _9(=)
9(2) = 2T g(@)’

Gx)= +27nn—27g (),
Fz)=42anz—2nf(z),
c= +2mna — 2wy,
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dann ist
% z
|Gy dy +ec= :}:2nnm:F2nna—-2nfg(y)dy:|;27zna—27!7)
a a
= +2anz— 2nf(z) = F(z).
1 4 sin F (z) verschwindet in <@, b) héchstens endlich oft, da aus
a << a<<f < b foigt

‘6’ ﬁ
L (F(B— F@) = [(£G@)dy = [@an—a)dz >0,

so daB + F(z) in (@, b) monoton wichst. Nach Hilfssatz 2, 1 folgt

5
( J,f:J'q(a:)G(a:)cosF(m)dm
(4) g%(l—i—smmz(inb—f(b)))
a+0 ¢
l _ﬂ‘(—’_.L(y(—a—r)O)(l +sin2%(+ na — f(a))).
Weiter ist
(5) A s (L sin2a(tna— @) = 0,

. O (1 sin2a(k nb — 1 ()
© gﬂ%(l—l-sin%t(inb—-j(b))).

1. Aus (4), (5), (6) folgt bereits (3).

2. Es gelte in (3) mit dem oberen Zeichen das Gleichheitszeichen fiir
n =1 und 7 = 2; dann muBl dasselbe auch in (4), (5), (6) der Fall sein.
Wir sprechen daher im folgenden von den G@leichungen (4), (5), (6) und
meinen darunter die Beziehungen (4), (5), (6) mit dem oberen Zeichen
fiir die Werte # = 1 und % = 2, und zwar mit dem Gleichheitszeichen.
Aus den Gleichungen (4) folgt nach Hilfssatz 2, 2, daB ¢(zx) — also
auch g(z) — in (a, b) stiickweise konstant ist, wobei jede Sprungstelle &
von g(z) (d. h. von g (z)), die in (a, b) liegt, der Beziehung

1+ sin2z(né—f(&)) =0
geniigen muB. Die beiden Fille = 1 und » = 2 ergeben
1-6—f)=—12, 2-¢—f&)=—1%,
also
) §=0, f§)=1%
Damit ist erstens I bewiesen; zweitens haben wir gezeigt, daB jede
etwaige in (@, b) liegende Sprungstelle £ von g(z) die Kongruenzen (7)
erfiillt.
Mathematische Zeitschrift. 39. 49
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Aus den Gleichungen (5) folgt: Ist g(a + 0) 5= 0, so ist
1+ sin2z(na —f(a)) =0

fir n = 1, 2, also
@8) a=0, f(a) =1
(damit ist insbesondere IT bewiesen).

Aus den Gleichungen (6) folgt: Ist ¢(b — 0) == 1, so ist

1+sin2zx(nd—j(3) =0

fiir » = 1, 2, also
9) b=0, f(by=+

Es sei nun g(a + 0) = 0. Dann ist entweder g(b — 0) =0 = ;
alsdann gilt (9), und es ist g(z) = 0 in (a, b), also f(z) konstant in (g, b),
also nach (9)
(10) fHa)= 1.
Oder es ist g (b — 0) > 0; alsdann hat ¢ (z) mindestens eine Sprungstelle in
{a, b); es sei & die kleinste. Dann gilt (7), und es ist g(z) = g(a + 0)
= 0 in (a, &), also f(x) konstant in (u, &); wegen (7) gilt also wieder (10).

Ist aber g (e + 0) = 0, so gilt (8).

Also gilt (10) immer.

Es sei weiter ¢ (b —0) = 4. Dann ist entweder g(a | 0) = ¥ = 0;
alsdann gilt (8), und es ist g(z) = } in (e, b), also

F®) — fl@) = 36— a),
also nach (8)
(11) 2f(0) = b+ 1.
Oder es ist g(a -+ 0) < 1, also hat ¢(z) in (a, b) mindestens eine Sprung-
stelle; es sel & die grofite. Dann gilt (7) und es ist ¢(2) = ¢(b—0) = }
in (&, b), also
1®) =) =30 —8);

wegen (7) gilt also wieder (11).

Ist aber ¢(b — 0) == 1, so gilt (9), also

2/(6) =3 =b+ 4

Also gilt (11) immer.

Damit ist aber auch III bewiesen.

Hilfssatz 4. Fir alle reellen st
(12) |sinnw[=%—%—Zcos2nnw~(2—;__—l—ﬁ1:‘_—l—),

n=1

x—[x]—%—}—%cosn(w—[w])
(13)

o1/, 1 1 _
(14) 2w it =2
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Beweis. Die linke Seite von (12) hat die Periode 1, ist gerade,

iiberall stetig und von beschrinkter Variation auf (0, 1). Daher ist fiir
alle reellen z

|sinmz| =44, + X A,cos27nn2
n=1
mit

A, = 2\|sinmxcos2nanzdx

I
St
Py

(sinzw (1 —2n)z+sinaw (1+2n)z)da

1 (—cosz(l—2n)x —cosz (1l +2n)z)1
;{ 11271, ) + ]—f—;;t : }o
2 1 1
- Tz (ﬁ:i T 2nt1 )
fir » = 0; damit ist {12) bewiesen.
Die linke Seite von (13) hat die Periode 1, ist ungerade, iiberall
stetig und von beschrinkter Variation auf (0, 1). Daher ist fiir alle
reellen z

z—[2] — 3+ decosm(z— [z]) = f B,sin2znz
n =1
mit

1
B, = 2I(x — 3+ lcosma)sin2wnedr
0
1

2z — Dsin2nnzds + %j(sinn(?,n—l)x—i— sinm (2n+1)z)dz

—— O e

0
- cos2anzyl 1 ¢ 1 1
= —(“—1)—‘2717—}0‘;(—ﬁ:1—m—1)
—2 1 1 1 1 1 1 1
—_—_c (2 4+ Y_2f(f_* 2
T 2an ' = (2n—1+2n+1 n\2n— n +2n-{—‘1)

fir n == 1; damit ist (13) bewiesen.

oo co

1/ 1 1 4
Z‘; (521 *"2%+1) = 2(21&——1) @nil)
n=1

n—1
o/ 1 1 ]
=2 2(2n—-1 _QTH'-T) =2
n=1
damit ist (14) bewiesen.
Hilfssatz 5. Es set ber reellem z

% far ganzes =,
8(=) = {0 sonst,

L)

pla)= — > VIR _ 4[] -1+ 8(2).

n

n=1

49%*
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Es ser
a <b,

G (z) in {(a, b) reell und im Riemannschen Sinne eigentlich integrabel, ¢ reell,
F(o) = [G(y)dy+c in @b
" Dann st ‘

b
S Fm+3@F@+oOFG)+yOFG)—y@F@) ~[F@de

a<r<
. 2’
F

Beweis. Die Konvergenz der letzten Reihe folgt daraus, daB

oo

sin2nn 2
2 n

n=1

gleichmifig beschrinkte Partialsummen hat, also

§[r-'

jsm?.nnx-(}(a:)dx.

oG

Zsin2:nz6,(w)

n=1

gliedweise integriert werden kann.
Da beide Seiten der Behauptung additiv sind, gebe es ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit ein ganzes » mit

h<<a<b<<h+1 oder h<a<b<h+1

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei 2 =0 (sonst betrachte man
G (z + h) = G, (z)).
Dann ist die rechte Seite der Behauptung gleich

b
[v(2)G(2)dz = f(z- DG (@) de

a

b
= {(z— }) F (2)}a —IF(z)dx

Qa .
=@6—-HFO)—(@—HFe)—[F(z)de

= X F(n)+4(a)F(a)+ () F(d)+ v (b) F(b)

a<<a<<b >
— p(a) F(a) — fF(z)d:c.
Hilfssatz 6. Es seien vier Zahlen gegeben: :
% B, oy Hy
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meb
0<a<], 0SB 0y <1, 0= pu, <15
u, = 0, wenn a« > 0; p, = 0, wenn > 0.
Es sei noch
a<<b a=ua b==S5,
y reell,
090 =<4
q{x) wwnotm: nicht fallend, in (@, b
= g dy+7
a
man setze
Cupuy (5 @, B) = py 2™l @ 4 3 g2aife g, ern/(b)__j.ewn/(z)dz.
v el n<b

Dann st

“1#2f’ab)'< a+:u'1 2j+%

1.
(15) I 1 1 .

1 +]/—+—a——5m7tﬂ—ua(l—m)~

2. Gult wn (15) das Gleichheitszeichen, so ist entweder

x=F=0, u=p, =3

oder
o= %(also u, = 0), B =0, u, =1}, g () unstetig in (@, b), b —a> L.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei

GU]_, Ug (f; a, b) _—>_—' O

(sonst betrachte man f(z) +-1 statt f(2) bei passendem reellem 32).
Dann ist

{ Gy, s {f; a, b)[ = RC,uy, u, (/; @, ) .
=y cos2mf(a)+ X cos2zf(n) 4 pycos27f(b) —J'xc052nf(:c)dw.
Man setze R ’
(16) {m,:,u,—%ﬁiroc=0, m, = 0 sonst;
my = p, — % fiir § =0, my, = O sonst.
Nach Hilfssatz 1, letzte Zeile (mit
F(z)=2af(2), G(2)=2mg(a), ¢=2my)
ist in (a, b)

— f2ng(y)sin2:rzf(y)dy = cos27f(z) — cos2mf(a);
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also ist nach Hilfssatz 5 (mit

F(z) =cos2nf(x), G(2) = —2xmg(2)sin2xf(z), ¢ = cos2nf(a)):
|y, u (F5 @, B) | = (my + 9 (a))cos2 7 (a)

o0 h
+ (my — yp (b))cos27f (D) + 2 Z%f g(z)sin2nf(z)sin2nnzdz

n=1

(17)

= (m,+y(a))cos2nf(a)+ (my — p (b)) cos27 f (b) + 2%: Z% (J5+J7).

n=1

Hier ist (wegen ¢ = «; vgl. (16))

(m, + p(@)cos2f(a) = (« — } + p)) cos27 ] (a),
also

(18) (my +y(@))cos2nf(a) < |+ py — 35
gilt in (18) das Gleichheitszeichen, so ist
(19) entweder « = }, oder « = 0, g, = %, oder 2f(a) = 0.
Weiter ist nach Hilfssatz 3
1 V1 -
(my — p(®) cos2f(B) + 5= Y - (J5+ T3

n=1

@0) < (my, — y (b))cos 2 f (b)

1 w1 /1+sin2a(nb—f() 1—sin2a(nd+ /(@)
+2T:2"7Z< 2n—1 + 2n+ 1

n=1

=D.

Gilt in (20) das Gleichheitszeichen, so ist nach Hilfssatz 3 erstens
g (z) stiickweise konstant in <a, b), wobei jede etwaige in (a, b) liegende
Sprungstelle ganz ist; zweitens

(21) entweder « = 0 oder g¢(a+ 0) = 0;

drittens

22) f@y =1 2/B)=8+4
Nun ist

33=2L2_’1;( n1_1+ 2n1+1)_{_(m2_y,(b))cos2:zf(b)

1 1 .
+ 5 cos2xf(b) Z(’n(2n - n(2n+1))3m2””b

n=1

@

1 . 1 1
— 2—“sm27zf(b) 2 {n(Z'n—l) - n(2n+l))cos2nnb.

n=1
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Weiter ist

1 —9

] 1, 1
n(2n—1) n(2n+1) (n— T a2 )
(

'n.

1 " —9
n(2n—1) ! n(2n—}-1)
daher ist nach Hilfssatz 4
1 1 1
D= -+ COSQJ‘tf(b)('m2 — (b)) + b —[b] —-?—1—-—2—005::13)

—sin2f(b) (£ — 5 |sinzb]).

2n 1 2n+1)

Nun ist erstens
|sin7d| = sin 7 8.

Zweitens ist (vgl. (16)) fiir f > 0

my — () +b—[b] —3 4 3cosnf=tcosnf = (3 — p,)coswp;
fiir § = 0 ist aber
my— @) +b—[B] —i+dcosmp=u,—3—3+3%=(y, —3)cosmp.
Stets ist also
(23) D=+ (5 —pa) 05271 (B) cosp — sin27f (0) (% — 3 sinzB),

wo — wie auch im ganzen Rest dieses Beweises — das obere Zeichen
dem Fall § > 0, das untere dem Fall § = O entspricht.
Nun ist fiir reelle p,, p,, ¢ ¢,

PdFPade < Vo + 93 (@ + a);
gilt hier das Gleichheitszeichen, so ist

i P19y — P20 =0
Also ist nach (23)
D<
(24) 1 2 . " 1 ) \? 22 b . 22 b
+ ((E—,ug) cos*mf - (-;—?smnﬁ/ )(cos 7 f (b)+sin*2 7 f(B)).
Hierin ist

(i —-y2)2 cos’ B+ (% — %sinuﬁ)2

=nl—2+ (cos? B + sin® 7 B) — —smnﬂ us (1 — p,) cos? B

1 1 1 .
——"F—f‘z‘—’;sm“ﬂ_#z(l—l‘z);

denn es ist entweder p, = 0 (fiir § > 0) oder cos’nff = 1. Aus (24)
folgt also

@) D=L YRt temaboml—m).
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Gilt in (25) das Gleichheitszeichen, so ist
(26) & (g — ms)cosmBsin2f(b) + (% — gsinzf)cos2af(b) = 0.

1. Aus (17), (18), (20), (25) folgt bereits (15).

2. Es gelte nun in (15) das Gleichheitszeichen; dann gilt auch in
(18), (20), (25) das Gleichheitszeichen; also gilt (19), (21), (22), (26), und
g(z) ist stiickweise konstant in (a, b), wobei jede etwaige in (a,b) liegende
Sprungstelle ganz ist.

Nach (22) ist 2f(a) == 0; also ist nach (19)

(27) entweder « =3 oder =0, yu, =34
Aus (22) folgt weiter
22f() =np+ 5 +kn (k ganz),

also
cos2nf(b) = (— 1):+1sinnf, sin2xf(d) = (— 1)*cos=p;

also nach (26)
(28) F (3 — ) costaf + = sinaf — 5 sin*np = 0.
Wire f > 0, so wire nach (28) (oberes Zeichen -und p, = 0)
— % cos’mf + % sinzf — %sinzazﬁ =0,
sinzf = 12’- >1
— Widerspruch; also ist

(29) g =0,
und (28) liefert nun (unteres Zeichen und g = 0)
(30) m=1

Wegen (27), (29), (30) sind wir fertig, wenn wir nur noch folgendes
zeigen: es sei « = %, f =0, u, = %, und in (15) gelte das Gleichheits-
zeichen; dann ist g (x) unstetig in (¢,b), und es ist b —a¢ > % In der
Tat ist g (x) stiickweise konstant in (a,b), und jede etwaige in (a,b)
liegende Sprungstelle ist eine ganze Zahl. Wire nun ¢ (z) stetig in (a,bd),
80 wire ¢ (x) konstant in (@,b); wegen a = %} und wegen (21) wire also
g(z) =0 in (a,bd), also f(2) = v in (a,d); dann wire aber

b
iQO,lfz(f;anb)s=ib—a—%+%_jdx: =0’

wahrend die rechte Seite von (15) positiv ist. Es besitzt daher g (z) in
(@, b) tatsichlich mindestens eine Sprungstelle; also muB} in (a, b) mindestens
eine ganze Zahl liegen; also ist b —a > }, da in (b — %,b) keine ganze
Zah] liegt.



Untersuchungen iiber einen van der Corputschen Satz. 761

Hilfssatz 7. Es seien finf Zahlen gegeben:
“’ﬂ»/"v gy O
0=, 08 <
d=um=L0=msl;
u, = 0, wenn o« > 0; p, = 0, wenn f > 0;
0<<é<Tl.
Dann gibt es zwei Zahlen a,b und eine Funktion f(x) mat folgenden
Eugenschaften:

mit

a<bja=a b=p;
wn (a, by st f(z) reell, f' (z) vorhanden®) und monoton wicht fallend, 0 < f' (z)
< %; wird endlich €, .,(f;a, b) wie tm Hilfssatz 6 definiert, so ist

[Cuy, o (f5 @, ) | >

“'ll".ul 2}_{"*

1
-t __+n_2__—smnﬂ py (1 — pg) — 566.

Beweis. Ersetzt man im Hilfssatz 7 die Bedingungen ,0 << f < 1%
und ,,u, = 0, wenn § > 0“ durch ,,0 < << 1* und ,,u, = 0, wenn g < 1,
so entsteht ein neuer Hilfssatz — wir nennen ihn Hilfssatz 7 —, und es
geniigt, den Hilfssatz 7’ zu beweisen, was wir jetzt machen wollen (denn
offenbar sind die beiden Hilfssitze 7 und 7' untereinander iquivalent).

Es sei
3l) po=sfira+tpu —3+<0, o= —sfiratu—1+=0.
Weiter sei
1 1 . . 1 1 . 1
T=g5— Pt u e’”ﬁ=?—;sm nﬁ—‘uz——;z—icosnﬁ
(man beachte p, cos wf = — p,, u, sin 7 = 0; denn entweder ist f = 1

oder y, = 0). Fir 8 =1 ist

1
— —cosmpPp =+ 0
fiir B <1 ist wt b
1 1 1 1
g S sSinzf — u, = ——~_smazﬂ>0
stets ist also 7 3= 0. Weiter ist

5 1 1 . 2 . 1 . .
I-;l-:z_'u,-|-,u§—;mnﬂﬁ—{—;ﬁsmnﬂ—]—;(cosz”134‘511127513)
1 1 1 .
=z+§—#2(1—/‘2)_ J;—smnﬁ;

wird also
Vl 1sm:rzﬂ 1 — u,)
(32) _ 1 Hg Mg
(e

gesetzt, so ist
(33) le| =1, |e| =1
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Im folgenden bezeichnen wir mit A Zahlen, deren absoluter Betrag
kleiner als é ist. Man wihle nun zwei Irrationale Zahlen @, 4 mit

34) 0<O < ¥ <}
1 1 1
(35) 751 amio T2 — 4
e2miY 1
(36) gmiv—1 g =
5 enibz 1 fiir 1
(37) 2m’@*—m_/1 lzl=1
1 1
(38) 2ni72_ﬂ_i =4,
(39) 76z — 1 =4 fir |[z] < 1,
(40) e2mi?z —emiz — 4 fiir [z] < 1.

Das geht, da die linke Seite von (35), (37), (39) fiir @ — 0, die von (36),
(38), (40) fir 9 — 4 gegen Null strebt und zwar gleichmiBig fir | 2| < 1.
Man wihle dann zwei ganze Zahlen ¢,d mit

(41) c< —Ld=1, @7 =gt A, @7 =g+ A;
das geht wegen (33), da O, 9 irrational sind. Man setze nun
(42) ea=c—1+a b=d+p,

so daB also

(43) a=q b= c—1<a<ec d<<b=Zd+1;
endlich sei

(44) F(z) =0z fir 2z <0, F() = dz fir z > 0.

Dann ist nach (42), (43), (44)
—1
(fm. ‘u,,(.F; a, b) = /‘1 627Zi9a+ Z e?ﬂi@n+ 1

n=«¢

+ Z‘ eemon_[_‘u e27E9b _ J'eﬂme:cdx__jeemazdx

n=1
1 — e27ibc¢ e?n;&d_]_
2716 a 2729 .
= K€ : +e27uév +1+e : 2y __ ]
L e27i6 272i3b __
+‘ue$7zi&b_1 e.ma_e ‘ i 1
2 2x10 2mid
— (1—627”"”)( '1 _ 1' )
e27i8 1 270
sa 627”3 1 e27u‘6c ) .
62711’ _1<. . — . ) . ezni@a—c_l
+ )e“”“’—l 2719 +27m@( )
2773 d
_¢ F(@7100=D 1)y ernise @rioa—0
T 2mid

+ 1+‘u262n13de‘>113(b——d)‘
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Nach (33) und (35) bis (43) ist also
1
G, uy(F30,0) = (1 — o +A) (——+/1)

Ho—1+4) (5 — 5+24) + e+ 4) (— 1+ o+ 1)

— (0 +4) (53 A) 7 —14+4) + py (o +4) (1 + 4)

+ 1t iy (0 + 4) (€758 -+ A)
1,1 1 11

1 1
=-—gigeTgo g 50t etag— o

1 .
o ob et 1+ moenif324
1 1 1 1 . R
=ofatm—g) Ttz —mettme?) £ 324
Nach (31), (32) ist also
( Gy, uy(F; a,b)

(45)i=1( at g [ L s — (1 — ) + 324,

Man betrachte nun die fiir alle reellen z definierte Funktion

@) = (a+ 0y 2221 0

es ist
¢’ (z) = (z+6)?%9+@;
also ist ¢’ (x) nach (34) stets wachsend, und es ist
p(—0)=—08=F(-9), ¢'(-08)=06=F(-9),
p) = do=F(). ') =9 =F(@);
endlich ist ¢’ (z) > 0 in (— 8, 6), also ¢ (z) monoton wachsend in (— §, 8);
daher ist
lp@) | <96 < 30, |Fx)| <96 <30 in (— 0, d).
Wird also bei reellen z
[(@) = F(2) tiur |2] >0, f(2) = ¢(2) fir 2| <6
gesetzt, so ist in (— oo, + ) f(z) reell, f (z) vorhanden und monoton
nicht fallend, 0 << @ < f (z) << & << %; weiter ist
f(z) — F(z) =0 fir || =0, |f(x) — F(z)| << 8 fir |z]| <<4.
Beachtet man noch, daB fiir reelle y, z gilt

|y — éz| = ’2smL;—§ <|y—z|,

so folgt (wegen 0 << < 1) s

Cuypyup (F38,8) — €y, iy (F30,b) = 27170 gami FO J'(eQﬂif(:n_ezﬂiF(z))dz

=974+ 2-274 = 24A.
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Nach (45) ist also
Cuy, u, (5 @, B)

=%G°‘+l‘1 ;—i— -|- /l+nl2—%sinn[)‘—,uz(l—,uﬂ)>+56/l,

womit der Hilf.ssa.tz 7 bew1esen ist.

Hilfssatz 8. Es sei b ganz, a <<b—1% und entweder a =0 oder
a=3}. Es werde f(2) = 0 fir s <b~1, f(a) = “0F fira>p—1
gesetzt; €, 4, (f; a, b) werde wie vm Hilfssatz 6 definiert.

Dann ist fiir a=0

2
|€oiy, 1, (F3 0, 0) | = 2
und fir a =%
2
[ €, 1, (50, 0) | = —.

Beweis. Fiir a =0 ist
b—1 b
€y 1y (fia,b) =b— % —a+ %e’”’— j dx — jeﬂ’(z—b'ﬂ)da;
a b—1
1 1 Fi—1 2

Zb—-?_a_?_(b—l_a)— B i

fir @ =} ist (wegen a << b — 1)

b—1 b
Conp (50, ) =b— (a3 )+ 5 i — j do — jem-bwdx:%.
a b—1
Hilfssatz 9. Es set a << b; n {(a, b) set f(x) reell, f'(x) vorhanden®)
und monoton nicht fallend, 0 < f'(2) < }.
1. Dann qibt es eine reelle Zahl y und eine Funltion g(x) mat
g (z) monoton nicht fallend,
I=9@ =4

Xz 7:7& (a) b>¢
= [gpdy+»

2. g(z) laft sich sogar stetig 'f'n (a, b) wdhlen.
Vorbemerkung. Die Umkehrung von 1. ist falsch, wie das Beispiel y = 0,
g(@) =01ira <o <®E2 g@) =1 fir °7% < o < b let.
Beweis. f'(z) ist in (a, ) monoton urd nimmt jeden Zwischen-
wert an; also ist f'(z) stetig in (a, b); es ist also

[f@)dy=1f@=) —f@ in @, b.

Es geniigt daher, g(z) = f (z), ¥ = {(a) zu setzen.
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Beweis des Satzesb. Hilfssatz 9, Hilfssatz 6, Hilfssatz 7, Hilfssatz 8
mit ¢ =0, b = 1.

Beweis des Satzes 6. Hilfssatz 6, Hilfssatz 9, Hilfssatz 7, Hilfs-
satz 8.

§ 3.
Beweis der Sitze 7, 8, 9.

Beweis des Satzes 7°%). Nach der Voraussetzung gibt es fiir jedes
ganze n >0 eine reelle Zahl y, und eine Funktion g, (z) mit

Jn (z) monoton nicht fallend,
=@ =4

’ z m {a, b).
fo(@) = [gn(y) dy + 7a

Es sei nun j* () (bzw. f~(x)) die obere rechte (bzw. linke) Derivierte
von f(z). Dann zeigen wir zunichst: Fir o <z, << z, < b ist

) == =fE)I=fE@ElfEG=r0=4
Es sei n@mlich

a<la+hy<z —k <z <+ by <y — ky<wy<xy + hy<b—k,<b;
dann ist fiir jedes ganze % > 0

fﬂ(‘l‘i—ho)”“‘fﬂ(a) = fn(-"h)_fn(x]—kl) < fo @+ k) — 7, (z1)

0=

) ( by = ) = by
fn zz)—fn(zz—]ﬂ;‘s) fn(za‘f‘hz)—f,,(zz) f,,(b)—‘fn (b—ky) 1
= , = 7 = s =3
{denn es ist
folat+ho)—f, (@)
0<gule) S 7 —"— = ga(@+h) < gu (51— F)

< f,, (zy) — f,, (2, — k)
= %,

S talm) .00

Durch # — o sieht man, daB (47) auch dann richtig bleibt, wenn der
Index n iiberall gestrichen wird; wenn man dann &, k,, k. %,, k.. &,
gegen Null streben 1af8t, folgt (46).
Wir setzen nun (man beachte (46))
g(a) = f*(a), g(b).= f~(b), g() = f*(x) = Max(f* (), {~(2)) in (a, B).
Dann ist in <a, b)
(48) 0 < g() <3, g(z) monoton nicht fallend.

6) Mit Benutzung des Lebesgueschen Integrals wire der Beweis etwas kiirzer.
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Es sei nun o < « << < b; wir setzen

P =i@—{@-"0=1 %00 in @p;
also
F+($) l‘+($) f(ﬂ)_f(a) fiir « é $<ﬂ’
F-(@) = - (2) — “’3’ f‘“’ fir o <2 < p.
Dann ist F (z) in (e, b) stetig, und wegen F(a) =F()=0wird Min F(z)
e=z=f

fir ein £ mit « << £ < B und auch fiir ein 5 mit « << % < B erreicht.
Alsdann ist fir £ < 2 << B bzw. fir a <z < 9
F()—F(¢) =0 bzw. F(z)— F(n) =0,
also nach (46} .
0 < F+ (&) = (&) — f(ﬁ)_f(u) <g6)— f(ﬁ)—/‘(a)

B—x
0= F-(n) = () — @’@=gm )
also
(49) B—a)g(@) =< fB)—fle) = (B— ) g(B)
Wir zeigen nun: Es ist
(50) f@ =[gdy+t@ in (@, b

wegen (48) sind wir dann fertig. Fiir z = a ist dies klar; es sei also
a <z < b Bei jeder Einteilung

a=a,<a,<...<a_,<&=z, a—n_;=¢ (1 1<)
ist nach (49)

y'g(az e = f(z) —fla) = E(f(a,)—f(az ) = Zg(az)eu

be1 Max e, — 0 ist aber

=12 ...,
x

lim £g()e = lim 3g@)a=|g)dy,

=1 =1 a
womit (50) bewiesen ist.
Beweis des Satzes 8. Es-gibt eine Folge von Funktionen f, (z)
(rn=1,2,...) aus M (a,db) mit
(51) hm | (sllb Uus (f‘n; a, b) I = s/‘h iy (a: b)-

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei f,(a2) = O (sonst betrachte man
fa(2) — fa(@)). Bs ist

(2 0= fu(@) i) =@ —2) fire < o <2, <D

also

(53) 0<f(@<i0-afire=<zs=b
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Aus (52), (53) folgt bekanntlich, daf die Folge f, (z), f,(2), ... eine in
(a,b) gleichmiBig konvergente Teilfolge enthdlt”); ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit sei bereits die Folge f,(z) (n = 1,2, ...) in {(a,b) gleich-
mafBig konvergent; es sei

lim f,(z) = () iu (a, b).

Nach Satz 7 gehort f(z) zu M (@, b); nach (51) ist aber (infolge der gleich-
mifigen Konvergenz) °
| €y, i, (F50,0) | = 84y, u, (@, B).
Beweis des Satzes 9. Soll
(55) Suy, uy (@, 0) = Sy, u, (0 B)
gelten, so muBl nach Hilfssatz 6 und Satz 8 entweder
a=b=0, u, =y, =%

oder
=3 b=0 =L b ez
sein. In diesen beiden Fillen gilt aber (55) nach Hilfssatz 8.

Prag und Berlin, den 7. November 1934.

7) Beweis: Es Iseien £, &, ... die rationalen Zahlen von (a¢.b). Es gibt
(wegen (53)) eine Teilfolge 71 (%), 19> (£)> frs (2)s -+ die fiir z = & konvergiert;
diese Teilfolge enthdlt wieder eine fir z = ¢, konvergente Teilfolge f,, (%),
fae (%), ... usw. Die ,,Diagonalfolge” fy, (), 55 (%), f33 (%), ... konvergiert in allen
Punkten &p(m =1,2,83,...). Es sei ¢ > 0; wir wahlen zuerst ein k so, daB es
zu jedem z aus (a,b) ein 1 mit

(54) ]z—51|<§,1_5_}.§k
gibt; dann wahlen wir ein N so, daf§ fir n >N, m > N, 1< 2 < k gilt
| fan (&) — Fmm (&) | < -

Esseinun a ==z =05, »n > N, m > N. Wir wahlen ein 7 mit (54); dann
ist nach (52)

Hon (2) — o @ = 110 (@) — £ G170 27D — Lo G T i (52— F o (9D
£ & £
< Z-l" ) +Z = &

also ist die Diagonalfolge gleichmiBig konvergent in (a, b).

(Eingegangen am 8. November 1934.)
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