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Untersuchungen über einen van der Corpntschen Satz. 
Von 

V. Jarnik in Prag und E. Landau in Berlin. 

§1-

Einleitung. 
Man verdankt Herrn van der Corput1) folgenden 
Satz . Es gibt eine Weltkonstante P > 0 mit folgender Eigenschaft: 
Ist a <Z b und ist 

f (x) reell, \ 
/'(x) vorhanden2) und monoton nicht fallend, ? in <a,b>3), 

o ^ r (x) ^ i > 
so ist 

b 
) 2J eäÄ</<»> — jV^/w dx\ <; P. 
a = " = ö a 

Wir werden unter anderem den kleinsten zulässigen Wert von P 
bestimmen und noch genauer (genauer wegen <C statt folgenden Satz 
beweisen: 

Satz 1. Es sei a < 6; es sei 
f (x) reell, \ 

f (x) vorhanden2) und monoton nicht fallend, | in <a,b>; 
0 ^ f'(x) ^ £ ' 

dann ist 
b 

! 
£ es«</<«)_ ("ea»</(«)da; 

a 

und die rechte Seite dieser Ungleichung darf durch keine kleinere Welt-
konstante ersetzt werden. 

Ändert man die Voraussetzungen, so bekommt man andere Sätze, 
von welchen wir folgende explizite anführen: 

J. G. van der Corput, Zahlentheoretische Abschätzungen, Math. Annalen 
$4 (1921), S. 5 3 - 7 9 ; insbes. S. 58, Satz 1. 

2) Für x ~ a wird die rechtsseitige, für x = b die linksseitige Ableitung 
gemeint. 

3) {a, b) bzw. (a, b) bedeutet die Menge aller x mit a ^ x b bzw. 
a < x b. 
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Satz 2. a, b, f(x) wie im Satz 1; dazu werde noch vorausgesetzt, daß 
a, b ganz sind. Dann ist 

b ^ 

2J e»»*/(«> - f dx | < 1 + 1 + t / 1 + 1 
— a 

und die rechte Seite dieser Ungleichung darf durch kerne kleinere Wdt-
konstante ersetzt werden. 

Satz 3. a, b, f(x) wie im Satz 1; dazu werde noch vorausgesetzt, daß 
a, b ganz sind. Dann ist 

| b 

I l_ e27tif(a) S 1
 e%izif(n) _4_ J_ e%nifQ>) I e1 aif(x) fl, % j < JL 

i 2 ^ J ' 2 | ! — 7i' 
I a<n<b •> I 

a 

und hier darf das Gleichheitszeichen nicht gestrichen werden (um so weniger 
2 darf also — durch eine kleinere Weltkonstante ersetzt werden). 

Sa tz 4. a, b, f(x) wie im Satz 1; dazu werde noch vorausgesetzt, daß 
a — h b — i ganz sind. Dann ist 

b 
\ JJ e i n i f { n ) _ f & * i f t o < l x \ < 
' a^n^b £ 

und die rechte Seite dieser Ungleichung darf durch keine kleinere Wdt-
konstante ersetzt werden. 

Man bekommt also in diesen drei Fällen (ganze a, b; ganze a, b und 
die beiden Endglieder mit dem Gewicht ganze a — b — drei ver-
schiedene Weltkonstanten; merkwürdig ist das Auftreten des Gleichheits-
zeichens im Satz 3. 

Wir werden aber die Sätze 1 bis 4 nicht gesondert betrachten, 
sondern wir werden folgenden allgemeinen Satz beweisen, der alle diese 
vier Sätze umfaßt: 

Satz 5. Es seien vier Zahlen 
a> ß> f*l> P2 

gegeben mü 0 ^ a < 1, 0 ^ ß < l; 

0 ^ ^ ^ 1, 0 /z2 < : 1; 
Hx = 0, wenn a > 0; ^ = 0, wenn ß > O.j 

B e h a u p t u n g 1. Ist 
a <i b, a = a, b == ß% 

f(x) redl, \ 
f (x) vorhanden2) und monoton nicht fallend, i in (a, b), 

I 

*) Alle Kongruenzen sind modulo Tftns zu verstehen. 
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so ist 
b 

^ t f a i f i o) _J_ JT emif{n) p ^ n i f m _ j"&**t<&dx\ < 
n K J I 

<A) a < n < ö 

j a + / « I - Y + \ + + h ~ - f h ( x - M 

und die reckte Seite von (A) darf durch keine kleinere, nur von a, ß, /u1, fi% 

abhängige Zahl ersetzt werden. 
B e h a u p t u n g 2. Ist 

a = ß = 0, = ^ = £ 
(in diesem Falle ist die rechte Seite von (A) gleich — j, so darf das 
Gleichheitszeichen in (A) nicht gestrichen werden. 

B e h a u p t u n g 3. In allen übrigen Fällen gilt in (A) das Zeichen <C 
Es ist vielleicht nicht uninteressant, die Werte von 

T ^ , ^ (a, ß) = a + - y , -f ^ + j/^ + ^ ~ sil1 ^ ~ M 1 - ^2) 

etwas näher zu betrachten (wobei freilich nur die im Satz 5 zugelassenen 
Werte von a, ß, /J,2 betrachtet werden). 

Erstens für a = ß = 0 (das entspricht ganzen a, b): 
Stets ist 

T , t l ) l t 2 ( 0 3 0 ) ^ i + 1 + 

und das Gleichheitszeichen gilt genau in folgenden vier Fällen: 
(«1 = 0 oder 1, LI2 = 0 oder 1. 

Stets ist 

und das Gleichheitszeichen gilt genau für 
fly = g " = 

Zweitens für beliebige a, /?: 
Stets ist 

und das Gleichheitszeichen gilt genau in folgenden vier Fällen: 
a = ß = 0, fa = 0 oder 1, fi 9 = 0 oder 1. 

Stets ist 

und das Gleichheitszeichen gilt genau in den beiden folgenden Fällen: 
a = ß = h (also fit = ^ = 0) 

oder 
a = 0, fix = ß = l (also = 0). 
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Nach dieser Diskussion ist klar, daß die Sätze 1 bis 4 aus Satz 5 
folgen. 

Wir werden aber außer der im Satz 5 betrachteten Funktionenklasse 
noch eine allgemeinere Funktionenklasse betrachten; wir werden nämlich 
noch folgenden Satz beweisen5): 

S a t z 6. a, ß, (xv ^ wie im Satz 5. 
B e h a u p t u n g 1. Ist 

a <i b, a = et, b = ß, 
y reell, 

0 < g(x) ^ i , 
g (x) monoton nicht fallend, 

/(«) = f f i ' ( y ) d y + v 

in (a, b), 

so gilt (A), und die rechte Seite von (A) darf durch keine kleinere, nur 
von a, ß, jUj, abhängige Zahl ersetzt werden. 

B e h a u p t u n g 2. Ist 
a = ß = 0, ^ = =. 2 

(in diesem Falle ist die rechte Seite von (A) gleich — s o darf das 
Gleichheitszeichen in (A) nicht gestrichen werden. 

B e h a u p t u n g 3. Ist 
et = (also = 0), ß = 0, ju.2 = b 

j'in diesem Falle ist die rechte Seite von (A) gleich — s o darf das 
Gleichheitszeichen in (A) nicht gestrichen werden. 

B e h a u p t u n g 4. In allen übrigen Fällen gilt in (A) das Zeichen <\ 
Im Unterschied zum Satz 5 tritt hier noch ein zweiter Fall mit dem 

Gleichheitszeichen auf (Behauptung 3). Es ist wohl unnötig, die den 
Sätzen 1 bis 4 entsprechenden Spezialfälle des Satzes 6 aufzuzählen. 

Y/arum betrachten wir neben dem Satz 5 noch den Satz 6? Weil 
wir glauben, daß die im Satz 6 behandelte Funktionenklasse natürlicher . 
ist als die im Satz 5 betrachtete. Warum wir dies glauben, wird der 
Leser aus den folgenden Sätzen, insbesondere aus dem Satz 8, erkennen. 

Def in i t ion 1. Für a <C b sei b) die Menge aller in (a, b> 
definierten Funktionen f (x), welche sich daselbst in der Gestalt 

/(») = \g{y)dy -ry 

5) Daß die im Satz 6 betrachtete Funktionenklasse tatsächlich allgemeiner 
ist als die im Satz 5 betrachtete, kann der Leser — dem es nicht unmittelbar 
klar ist — aus der Vorbemerkung zum Hilfssatz 9 erkennen. 
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darstellen lassen mit 
y reell, 

0 ^ g(x) ^ i | 
g(x) monoton nicht fallend \ 

D e f i n i t i o n 2. Es sei 
a <b; 0 <: <; 1, 0 ^ <: 1; 

— 0, wenn a ^ 0; ^ = 0, wenn b ^ 0. 

Dann bezeichnen wir mit 
sUlt u, (a, b) 

die obere Grenze von 
b 

7iif(a) + £ eS»</(n) pi€A*ifQ>) — [ & n i f ^ d x \ 
a <11 <b 3 

für alle f (x) aus 9Jt(a, b). 

Def in i t ion 3. Es sei 
0 ^ a < 1, 0 ß <C 1; 0 ^ ^ ^ ], 0 ^ //2 ^ 1; 

— 0, wenn a > 0; = 0, wenn ß >• 0. 

Dann bezeichnen wir mit 
Suu2 (CC, ß) 

die obere Grenze von 
Sßu (a> b) 

für alle a, b mit 
a <C b, a = a, b = ß. > 

Offenbar ist (nach Satz 6) 

Es gelten nun folgende Sätze: 

S a t z 7. l?s sei a <C es sei (2;), f2(x), ... eme Folge von Funk-
tionen aus (a, b), und es sei 

Hm fn (x) = / (x) in <a, b). 
n = 00 

gehört auch f (x) zu 9JI (a, b). 

S a t z 8. a,b, fix, //2 wie «Vi der Definition 2. Dann gibt es eine 
Funktion f (x) aus 901 (a, 6) mit 

b 
+ £ e2xif(n) p^niTQ» - f&*it<*>dx\ = S^ „2 (a, b). 

a<n<b a 

S a t z 9. a,b,fiiyfi2 wie in der Definition 2. Man setze 

ct. — a — [a], ß = b - [&]. 
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Ist 
entweder « = ß = 0, fJLx = fi% = y 

1 1 3 oder a = y , £ = 0, ^ = 0, = —, b — a — , 

8pu u2 (a, b) = ÄUlJ u2 (a, 0). 
Sonst ist stets 

sni, /»a (®» < (a> ß)-

§2-

Beweis der Sätze 5, 6. 
Hil fssa tz 1. -Es sei a <b, 

G (x) in (a, b) reell und eigentlich integrabd im Riemannschen Sinne, 
c reeW, 

X 

F(x) =\G{y)dy + c in (a, b). 
a 

Dann ist 
b 

JG (x) cosF (x) dx = sinF (b) — sinF (a), 
a 

also 
b j G (x) cos (F fc) + ^)dx = sin [F (b) + f ) - sin [F (a) + f ) , 

a 
b 

| G (x) sin -F (z) d x = - cos J (ö) 4- cos .F (a). 
a 

Beweis: <5 ;> 0 sei gegeben. Man wähle a> und a0, a13 a2, . . a v mit 
ex = ax — ai-1 >> 0 für 1 < 1 < y, 
a0 = a, av = b 

so, daß erstens, wenn sx die Schwankuug von G(x) auf (ai—1, ist, 
V 

2J exsk < <5; 

zweitens bei jeder Wahl der £x auf <<ZA-I> «a> 
e Z exG(^)cosF(ix)- \ G (x) cosF(x)dx < ö. 

* = i a 
Wegen der Differentiierbarkeit von sin a und der Stetigkeit von F (x) 

gibt es auf <«i_i, a^) ein ix noit 
sin^Ffo) - sin-Ffaz-x) = (F(ax) - F (ai^J) cos F (£x). 

750 

1. 

so ist 

2. 
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Nun ist 

\F{a))-F(al_1)-e}G{^)\ = \ J (G (x) - G &))dx j ^ ^ 

also 
| sini? (ax) - s in^ (aX-i) - exG (&) cos F (&) j ^ e* 

daher ist 

| sin^ (b) — smF (a) — f eiG{h)cosF (h) | ^ Zezs2<ö, 
1=1 

b 

| sinF(b) — sinif (a) - f G (x) cosF (x) dx! < 2 ö. 
a 

Die linke Seite ist also 0. 
H i l f s s a t z 2. a, b, G(x), c, F (x) wie im Hilfssatz 1. In (a, b) sei 

q (x) reeU und monoton nicht fallend. Es verschwinde 1 + sinF (x) höchstens 
in endlich vielen Punkten von (a, b), die, wachsend geordnet, mit 

ax, a2, ..., av_x (v ;> 1) 
bezeichnet werden mögen; man setze noch 

a0 = a, ay = b. 
1. Dann gilt 

(1) H q ^ G ^ cosFW dx <^q(b- 0) (1 + sinF (&)) 

I - ? ( a + 0 ) ( l - f s i n * » ) . 
2. Gilt in (1) das Gleichheitszeichen, so ist q(x) konstant in jedem 

Intervall ax) (1 < A < v). 
Beweis. Der zweite Mittelwertsatz und der Hilfssatz 1 ergeben für 

a <C on. ß b — mit einem geeigneten £ aus <a, ß) — 

S 
J l(x) @(x) cosF(x)dx 
A. 

c ß 
= q (oc + 0) J G (x) cosF {x) dx + q (ß - 0) j G (x) cos F (x) dx a £ 
= q (a + 0) ((1 + sinF (£)) - (1 + sin F («))) (2) 

+ q(ß- 0) ((1 + sin F (ß)) - (1 + sin F (£))) 
= q(ß - 0 ) ( 1 + sin F(ß)) - g ( a + 0)(l + sinF(*)) 

~ (q(ß - 0) - q (« + 0))(1 + sin *(*)). 
1. Aus (2) mit a = a, ß = b folgt bereits (1). 
2. Ist q(x) in einem der Intervalle ax) nicht konstant, so 

wähle man zwei Stetigkeitspunkte y, ö von q (x) mit 
fl^Cy <ö <ax, q(y)<q(ö). 
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Dann ergibt (2) (auf die Intervalle (a, y), (y, 6), <d, b) angewandt) 
Y 

j q (x) G (x) cos F (x)dx q (y) (1 + sin F (y)) - q (a + 0) (l + sin F (a))3 
a 
6 

| q (x) G [x) cos F(x)dx < q (ö) (1 - sin F (ö)) - q {y) (1 -f sin F (y)), 

h 
j q (x) G (x) cos F (x) d x <1 q (b - 0) (l + sin F (b)) - q (<5) (l -p sin F (<5)). 
s 

Die Addition dieser Ungleichungen ergibt (1) mit dem Zeichen < \ 

H i l f s sa t z 3. Es sei 
a < b, y reell, 

0 ^ g(x) ^ i, 
g (x) monoton nicht fallend, 

? 
/(*) = \ 9 ( y ) d y + y 

a f 

in <a, b>. 

Für ganzes n^> 0 sei 
b 

Jn = ± 2 n J g (x) cos 2 n (n x ^ / (x))<dx, 
a 

wo sich die oberen bzw. unteren Zeichen entsprechen. 
1. Dann ist 

7± 1 + sin2jr(± —/(6)) 
J » = 2 ^ 1 • 

2. Gilt in (3) mit dem oberen Zeichen für die beiden Werte n = 1 
und n = 2 das Gleichheitszeichen, so gilt folgendes: 

I. g (x) ist stückweise konstant in <a,b>, d.h.: es gibt endlich viele 
Zahlen aü, a1} ..., a„_l5 av mit a = a0 < < a2 < . . , < a„ = so 
daß g(x) in jedem Intervall (ax—i, «/) (1 < A < v) konstant ist. Dabei 
sind die Zahlen a^ mit 1 < / <T r — 1 ganz. 

II. Es ist entweder a = 0 oder g(a + 0) = 0. 
III. Es ist 

f(a) = lt 2/(6) = 6 + 
Beweis. Man setze in <a, b> 

= ± — 2 7t g (x). 
F(x) = ± 2nnx — 27tf(x), 

c— ± 2nna — 2 7ty; 
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dann ist 
X X 

J G (y) dy + c = ±2jznxzF27ina — %7z^g(y)dy na — %7ty 
a a 

= ± 2nnx — 2nf(x) = F(x). 
1 4- sin F (x) verschwindet in (a, &> höchstens endlich oft, da aus 
a <; oc < ß folgt 

±(F{ß)-F(*)) = \(±G{y))dy ^ \(27in - n)dx> 0, 
a a 

so daß ±F (x) in <a, b) monoton wächst. Nach Hilfssatz 2, 1 folgt 
b 

Jn =^q{x)G(x) cos F (x)dx 
a 

<4) k ^ c + ^ ^ i i » ' - / « ) ) 

Weiter ist 

< 5 > ( 1 + rin2Ä(±na-'^ 
g(b-0) 

(6) 

^ ( 1 + s in 2 (± w6 ~ / (ö))) • 
1. Aus (4), (5), (6) folgt bereits (3). 
2. Es gelte in (3) mit dem oberen Zeichen das Gleichheitszeichen für 

n = 1 und n — 2; dann muß dasselbe auch in (4), (5), (6) der Fall sein. 
Wir sprechen daher im folgenden von den Gleichungen (4), (5), (6) und 
meinen darunter die Beziehungen (4), (5), (6) mit dem oberen Zeichen 
für die Werte n — l und n = 2, und zwar mit dem Gleichheitszeichen. 
Aus den Gleichungen (4) folgt nach Hilfssatz 2, 2, daß q (x) — also 
auch g (&) — in (a, b) stückweise konstant ist, wobei jede Sprungstelle £ 
von q (x) (d. h. von g (x)), die in (a, b) liegt, der Beziehung 

1 + sin2 n ( n £ - f ( £ ) ) = 0 
genügen muß. Die beiden Fälle n = 1 und n — 2 ergeben 

1 • £ - / ( £ ) = - i , 2 . £ _ / ( £ ) = _ * , 
also 
(7) / ( f ) = i . 
Damit ist erstens I bewiesen; zweitens haben wir gezeigt, daß jede 
etwaige in (a, b) liegende Sprungstelle £ von g (x) die Kongruenzen (7) 
erfüllt. 

Mathematische Zeitschrift. 39. 49 
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Aus den Gleichungen (5) folgt: Ist g (a + 0) =f= 0, so ist 
1 -j- sin 2 7t {n & — f (a)) = 0 

für n = 1, 2, also 
(8) a = 0, f(a) = i 
(damit ist insbesondere II bewiesen). 

Aus den Gleichungen (6) folgt: Ist g (b — 0) so ist 
1 -4- sin2 TT - f(b)) = 0 

für n = 1, 2, also 
(9) b^O, f(b) = i. 

Es sei nun g (a + 0) = 0. Dann ist entweder g (b — 0) = 0 \ ; 
alsdann gilt (9), und es ist g(x) = 0 in (a, b), also / (x) konstant in (a, b), 
also nach (9) 
(10) f(a) = b 
Oder es ist g (b — 0) >» 0; alsdann hat g (x) mindestens eine Sprungstelle in 
(a, 6); es sei £ die kleinste. Dann gilt (7), und es ist g(x) = g{a-\-Q) 
= 0 in (a, £), also f (x) konstant in (a, £>; wegen (7) gilt also wieder (10). 

Ist aber g (a + 0) 0, so gilt (8). 
Also gilt (10) immer. 
Es sei weiter g (b — 0) = Dann ist entweder g(a + 0) = | =j= 0; 

alsdann gilt (8), und es ist g (x) = £ in (a, b), also 
f(b)-f(a) = i(b-a), 

also nach (8) 
(11) 2 /(&) = & + $. 
Oder es ist g (a -f 0) < also hat g (x) in (a, b) mindestens eine Sprung-
stelle; es sei £ die größte. Dann gilt (7) und es ist g(x) = g(b — 0) = | 
in (£, b), also 

f(b)-f(£) 
wegen (7) gilt also wieder (11). 

Ist aber <7(6 — 0) 4= so gilt (9), also 
2/(6) == l- = 6 + l 

Also gilt (11) immer. 
Damit ist aber auch II I bewiesen. 
H i l f s s a t z 4. Für alle reellen x ist 

oo 

(12) Isin7ra;| = — — — V cos2 n n x - {n
 1 . — — ^ — , 

(13) 

n = 1 

3 — [®] — 4- + COS 71 (X ~ M) 

= — V sin 2 n n x - ( n
 1 _ — — + 5 — V t ) » 71 ZJ 1 n 1 2n-\-\r n = 1 

oo 

<u> 2 V ( r r = i + 5 5 t t ) = 2 -
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Beweis. Die linke Seite von (12) hat die Periode 1, ist gerade, 
überall stetig und von beschränkter Variation auf <0, 1>. Daher ist für 
alle reellen x 

| sin 7i x) = £ A0 -f- 21 An cos 2 n n x 

mit 

An = 2 js in Tz a; cos 2 Tinxdx 
o 

i 
= j(sin 7t (1 — 2 n) x + sin n (1 4- 2 n) x) d x 

0 1 j — cos 7i (1 — 2n) x — cos n (1 -\~2n)x 11 
— ~rz l 1 — 2 n ~ ' Jn 

= - 1 ( - 1 l—) 7i \2n— 1 2»-f- 1/ 
für n 0; damit ist (12) bewiesen. 

Die linke Seite von (13) hat die Periode 1, ist ungerade, überall 
stetig und von beschränkter Variation auf <0, 1>. Daher ist für alle 
reellen x 

oo 
x — M — i + iC9S71 (x — !>]) = 2 Bnsm2 7 T N X n — i 

mit 
i 

B N — 2 j" (a; — | + I cos TI X ) sin 2 N nx dx 
0 

1 1 
= J (2 x — 1) sin 2 TI nxdx + t [ (sin N (2 N — 1) x -j- sin TI (2N + 1) x) dx 

o ö 
i ... cos 2 Tin zi i 1 / 1 1 \ 

~ l {'X ~ L> 2 TIN 

= =1 -i- 1 f — 1 — + 1 ) = 1 _ 1 + i , 
2nn ' TI \2n — 1 + N \2n — 1 n ~ 2n + LF 

für n ^ 1; damit ist (13) bewiesen. 
oo oo 

y i ( — M y 
JLJ n \2n — 1 1 2b + 1; Z j (2ti — 1) ( 2 » + l ) 

» = i 

" 2 2 ( 2 ^ 1 - 2V+1) ~ 2 ; 

ra = 1 
damit ist (14) bewiesen. 

H i l f s s a t z 5. Es sei bei reellem x 
ö ( x ) = ti für ganzes x, 

{ } l0 sonst, 

* <*) = - £ 2 = * - [ » ] - $ + «(*). 

49* 
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Es sei 
a<b, 

G (x) in (a, b) reell und im Riemannschen Sinne eigentlich integrabel, c reell, 
X 

F(x) =\G{y)dy + c in (a,b). 
a 

Dann ist 
b 

Z F(n) + d (a) F(a) + d(b)F (b) + y> (b) F (b) - y> (a) F{a) - jF(x)dx 
a<n<Lb 

OO 0 

= — ^ J sin 2Tinx • G(x)dx. 

Beweis. Die Konvergenz der letzten Reihe folgt daraus, daß 
co 

sin 2 n n x z n 
n = 1 

gleichmäßig beschränkte Partialsummen hat, also 

J f s i n 2 * n x G { x ) 

V = 1 

gliedweise integriert werden kann. 
Da beide Seiten der Behauptung additiv sind, gebe es ohne Be-

schränkung der Allgemeinheit ein ganzes h mit 

h a <b <h + 1 oder A < a < 6 ^ Ä + I . 
Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei h = 0 (sonst betrachte man 
G(x+h) = G1(x)). 

Dann ist die rechte Seite der Behauptung gleich 
b ' b 

f ip(x) G(x) dx = 
a a 

b 

= {(x-i)F(x)}b
a-\F(x)dx 

M 
b 

= (b- %)F(b) - ( a - \)F{a) - ( x ) d x 
a 

= Z F (n) + d {a)F (a) + d(b)F (b) +-xp{b)F (6) a <«< 6 
b 

- xp (a) F (a) - jF(x)dx. 
a 

H i l f s s a t z 6. Es seien vier Zahlen, gegeben: 
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mit 
0 ^ a < 1, 0 -<L ß <_ 1; 0 < : ^ ^ 1, 0 ^ <1 1; 

/«j = 0, wenn a > 0; = 0, wenn ß >» 0. 
sei noch 

a <_b, a = a, b = ß, 
y reell, 

g{x) monoton nicht fallend, 
A ML <«, 6>; 

/(®) = + r 
a 

wwm sefee 
b 

CU^MO (/; o, 6) = A«^ ' 7 1 " 1 + £ + [i%e***r<to _ f e
i n i r ^ d x . 

a<n<b J
a 

1. Dann ist 

(15) 

+ V T + b ~ i S i n ^ ~ (1 - ^s)-

2. Gilt in (15) das Gleichheitszeichen, so ist entweder 

CC = ß = 0, = //2 = £ 

oder 
cf. — \ (also = 0), ß = 0, = g (x) unstetig in (a, b), b — a^> 

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei 

,U2 (/; o, 6) ^ 0 
(sonst betrachte man f(x) + A statt f (x) bei passendem reellem A). 
Dann ist 

t < W 2 ( / ;« , 6)1 = n v ^ U ; «> 
bt 

= FIX cos 2 TI f (A) -(- cos 2 TC f (N) -f- cos 2 TT / (6) — f cos 2 7tf(x)dx. 
a<n<b * 

Man setze 
| m̂  = ^ — für a = 0, mt = 0 sonst; 
(m2 = — \ für ß = 0, mi = 0 sonst. 

Nach Hilfssatz 1, letzte Zeile (mit 
F (x) = 2 7t f (x), G (x) = 2 n g (x), c = 2 rcy) 

ist in <a, b) 
X 

— J 2 TI g (y) sin 2 TI f (y) d y = cos 2 7tf(x) — cos 2 TIF(a); 
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also ist nach Hilfssatz 5 (mit 

F (x) = cos 2 n f (x), G (x) = — 2 7t g (x) sin 2 n f (x), c = cos 2 n f (a)): 

I /<, (/; «» h) I = ( m i + V («)) cos 2 ?t / (o) 

(17) 

r/ oo . 
+ (m2 — ^ (6)) cos 2 TT / (6) + 2 - M g(x) sin 2 nf(x) sin 2 n n xd x 

Ü 
1 °° 

= (mt + y» («)) cos 2 JT / (a) + (m2 - yt (b)) cos 2 n f (6) + ^ (J++J«). 

Hier ist (wegen a = a; vgl. (16)) 

(mj + y> (ö)) c°s 2 nf (a) = (a — £ + z^) cos 2 n f (a), 
also 
(18) (mj + y(a)) cos 2 / (a) ^ j a + ^ — £ |; 

gilt in (18) das Gleichheitszeichen, so ist 

(19) entweder a = oder a = 0, fzl = oder 2 f (a) = 0. 

Weiter ist nach Hilfssatz 3 
oo 

1 o 1 (m9 - y) (b)) cos 2 nf (b) + ^ 2J ~n + 

71= 1 
< j (m2 — y (b)) cos 2 / (6) 

1 y l /I -f sin 2 jr (nb—f(b)) 1 — sin2 n (n b + f(b))\ 
2^ Z j ~n \ 2n — 1 ' 2 n -+- 1 / 

(20) 

+ 71=1 
= ^ 

Gilt in (20) das Gleichheitszeichen, so ist nach Hilfssatz 3 erstens 
g (x) stückweise konstant in (a, b), wobei jede etwaige in (a, b) liegende 
Sprungstelle ganz ist; zweitens 
(21) entweder <x = 0 oder g (a + 0) = 0 ; 
drittens 
(22) /(«) = *, 2f(b)=ß + i. 

Nun ist 
oo 

® - h Ek ( + n r n ) + <«• - V m « » 2 - / W n = 1 
oo 

+ ~ cos 2 71 f (b) S1 f — — r r / 0
 1 , sin2 n nb 

2JI ' v ' \n(2n — 1) n{2n-^\)l 
n—i 

oo 

— sin2 71 f (b) y (-jzr—tt + ro
 1 • t,)cos2^OT6. 2n ,v ' \n(2n — 1) n(2n-±-\)l 

71= 1 



I 1_ 
n(2n — l) »(2n-f 1) ~~ "\2n — l ~ Yn 

1 1 
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Weiter ist 
_ o / 1 j 1 v 

\2n — 1 n ' 2n+ 1 /' 

= 2 (—— - V 
n(2n— 1) ' n(2n-j-l) \2n—l 2n-}-lJ' 

daher ist nach Hilfssatz 4 
D = + cos 2 3r / (6) (m2 - (6) + b - [6] - + y cos OT^) 

— sin 2 jr/ (6) — | sin & | j. 

Nun ist erstens 
j sin TI b\ = sin TI ß. 

Zweitens ist (vgl. (16)) für ß > 0 
m2 — ip (b) + b — [6] — | + ^ cos tc ß = £ cos 7t ß = — ^ cos 7t ß; 

für ß = 0 ist aber 
M 2 — ip (&) + & — [&] — + \ cos n ß — — = (//2 — | ) cos TT 

Stets ist also 
<23) $ = - i ± ( - L _ c o s 2 tt / (6) cos rc/S - sin2 / (6) - sin^/S), 

wo — wie auch im ganzen Rest dieses Beweises — das obere Zeichen 
dem Fall ß >• 0, das untere dem Fall ß = 0 entspricht. 

Nun ist für reelle p,, p2, q2 

V1 ff, + P« ^ V(p?+ ?!)(?? + ?!); 
gilt hier das Gleichheitszeichen, so ist 

Also ist nach (23) 

<24) 

' + — )2cosa JT + — ^ sin (cos2 2 JT / (6) -I- sin2 2 ̂ r/ (6)). 

Hierin ist 

( T ~ C O S 2 7 1 ß + ( i ~ T sinJtß)' 

= h T ( c o s 2 ^ ^  s * n 2  n ß) ~ ^ 7 1 ß  —  — ^ c o ® 2  7 1 ß 

= t ~ ~ ̂  
denn es ist entweder = 0 (für ß > 0) oder cos*nß = 1. Aus (24) 
folgt also 
<25) J > ^ i + + ^ - i t m » / ? ( ! - / « . ) • 
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Gilt in (25) das Gleichheitszeichen, so ist 

(26) ± ( y — P i ) e o B n ß s m 2 n f ( b ) + — y sin aß) cos 2 nf (b) = 0. 

1. Aus (17), (18), (20), (25) folgt bereits (15). 
2. Es gelte nun in (15) das Gleichheitszeichen; dann gilt auch in 

(18), (20), (25) das Gleichheitszeichen; also gilt (19), (21), (22), (26), und 
g (x) ist stückweise konstant in (a, b), wobei jede etwaige in (a, b) liegende 
Sprungstelle ganz ist. 

Nach (22) ist 2f(a) ^ 0; also ist nach (19) 

(27) entweder oc = ^ oder a = 0, ^ = i . 
Aus (22) folgt weiter 

2nf(b) = nßJr^-J
rhn (k ganz), 

also 
c o s 2 n f ( b ) = ( - l)fc + 1 sinTr/?, sin2?r/(&) = ( - \)kcosnß\ 

also nach (26) 

(28) ( — fi% j cos 2nß + &i&nß — y sin2 nß — 0. 

Wäre ß >• 0, so wäre nach (28) (oberes Zeichen ?und = 0) 

— cos'2 nß-\--^sw.nß — y sin2%ß = 0, 

smnß = ^ > 1 
— Widerspruch; also ist 
(29) ß = 0, 
und (28) liefert nun (unteres Zeichen und ß = 0) 
(30) }i% = 

Wegen (27), (29), (30) sind wir fertig, wenn wir nur noch folgendes 
zeigen: es sei a = ß — 0, «2 = und in (15) gelte das Gleichheits-
zeichen; dann ist g (x) unstetig in (a, &), und es ist b — a > In der 
Tat ist g (x) stückweise konstant in <a, 6>, und jede etwaige in (a, b) 
liegende Sprungstelle ist eine ganze Zahl. Wäre nun g (x) stetig in (a,b), 
so wäre g (x) konstant in (a,b): wegen a = \ und wegen (21) wäre also 
g(x) = 0 in (a, &), also f (x) — y in (a, b); dann wäre aber 

b 
i<£o,i,2(/; a,b) \ = \ b - a - % + \ - \d x, = 

a 

während die rechte Seite von (15) positiv ist. Es besitzt daher g (x) in 
(a,b) tatsächlich mindestens eine Sprungstelle; also muß in (a,b) mindestens 
eine ganze Zahl liegen; also ist b — a ;> da in (b — i , b) keine ganze 
Zahl liegt. 
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Hi l f s sa t z 7. Es seien fünf Zahlen gegeben: 
a, ß, fx9, b 

mit 
0 a < 1, 

fî  = 0, wenn a > 0; = 0, wenn ß >• 0; 
0 < < 5 < 1. 

Dann gibt es zwei Zahlen a,b und eine Funktion f(x) mit folgenden 
Eigenschaften: 

a <C.b; a = a, b = ß; 
in (a, 6> isi / (#) reeZZ, /' vorhanden2) imd monoton nicht fallend, 0 <Cf(x) 
< wird endlich £ai; U2(/; a, 6) m'e m Hilfssatz 6 definiert, so ist 

|dUl,, t i2(/;a,ö)i > 1« + ^ — -f ^ 

F T ^ ^ ~ ^ s i n ^ ^ - ^ (1 - - 56 ^ 

Beweis. Ersetzt man im Hilfssatz 7 die Bedingungen „0 < /? << 1" 
und = 0, wenn ß > 0" durch „0 < ß < ; 1" und = 0, wenn ß < 1", 
so entsteht ein neuer Hilfssatz — wir nennen ihn Hilfssatz 7' —, und es 
genügt, den Hilfssatz 7' zu beweisen, was wir jetzt machen wollen (denn 
offenbar sind die beiden Hilfssätze 7 und 7' untereinander äquivalent). 

Es sei 
(31) £ = z für a + — i < 0, q = — i iüi 0. + ^ — 
Weiter sei 

T = ß + P* e n i ? = T ~ C 0 S 7 C ? 
(man beachte /j.% cos nß — — jW2 sin n ß = 0; denn entweder ist ß = 1 
oder = 0). Für ß = 1 ist 

^ cosnß 4= 0 ; 
für ß < 1 ist 

j — ̂  sin tc ß — = y — ^ sin nß > 0; 

stets ist also r =(= 0. Weiter ist 
1 1 2 1 j r |2 = -r — (w2 + sin Tr /S H sin tt + (cosa n ß + sin2 tt /?) 

wird also 

(32) 

1 . 1 n \ 1 • = X + ^ ~ ^ (1 - ßü) ~ ~ sm 71 i 

1 i t + b ~ sin 71 & ~ ^ ~ ^ o = 

* 4 ^e**!94- u«eniP 2 au 1 , 2 
gesetzt, so ist 
(33) \o\ = l , Ie | = l . 
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Im folgenden bezeichnen wir mit A Zahlen, deren absoluter Betrag 
kleiner als <5 ist. Man wähle nun zwei irrationale Zahlen &, •& mit 
(34) 0 < 0 < & < i ; 

( 3 5 ) + = A ' 

plniS 1 

< 3 6 > 

villi 8 x 1 
(37) 2^ni0 X = A für | £ | 1, 

( 3 8 ) ~ h = A' 
(39) e * n i 6 x = A im \x\<^\, 
(40) _ emx = a für \x\ ^ 1. 
Das geht, da die linke Seite von (35), (37), (39) für & 0, die von (36), 
(38), (40) für # | gegen Null strebt und zwar gleichmäßig für \x \ 1. 

Man wähle dann zwei ganze Zahlen c,d mit 
(41) c < : - 1, d 1, = q + A, = cr+A; 

das geht wegen (33), da 6>, & irrational sind. Man setze nun 
(42) a = c — 1 + a, b = d + ß, 
so daß also 
(43) a = a, b== ß, c — 1 ^ a < c, d < 6 <1 d + 1; 
endlich sei 
(44) F(x) = ßx für x ^ 0, F (x) = &x für x > 0. 

Dann ist nach (42), (43), (44) 
CE^, «2(F; a, b) = nie**i6a+ E e**i6»+l 

n — c 

d a b 
+ E e27tidnJr — J e27ti6xdx-~ J e27ti&xdx 

71=1 0 
J Qiniec J 

— ii plnida J L I >̂2 n i & ~ n e • emi0 _ 1 ^ 1 ' e
 e2711&_ I 

1 pi i 8 a pi 7ti&b "1 _1_ ,, piiti&b _ t 
2jtiß 2ni& 

- n _gä7iit*c\( ^ 1 \ 
K - 1 2nie) 

/ pl7ti& 1 > plitibc 
\ (plniSd _ 1W \ ! I (p2 7ti&(a — c) 1 \ 

e2 iti &d 
d) JJ u e2 ni&c e2 7ti8(a—c) 

2 n i $ 1 

+ 1 + ß2ei7ti9delrti&<-b-d>. 



Untersuchungen über einen van der Corputschen Satz. 763 

Nach (33) und (35) bis (43) ist also 

,2 (F; a, b) = (1 - e +A) 

-(o+A) (i-. l) {#*? - 1 +A) + fh (Q +A) (1 +A) 

+ l + pt{o+A) (*"P+A) 
1 , 1 , 1 1 1 , 1 , l = —s- p H—Ö" f —5" — —• a—• - p + a p .ae711? 2 2 ^ 2 2 Ti i ' 7i i c ' = .ni 

+ :La + pie + l+p2oe*i(t+32A 
7t v 

= P (« + ^ - t ) + b i + * ( i - + 4- 32 A. 

Nach (31), (32) ist also 

< 4 5 ) | = - L ( ; a 4 - J a 1 - l | + A + + 3 2 A 

Man betrachte nun die für alle reellen x definierte Funktion 

<p(z) = {x+ö)*£=£+0x; 
es ist 

<p'(z) = + + 

also ist 9/ (#) nach (34) stets wachsend, und es ist 
<p(-d) = - 06 = <9), <?'(- ö) = & = F'(-ö), 
p(ö) = &d = F(d). <p'(d) = & = F ' ( Ö ) ; 

endlich ist <p' (x) >• 0 in (— <5, Ö), also (p (x) monoton wachsend in <— 6, ö); 
daher ist 

< i ö , \ F ( x ) \ ^ & ö < - l ö in < - 6, ö). 
Wird also bei reellen x 

fix) = F (x) für \x\>ö, f{x) = <p(x) für \x\ <: <5 
gesetzt, so ist in (— oo, -f- oo) f (x) reell, f (x) vorhanden und monoton 
nicht fallend, 0 < & f ( x ) ft < i; weiter ist 

f(x)-F(x) = 0 für \x[^d, \f(x)~F(x) \ < <5 für <<5. 
Beachtet man noch, daß für reelle y, z gilt 

\eiv — eis\ = 1 2sin~^- — z\, 

so folgt (wegen 0 <C 6 << 1) <f 
<£Ul „2(/;a,6)-(£^ uAF;a,b) = < * * i m - <**iF&>)dx 

Jö 
= 27IA + 2-2tiA = 24 yl. 
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Nach (45) ist also 
<£Ul).u2(/; a, b) 

= t ( I a + K ~ T\ + I + }'T + H ~ ^&in7tß~ ^ ( 1 ~ + 56A> 
womit der Hilfssatz 7 bewiesen ist. 

H i l f s s a t z 8. Es sei b ganz, a < 6 — i und entweder a = 0 oder 
x & -)-1 

a = \. Es werde f(x) = 0 für z <T 6 — 1, f(x) = 2 für x>b — 1 

gesetzt', (£Ul, ,u2 (/; 6) werde wie im Hilfssatz 6 definiert. 
Dann ist für a = 0 

|£ l i 2 , l i 2 ( / ;a , 6)| = 1 
mwZ für a == | 

Beweis . Für a = 0 ist 
Ö—1 6 

(Ei-,, xi2(f;a, 6) = 6 — j" d x - j e711 + 
a b—l 

eÄl— 1 2 
2 2 v ' , 7i i n i' 

für « = | ist (wegen a < 6 - 1) 
&—1 b 

G 0 j l / 2 ( / ;a ,6) = 6 - ( a + y ) + y e * ' - J dx - j + « d x = A. 
a b — l 

Hi l f s sa t z 9. Es sei a <C 6; in (a, &> sei f(x) reell, f (x) vorhanden2) 
und monoton nicht, fallend, 0 ; < j f' (x) ^ 

1. Dann es eine reelle Zahl y und eine Funktion g(x) mit 

g(x) monoton nicht fallend, 
o ^ vi*) ^ b 

/(«) = \g(y)dy + y 
in <a, 6>. 

2. gr (a) Zä/fö sicA so^ar stetig in (a, 6> wählen. 
Vorbemerkung. Die Umkehrung von 1. ist falsch, wie das Beispiel y = 0, 

<7 (rc) = 0 für a x <Z a 6 , g(x) = | für < z < & lehrt. 

Beweis, /'(a?) ist in <a, 6> monoton und nimmt jeden Zwischen-
wert an; also ist / '(x) stetig in <a, 6>; es ist also 

X 

j f ( y ) d y = f ( x ) - f ( a ) in (a, 6>. 
a 

Es genügt daher, g(x) = f (x), y = f{a) zu setzen. 
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Beweis des Satzes 5. Hilfssatz 9, Hilfssatz 6, Hilfssatz 7, Hilfssatz 8 
mit a = 0, 6 = 1. 

Beweis des Satzes 6. Hilfssatz 6, Hilfssatz 9, Hilfssatz 7, Hilfs-
satz 8. 

§3. 

Beweis der Sätze 7, 8, 9. 
Beweis d]es Satzes 76). Nach der Voraussetzung gibt es für jedes 

ganze n >» 0 eine reelle Zahl yn und eine Funktion gn (x) mit 

gn(x) monoton nicht fallend, 
o ^ fh (x) < ; i, 

fn(x) = \gn{y) dy + yn 

m <a, 6>. 

Es sei nun /+ (x) (bzw. f~ (x)) die obere rechte (bzw. linke) Derivierte 
von f(x). Dann zeigen wir zunächst: Für a < a;, < i,2 < 6 ist 
<46) 0 ^ /+ (o) ^ /" (x,) ^ /+ (*,) ^ /" (*,) ^ t+ (*») ^ t (*>) ^ h 
Es sei nämlich 

<i <a + h^^x^ — kt < x} < xx -(- hx<.x2 — ß2<>a<:r2 -+- ä3<6 — &0<6; 
dann ist für jedes ganze w > 0 

/„(a-i-Äo) —/n(a) /n(»i) —/n(«i —ii) /B(«i + *i) — /w(x!) 
<47) - » » - ^ ^ ^ 5 

f n M - f J ^ - h ) fn(x^h,)-fn(x2) ^ fjb)-fn{b-k,) ^ 

<denn es ist 
^ ^ / X /Ä(«) / , 7 v ^ / 7 V 0 ^ </*(«) ^ j~ — + h) ^ 0» K -

/ (Zi) — i Ix-, — 

Durch n co sieht man, daß (47) auch dann richtig bleibt, wenn der 
Index n überall gestrichen wird; wenn man dann h0, kly hx, k2, h2, k0 

gegen Null streben läßt, folgt (46). 
"Wir setzen nun (man beachte (46)) 

g(a) = (a), g(b).= f'(b), g(x) = f+(x) = Max(/*(*), /-(*)) in (o, 6). 

Dann ist in (a, 6> 

(48) 0 < g (a;) < g (x) monoton nicht fallend. 

6) Mit Benutzung des Lebesgueschen Integrals wäre der Beweis etwas kürzer. 
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Es sei nun a v. < ß < b] wir setzen 

F (x) = / (x) - f (cc) - (x - «) in (cc, ß>; 
also 

F + W ^ t + W - L t ö ^ m für ct^x<ß, 

F-{x) = f-(x)-,{ß)~Hx) für a < x < ß. p — a — 
Dann ist F (x) in (a, b> stetig, und wegen F(<x) =F (ß) = 0 wird Min F (x) 

a < x 5S 
für ein £ mit a < £ •< und auch für ein rj mit a <C r) <L ß erreicht. 
Alsdann ist für £ <C x ß bzw. für et <i x <i rj 

F{x)-F (£) ^ 0 bzw. F(x)-F (rj) ^ 0, 
also nach (46) 

0 ^ #*<f) = / * ( « -

o ̂  #-(,) = /- („ _ M ^ w a s w _ n t £ M . 
also 
(49) (/? - <x) g (a) ^ f(ß) - / («) ^ (/? - *)g(ß). 

Wir zeigen nun: Es ist 
X ? 

(50) f(x) = \g{y)dy + f(a) in <a, 6>; 
a 

wegen (48) sind wir dann fertig. Für x = a ist dies klar; es sei also 
a <C x b. Bei jeder Einteilung 

a = a0 < at < ... < ß, < ßv = z, ax — ax — i. — (1 < < v) 
ist nach (49) 

f g (a2_0 e, ^ f ( x ) - f ( a ) = £ (/ (a,) - / («,_,)) ^ Z g (ax) ex; = i / = i / = i 
bei Max -> 0 ist aber 

i = 1, 2, . . . , v 
v * 5 

lim £ g ex = lim J? p (a2) ez = j p (#) Ä y, 
1=1 >•= i o 

womit (50) bewiesen ist. 
Beweis des Satzes 8. Es'gibt eine Folge von Funktionen fn(x) 

(n = 1 , 2 , . . . ) aus $01 (a, b) mit 
(51) lim (/w;a, &) | — 

11 = oo 

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei /w (a) = 0 (sonst betrachte man 
/*(»)- / , . («)) . Es ist 
(52) 0 fn (a;2) — /„ ( x j < 2 ~ â x) für a < i , < a;, < 6. 
also 
(53) 0 < : fn(x) ^ £ (b - a ) für a <1 x < : b. 
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Aus (52), (53) folgt bekanntlich, daß die Folge f1 (x), /a (x), . . . eine in 
(a, b> gleichmäßig konvergente Teilfolge enthält7); ohne Beschränkung der 
Allgemeinheit sei bereits die Folge fn(x) (n — 1,2, . . . ) in (a, b) gleich-
mäßig konvergent; es sei 

lim fn (x) = f (x) in (a, b). 
n — co 

Nach Satz 7 gehört f (x) zu 901 (a, b); nach (51) ist aber (infolge der gleich-
mäßigen Konvergenz) ' 

I «2 (/; a> I «2 (®»b). 
Beweis des Satzes 9. Soll 

(55) SftliUz(a,b) = SUuU2(o>,ß) 
gelten, so muß nach Hilfssatz 6 und Satz 8 entweder 

a = b = 0, ax = = | 
oder 

a = -i 6 = 0, ^ = b — 
sein. In diesen beiden Fällen gilt aber (55) nach Hilfssatz 8. 

P rag und Berl in, den 7. November 1934. 

7) Beweis: Es rseien g l t £2, . . . die rationalen Zahlen von <»,&>. Es gibt 
(wegen (53)) eine Teilfolge / n {x), /12, (x), /13 (x), . . . , die für x = konvergiert; 
diese Teilfolge enthält wieder eine für x = | 2 konvergente Teilfolge /21 

/ä2 (a;), . . . usw. Die „Diagonalfolge" / u (a;),/22 (a:),/33 (z), . . . konvergiert in allen 
Punkten (m = 1,2,3, . . . ) . Es sei e > 0; wir wählen zuerst ein h so, daß es 
zu jedem a; aus (a, b) ein A mit 

(54) 

gibt; dann wählen wir ein N so, daß für n > N, rn N, 1 /. ^ h gilt 

i fnn (£]) — fmm | < ^ • 
Es sei nun a x ^g 6, n >• N, m > N. Wir wählen ein / mit (54); dann 

ist nach (52) 

I fnn (*> -LmW 1^1 fnn (*) ~ fnn I"+" 14 » -/«« ! + IL J*]) ~ /«« (*) t 
£ , £ . £ 

< 4 + 2 + 4 = £ ; 

also ist die Diagonalfolge gleichmäßig konvergent in (a, b). 

(Eingegangen am 8. November 1934.) 
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