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V. JARNIK IN P R A H A 

BEMERKUNGEN 
ZU LANDAUSCHEN METHODEN 
IN DER GITTERPUNKTLEHRE 





§ 1. Einleitung 

Im folgenden sei stets 
r 

QM = Q(Ui, •••> Ur) = X XikUiUk 0*«fc = *ki) 
i,k=l 

eine positiv-definite quadratische Form in r Veränderlichen mit der Determinante D 
(die Buchstaben r9Q9aik9D behalten immer diese Bedeutung). Für x > 0 sei 
A(x) = A(x; Q) = X 1 die Anzahl der Gitterpunkte (d. h. der Punkte (m) 

Q(m) = x * 

= (mx, ..., mr) mit ganzen mt) im Ellipsoid Q(u) = x;das Volumen dieses Ellipsoids 

ist V(x) = 7ir/2xr,2D-(1/2)ir(^ + lYund P(x) = A(x) - V(x) ist der „Gitter­

rest", dessen Verhalten für x -> -f oo Gegenstand zahlreicher Untersuchungen ge­

wesen ist. Man setze noch für g > 0 

1 
A0(x)=A(x), Ae(x) = — 

Дe). 
AOOtx-jO^dľ, 

0 

V0(x) = V(x), 

1 л * 
VQ(x) = — 

ДЃ?) 
Kv) (x - JO'"1 4V = n'l2xrl2+°D-«l2'ir(- + Q + \\ 

P0(x) = />(*), Pe(x) = - J - f * />00 (x - >0P"' dy, 
1(Q) J° 

so daß 
0) 

Pe(x) = Ae(x) - F,(x) für Q ^ 0 ( 2) 

gilt. Für £ > 0 ist nach (1) 

T(ß)Jo ölnDS, T(?) QO Ŝ *JQ(m) 
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d.h. 

Ae(x) = ——— £ (x-Q(m)f, , (3) 
1 (Q + 1) Q(m)^x 

und dies gilt offenbar auch für Q = 0. Daraus folgt für Q _ 0 

[XAe{y)dy = — i — [X £ (J-ö(WJ))^dF = ^ £ (.x-ßOfOr'. 
JO i (@ + 1) Jo Q(m)äj> i (Q + 2) Q(.m)ix 

d. Һ. 

A0+1(x)= | AeO0a> für Q^O. (4) 

Dieselbe Formel gilt offenbar für VQ und daher wegen (2) auch für PQ. Für ganze 
Q > 0 kann man also >4e auch durch (4) definieren; wir werden aber im folgenden alle 
reellen Q ^ 0 zulassen. 

Als ich im Herbst 1923 nach Göttingen kam, um drei Semester lang unter Lei­
tung von Edmund Landau zu arbeiten, endete die etwa zwölfjährige Periode, wäh­
rend der sich Landau intensiv mit Gitterpunktproblemen beschäftigte; zugleich 
erreichten zu jener Zeit seine diesbezüglichen Methoden ihren Höhepunkt in Wir­
kungskraft und Einfachheit. Die vorliegende Note schließt sich sehr eng an die im 
Jahre 1924 entstandenen Landauschen Arbeiten [4] bis [7] an; es ist aber vielleicht 
gerade bei dieser Gelegenheit nicht unangemessen, sich wieder einmal die Voll­
kommenheit der Landauschen Methoden zu vergegenwärtigen. 

Um das Ziel dieser Note zu erläutern, wähle ich das Kreisproblem, d. h. r = 2, 

Q( u) = u2 + u2. Die Funktion P(x) l genauer gesagt lim T>(P(X + h) + P(x - h))) 
\ /i-o 2 J 

läßt sich mit Hilfe Besselscher Funktionen durch eine Reihe darstellen, die sich aber 
wegen „schlechter" Konvergenz zur Abschätzung von P nicht eignet. Dagegen sind 
die analogen Reihenentwicklungen von Pi(x), P2(x), ... für x > 0 absolut und gleich­
mäßig konvergent und lassen bequeme Abschätzungen zu. Daher läßt sich das 
O-ß-Problem für diese Funktionen vollständig lösen; es ist 

PQ(x) = Ö ( x 1 / 4 + e / 2 ) , P6(x) = Q(x1/4 + °/2) für Q = 1, 2, .... (5) 

Durch geeignete Differenzenbildung erhält man — von Px ausgehend — auch Aus­
kunft über P = P0: 

P(X) = 0(x
1/3), P(x) = #(;t1 / 4). (6) 

Mit Hilfe von scharfsinnigen und methodisch sehr wichtigen Methoden ist es ge­
lungen, (6) zu verschärfen: in der O-Formel kann man | durch eine kleinere Zahl 
ersetzen, und die ß-Formel kann man z. B. zu P(x) = Ü(x1/Ar log1/4 x) verschärfen. 
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Man kennt aber nicht einmal den ,,wahren Exponenten", d. h. die untere Grenze der 
OL mit P(x) = 0(x"). 

Analoges gilt für r = 3, und auch für größere r findet man, daß die PQ für große o 
(nämlich für o > r/2 — \) leicht behandelt werden können. Man könnte also ver­
muten, daß die PQ um so leichter zu handhaben sind, je größer o ist; z. B. wenn man 
für eine Form Q den wahren Exponenten für P = P0 kennt, daß man dann um so 
leichter den wahren Exponenten für PQ mit o > 0 bestimmen kann. Aber es sieht 
anders aus, mindestens für ganze ocik: 

Satz 1. Es seien die ocik ganz, o _ 0. Dann gelten für PQ(x) folgende Abschätzungen: 

Oix«2-1), Qix"2-1) für Q<\~2, 

0(x«2-llogx), üix«2'1) für Q = ^-2, (8) 

o(Min(xp+r/2-r/(r+1-2ff),xř/2+r/4)), 

i Q Í M a x ^ 2 ^ " ^ 4 , ^ 2 - 1 ) ) fur r--2<Q<^-1-, 

o(xe/2+(r-1)/4logx), i 3 ( x e / 2 + ( r - 1 ) / 4 ) fur Q=rž~\, 

(9) 

(10) 

0 ( J C " 2 + < ' - , > ' 4 ) , ß ( x < / 2 + ( r - , ) / 4 ) für Q>r
2-~l

2-, (10 

mit der Ausnahme, daß (8)fur r = 4, o = r/2 — 2 = 0 durch 

0(x\og2x), Q(x) für r = 4,o = 0 (12) 

zu ersetzen ist. 

Ich habe schon bemerkt, daß für o = 0 und r = 2, 3 schärfere Resultate als (9) 
bekannt sind. Dasselbe gilt im Falle o = 0, r = 4: Man kann in (12) log2 x durch 
log x, ja durch eine noch niedrigere Potenz von log x ersetzen, während andererseits 
die Abschätzung O(x) z. B. für die vierdimensionale Kugel falsch ist. 

Man analysiere ein wenig den Sinn des Satzes 1. Für o = r/2 — ^ gibt Satz 1 den 
wahren Exponenten von PQ an (und für o > r/2 — \ sogar die vollständige Lösung des 
O-ß-Problems). Analoges gilt im Intervall 0 ^ Q = r/2 — 2, das für r = 4 auf 
den Punkt o = 0 zusammenschrumpft und für r < 4 überhaupt wegfällt. Für 
r/2 — 2 < o < r/2 — \ (und o _ 0) löst unser Satz die Frage nach dem wahren 
Exponenten nicht; der Leser wird sehen, daß dieses Problem ebenso schwierig wie 
das Kreisproblem zu sein scheint. Man könnte analog zu den für o = 0, r = 2, 3, 4 
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bekannten Verschärfungen versuchen, (8), (9), (10) zu verschärfen; ich gehe aber 
nicht darauf ein. 

Man betrachte noch die Exponenten in (9). Die beiden ß-Exponenten sind ein­
ander gleich für Q = r/2 — -f; für größere (kleinere) Q ist der erste (zweite) größer, 
d. h. schärfer. Dabei kommen Werte Q < r/2 — -f nur für r > 3 in Betracht. Analog 
ist von den beiden O-Exponehten der erste schärfer (d. h. kleiner) als der zweite 
genau dann, wenn 

(2Q)2 - 2Q - r(r - 3) > 0 (13) 

gilt. Ist r = 2, so gilt (13) für alle o; für r > 2 hat aber die linke Seite von (13) eine 
positive Nullstelle o0 mit rj2 — 2 < Q0 < r/2 — \. Daher ist der erste (zweite) 
Exponent schärfer als der andere, wenn o > Q0 (Q < Qo) ist. Eine Verschärfung der 
ß-Abschätzung für r/2 — -| = o — r/2 — \ (Q = 0) im Falle der r-dimensionalen 
Kugel findet man in [13]. 

§ 2. Anwendung der Besselschen Funktionen 

In diesem Paragraphen sind alle Zahlen reell. Wir brauchen eine Identität (Satz 2) mit 
Besselschen Funktionen 

JXx) = {f) ,?„ (~ i*2T (^! r(v + k + I))_1 (14) 

(wir werden sie nur für x > 0 und reelles v brauchen). Diese Identität wurde von 
Landau in [2], [3] (oder [1], S. 11-29 und S. 258-264) auf komplexem Wege be­
wiesen.1) In [6] (oder [1], S. 112—147) hat Landau zur Herleitung derartiger Identi­
täten eine einfache Methode im reellen Gebiet entwickelt und auf Gitterpunkt­
probleme in der Ebene angewandt. Ich gebe hier einen Beweis im Reellen, der die 
Landausche Methode aus [6] imitiert. 

Bekanntlich ist für x -> + oo 

Jv(x) = 2 1 / 2 7r- 1 / 2 x - 1 / 2 cos(x - l-vn - X-n\ + ö (x" 3 / 2 ) . (15) 

Durch gliedweises Differenzieren bekommt man leicht für x > 0, A > 0 

-(A-vxv/2Jv(Ax1/2)) = l-A-^-'V'-Wj^Ax1'2). (16) 

dx 2 

x) Landau setzt o ganz voraus, das ist aber unerheblich. 
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Nach Liouville gilt weiter: Es sei 

A = 
i 

PI + ... + PГ-I ? ( " ) " ' " " + P r du (17) 
o 

konvergent, p{ > 0. Der Bereich M sei durch xx > 0, ..., xr > 0, xx + ••• + xr < 1 
gegeben. Dann ist 

Ы Cp(Xl + - + Xr)xPl-X ••• XPrX dxx ••• dxr = F(P^--P(Pr) A 

T(p, + ••• + Pr) 
(18) 

Hilfssatz 1. Es sei A > 0, B > 0. Die Funktion f(ux, ..., ur) habe folgende Eigen­
schaften : 

1. / ist stetig im r-dimensionalen Raum Rr. 

2.f(ul9 ...9ur) = O/urMaxduJ, ..., \ur\) = A. 

3. Für jedes / ( / = l , . . . ,r) und jede Wahl von ux, ..., ut-x, ui+l, ..., ur ist die 
Schwankung der (als Funktion von ut betrachteten) Funktion f(ul9 ..., ur) höchstens 
gleich B. 

Dann ist 
+ oo +oo " ^ ° ° r / 

/ (u , , ...,u r) 
\- oo +oo + oo Ѓ 

X f(mi,...,mr)= £ ... £ — 
mr= — oo « i = —oo ar=—cojRr nii m . = — oo 

x PJ cos (2najUj) dux ••• dur. (19) 
J=i 

Bemerkung. Man beachte, daß es genügt, links über \m\ < A zu summieren. 
Rechts ist es wesentlich, daß es sich um eine iterierte Reihe handelt. 

Beweis. Der Fall r = 1 ist wohlbekannt. Induktion von r — 1 auf r: Man setze 

+ 00 

/ ( u 2 , ..., Ur) = Ya /('"!> "2, •••, Wr), (20) 
m i = — oo 

+ oo 

/ ( u 2 , ..., Ur) = Ya Fa,(Ul> ••', Ur)9 (21) 
fli = — oo 

/• +00 

Fai(
ui> •••-wr) = /(wi, ..., ur) cos 2naxux dux 

wobei 

(22) 

ist. Nun hat Fai offenbar die Eigenschaften 1, 2, 3 mit r - 1, A9 2AB statt r, A9 B. Also 
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ist nach Induktionsvoraussetzung 

Пl2 

Z Fai(m2, ...,mr)= £ ••• £ \ — \Fai(u2, ...,ur) 
...,mr=—oo a 2 = —co a r = — co J Rr~ - J 

x f| cos (InajUj) du2 ••• dt/r. (23) 
J=2 

Daher ist nach (20), (21) 

+ 00 

£ / (m 1 ? ..., mr) = X ./i(™2, ..., Mr) 
mi,.-.,m r= —oo Max(|m2 | , . . . , |m r | )<A 

+ 00 + 0 0 + 0 0 

£ L Fai(m2, ...,mr)= £ £ Fai(m2, ...,mrJ; 
Max(|m2|,"-,|m r |)<-4 fli=—oo ax=—oo m2 , . . . ,m r= — oo 

daraus und aus (23), (22) folgt die Behauptung. 

Hilfssatz 2. FwY o > 0, x > 0 ist 

1 +oo + o o / * / * r 

^ * > = ™ — r . £ - ^ — (* - ß("))c E l c o s
 V™JUJ) du, - d»r 

i ( p + l ) f l i = - o o a r = - o o J J J = l 
Q(M) = -X 

+ 00 + 0 0 

= 1 - 1 2~rYlK(±al, ±a2,..., ±ar), (24) 
ai = — oo ö r= — oo ± 

H'obe/ 

K(Ai, ..., Ar) = ••• (x - Q(u))° COS (2n(h1u1 + ••• + hrur))dul ••• dwr 

A ? + i )J J t25) 
Q ( « ) = JC V Z J j 

ist und YJ über die 2r Kombinationen der Vorzeichen ± erstreckt wird (auch wenn 
± 

einige aj = 0 smd). 

Beweis. Man wende Hilfssatz 1 auf die Funktion (Max (x - Q(u), 0))Q an und 
beachte, daß COSÄJ COS<%2 ••• cos<%r = 2"ry£u c o s ( + a i + ••• + ocr) ist* (dies folgt 
sofort durch Induktion nach r). ± 

Wir berechnen jetzt K(hl9 ..., hr). Es sei (oc) die Matrix der Koeffizienten ocik von 
Q(u). Durch eine Substitution ut = ]T Vtk^k mit der regulären Matrix (y) geht Q(u) 

k 

in eine positiv-definite Form Q'(v) mit der Matrix (y) (oc) (y) über; dabei bedeutet (y) 
die zu (y) transponierte Matrix. Man bezeichne mit (Ai) bzw. (.T) die zu (oc) bzw. (y) 
inverse Matrix, mit (E) die Einheitsmatrix. Mit Qx bezeichne man die sogenannte zu 
Q inverse Form, d. h. die (bekanntlich positiv-definite) Form mit der Matrix (A). 
Es gibt eine reguläre Matrix (y) mit der Determinante £>~1/2, welche die Form Q(u) 
in v2

x + ••• + v2
r überführt. Sind daneben noch reelle Zahlen hl9 ..., hr mit 
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Ihil + ••• + |hr| > 0 gegeben, so kann man noch erreichen, daß 

h1u1 + ••• + hrur = Cv1 (26) 

ist mit positivem C = C(hl9 ..., Ar) (denn v\ + ••• + vr ist invariant gegenüber 

orthogonalen Transformationen). Wir berechnen C. Es ist (y) (oc) (y) = (e), also 

CT) (.4) (?) = (e), insbesondere 

£ n = i = 2L*nAikilk = Q1(r11, r 12,...,iir)-
i,k 

aber 
r 

h1u1 + ••• + hrur = Cvi = Ya Crisus, also hs = Cris, 
5=1 

C2 = C2Qi(ru, . . . , r l r) = Qi(hi, ...,/tr). (27) 

Hilfssatz 3. Es sei Q1 die zu Q inverse Form. Für Q _ 0, x > 0 und reelle hx, ..., hr 

mit |hi| + ••• + |hr| > 0 ist 

i ґ C л-ff+r/V/2 

A = — І — ... (л- - Q(u)У dUl - dur = -, 
Г(s + Ì)ĹJ z)1 / 2T(Є + I , + l) 

— Г 
+ 1)J 

(28) 

B = — 
Г(Q . . 

Q(u)śx 

(x — Q(u)) cos 2n(h1u1 + ••• + hrur) dux ••• dur 

в / 2 + Г / W / î Л+г/2(2ял1/2ßl/2(/i)); (29) 
n°D"\Qx(h)) 

dabei schreiben wir freilich Qi(h) = Qi(hl9 ..., hr). 

Beweis. Schreibt man xi/2Uj statt u,, so erhält man 

5 = x 

Г(Q + 1) 
... (i _ Q(u))° cos (27rx1/2(/i1i/1 + ••• + hju^dui ••• dur 

Q(u)ší 

(hierin ist auch A für ht = ••• = hr = 0 enthalten). Durch die oben beschriebene 
Substitution erhält man nach (26), (27) 

B = ?*"* f - f (1 - vi v2
r)

e cos Fvt dv, ... dv„ (30) 
ö1 /2T(p+ 1) J J 

r(e + \) 2l , 2 . . 
t"i2 + ... + t ; r^^ 1 

10 Tur&n, Abhandlungen 
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wobei zur Abkürzung 27txll2Q\l2(h) = F gesetzt wurde. Daher ist 

^Q + r/2 

в = 
» (-i)kғ2k

Bк 

D1/2r(Q + l)_-o (2k)\ 
(31) 

mit *"2' ,н 
Г _ 2 + . . . H 

- í-í 

(1 -v\ t>;Y »_"</»! - _ » . 
г1

2 + ... + гг-__l 
ľ í > 0 

(1 - * 1 - 0 * - 1 / 2 - 1 / 2 
xг) xl x2 

-1/2 dxx ••• dxr. 

дc1 + . . . + д e r < ; i 
jc_r>0 

Nach (17), (18) ist also 

Bk = л"2-112 

Г[k + 

Г[k + ^)Jo 

= 2 _ * - l -3-5-(2Jfc - \)n 

(1 - u)° l /
+ r l 2 - 1 du 

,/2 Дt? + 1) 

T(* + Є + 2 + 1 

(32) 

Wegen A = x e + r / 2 D~1/2B0/r(Q + 1) folgt daraus (28), und durch Einsetzen von Bk 

aus (32) in (31) ergibt sich auch (29).*) 

Hilfssatz 4. Es gibt ein c = c(ß, A) > 0, so daß für jedes K ___ 1 

r {Q,(h)rk<cK 
Qi(h)<K 

г/2-Я 
/"> A < 2> 

__ľ (ßi(Л)Г A < c lоg (K + 1) für Л = . , 
QiCiXK Z 

(33) 

Z (Ö^))-^^"2-^ für X>r-
Qi(h)>iK --

gilt. Dabei bedeutet £ ' , daß das Glied mit h_ = ••• = h- = 0 wegzulassen ist. 
Analoges gilt später in ähnlichen Fällen. 

Beweis. Klar. 
Im folgenden seien 0 < A_ < X2 < X3 < ••• diejenigen Werte, die Qi(h) für ganze 

hl9 ...9hr annimmt; an sei die Anzahl der Darstellungen von Xn durch ß_, d.h. 

-) Spezialfälle von (29) kommen in der Literatur seit Bessel vor; vgl. die Fußnoten in [1], S. 15, 
16,118 und den Schluß der Einleitung von [6]. Den allgemeinen Fall kann man unschwer aus [11] oder 
[12] ablesen. 
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an = YJ !• Weiter schreiben wir oft (m) statt (mi, ..., rar), 
Qi( /0 = AM 

+ 00 +00 Je k 

£ -= Z , I = I usw. 
( m ) = — oo fflj m r = — oo, ( m ) = l m i , . . . , m r = l 

Satz 2. Für Q > r/2 - \, x > 0 WJ* 

7i r /V+ r / 2 

Pe(x) = Ae(x) -

I>1/2EÍЃ? + ^ + l 

XГ/4 + Q/2 +00 

Г-r ľ (Ôi(Л))- f f/2- ,/4Л+r/2(2^-1/2ôî/2(Ä)), (34) 
7rЛD1/z <«Г-

r/4 + ř /2 oo 

IV*) = -77TT7T I öA- e / 2 - r / V e + r / 2 (27rx , / 2 ^ / 2 ) , (35) 
T T D ' n = l 

( r - l ) / 4 + c>/2 oo / \ 

W = ^T^iT £ a X ' / 2 " r / 4 - 1 / 4 cos ( W / 2 A i / 2 - e ^ - (r + \f{j (36) 

+ ö(x ( r - 3 ) / 4 + p / 2 ) . 

Beweis. Man setze in (24) für die K(±ai, ..., ±ar) die im Hilfssatz 3 gegebenen 
Werte ein. Man benutze (15) und Hilfssatz 4 (es ist p/2 + r/4 + \ > r/2). Man 
sieht, daß man die Reihe in (24) beliebig umgruppieren kann; daraus folgen un­
mittelbar die Behauptungen. 

Weiter werden die Beweise nach Landaus Muster geführt. Ist / eine Funktion einer 
Veränderlichen, z + 0, so definiere man die Funktionen AkJ für k — 1, 2, ... wie 
folgt: 

AxJ(x) = Azf(x) = / ( * + z) - / ( * ) , Ak + 1J(x) = AkJ(x + z) - AkJ(x). (37) 

Wenn / im abgeschlossenen Intervall mit den Endpunkten x, x + kz k-mal diffe­
renzierbar ist, so gibt es bekanntlich ein £ zwischen x, x + kz, so daß 

z-kAk,zf(x)=fkX£) (38) 

gilt. Da AQ(x) (o _t 0) eine nichtabnehmende Funktion ist, gilt für 0 < kz < x 

(~zykAkt_zAQ+k(x) = AQ(x) = z~kAKzAQ+k(x). (39) 

( Denn z. B. ist 

(-zУkAkt_zAQ+k(x) = z~k 

ю* 

rx1 /rxk-i 

JXi-Z \jXk-i-2 
A0(xk)dxk) — dx2 )dxi. 

file:///jXk-i-2
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Satz 3. Es ist 

Pe(x) = 0(x(r-1),4+°12) für Q>^-\, (40) 

Pe(x) = 0(x°logx) = 0(x'r-l),4+e,2logx) für Q=r--X-,') (41) 

Pff(x) = o(**+r/2-r/(r+1-2e)) für Q<Q<r--1-. (42) 

Beweis. (40) folgt sofort aus (36). Ist 0 <, Q < r/2 — \, so wähle man ein ganzes 
k mit Q + k > r/2 — \ und eine Funktion z(x) mit 0 < z(x) = o(x) und bilde die 
beiden Ausdrücke 

(±z(x)ykAkt±z{x)AQ+k(x), (43) 

indem man von jedem Glied der Reihe (34) (mit Q + k statt Q) die k-te Differenz 
bildet. Es ist erstens (ich schreibe z statt z(x)) nach (38) 

7tr,2Xr,2 + 0 + k 7ir,2$r,2 + ° 
(+z)-"Л,±2 

Dl,2гL + Г- + k+Л D1,2гL + l+i) 

+ 0(zxr,2+°-1). 
7tr,2xr,2+e 

Di,2rL + 1 + i) 

Zweitens hat man für ^ ' 

L = (±z)-kAk,±zx
r,*+°,2+k,2(QmVQ,2-kl2-rl* J0+k+r,2(27cx1,2Q\,2(h)) 

zwei Abschätzungen: Nach (15) ist (für x -* + oo) 

L = o(z-kxr,*+e,2+k,2-1,\Qt(h)y<>,2-k,2-r,4-t,4), (44) 

und nach (38), (16), (15) ist 

L = o(xr/4+p/2-1/4(o1(Ä))-ff/2-r/4-1/4). (45) 

Man wähle nun ein K = K(x) _ 1. Für 0 < o^h) < K benutze man (45), für 
ßi(lj) >. AT die Abschätzung (44). Nach (33) erhält man für (43) folgende Darstellung: 

Г/2Г/2+Є 
71 ' Л 

+ oťzл^^-1) 
D>,2г(í + Q + l) 

+ ø(--v/4+ff/2+*/2-1/4ÅГr/4-e/2-*/2-1/4) + o(xr/4+Q/2-1/4кr/4-°/2-1/4) 
(46) 

l ) Für r — 1, Q = 0 ist natürlich trivialerweise P0W — 0{\). 
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mit der Ausnahme, daß für o = r/2 — \ im letzten Glied K° durch log (K + 1) er­
setzt werden muß. Man erhält die beste Abschätzung, wenn man K = xz~2 und dann 
z = x1"r/(r+1"2e) wählt. Diese Wahl ist zulässig, da z(x) = x1_r/(r+1)

 = x1/2 = o(x\ 
K = 1 ist. Setzt man z, Kin (46) ein und beachtet (39), so erhält man (41), (42). 

Satz 4. FürQ = 0 ist PQ(x) = Q(xir~l)/*+Q'2). Schärfer: Es gibt eine = C(Q9Q) > 0, 
ein n0 = n0(Q, o) und eine von Q undo abhängige Folge xx, x2, ... mit 

2 
n 

xn = x„tQ = — + 0(n) (n -> oo), 

4^i (47) 

P P ( x 2 W ) > c x 2 7 1 ) / 4 + e / 2 , Pfa^) < -cx^T*0'2 für n>n0. 

Beweis. Ist s > r/2 + 1, so ist 
oo co 

~ a„Ks ^ XV ~ aH&2ßK)"2 + 1 = oiaJD (48) 
n = 2 n = 2 

für s -> + oo (die Konvergenz der Reihe folgt aus (33)). Man definiere yn durch 

2~*i yn - ( Q + j + 2 ) 2 = ^ 

also yn = \n2X~l + 0(w). Ist o hinreichend groß, so folgt aus (36) und (48) 

1 v 0 - D / 4 + 0/2 a 

(-lYP(v) > -• — x
 + ofv ( r _ 3 ) / 4 + c , / 2 ) 

für rz -> oo. Also gilt (47) für hinreichend große o (mit xn = j„). Gilt aber die Be­
hauptung für ein o ^ 1, so gilt sie auch mit o — 1 statt o. In der Tat, aus (47) folgt 
für große n 

(-n"ľ" Л-i(*)<fr>«!Г1)/4+ŕ/2. 
J * n - 1 

Da die Länge des Integrationsintervalls 0(w) = 0(xnL\) ist, gibt es ein £„ mit 
xn_x < £„ < xrt, ( - l ^ P , - ! ^ ) > C'£n

r-3)I*+Ql1, wobei c' > 0 von n unabhängig ist 

und |„ = \n2X~l + 0(n) gilt. 

Bemerkung. Die Anwendbarkeit der Landauschen Methode aus [6] ist nicht auf 
Ellipsoide beschränkt. Landau selbst hat mit ihrer Hilfe einen Beweis eines all­
gemeinen van der Corputschen O-Satzes gegeben; der Satz gibt die Abschätzung 
P(x) = 0(JC1 / 3) für sehr allgemeine ebene Bereiche. Man kann aber mit derselben 
Methode auch eine ß-Abschätzung (mit dem Ergebnis P(x) = ß(x ( r _ 1 ) / 4))für ziem-
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lieh allgemeine konvexe r-dimensionale Bereiche beweisen. Dies wird dadurch er­
möglicht, daß die entsprechende Verallgemeinerung der K(ht, ..., hr) aus Hilfssatz 2 
asymptotische Eigenschaften besitzt, die denjenigen der Besselschen Funktionen 
ähnlich sind. Vgl. [9] für r = 2 und [10] für allgemeines r. 

§ 3. Anwendung von Thetafunktionen 

In diesem Paragraphen werden auch imaginäre Zahlen auftreten. Mit cx , c2, ..., aber 
öfter unterschiedslos mit c bezeichne ich positive Zahlen, die nur von Q und Q ab­
hängen. Statt ci < f(x) < c2 schreibe ich also oft c < f(x) < c usw. (a, b) bedeute den 
größten gemeinsamen Teiler der ganzen Zahlen a, b. Wir leiten jetzt eine andere 
Formel für PQ(x) ab. Dazu brauchen wir die bekannte Formel: Ist a > 0, Q > 0, so 
ist 

"+,V,-'-'.*-J0 fÜr A = ° ' (49) Лa+íoo 

Ja-řoo 2niXQir(Q + 1 ) fůr X > 0. 

Dabei wird hier und im folgenden derjenige Zweig von s* (oc reell) genommen, der für 
s > 0 positiv ist. 

Beweis. In dem (schwierigeren) Fall X > 0 läßt sich das Integral wegen Q > 0 leicht 
auf das Hankeische Schlingenintegral zurückführen. Man findet übrigens einen voll­
ständigen Beweis z. B. in [1], S. 248. 

Nach (3) ist also für Q > 0, x > 0, a > 0 

4 c * ) — ! _ s (x-«.)r--L £ r-«p«*-co.))»)<fc 
r(Q + 1) Q(m)fS JC 2jTi (m) =-oo J a - f oo s° 

(ich schreibe gelegentlich exp (x) statt e*). Hier kann man offenbar die Integration 
mit der Summation vertauschen. Setzt man also 

&(s)= + f e-Qim)s, (50) 
(m)= ~oo 

so folgt 

Hilfssatz 5. Für a > 0, x > 0, Q > 0 ist 

AQ(x) = — I °° 0(8) e'V*"1 <fc. (51) 
2jn Ja-ioo 

Bisher war in § 2, § 3 Q eine beliebige positiv-definite quadratische Form. Von 
nun an setzen wir voraus, daß die ocJt ganz sind. 
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Hilfssatz 6. Es seien die ocjl ganz, (h, k) = 1, k > 0; m1, ..., mr ganz. Man setze 

0 v-, / 2nih - , x _ .a^i + ••• + armr\ _ _ 
£*.*.<*> = Z exp Q(a) - 2ni -?—± - r--\. (52) 

(fl) = i \ k k ) 
Dann gilt ShtiAm) = 1; \ShtkAm)\ < ckr/2; /8t Re s > 0, so gilt weiter 

6(s) = J'-D-v-k-'L - 2nihX'2 + f ^ M m ) e x p f ^ ^ Y (53) 
V k) (m)=-oo \k2(s - 2nih/k)) 

wobei Q1 die zu Q inverse Form ist. 

Beweis. Vgl. etwa [8], Hilfssatz 3 A und 4; oder (in einer etwas anderen Be­
zeichnung) die Beweise der Formeln (11), (12) in [7] oder [1], S. 148-154. In [7], [1] 
wird insbesondere 6(s) = £ exp (—nQ(m) s) gesetzt (die dortigen <%, sind bei uns 
gleich Null); Landaus k heißt bei uns r. 

Satz 5. Q habe ganze Koeffizienten (xn. Dann gilt 

(I) PQ(x) = Q(xr/2-1) für o = 0, 

(II) PQ(x) = 0(xrl2~1) für 0 = o < ^ - 2 , 

(III) P0(x) = Ö(x r / 2- 1 logx) für 0 < o = ^ - 2 , 

(IV) PQ(x) = Ö ^ 2 " 1 log2*) für r = 4, 0 = o = T- - 2, 

(V) PQ(x) = 0(xr'*+Ql2) für o > £ - 2 , o = 0, r = 3. 

Vorbemerkung. In (II) bis (V) ist automatisch r = 3. Der Fall o = 0, r = 3 von 
(V) wurde in Satz 3 bewiesen. Satz 1 aus § 1 folgt offenbar aus den Sätzen 3, 4, 5. 

Beweis. Wir beweisen zunächst (II) bis (V). Von nun an sei x > 2. Man setze 
z = z(x) = x~Q. Nach (39) (mit k = 1) genügt es, die beiden Zahlen 

/ = +*< [X±Z AQ(y) dy = ±xQ(AQ+l(x ± z) - AQ+l(x)) (54) 

mit der gewünschten Präzision abzuschätzen. Es sei noch bemerkt, daß man für 
Q > 0 direkt AQ untersuchen könnte; um aber den (bekannten) Fall o = 0 mit ein-
zubeziehen, rechne ich mit den Differenzen (54). Für AQ + l wende ich Hilfssatz 5 mit 
a = 1/JC an und erhalte 

/ = ± — f °° 6>(s) exs(e±zs - 1) s~Q-2 dt (55) 
2^J-oo 

mit s = 1/x + it. 
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Ich konstruiere nun die sogenannte zu x1/2 gehörige Fareyreihe, d. h. die Menge aller 
Brüche h\k mit 0 < k ^ x1/2, h § 0, (//, k) = 1; ich nenne sie kurz Fareybrüche. 
Sind h\k, h'/k' zwei benachbarte Fareybrüche, so heißt der Bruch (h + h')\(k + k') 
ihre Mediante. Also ist x1'2 < k + k' = 2x1/2. Weiter ist bekanntlich hk' - h'k = + 1 , 
also 

i 

Ikx 1/2 

Һ + Һ' Һ 

k + k' k 

1 

Ã:д; 1/2 
(56) 

Zu jedem Fareybruch A/k konstruiere ich das Intervall (<%, ß), wobei a, ß die beiden 
zu h\k benachbarten Medianten sind, und bezeichne mit Bhk das Intervall (2TZOC, 2nß). 
Nach (56) ist 

Bhyk = (2nh\k - A^" 1 *" 1 7 2 , 2jth\k + ^ k " 1 ^ " 1 7 2 ) mit n = Xj < 2n. (57) 

Es sei 
^Q r 

nXS{^±ZS *i\ —Q—2 /*,* = ± i - \ &(s) exs(e±zs - 1) s-°-< dt. 
2njBh;k 

(58) 

Ich berechne 70,i möglichst genau und schätze die übrigen Ihk ab; dabei kann ich 
mich auf h > 0 beschränken, da Ihtk, I_hyk konjugiert-komplex sind. 

Für alle reellen t und s = \\x + it ist offenbar \exs\ = e, \e±zs — \\ < c Min(|zs|, 1). 
Für t e Bhk ist nach (57) und wegen k <; x1 / 2 

Re 
1 

k2(s - 2nih\k) k\\ + x\t - 2nh\kf) 

Also ist auf Bhk 

> c% 

+ oo 

I ( m ) = — oo 
exp| Г " 0 1 0 ' 0 ì 

1 Уt2(í - 2nìh\k)/ 
< Z exp(-c(|mA , + ••• + |OT D) < C ; 

(m)=-oo 

(59) 

(60) 

und auf Boл ist 

+ 00 

г 
( m ) = - o o 

exp 
-я 2 ß . ( iи) ' 

к c J L e x p ( " TT^v ( K I + - + ы ) ) < c e x p(ľŤfг2) ( 6 1 ) 

Nach (61) und Hilfssatz 6 ist auf B0A 

( J) = T^TГTH 0 + vC-O) mit \W(s)\ < ccxpf^ ~ c * \ 
D ' s \\+x2Ѓ[ 
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Da für oc > 0 die Funktion £*e~~c| für f > 0 beschränkt ist, erhält man 

r /2 / ±zs 

153 

___ r 7t
r/2(g

±" - 1 ) 
"2-řk. , D1,2srl2+e+ 

' — v ( _ ) d. < CЛ' 
C2*'*' z ( — cx 

+ x2/2 
Л 

= c 
r2*/*' xr/ Q+l ( —cx \ 

J _ _ _ , - „ _ ( i + x 2 . 2 ) r / 4 + e / 2 + i / 2 exp
 (TT^VJ *" < cx 

1/2 г/4 + Є / 2 + 1/2 

Man schätze nun den Fehler ab, den man begeht, wenn man 

Sl2oXS(o±ZS 

+ ÍІГ ^vy"-i) 
_ 2 7 . J в 0 > 1 Z)l/2 //2+, + 2 

durch 

+ — 
2лi 

= +-

1/x+ioo r/2 JCS/ + zs r / z JCS/ __zs . \ 
7T' e (e — 1) 

1/--.C0 Z Г ' V 
1/2 Г/2 + Є + 2 

í f e 

_тr/V 

. 1 / 2 г / r 

I>1/2TҢ + ŕ? + 2 
((* + л_e)' 

Єчp + r/2 + 1 0 + Г/2 + 
- Л v 

" ) 

Я

r /V+ r / 2 

Ð i ; T x + í + l 

+ o(лe-л-2p-лe+r/2_1) 

ersetzt (Formel (49) und Taylorsche Formel). Dieser Fehler ist absolut kleiner als 
r +oo 

cxQ\ x-Qt-r/2-Q-xdt = cxr/* + Q/2. 
Jnx-i/2 

Also ist 

I0.1 
j . r / V + r / 2 

D 1 / 2 E o + я + 1 

+ o(лr^-*) + o(лr/*+e/0-
r/4 + e/2ч (62) 

Es genügt, noch die Summe der Ihk mit h > 0 abzuschätzen. Auf Bhkmit h > 0 ist 
offenbar cx~1/2 < c/z/k < / < chjk, und (58), Hilfssatz 6 und (60) ergeben (man be­
achte r = 3) 

t* +00 

| / w | =" cit"r /2(it/A)0+2xeMin(A^" V f f , 1) \s - 2nih\k\-r/2 dt 

r +oo 

= cko+'-^h-o-1 Min (1, /VA" V ) xr /2(l + A-2.2)"r/4 dt. 

Die Summation über h, k ergibt höchstens 

jV-зcл^ 2- 1 _Г !<ff+1_r/2 Z / ' " "" 'Miní lД/ГV). (63) 
0 ^ / C ^ J C 1 / - Л = l 
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Ist Q > 0, so ersetze man das Min durch Eins, und man erhält 

W = 0(xr/2~l) für 0 < Q < V- - 2, 

W = 0(xr/2~x logx) für 0 < e = T- - 2, 

H7 = ö(x r / 4 + 0 / 2) für g > 0, Q > r- - 2. 

Für Q = 0 hat die innere Summe in (63) die Größenordnung log (k + 1) und man 
erhält 

W = O ^ 2 " 1 ) für Q = 0, r > 4, 

W=o(x X l Q g ^ + - ^ = OOelog2*) für e = 0,r = 4. 

Daraus und aus (62) folgt (II) bis (V). Man beachte, daß sich für r = 3, Q = 0 nur 
W = 0(x 3 / 4 log x) ergibt, ein Resultat, das schwächer als das Resultat des Satzes 3 
ist. 

Dann ist ]£ <xn = A0(N) asymptotisch gleich dem Volumen ri/2D 1/2Nr/2/rU + 1); 
also ist "*" ^ 2 / 

<xn = Q(nr/2-'). (64) 

Nun ist P0(x) = A0(x) - ri/2D~1/2xr/2irU + 1). Hier ist das zweite Glied rechts 

stetig, während das erste für x = n einen Sprung von der Größe an erleidet. Nach 
(64) ist also P0(x) = ß(x r / 2 " 1 ) . 

Nun sei Q > 0. Setzt man K = :lr r /2D"1/2/W r- + Q + 1 ), so ist 

Pix) = £ *«(* - *0'/A<? + l) - * x r / 2 + p . (65) 
m<x 

Man setze nun PQ(x) = oC*72"1) voraus; daraus werden wir einen Widerspruch 
ableiten. Man wähle ein ganzes k = Q + 1, und für jedes natürliche n bilde man die 
k-te Differenz 

Ak.i,(k+2>PQ (n + 7 - ^ - r ) = Dn- (66) 

1 2 
Man beachte, daß in Dn die Werte von PQ in den Punkten rc H , AJ 4-

k+i h + 1 h + 1 

n H vorkommen. Nach der Voraussetzung ist Dn = o(nr/1 *). Nun sind alle 
k + 2 
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Glieder rechts in (65) für n < x < n + 1 unbeschränkt dijfferenzierbar (m ±§ x be­

deutet für diese x dasselbe wie m ^ n). Also gibt es ein xn mit 

1 k + 1 „ _ , 
n + < xn < n + , (67) 

k + 2 k + 2 
(k + 2)*A, = Pf\xn) = o(o - 1) . - fe - A: + 1) £ «„,(*„ - < - f c /P f e + 1) 

r \ / r . \ / r , . * \ ~ r/2 + p-fc 
~ \2 + Q)\2 + Q ~ V '" \2 + Q ~ k + l)KX" • (68) 

Dieser Ausdruck ist also gleich o(«r/2_1). Es sei erstens Q nicht ganz, also k > o + 1, 

und aus (68) folgt 

Z ocm(xn - my~k = otf12-1), 

also (wegen (67)) erst recht 

«„(*- - n)'-k = oC^ 2 " 1 ) , «„ =- o{n'12-1); 

das steht im Widerspruch zu (64). 

Es sei zweitens o ganz, und man setze k = o + 1, so daß die erste Summe in (68) 

rechts verschwindet, während r/2 + o — k + 1 > 0 ist. Also würde aus (68) 

x^2"1 == o(n/2~l) folgen, was wiederum einen Widerspruch liefert. 
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