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V. JARNIK IN PRAHA

BEMERKUNGEN
Z2U LANDAUSCHEN METHODEN
IN DER GITTERPUNKTLEHRE






§ 1. Einleitung

Im folgenden sei stets

r

Ow) = Quy, ..., u,) = z ity (& = o)

ik=1

eine positiv-definite quadratische Form in r Verinderlichen mit der Determinante D
(die Buchstaben r, Q,0,, D behalten immer diese Bedeutung). Fir x > 0 sei
A(xX)= A(x; Q) = > 1 die Anzahl der Gitterpunkte (d.h. der Punkte (m)

Q(m)<sx

= (m,, ..., m,) mit ganzen m,;) im Ellipsoid Q(u) £ x;das Volumen dieses Ellipsoids
ist V(x) = ar2x2p-a/2p <£ + l>,und P(x) = A(x) — V(x) ist der ,,Gitter-

rest”, dessen Verhalten fiir x - + oo Gegenstand zahlreicher Untersuchungen ge-
wesen ist. Man setze noch fiirp > 0

1 X
Ao(x) = A(x), Afx)=—| A@)(x—»)° 'dy,
(x) (x) (x) @ o M=y y

Vo(x) = V(x),

X

1 - r r -
Vix) = — | Vo) (x =y tdy = a?x"*epamyp (45 4 1),
I'(o) Jo 2

1 * o1
Po(x) = P(x), Py(x) = F@—)f PO (x — 1) dy,

Q)]
so daf
P(x) = A(x) — Vy(x) fir ¢ 20 2)
gilt. Fir o > 0 ist nach (1)

1 x _ 1 x
Ao(x) = = (x - y)o ! dy o — _ o1
I'(p) Jo Q(mz):éy I'(o) Q('ggxf (x —»)° " dy,

Q(m)
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d. h.
1

A = — — 0 ’ ~
A(x) Te+D Q(';gx(x o(m))°, (3)

und dies gilt offenbar auch fiir p = 0. Daraus folgt fiirg = 0

* 1 * 1
dv = _ 0 - ¥ — e+
L a0ty = [T Q= 3 (= 0m)

d. h.

Ag41(x) =JXA.,(y) dy fir ¢ 20. 4)

Dieselbe Formel gilt offenbar fiir ¥, und daher wegen (2) auch fiir P,. Fiir ganze
¢ > 0 kann man also 4, auch durch (4) definieren; wir werden aber im folgenden alle
reellen o = 0 zulassen.

Als ich im Herbst 1923 nach Géttingen kam, um drei Semester lang unter Lei-
tung von Edmund Landau zu arbeiten, endete die etwa zwolfjihrige Periode, wih-
rend der sich Landau intensiv mit Gitterpunktproblemen beschiftigte; zugleich
erreichten zu jener Zeit seine diesbeziiglichen Methoden ihren Hohepunkt in Wir-
kungskraft und Einfachheit. Die vorliegende Note schlieft sich sehr eng an die im
Jahre 1924 entstandenen Landauschen Arbeiten [4] bis [7] an; es ist aber vielleicht
gerade bei dieser Gelegenheit nicht unangemessen, sich wieder einmal die Voll-
kommenheit der Landauschen Methoden zu vergegenwdrtigen.

Um das Ziel dieser Note zu erldutern, wihle ich das Kreisproblem, d. h. r = 2,

Q(u) = u} + uj. Die Funktion P(x) (genauer gesagt lim lz(P(x + h) + P(x — h))>
h—-0

1aBt sich mit Hilfe Besselscher Funktionen durch eine Reihe darstellen, die sich aber
wegen ,,schlechter Konvergenz zur Abschitzung von P nicht eignet. Dagegen sind
die analogen Reihenentwicklungen von P,(x), P,(x), ... fiir x > Q absolut und gleich-
maBig konvergent und lassen bequeme Abschitzungen zu. Daher 146t sich das
0-0-Problem fiir diese Funktionen vollstindig 16sen; es ist

P (x) = O(x'**9%), P(x) = Q(x""**?) fir o=1,2,.... 5)

Durch geeignete Differenzenbildung erhdlt man — von P, ausgehend — auch Aus-
kunft iiber P = P,:

P(x) = O(x'?), P(x) = Q(x'"*). (6)

Mit Hilfe von scharfsinnigen und methodisch sehr wichtigen Methoden ist es ge-
lungen, (6) zu verschidrfen: in der O-Formel kann man 1 durch eine kleinere Zahl
ersetzen, und die 2-Formel kann man z. B. zu P(x) = 2(x"/* log'/* x) verschirfen.
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Man kennt aber nicht einmal den ,,wahren Exponenten‘‘, d. h. die untere Grenze der
« mit P(x) = O(x%).

Analoges gilt fiir r = 3, und auch fiir groBere r findet man, daB die P, fiir groBe o
(ndmlich fiir ¢ > r/2 — 4) leicht behandelt werden konnen. Man kénnte also ver-
muten, daB die P, um so leichter zu handhaben sind, je groBer g ist; z. B. wenn man
fir eine Form Q den wahren Exponenten fiir P = P, kennt, dal man dann um so
leichter den wahren Exponenten fiir P, mit ¢ > O bestimmen kann. Aber es sieht
anders aus, mindestens fiir ganze o :

Satz 1. Es seien die xy ganz, o = 0. Dann gelten fiir P,(x) folgende Abschdtzungen:

ox"*™Yy, Q""" fir o < 25 —2,

@)
O("*"Mlogx), Q7" fir ¢ =72, ®)
O(Mln (xo+r/2—r/(r+ 1 —20), xo/2+r/4))
9
Q(Max (x?2* 0 2ty gy L cg Do Ly
2 2 2
O(x"/“"‘”/“logx), Q(xo/2+(r—1)/4) fir o = 25 _ 21, (10)
0/2+(r—1)/4 0/2+(r—1)/4 - r_ l
O(x ), Q(x ) fiir 0>5=5 (11)
mit der Ausnahme, daf (8) fiir r = 4,0 = r/2 — 2 = 0 durch
O(xlog*x), R(x) fiir r=4,0=0 (12)

zu ersetzen ist.

Ich habe schon bemerkt, daB fiir o = 0 und r = 2, 3 schirfere Resultate als (9)
bekannt sind. Dasselbe gilt im Falle p = 0, r = 4: Man kann in (12) log? x durch
log x, ja durch eine noch niedrigere Potenz von log x ersetzen, wihrend andererseits
die Abschitzung O(x) z. B. fiir die vierdimensionale Kugel falsch ist.

Man analysiere ein wenig den Sinn des Satzes 1. Fiirp = r/2 — } gibt Satz 1 den
wahren Exponenten von P, an (und fiirp > r/2 — 4 sogar die vollstindige Losung des
0-Q2-Problems). Analoges gilt im Intervall 0 £ ¢ £ r/2 — 2, das fiir r = 4 auf
den Punkt ¢ = 0 zusammenschrumpft und fiir r < 4 {iberhaupt wegfillt. Fir
r2 -2 <p<r/2—1% (und p = 0) 16st unser Satz die Frage nach dem wahren
Exponenten nicht; der Leser wird sehen, dall dieses Problem ebenso schwierig wie
das Kreisproblem zu sein scheint. Man kénnte analog zu den fiirp = 0, r = 2, 3, 4
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bekannten Verschirfungen versuchen, (8), (9), (10) zu verschdrfen; ich gehe aber
nicht darauf ein.

Man betrachte noch die Exponenten in (9). Die belden Q- Exponenten sind ein-
ander gleich fiir p = r/2 — $; fiir groBere (kleinere) p ist der erste (zweite) grofer,
d. h. schérfer. Dabei kommen Werte ¢ < r/2 — 3% nur fiir » > 3 in Betracht. Analog
ist von den beiden O-Exponenten der erste schirfer (d. h. kleiner) als der zweite
genau dann, wenn

(2002 =20 —r(r=3)>0 (13)

gilt. Ist r = 2, so gilt (13) fiir alle ¢; fiir » > 2 hat aber die linke Seite von (13) eine
positive Nullstelle g, mit r/2 — 2 < po < r/2 — 4. Daher ist der erste (zweite)
Exponent schirfer als der andere, wenn ¢ > g, (0 < 0o) ist. Eine Verschirfung der
0-Abschitzung fir r/2 — 3 <o £r/2 — 1 (0 2 0) im Falle der r-dimensionalen
Kugel findet man in [13].

§ 2. Anwendung der Besselschen Funktionen

In diesem Paragraphen sind alle Zahlen reell. Wir brauchen eine Identitédt (Satz 2) mit
Besselschen Funktionen

J(x) = (%‘) i (— I > k' + k + 1) (14)

k=0

(wir werden sie nur fiir x > 0 und reelles » brauchen). Diese Identitdt wurde von
Landau in [2], [3] (oder [1], S. 11—29 und S. 258 —264) auf komplexem Wege be-
wiesen.") In [6] (oder [1], S. 112—147) hat Landau zur Herleitung derartiger Identi-
tdten eine einfache Methode im reellen Gebiet entwickelt und auf Gitterpunkt-
probleme in der Ebene angewandt. Ich gebe hier einen Beweis im Reellen, der die
Landausche Methode aus [6] imitiert.

Bekanntlich ist fiir x - + o0

J(x) = 22772712 cos (x ~ %vn — %n) + 0(x™3%?). 15)
Durch gliedweises Differenzieren bekommt man leicht fiir x > 0,4 > 0

_(A—t' v/ZJ(Axl/Z)) A - l)x(v 1)/2 ,,_ (Axl/Z) (16)

1) Landau setzt ¢ ganz voraus, das ist aber unerheblich.
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Nach Liouville gilt weiter: Es sei
~1
A =J ) uP T dy (17)
0]

konvergent, p; > 0. Der Bereich M sei durch x;, > 0,...,x, > 0, x; + - + x, < 1
gegeben. Dann ist

~

J ...J(p(xl + cee _+_ xr)xﬁ"—l ...Xf"-l dxl dxr _ M_MA
M

I'(py + -+ p))
(18)

Hilfssatz 1. Es sei A > 0, B > 0. Die Funktion f(u,, ..., u,) habe folgende Eigen-
schaften:

1. fist stetig im r-dimensionalen Raum R'.

2. f(uy, ..., u,) = 0 fiir Max (luy], ..., [u,]) = A.

3. Fiir jedes i(i =1, ...,r) und jede Wahl von uy, .., u;_y,u;yy, ..., u, ist die
Schwankung der (als Funktion von u; betrachteten) Funktion f(u,, ..., u,) héchstens

gleich B.
Dann ist
+ oo + o + o
Z f(’nl’ cey )77,-) = }_, o Z J\'“J‘f(ul’ AR ur)
My, .., m,= - ay=—ow a,=—o Rr

r

x [] cos 2nau;) duy -+ du,. (19)
j=1

Bemerkung. Man beachte, dall es geniigt, links liber |m;| < A zu summieren.
Rechts ist es wesentlich, daf3 es sich um eine iterierte Reihe handelt.

Beweis. Der Fall r = 1 ist wohlbekannt. Induktion von r — 1 auf r: Man setze

I

Zw Sony, uyy sy, (20)

my=-—on

fl(u23 sy ll,)

also

filuzy o) = Y, Fo(uy, ..., u), 2n

ay=-—om

wobei

+ o0
Fo(uzy ...yu,) = f_w f(uy, ..., u,) cos 2na,u, du, 22)

ist. Nun hat F,, offenbar die Eigenschaften 1, 2, 3mitr — 1, 4,24 Bstatt r, 4, B. Also
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ist nach Induktionsvoraussetzung

+ + o oo
Z Fa;(mZa ) mr) = Z Z f anl(uZ, veey u,)
M2,y Mp == a=-w a=—-c JRr-1

r

x [] cos (2nau;) du, --- du,. (23)
Jj=2

Dabher ist nach (20), (21)

+

Z f(mla cecy mr) = Z fl(’nZs ceey ”’l,.)

Myyeee,m,.=— o0 Max(|m;],---, |m <4
+w + o0 +
= Z Z Fal(ml, (RS mr) = z Z Fa,(mz, tecs mrl;
Max(|my]|,---, ImD<4d ay=- a1=—00 My,eeey m.=—

daraus und aus (23), (22) folgt die Behauptung.
Hilfssatz 2. Fiiro > 0, x > 0 ist

+ + r
A(x) = —1— Z Z J (x — Qw))° H cos (2na;u;) du, -+ du,
F(Q-}- 1)a1=—oo ap=— o0 Jj=1
Quw X
+ +»
= Z Z 2—'2 K(+a,, *a,, ..., +a,), (24)
a3=—w ar= =0 +
wobei
1
K(hy, ...s b)) = ———~—f f(x — Q))°cos 2a(hyuy + --- + hau,)) duy --- du,
T'e+1)
Qu)£x (25)

+ erstreckt wird (auch wenn

ist und )’ iiber die 2" Kombinationen der Vorzeichen
>

einige a; = 0 sind).

Beweis. Man wende Hilfssatz 1 auf die Funktion (Max (x — Q(u), 0))° an und
beachte, daB cosx; cosw, ---cosx, =27") cos(+a; + -+ + «,) ist'(dies folgt
sofort durch Induktion nach r). t

Wir berechnen jetzt K(h,, ..., h,). Es sei («) die Matrix der Koeffizienten «;; von

Q(u). Durch eine Substitution u; = ) y,v, mit der reguliren Matrix (y) geht Q(u)
k

in eine positiv-definite Form Q’(v) mit der Matrix (7) (x) (y) iber; dabei bedeutet (;5
die zu (p) transponierte Matrix. Man bezeichne mit (4) bzw. (I") die zu (x) bzw. ()
inverse Matrix, mit (¢) die Einheitsmatrix. Mit Q, bezeichne man die sogenannte zu
Q inverse Form, d. h. die (bekanntlich positiv-definite) Form mit der Matrix (4).
Es gibt eine regulire Matrix () mit der Determinante D~ '/?, welche die Form Q(u)
in v} + .- 4+ o? iberfiihrt. Sind daneben noch reelle Zahlen iy, ..., h, mit
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|hs| + --- + |h] > O gegeben, so kann man noch erreichen, daB3
huy + - + hu, = Cov, (26)

ist mit positivem C = C(h,, ..., h,) (denn v + -.- 4+ v} ist invariant gegeniiber
orthogonalen Transformationen). Wir berechnen C. Es ist (¥) (&) (¥) = (¢), also
(") (A) (") = (&), insbesondere

g =1= ZrliAikjvlk =011 L2y s I'ii),s
ik
aber ,
hyuy + -+ + hu, = Cvy = Y, CI'yu,, also hy = CI',
s=1

C2 = CZQI(P119 LRRS] Flr) = Ql(hl’ LRRS] hr)~ (27)

Hilfssatz 3. Es sei Q,; die zu Q inverse Form. Fiir o = 0, x > O und reelle h,, ..., h,
mit [hy| + -+ + |h| > O ist

X012 prI2
TIe+1 j J(x = Q)Y duy - du, = 1 . (28)
(Q+ )Q()S D1/211<Q+§r+1>
B = F( n 1) J(x — Q))° cos 2n(hyu; + ++- + hu,) duy - du,
4
Q) £x
xo/2+r/4 - .
= noDl/z(Q (’1))0/2.,.,/—4 Jg+r/2(2nx 01°(h); (29)
1

dabei schreiben wir freilich Q,(h) = Q,(hy, ..., ).

Beweis. Schreibt man x'/*y; statt u;, so erhdlt man

o+r/2
== |.. f(l — Q))° cos 2ax"(hyuy + - + hu,)) du - du,
I'e + 1)
Q=1
(hierin ist auch A fiir &, = --- = h, = 0 enthalten). Durch die oben beschriebene

Substitution erhilt man nach (26), (27)

o+r/2

X 2
B = (1 — v} — -« = v})°cos Fv, dr, - dr,, (30)
D'’T(o + 1) D f f o

24 pop2St

10  Turan, Abhandlungen
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wobei zur Abkiirzung 2zx'/2Q}/?(h) = F gesetzt wurde. Daher ist

xo+r/2 © (_l)k F2k

’

B = B 31
DT + )& (k) * Gl
mit
B, =2 A =ov} = =)0 do, - db,
vy2+...+0,251
vj>0
O L T N e Tt TN TL I M N
X b +x, 51
x;>0

Nach (17), (18) ist also
I’(k + l) !
Bk — nr/2—1/2 2 J‘ (1 _ u)a uk+r/2—1 du
T(k + %) 0
27135 @k - o — L+ D 32)
F(k +o+ % + 1>
Wegen 4 = x°*"2 D™'?B,|I'(p + 1) folgt daraus (28), und durch Einsetzen von B,
aus (32) in (31) ergibt sich auch (29).")

Hilfssatz 4. Es gibt ein ¢ = ¢(Q, 1) > 0, so dap fiir jedes K = 1

Y (i) < KT fir A<Z,
QM<K 2
Y (0uh)* < clog(K + 1) fir A=z, (33)
QM<K 2
Y (Qih) < KT fir 2>~
Q:iimzkK 2
gilt. Dabei bedeutet ', daB das Glied mit h; = --- = h, = 0 wegzulassen ist.

Analoges gilt spéter in dhnlichen Fillen.

Beweis. Klar.

Im folgenden seien 0 < 4; < 4, < 13 < --- diejenigen Werte, die Q,(h) fiir ganze
hy, ..., h, annimmt; a, sei die Anzahl der Darstellungen von A, durch Q,, d.h.

1) Spezialfille von (29) kommen in der Literatur seit Bessel vor; vgl. die FuBnoten in [1], S. 15,

16, 118 und den SchluB der Einleitung von [6]. Den allgemeinen Fall kann man unschwer aus [11] oder
[12] ablesen.
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a,= Y, 1. Weiter schreiben wir oft (m) statt (m, ..., m,),
Qi =1n
+ o0 + o0 k k
= > L, Y = 3 usw.
(m)=—ow my,..., m,.=—o0, (m)=1 my,... m.=1

Satz 2. Fiirp > rf2 — %, x > O ist

nr/2x0+r/2

D‘”I‘(g + % + 1)

Po(x) = Ao(x) -

rj4+0/2  +w

X ’ - -r
= g (@) T T (2nx I R)), (34)
(h)=-owo
x4rer = —0/2-r/4 1/271/2
Po(x) = '_01)17 Z anln Jo+r/2(2nx }‘n )a ' (35)
ot 4 n=1

(r—1)/4+90/2 o

_ —0/2-rj4—1/4 1/251/2 ‘E _ ’1
Pyx) = Tetipin Y. cos <2nx An €3 (r+ 1)4> (36)

+ 0(X<r_3)l4+0/2).

Beweis. Man setze in (24) fir die K(+a,, ..., +a,) die im Hilfssatz 3 gegebenen
Werte ein. Man benutze (15) und Hilfssatz 4 (es ist ¢/2 + r/4 + } > r/2). Man
sieht, daB man die Reihe in (24) beliebig umgruppieren kann; daraus folgen un-
mittelbar die Behauptungen.

Weiter werden die Beweise nach Landaus Muster gefiihrt. Ist f eine Funktion einer
Verdnderlichen, z + 0, so definiere man die Funktionen 4, .f fiir k = 1, 2, ... wie
folgt:

Ay f(x) = A, f(x) = fx + 2) = (%), Dis1,/(X) =D f(x + 2) = 4y . f(x). (37)

Wenn f im abgeschlossenen Intervall mit den Endpunkten x, x + kz k-mal diffe-
renzierbar ist, so gibt es bekanntlich ein & zwischen x, x + kz, so daB

2 e f(x) = FNO) (33)
gilt. Da A,(x) (¢ 2 0) eine nichtabnehmende Funktion ist, gilt fiir 0 < kz < x

(—=2) i Ay i(x) S Afx) S 27,24, 0(%). (39)
(Denn z. B. ist

(—Z)_kAk,—zAg+k(x) = z—"fx (J‘xl (J\xrl A (xy) dxk> a'x2> dx, )

10*
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Satz 3. Es ist

P(x) = O(x"~Dis+erz) fiir o> 25 - % (40)
1

Px) = O(x'logx) = O(x"""*** logx) fiir o=z —3.") @1

P,(x) = O(x°*r/2-rit+1=20) fir 0<p0< 25 — % (42)

Beweis. (40) folgt sofort aus (36). Ist 0 < ¢ < r/2 — 4, so wihle man ein ganzes
k mit 9 + k > r/2 — % und eine Funktion z(x) mit 0 < z(x) = o(x) und bilde die
beiden Ausdriicke

(iz(x))_k Ak,iz(x)Ao+k(x)’ (43)

indem man von jedem Glied der Reihe (34) (mit ¢ + k statt p) die k-te Differenz
bildet. Es ist erstens (ich schreibe z statt z(x)) nach (38)

r2_r/2+0+k r/2gr/2+0
(£2)7* Ay pe — i

D1/2F<g + % +k+ 1) D‘/ZI’(@ + % + 1)

r/2_r/2+po
T X -
= + O(zx"**7 Y,

D”’I‘(g + ; + 1)
Zweitens hat man fiir

L = (£2) 7 Ay e x"HQ ()T TR k(2706 Q1 ()

zwei Abschdtzungen: Nach (15) ist (fiir x - + o0)

L = O(Z—er/4+a/2+k/2—1/4(Q1(h))—g/2—k/2—r/4—-1/4)’ (44)
und nach (38), (16), (15) ist
L — O(xr/4+o/2-1/4(Q1(h))—-0/2—r/4—-1/4)' (45)

Man wihle nun ein K = K(x) = 1. Fiir 0 < Q,(h) < K benutze man (45), fir
0.(h) = K die Abschitzung (44). Nach (33) erhélt man fiir (43) folgende Darstellung:

nr/Zxr/2+o

D”ZFG +o+ 1)

+ O(Z—er/4+a/2+k/2—1/4Kr/4—o/2-k/2—1/4) + O(Xr/4+o/2—1/4Kr/4—o/2—1/4)
(46)

+ O(zx"**e 1

1) Fiir r = 1, o = 0 ist natiirlich trivialerweise Py(x) = O(1).



Bemerkungen zu Landauschen Methoden in der Gitterpunktlehre 149

mit der Ausnahme, daB fiir o = r/2 — 4 im letzten Glied K° durch log (K + 1) er-
setzt werden muB. Man erhilt die beste Abschitzung, wenn man K = xz~2 und dann
z = x!7TCH1720 waplt. Diese Wahlist zuldssig, da z(x) < x' 770 < x'? = o(x),
K = 1ist. Setzt man z, K in (46) ein und beachtet (39), so erhélt man (41), (42).

Satz 4. Fiiro = 0 ist P(x) = Q(x"~/**9/2) Schirfer: Es gibt einc = ¢(Q,0) > 0,
ein ng = no(Q, ) und eine von Q und p abhdngige Folge x,, x5, ... mit

n2
Xp = Xp,p = Zl_ + O(n) (n— ™), l @

r— 1)/4+o/2 (r—1)/4+¢/2

o(x2n) > CA Po(x2n+1) < —CX2n+1 fur n> Ho. I

Beweis. Ist s > r/2 + 1, so ist

o0 [

Y @l 2257 Y aAafh)T = o(a,A7”) (48)

n=2 n=2

fir s > + oo (die Konvergenz der Reihe folgt aus (33)). Man definiere y, durch
1/2.1/2 r _1_ T _
2741y, <Q + 3 + 2) 5 = N7,

also y, = 4n?A7"' 4+ O(n). Ist o hinreichend groB, so folgt aus (36) und (48)

1 v 1)/4+0/2

_ In
(=1D)"Pyya) > = 5

(r—3)/4+0/2
Fipi2 Ao/2+r/4+1/4 + O(yn )

fir n - oo. Also gilt (47) fur hinreichend groBe ¢ (mit x, = y,). Gilt aber die Be-
hauptung fiir ein o = 1, so gilt sie auch mit p — 1 statt p. In der Tat, aus (47) folgt
fiir groBe n

Xn
(—1)"f P,_i(x)dx > cxy - PI4re2,
Xn-1

Da die Linge des Integrationsintervalls O(n) = O(x,’%) ist, gibt es ein &, mit
Xuoy < & < Xy (= 1)" Py (&) > ’ES™P/492 \wobei ¢’ > 0 von n unabhingig ist

und &, = £ n?A7" + O(n) gilt.

Bemerkung. Die Anwendbarkeit der Landauschen Methode aus [6] ist nicht auf
Ellipsoide beschrinkt. Landau selbst hat mit ihrer Hilfe einen Beweis eines all-
gemeinen van der Corputschen O-Satzes gegeben; der Satz gibt die Abschitzung
P(x) = O(x'"®) fiir sehr allgemeine ebene Bereiche. Man kann aber mit derselben
Methode auch eine 2-Abschitzung (mit dem Ergebnis P(x) = Q(x"~/*)) fiir ziem-
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lich allgemeine konvexe r-dimensionale Bereiche beweisen. Dies wird dadurch er-
moglicht, daB die entsprechende Verallgemeinerﬁng der K(h,, ..., h,) aus Hilfssatz 2
asymptotische Eigenschaften besitzt, die denjenigen der Besselschen Funktionen
dhnlich sind. Vgl. [9] fiir r = 2 und [10] fiir allgemeines r.

§ 3. Anwendung von Thetafunktionen

In diesem Paragraphen werden auch imagindre Zahlen auftreten. Mit ¢, , c,, ..., aber
ofter unterschiedslos mit ¢ bezeichne ich positive Zahlen, die nur von Q und g ab-
héngen. Statt ¢, < f(x) < ¢, schreibe ich also oft ¢ < f(x) < c usw.(a, b) bedeuteden
grofBten gemeinsamen Teiler der ganzen Zahlen a, b. Wir leiten jetzt eine andere
Formel fiir P,(x) ab. Dazu brauchen wir die bekannte Formel: Ist a > 0,9 > 0, so

1st
atie 0 fir 1<0
s —o—1 . = N

L_m ers it ds= {mmvr@ +1) fir 2>0. (49)

Dabei wird hier und im folgenden derjenige Zweig von s* (« reell) genommen, der fiir
s > 0 positiv ist.

Beweis. In dem (schwierigeren) Fall A > 0148t sich das Integral wegen p > 0 leicht
auf das Hankelsche Schlingenintegral zuriickfiihren. Man findet tibrigens einen voll-
stindigen Beweis z. B. in [1], S. 248.

Nach (3) ist also fiirg > 0,x > 0,a >0

4 =—L Y oomy=L F [TTeela-0m)g),

- I'(o + 1) aomysx 2mi m=-w Ja-iwo 5ot

(ich schreibe gelegentlich exp (x) statt e*). Hier kann man offenbar die Integration
mit der Summation vertauschen. Setzt man also
+ o
O(s)= Y, e %™, (50)
(m)=-o0 '

so folgt

Hilfssatz 5. Fiira > 0, x > 0,0 > 0 ist

a+ioo

A(x) = i—l— O(s) e™'s™ " ds. | (51)

iJa-io

Bisher war in §2, § 3 Q eine beliebige positiv-definite quadratische Form. Von
nun an setzen wir voraus, daf} die «;, ganz sind.
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Hilfssatz 6. Es seien die «;, ganz, (h, k) = 1,k > 0; m,, ..., m, ganz. Man setze

k .

2

Seem = Y exp( = Z oy - gmi G ¥ aimr) (52)
(@a)=1 k k

Dann gilt Sy 1.m = 15 [Shi.cm| < ck™?; ist Re s > 0, so gilt weiter

12— AN —7°Q,(m)
O@s) = a*D Vs — 2mi = Shkcm EXP | ———=17 ) 53
) k <m)=z-w whm S\ 36— 2 (53)

wobei Q, die zu Q inverse Form ist.

Beweis. Vgl. etwa [8], Hilfssatz 3 A und 4; oder (in einer etwas anderen Be-
zeichnung) die Beweise der Formeln (11), (12) in [7] oder [1], S. 148—154. In [7], [1]

wird insbesondere @(s) = Y exp (—nQ(m) s) gesetzt (die dortigen «; sind bei uns
gleich Null); Landaus & heiBt bei uns r.

Satz S. Q habe ganze Koeffizienten ;. Dann gilt
@ Py(x) = Q(x"*7Y) fir 020,

) Px) = 0" fir 0<p<i-2,
¢ 2

()  P(x) = O(x"* ‘logx) fir 0<p= 5’ -2,
(V)  P(x)=O"*"'log’x) fir r=4, 0=p=
V) P = OGO fir g>2-2, o2

Vorbemerkung. In (II) bis (V) ist automatisch r = 3. Der Fallp = 0, r = 3 von
(V) wurde in Satz 3 bewiesen. Satz 1 aus § 1 folgt offenbar aus den Sitzen 3, 4, 5.

Beweis. Wir beweisen zundchst (II) bis (V). Von nun an sei x > 2. Man setze
z = z(x) = x~°% Nach (39) (mit k¥ = 1) geniigt es, die beiden Zahlen

I= +x9 f A ) dy = £y 1(x £ 2) — Ay i) (54)

x

mit der gewiinschten Prizision abzuschitzen. Es sei noch bemerkt, daB man fiir
o > 0 direkt 4, untersuchen konnte; um aber den (bekannten) Fall o = 0 mit ein-
zubeziehen, rechne ich mit den Differenzen (54). Fiir 4,,, wende ich Hilfssatz 5 mit
a = 1/x an und erhalte

x° too xs; +zs —-0—2
I=+ P O(s) e™(e™™ — 1) s dt (55)
JT

—

mits = 1/x + it.
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Ich konstruiere nun die sogenannte zu x'/? gehorige Fareyreihe, d. h. die Menge aller
Briiche h/k mit 0 < k < x>, h Z 0, (h, k) = 1; ich nenne sie kurz Fareybriiche.
Sind h/k, i’ [k’ zwei benachbarte Fareybriiche, so heit der Bruch (& + A')/(k + k')
ihre Mediante. Alsoistx'/? < k + k' < 2x'/?. Weiteristbekanntlich hk’ — W'k = +1,
also

1

2kx? T

h+ W h} 1 56)

k+k k| kx?°

Zu jedem Fareybruch h/k konstruiere ich das Intervall (x, §), wobei «, 8 die beiden
zu h/k benachbarten Medianten sind, und bezeichne mit B, , das Intervall 2m«, 27f).
Nach (56) ist

By, = Qnhlk — A,k” x7V2 2mhlk 4+ Ak 'xTY?) mit <A < 2m. 57
Es sei
xO
Liw= +=— O(s) e (e*™ — 1)s™° 2 dr. (58)
JU ) Bn;k

Ich berechne I, ; moglichst genau und schitze die {ibrigen I, ab; dabei kann ich
mich auf 4 > 0 beschridnken, da 1, ,, I, , konjugiert-komplex sind.

Fiir allereellenf unds = 1/x + itist offenbar |e*| = e, [e** — || < ¢ Min(|zs], 1).
Fiir ¢ € B, ist nach (57) und wegen k < x'/?

1 x
Re — = >
K(s — 2mihlk) | K21 + X%t — 27hjk)D)  © (59)
Also ist auf B, ;
S —n2Q,(m) b
€X —_— < — + ...
wa | <k2(s . 2m’h/k)> WL exp(=clml+ 4 mD) <e,  (60)

und auf B, , ist
+

ZI

(m)=—ow

exp ( —nzgl(m)>'
s

+ cx
<c " exp| - —— + .- . —cx
o=l ) < con (2 )

(m)=—o0

Nach (61) und Hilfssatz 6 ist auf B, ;

r/2
O(s) = 1/2 r/2 — 55 L+ 9(9) mit |y(s)] < CexP( X )
1+ x%
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Da fiir & > 0 die Funktion &%~ fiir £ > 0 beschrinkt ist, erhilt man

xa nr/z e;tzs _ l) exs . 2n/x1/2 z —cx
+ < cx TaTerT OXP 5 | 4t
JBo —2n/x1/2 [§T715TOT I+ x7

-~ —2_7; Dl2gizter2 p(s) dt
2n/x1/2 r/2+o+1
X — X —1/2 | _r/4+0/2+1/2
=c exp dt < cx *X .
f—Zn/xUz (1 + x2t2)r/4+0/2+1/2 <1 + x2t2>

Man schitze nun den Fehler ab, den man begeht, wenn man

xo nr/ZexS(eizs _ 1)
+ — o dt
27'5 Bo, 1 D / sr/2+()+2
durch
0 1/x+ic0 _r/2 xs; +zs
X n'e™ (e — 1
T — 1/2(r/2+ 12 )ds
27i J1/x-iw D7
r/2_ .o
T X -
— i ((x i_x a)g+r/2+l _xp+r/2+l)
r
D1/2F<§+Q + 2>
nr/2x0+r/2

— + O(xo . x—20 . xn+r/2—l)
D”zl“(% +o+ 1)

ersetzt (Formel (49) und Taylorsche Formel). Dieser Fehler ist absolut kleiner als

+ o0
cx"Jv xR g = x4 Y2,
n

x—1/2
Also ist
nr/2xo+r/2

I,y = + 0?7 + O, (62)
D”zr(g + 5+ 1)

Es geniigt, noch die Summe der /, , mit & > 0 abzuschitzen. Auf B, , mit & > 0 ist
offenbar ex™'? < chlk < t < chlk,und (58), Hilfssatz 6 und (60) ergeben (man be-
achte r = 3)

+ o
[yil < ck™"?(k/h)°*? x* Min (hk™'x79, 1) J |s — 2zihfk|™""* dt

+ o0
= ck®*'7"2p7e" ! Min (1, klz'lxo)f x2(1 + x*%)~""* dr.

Die Summation iiber A, k ergibt hdchstens

W=cx>"t Y k2N BT Min (1, khT'X). (63)
h=1

0<k<x1/2
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Isto > 0, so ersetze man das Min durch Eins, und man erhdlt

W=0@x""" fir 0<p< % -2,

W=0x""logx) fir 0<p= % —2,

W= 0" fir o> 00> 5’ —2.

Fiir o = 0 hat die innere Summe in (63) die GréB8enordnung log (k + 1) und man
erhalt
W=0x""" fir p=0,r>4,

log(k + 1)

O<kzx!1/2 k

W=0<x )=0(xlog2x) fir p=0,r=4.

Daraus und aus (62) folgt (II) bis (V). Man beachte, daB sich fiir » = 3, o = 0 nur
W = O(x*'* log x) ergibt, ein Resultat, das schwicher als das Resultat des Satzes 3
ist.

Beweis von (I). Fiir natiirliches » sei «, die Anzahl der Losungen von Q(m) = n.

Dannist Y &, = Ao(N)asymptotisch gleich dem Volumen z">D~'/*N"/3|I" <5r + l);
also ist "=V
g = 2n"*7Y). ‘ (64)

Nun ist Po(x) = Ao(x) — n’/zD_”zx’/z/[‘(Er + 1>. Hier ist das zweite Glied rechts

stetig, wahrend das erste fiir x = n einen Sprung von der GroBe «, erleidet. Nach
(64) ist also Po(x) = _Q(xr/Z— 1)‘

Nun sei p > 0. Setzt man K = n'/zD‘”Z/I’(% +o+ 1), so ist

P(x) =Y an(x — mP/I'(p+ 1) — Kx"?*°. (65)
m<x '
Man setze nun P,(x) = o(x"/2~') voraus; daraus werden wir einen Widerspruch
ableiten. Man wihle ein ganzes k = o + 1, und fiir jedes natiirliche » bilde man die
k-te Differenz

1
Ak.l/(k+2)Po (n + ;{—+—2‘> = D,,. (66)

.oy

Man beachte, daBl in D, die Werte von P, in den Punkten n' + ! ,h+ 2 -
k+2 k+2

vorkommen. Nach der Voraussetzung ist D, = o(n”>*~'). Nun sind alle

n+k+1
k
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Glieder rechts in (65) fiir n < x < n + 1 unbeschrinkt differenzierbar (m < x be-
deutet fiir diese x dasselbe wie m < n). Also gibt es ein x, mit

nt— <x,<nt 1 (67)
k+2 k+ 2
(k +2)D, = PP(x,) =00 — 1) (e —k + 1) Z, Om(Xy — m)*¥|T(0 + 1)
_(r r —1)...(” _ r/2+0-k 8
<2+9><2+9 1) (2+g k+1>Kx,, . (63)

Dieser Ausdruck ist also gleich o(n”*~

und aus (68) folgt

Y am(xy — m) Tt = o(n*7Y),

msn

Y). Es sei erstens g nicht ganz, also k > ¢ + 1,

also (wegen (67)) erst recht
n(Xn = n)* ™ = 0?7, &y = o(n*7h);

das steht im Widerspruch zu (64).

Es sei zweitens ¢ ganz, und man setze k = p + 1, so daB die erste Summe in (68)
rechts verschwindet, wédhrend r/2 + 9 — k + 1 > 0 ist. Also wiirde aus (68)
xt2=1 = o(n"*") folgen, was wiederum einen Widerspruch liefert.
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