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Ч Е Х О С Л О В А Ц К И Й МАТЕМАТИЧЕСКИЙ Ж У Р Н А Л 
Математический институт Чехословацкой Академии наук 

Т. 6 (81) ПРАГА 10. V. 1956 г. . Ко 1 

К ТЕОРИИ СТРУКТУРНО УПОРЯДОЧЕННЫХ ГРУПП 

ФРАНТИШЕК ш и к (Frantisek Sik), Брно 
(Прступршо в редакцию 1/П1 1955 г.) 

В этой статье автор занимается изучением строения некоторых 
типов структурно упорядоченных групп (^-групп). В значительной 
части рассуждений занимают особое место компоненты (множества, 
замкнутые в опредеденнон отношению — дизьюнктности), 

Понятие дизьюнктной пары элементов (см. определение в § 1) 
ввел Вир кто ф [1]. По теории дизьюнктности в полуупорядоченных 
пространствах и в полных ^-группах достигли значительного со­
вершенства авторы монографии [5] (см. также [6]). Поскольку мне 
известно, возможности и эффективность этой теории не были до 
сих пор испробованы на неполных ^группах. Это послужило 
толчком Для возникновения этой работы. Я пробовал обобщить 
указанную теорию уже в заметке [8]. Результатом рассуждений 
явилась теорема (А), которая цитируется в § 1 настояш;ей работы 
и несколько ее приложений к прямым разложениям (неупорядочен­
ных) групп. В предлагаемой работе ряд приложений дополнился 
дальнейшими, касающимися на сей раз ^групп. 

§ 1 носит подготовительный характер; он посвящен леммам, 
используемым в разных частях этой работы. 

В § 2 изучается структура компонент (см. определение в § 1), 
структура компонент, которые представляют-собой Z-идеалы, и 
структура прямых факторов Z-группы. Затем при помощи компонент 
дается характеризация прямых сумм просто упорядоченных групп. 

Главным результатом § 3, в котором главным образом уделяется 
внимание системам прямых факторов на /̂ -группе, является теорема 
о погружении и об однозначности представления; раньше были уже 
выведены аналогичные результаты, касающиеся полных ^групп 
[5, 6]. 

Центром рассуждений § 4 является утверждение, что сумма 
полной системы компонент архимедовой Z-группы будет полной во 
всей группе, в которую введена топология при помощи упорядо­
чения. 

Работа завершается характеризацией Z-rpynn по отношению 
к частично упорядоченным группам (§5). 



§ 1 

Символ G будет во всей работе — если не будет иначе оговорено — 
означать структурно упорядоченную группу, коротко ^-группу. 

В теории Z-rpynn еще твердо не установились некоторые обозначения. 
Во избежание недорозумений приведу здесь те обозначения, которыми 
буду пользоваться. 

Если X есть элемент в, то будем обозначать: его положительную часть 
х_^ =:z хУ О, его отрицательную часть х^ = х кО, модуль \х\ = хУ — х 
([2], XIV, §4, Определение). Если AcGi то под символом А^ разумеем 
множество всех положительных частей всех элементов жг А. 

Элементы х, у, е в назовем дизьюнктными, символически х ô у, если 
ja:| д \у\ = 0. Соотношение xôA говорит, что элемент х и каждый из элемен­
тов мнояшства А образуют пару дизьюнктных элементов. 

Множество А с Cr имеет нормальное свойство, если а е А, b е G, Щ ^ 
<^ \а\:=> b € А. Известно, что подгруппа с нормальным свойством есть ни 
что иное как выпуклая подгруппа, т. е. подгруппа £Г, в которой а.ЬеН, 
аАЬ^х^аУЬ=>Х€11. Я придерживаюсь первого понятия, введенного 
в[5,б]: 

Компонентой (дизыонктной со множеством А) назову систему А' всех 
элементов из G, которые дизьюнктны с каждым элементом множества А. 
Компоненту А' будем также называть дизьюнктным дополнением мно­
жества А. 

Подгруппу 1-группы Ö, которая является одновременно подструктурой 
в (?, будем называть ^-подгруппой в G. 1-идеалом в ^-группе G назовем нор­
мальную подгруппу в G, обладающую нормальным свойством. 

Введем в ^-группу G квази-упорядочение -^ следующим образом: 
а -^Ь <==> \а\ ̂  |6|, и отношение дизьюнктности ö так, как было указано 
выше. Отношения -^ и ^ обладают, очевидно, следующими свойствами: 

а) в квази-упорядочении -^ существует наименьший элемент е eG 
(а именно, нуль 1-группы), 

ß) Ô является симметричным, антирефлексивным бинарным отношением 
в(?; 

оба отношения -^ и ô связаны друг с другом следующими соотношениями 
\х, y,Z€ G): 

а) х^ у, xôy=>y ^ е, 
б) еде, 
в) X Ô у, Z -^ X => Z Ô у, 

г) X Ъу :=> существует элемент z € G, z non-<§ е, z -^ х, z -^ у. 



в работе [8] (теорема 14,4) я доказал следующую общую теорему: 
(А) Если G — произвольное множество, в котором введены отношения 

-^ ж Ô, удовлетворяющие условиям (а, ß), (а, б, в, г) и если в G ввести по 
выше описанному методу понятие компонентны относительно отношения 
д, то система всех компонент в G образует полную булеву алгебру (упоря­
доченную отношением множественного включения, и с пересечением в ка­
честве инфимума; дизъюнктное дополнение является дополнением в смысле 
булевы алгебры). 

Теорему (А) можно, следовательно, применить к системе компонент 
Z-группы G. 

Легко можно доказать, что дизъюнктное дополнение А" компоненты А' 
(которад является дизъюнктным дополнением множества А QG) есть пе­
ресечение всех компонент в (?, содержащих А, и далее, что дизъюнктное 
дополнение А" компоненты А" является компонента А' (см. [8], 1,4,7 
и 1,4,5(3)). 

Компоненты А', А" будем называть взаимно дополнительными компо­
нентами. 

Теперь приведу несколько известных или легко проверяемых утвержде­
ний, которыми буду в дальнейшем часто пользоваться. Малыми буквами 
латинского алфавита обозначаю элементы Z-группы G. 

(1) aôx, bôx=>{a±b)ôx, (aAb)ôx, {аУЬ)ох ([2], XIV, § И); 
(2) X — {х Ay) = (хУ у) — у (обе части равны, то~есть, (х — у) У 0); 
(3) хАу=0=>х-{-у = хУу = у-\-х [следует из (2)]; 
(4) ( ± ^+) ^ ( ± ^-) ([2], XIV, § 4, Лемма 4); 
(5) ^ = а:^ + х_ ([2], XIV, § 4, Cor. 2); 
(^) 1̂1 ̂  5̂ И1 = ^+ V — х_ = Xj^ — х_ (неравенство см. [1], Лемма 4; 

первое равенство: \^\^х^У — х__ _^_ хУ — х = \х\; второе равенство сле­
дует из (4) и (3)); 

(7) xôyz:>x + y = y + x, \х + у\ = \х\ + \у\ = \х\У \у\ = \у\ + \х\ (пер­
вое утверждение: х -\- у = х^ + х__ -\- у_^ -{- у_ = у^ + «/„ + х^ -}- х_. = 
= у -\- X при этом заменимость х+у х„, у^, у_ допустима в силу (4) и (3); 
остальные равенства в (7) доказываются при помощи первого так же, как 
и в коммутативном случае (см., напр., [5], I 1,63, стр. 32); 

(8) i-Идеалы на ^-группе образуют полную дистрибутивную структуру, 
в которой инфимумом (супремумом) является пересечение (сумма) 
соответствующей системы Z-идеалов ([1], Теорема 21; [2], XIV, § 5, Теоре­
ма 10); 

(9) Если существует выражение V х^, существует также V(^ л х^), при 

чем t/ л V X, = V {у А X,), ([2], XIV, \ 10). 



Ряд последующих лемм послужит нам введением к рассуждениям в даль­
нейших параграфах: 

Лемма 1. \а + b — а\ = а -\- \Ь\ ~— а. 
Доказательство . • — b ^ |6[, b ^ \Ь\ => а — \Ь\ —- а ^ а -}- b — а ^ 

^ а + \Ь\ — а:=> ^^ {а ~\- b — а) ^ а + \b\ — а -.=> \а -\- b — «| ^ Ö̂  + 1̂1 — 
— а. Отсюда — а -{- \а -{- b — а\ -\- а ^ |— а~\-а-{-Ь — а~\-а\= |6|, сле­
довательно, |а -f- 5 — а| ^ а + |6|— а. 

Лемма 2. b ôx=> (а + b — а) ö {а + х — а). 
Доказательство . Из леммы 1 следует \а-{-b — а\ А\а + х — а\ = 

= {в + 1̂1 — «} л {ö̂  + HI — а} = а + {\b\ А \х\} — а = 0. 
Лемма 3. Компонента 1-группы является 1-подгруппой^ обладающей нор­

мальным свойством; дизъюнктное дополнение нормальной подгруппы есть 
1-идеал. 

Доказательство . Первая часть утверждения непосредственно полу­
чается из определения дизьюнктности и из (1). Доказательство 2-ой части: 
Если А — нормальная подгруппа в (?, а, b е G, то b ô А=> {а + b — а) ô 
Ö (а ~\- А —-а), как видно из леммы 2, следовательно, {а -j- b — а) ô А. 

Лемма 4. Если пересечением множеств А, В, обладаюгцих нормальным 
свойством у является лишь элемент О, то А ô В, 

Доказательство . Если для а е Ау b € В \а\ А \Ь\ = с ( ^ 0), то \с\ = с ^ 
^ |а| г^ с € ^ ; аналогично с е В; отсюда следует с = О, 

1-Идеал А 1-групцы Ö, к которому существует ?-идеал В в G такой, что 
J . p i £ : ^ 0 , А -\- В = G называем прямым фактором в (?, и пару А, В — 
прямым разложением 1-группы G. Обозначаем А -^ В == G. 

Прямые факторы Л, В 1-группы G назовем взаимно дополнительными, 
если А + В = G] прямой фактор В называем также прямым дополнением 
фактора А. 

Лемма 5. Дополнительные прямые факторы являются взаимно дополни­
тельными компонентами. 

Доказательство . Пусть А + В = G есть прямое разложение ^-группы 
G, Так как по лемме 4с А ô В, то будет В с А\ Но так как А -\- А' == G^ 
В с А/, то В == А'. Посредством симметричности докажется, что В^ = А. 

Лемма 6. Пусть /^ + «̂2 + • • • + Jn = G есть прямое разломсение 
1-группы G в сумму конечного числа факторов, пусть К — 1~идеал в G. Если 
обозначить Aj. = Jj^ п К {к = 1 , 2 , . . . , п), то 

A^-î- А^+,,. + А^==: К, 

Доказательство . К = К п G = К п (J^ i- J^ f ••• + Jn) = {К n Ji) ~r 
4- ( ^ n e/2) + "' -f- (K n Jn)] это вытекает из дистрибутивности в струк­
туре 1-идеалов (см. (8)). 



Лемма 7. a^ô 6̂ ., а^ ô b__, а__ Ô b^, a__ ô 6„ <=:=> a ô b. 

Доказательство . Пусть справедливо отношение в левой части; тогда из 
(4) следует: |а| л |6| = (а+ У -— а^) А (6+ У ~~~ Ь_) = (а+ л Ь+) V (а+ v -— 6^) V 
V (— Q,_ д 5_̂ ) V (— а__ А — Ь_) = 0. Обратная импликация очевидна. 

Лемма 8. Если а е G, Ь, с е G .̂, а = b — с, b ö с, то b = а^, с = — а_. 
Доказательство . Имеют место равенства с == — а -\~ Ь, О = b АС = 

== b А (— а + 6) = (О А — а) -}- b = — а^ -\~ b. Отсюда b = а+, следова­
тельно, также с = — а__. 

Пусть отображение {}• отобралшет 1~группу О в 1-группу ®. Если § 
является группово-гомоморфным отобрая^ением группы G в группы @ 
и структурно-гомоморфным отображением структуры G в структуру @, 
то его цазываем гомоморфным отображением ^-группы G в 1-группу @. 

Лемма 9. Пусть ê — группово-гомоморфное отобраи^ение 1-группы G 
в 1-группу @. Пусть для х, у е G+ будет {х У у) д' = xê V yê, {х Ay) ê — 
= xê Ауд. Тогда ê является структурно-гомоморфным от,о бра упоением 
G на подструктуру в @. 

Доказательство . Прежде всего докан^м, что х с 6?̂ . => а;# е @ .̂: 
а; ^ О => а;# = (а; V 0) # = д;# V О => а:# ^ 0. ДляaeG будет а = а^ — (—а^), 
следовательно, и aê = a^ê — (— а„) д. Далее, О = (а^ л — а_) ê == а_̂ # л 
А {— а_) д. Так как a^^ê е @̂_, (— а_) & е @+, то по лемме 8 будет: a^ê = 
= {aê)^, a_ê = (а&)^. Если а, b € G, то (а V 6) # = [{а+ + а_) V (6_ + b+)]ê = 
_ [й__ + {-̂  6_ + а^) V (6^ -^ а_) + а„] # :^ (6#)„ + [ - (bê)_ + (aê)^] V 
V [(b&)^ ~~- (aê)^] + (aê)_ = [(aö)+ + (aê)_] V [(6#)„ + (6#)+] - aê V 6#. 
Аналогично (a Ab) ê = aê A bê. 

Определение. Если J ~\- J' — прямое разложение 1-группы о, то проек­
цией элемента х е G в J назовем однозначно определенный элемент а е J, 
который удовлетворяет соотношению х = а -\- а\ где а' е J\ 

Проекцией множества А с G ^ J разумеем множество проекций всех 
элементов множества А в J. 

Отображение, которое каждому элементу из G ставит в соответствие его 
проекцию на фиксированный прямой фактор J в G, называем проектором, 
подробнее, проектором ^группы G на ее прямой фактор J. 

Лемма 10. Проектор 1-группы G на ее прямой фактор J есть гомоморфное 
отобрам^ение G на / , которое каэФсдому элементу х € G, ^ ^ О ставит 
в соответствие элемент а е J , обладающий свойством ^ ^ л ^ О, 

Доказательство . Пусть J + J' ==• G есть прямое разложение ^-группы 
G, X € G^ X =• а -\~ а\ а € J, а' € J'. Прежде всего докажем, что х ^ О :=> х ^ 
^ 0̂  ^ 0. Из того, что элементы а, а' дизьюнктны и из их однозначности сле­
дует: ж ^ О => ж = |а;| = ja 4- а'\ = \а\ + |а'| => \а\ = а, \а/\ = а/ => а ^^ О, 
а' ^ 0. Также и первое неравенство теперь очевидно. 



Проектор является, очевидно, группово-гомоморфным отображением. 
Чтобы доказать, что он является также структурно-гомоморфным ото­
бражением, достаточно, ввиду леммы 9, доказать это утверждение только 
об элементах из G^. Пусть х, у е О^, х = а f а/, у = Ь -]- Ь\ а, b е J, 
а\ Ь' € J\ Тогда хУ у = (а + а') V (6 + Ь') = а у Ь У а' У Ь' = {аУ Ь) + (а' У Ь') 
[в силу (7)]; X ку = {аУ а') к{ЬУ Ь') = {а к а') V {а' л 6) V {а л Ь') У (а' А Ь') = 
= (а л 6) + (а' л Ь'), Этим лемма доказана. 

Лемма 11. Проекция 1-идеала есть 1-идеал. 
Доказательство . Пусть А + В = G — прямое разложение Z-группы 

G, К — 1-идеал BG, H — его проекция на А. H является, очевидно, нормаль­
ной подгруппой в G. Покажем, что H обладает нормальным свойством 
в G. Пусть а € H (Z А, \а-^\ ^ \а\. Существует х е К, b е В так, что х = а -{- Ь. 
Тогда % € А, ж для х-^ = а^ + b будет |xi|'== |% -f 1̂ = 1%| + 1̂1 ̂  Î l̂ + 
4- |6| = |а -[" Ь\ = \х\, как видно из леммы 4 и из (7). Значит, х^ е К. Отсюда 

Лемма 12. Проекция пары взаимно дополнительных прямых факторов 
1~группы G в прямой фактор из G есть прямое разложение этого фактора. 

Доказательство . Пусть А -\- В =^ G, К -]- К' •= G — прямые разло­
жения в G, пусть Н, Н' — проекции Z-идеалов К, К' в А. Из леммы 10 сле­
дует: К è К' •=:> HÖH'. Далее H + H' = А: если ê будет проектор 
G на -4, то для Z € А будет z = х -^ х'(х е К, х' е К'), и отсюда z = zê = 
= xê + x'ê, xê € H, x'ê e / / ' . Отсюда, далее H + H' = A. Так как H ж H' 
являются по лемме 11 1-идеалами и Jï ö H' => H п H' ==z о, то H 4 H' = A. 

§3 
в § 1 было доказано, что отношение дизьюнктности о, введенное выше, 

совместно с квази-упорядочением Ч 1-группы G, выполняет условия (л:, ^), 
(а, б, в, г). Отсюда следует, что теорема (А) справедлива для компонент на 
l-rpymie. Можно высказать несколько более широкое утверждение. 

Теорема 1. Компоненты на l-epynne образуют полную булеву алгебру Г^ 
(упорядоченную отношением мноэ4€ественного включения^ с пересечением 
в качестве инфимума); компоненты, которые являются 1~идеалами, обра­
зуют ее (полную) подалгебру Г^, а прямые факторы в G образуют (не обя­
зательно полную) подалгебру Г2 алгебры Fi, где супремумом является сумма 
факторов. 

Доказательство . Первое утверждение следует из теоремы (А). Дока­
зательство второго утверждения: Как вообще принято, черточкой обозна­
чим дополнение элемента алгебры FQ, СИМВОЛЫ V И Л будут обозначать 
супремум и инфимум в FQ. ЕСЛИ {К^} есть система компонент, У К^ = 

= (Л K'J', Если все К^ — 1-идеалы, то по лемме 3 будут 1-идеалами и все 



JK^, a также Л ^ 1 , следовательно и Vif« будет 1-идеал (опять-таки по лемме 3). 

Остальное доказывается уже легко. 
Доказательство третьего утверждения: По лемме о все прямые факторы 

являются компонентами и ^-идеалами, следовательно Г^ Э -/̂ 2- Пусть Jj, + 
4- /^ = Ö (^ zrr 1̂  2) — два прямых разложения ^-группы G. Обозначим 
А = J-^n J^, через А' дизьюнктное дополнение компоненты А. По лемме 3 
А' есть 1-идеал. Из (8) следует О'Э А' -^ А = А' -А,- (J^ п /g) '= (^' + Л) п 
л (^' + Jg) Э (̂ 1̂ + ^i) П (^2 + *̂ 2) =̂  ^5 здесь пользуемся соотношением 
^ ' Э e/i 2, которое вытекает из того, что А с Ĵ i, -̂4 с «>̂2- Итак, пересечение 
двух прямых факторов является прямым фактором, а его дизьюнктное до­
полнение является его прямым дополнением. 

Докар^ем наконец, что сумма двух прямых факторов является тоже прямым 
фактором. Очевидно, /^ + Jg С (̂ î ^ J'^Y - ^-идеалы J[ Л J.> и J^ + ^i ^ J г 
образуют прямое разложение ^-группы G, как видно из дистрибутивности 
структуры ü-идеалов. Второй из этих идеалов равен J^ + Jg, так как 
Ji -т- t̂ 2 ^ ^1 + ^1 ^ ^2 = (^1 ^ J)' Э e/i + Jt' Следовательно, сразу же по­
лучаем JjL + ^̂ 2 ~- (^1 ^ '-̂ г)'? что значит, что сумма двух прямых факторов 
есть прямой фактор. 

Замечание 1. В работе [8] я определил отношение дизьюнктности эле­
ментов а, b (неупорядоченных) групп ® следующим образом: а.Ье® 
являются дизьюнктными, если А (\ В -=^ е, где А соотв. В есть наименьший 
нормальный делитель @, содержащий элемент а соотв. 6, и е есть единица 
группы @. Также и в ^-группе G можно определить отношение дизьюнктнос­
ти при помощи подгрупп в G так, что новое определение будет эквивалент­
ным определению отношения дизьюнктности д, данному в начале § 1 на­
стоящей работы; ввиду леммы 3 и 4, сразу же ясно, что для а, b е G настанет 
а Ô b тогда и только тогда, если А п В = О, где А соотв. В суть наименьшие 
подгруппы, обладающие нормальным свойством и содержащие элементы 
а соотв. Ь. Сразу л̂ е видно: Если же мы еще требуем, чтобы для дизьюнкт­
ности а, b € G существовали ^-идеалы А, В в G, обладающие свойством 
А П В ==-- О, а € А, b € В, то получим новое понятие дизьюнктности у, отлич­
ной от Ô; система компонент на G относительно /дизьюнктности у тожде­
ственна системе тех компонент относительно (5, которые являются î -идеала-
ми. Утверждение легко следует из лемм 3 и 4. 

Заметим, что под неразложимой 1-группой будем разуметь, как это при­
нято, ^-группу, неразложимую в нетривиальную прямую сумму. 

Следствие. Прямые факторы 1-группы G с конечными цепями прямых 
факторов образуют конечную булеву алгебру, атомы которой являются не-
разлоэФсимыми 1-идеалами и образуют самое уплотненное прямое разлоэФсе-
ние на G, (См. [2], XIV, § 5, Теор. И.) 



Доказательство . Условие конечных убывающих цепей прямых фак­
торов гарантирз^ет существование отличного от нуля неразложимого пря­
мого фактора J j . Его прямое дополнение J^ опять-таки выполняет условие 
конечных цепей прямых факторов, ибо всякий прямой фактор в J[ является 
прямым фактором в в. В J[ существует неразложимый прямой фактор 
Jg Ф О и т. д. Последовательность неразлоя^имых прямых факторов J^, 
J2, ... является по предложению конечной; покажем, что она образует систе­
му всех атомов булевой алгебры прямых факторов и что ̂  ^к == ^- Действи-

тельно, возмем в О произвольный прямой фактор J. Из неразложимости 
прямых факторов Jj_, Jg? --i Jn и из леммы 6 следует, что или //, П J ~ О 
или Jj. П J =z Jj,_, 

Замечание 2. Следуюпщх четыре условия на ^-группе, эквивалентны: 
(I) 1-группа выполняет условие конечных цепей прямых факторов; 
(II) ^-группа выполняет условие конечтгых убывающих цепей прямых 

факторов; 
(III) ^-группа выполняет условие конечных возрастающих цепей пря­

мых факторов; 
(IV) на ^-группе существует только конечное число прямых факторов. 
Что условия (I), (II), (III) эквивалентны между собой, следует из того, 

что (строго) возрастающей цепи прямых факторов соответствует (строго) 
убывающая цепь их прямых дополнений и наоборот. Из следствия следует, 
что эквивалентны (I) и (IV). 

Дальнейшей теореме предпошлем несколько замечаний. 
Частично упорядоченную группу G (в отношении <) можно доупорядо-

чить, если ее можно преобразовать в просто упорядоченную группу (в от­
ношении -^) так, что щ b € G, а <ib zz^ а -^b. 

Шимбирева [9] доказала следующее достаточное условие для доупоря-
дочения: 

(10) Частично упорядоченная группа может быть доупорддочена, если 
она изоморфна подгруппе полной прямой суммы просто упорядоченных 
групп. 

Замечание 3. Следующих четыре условия на ^--группе эквивалентны: 
1. Любая компонента является прямым фактором. 
2. Сумма двух любых компонент есть опять-таки компонента. 
3. Сумма 71юбой пары взаимно дополнительных компонент есть компо­

нента . 
4. Всякая пара взаимно дополнительных компонент представляет собой 

прямое разложение в Z-rpynne. 
Доказательство . Импликация 1 => 2 следует из того, что сумма 

двух прямых факторов в G является прямым фактором (следовательно, 



компонентой). Импликация 2 => 3 очевидна. Докажем, что 3 => 4. Пусть 
К, К' — пара взаимно дополнительных компонент в G, Из теоремы 1 сле­
дует, что к -{- К' = G, так как КУ К' = {К' л Ку = {Оу = G (черточкой 
обозначаем дополнение соответствующего элемента алгебры FQ, симво­
лами V, А — структурные операции в Д ) . Далее, К ô К\ а е К, b е К'=> 
^:^ а -\- b = b -^ а [ввиду (7)], так что К, 1Г есть пара взаимно дополни 
тельных прямых факторов в G. Импликация 4 => 1 очевидна. 

Теорема 2. Следующие условия на 1-группе эквивалентны: 
V, Объединение любой цепи компонент на G есть прямой фактор в G. 
2°. G является прялюй суммой системы просто упорядоченных групп, 
3*̂ . Сулит любой системы компонент в G есть компонента в G. 
Если какое-нибудь из этих условий выполнено, то система всех прямых 

факторов в G тождественна системе всех компонент eGu образует атомную 
булеву алгебру. Эти атомы неразложимы и, значит, просто упорядо­
ченные 1-идеалы в G. G является прямой суммой всех атомов алгебры. G МОЭФС-
но доупорядочитъ. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть выполняется условие 1"̂ . Тогда каждая ком­
понента в G (как цепь, содержащая один элемент) есть прямой фактор в G. 

I. Докажем, что свойство 1° наследует каждая из компонент (— прямой 
фактор) J из G] прежде всего скажем, что каждая компонента в J есть 
прямой фактор в J (следовательно, и в G). Если А, В — взаимно дополни­
тельные компоненты в J, К — дополнительная компонента в G к J., /^' —-
допольнительная компонента в (? к jß̂ , i^o'K -\- К' = G является прямым 
разлоя^ением ^-группы G, и по лемме 6, J = {К' г\ J) ^ {К Vi J) = А ^ В 
является прямым разложением ^-группы J ; очевидно, то-есть, В = К П J, 
и следовательно, А = К' п J. Отсюда непосредственно вытекает, что объ­
единение любой цепи компонент в / является прямым фактором в J. 

П. Найдем в G неразложимый прямой фактор. Пусть а, b € G, а Ф 6; через 
J(a , 6) обозначим множество всех прямых факторов J из G, для которых 
а — б е / , частично упорядоченное при помощи отношения множественного 
включения. Множество J{a, b) непусто, так как оно содержит по крайней 
мере нулевой прямой фактор. Если взять в J(a, b) произвольную цепь 
{/д}, то а — 6 € и / д . По предположению U /д является прямым фактором 

я я 
в Ö, так что и /д € J(a, b). Так как каждая цепь в J(a, b) ограничена сверху, 

я 
то по теореме Цорна существует над каждым J е J(a , b) максимальный 
прямый фактор J[ € J{a, b). Прямое дополнение J i фактора J[ неразлоя^имо. 
Если бы, то-есть, ^ -f- -^ = ^ i было нетривиальное прямое ра зло ярение 
фактора J i (т. е. J. Ф О, Л Ф 0), то ни один из прямых факторов А = J^, 
В -\- J[ не принадлеяшл бы J(a, 6), что видно из максимальности J j 
в е/(а, 6). Следовательно, было бы а — b е А ~\- J[^ а — 6 € J5 ф J^, а отсюда 
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получается а — b е J[, что неверно; получаем противоречие. Итак, J^ есть 
неразложимый прямой фактор в G, 

III. Но ^группа J, каждая компонента которой является прямым фак­
тором, или просто упорядочена или разложима. Если, то-есть, она не 
будет просто упорядоченной, то найдется элемент а е J, несравнимый с ну­
лем. Тогда а+ Ф О, а_ Ф О, а^ с J, а „ е / , а+ ô а__ [ввиду (4)], так что компонента, 
дизьюнктная с а^^ содержит а._ и не содержит а+. Имеем пару нетривиаль­
ных взаимно дополнительных компонент, которая, в силу замечания 3, 
представляет собой нетривиальное прямое разложение ^группы J. Прямой 
фактор J, построенный в П., является, следовательно, просто упорядо­
ченной ^-группой. 

IV. Если e/i неравно G, то определим J« трансфинитно следующим об­
разом: если е/д определены для всех Я < ос, то через ( ̂  ^л)' обозначим I\OM-

À<.<x 

поненту, которая дизъюнктна с множеством 2 *̂ А; последняя или просто 

упорядочена, тогда Ja = (У^ ^л)' и-̂ и в ней можно найти выше описанным 

способом отличиный от нуля неразложимый прямой фактор J^ — в силу 
1. части доказательства этой теоремы, выполняет компонента {^^хУ 

Я<ск 

условие 1°. Пусть ß — первое порядковое число, для которого ( 2 Jx)' = Ö. 

Путем трансфинитной индукции докажем, что для любого ос ^ ß У ^л 

является прямым фактором в О и, следовательно, что ̂ Jx = G. J^ есть прямой 

фактор в G; пусть при постоянном у ^ ß для всех а < у будет К^ = ^J^ 
прямым фактором в G. Тогда {К^}^^,, образует цепь компонент в G-; для 
предельного у будет ü К^ = ^J^ = Ку по предположению 1° прямым 

(Х<у Я< у 

фактором в G. Если же существует число у — I, то Ü К^ = ^J^ является 

по предположению 1° прямым фактором в G, также как и сумма У Jx + 
Л < у - 1 

+ Jy~i = ^^х (последнее по теореме 1). Для доказательства, что G есть 
прямая сумма всех /д, À<. ß, достаточно теперь припомнить, что J^n J^ = О 
для (X Ф у, а, у < ß. Из бесконечной дистрибутивности (в алгебре компо­
нент) тогда следует ( У-/«) ^ i^^y) = О (А — произвольная непустая 

аеЛ г'ё-4 
Y<ß 

система порядковых чисел < ^). 

V. Только что построенное прямое разложение ^ Jx = ^ является 

наименьшим прямым разложением в Ö, каждый его элемент есть атом 
алгебры прямых факторов, и система факторов {Jx}A<ß полностью исчерпы-
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вает множество атомов этой алгебры. Если, то-есть, К Ф О есть прямой 
фактор в о , то if п /д (Я < ^) есть прямой фактор в /д. Следовательно, 
/л п Ж = О для всех X < ß или J^C К для некоторых к (следует из нераз­
ложимости /д). Первый случай не может наступить, потому что по лемме 4 
было бы тогда для всех X < ß, J^à К, следовательно ( 2 *̂ л) ̂  ^ [по Ш\ 

или же G è К, т. е. К = О, что противоречит предположению. Отсюда 
будет JxC К для некоторых Я. Очевидно, что К является суммой всех /д? 
содержащихся в К. Этим доказана импликация 1° :=> 2° и конечное утвер­
ждение (о мояшо, ввиду (10), доупорядочить). 

VL Пусть G — прямая сумма просто упорядоченных групп /д, G = У J^ 

(подгруппу в 6r, изоморфную /д, обозначим опять-таки /д). Докажем, что 
всякая компонента в G является прямым фактором в G, Пусть К, К' -— 
пара взаимно дополнительных компонент в G. Через А обозначим множес­
тво всех индексов Я, для которых Я-тая составляющая какого-то элемента 
из К отлична от нуля. Из отношения К è К' следует, что Я тая составляю­
щая (для Хе А) любого элемента из К' равна нулю. Отсюда следует, что 
(V /д) è К\ и, следовательно, . 2 '̂ я С К^- Обратное включение очевидно, 

так как /г-тая составляющая (для /г с А) каждого элемента из К равна 
нулю, и 2 «̂л есть мноя^ество всех элементов из Ö, обладающих этим свой-

ством. Следовательно, будет ^Jx = K. Значит, компонента К является 
ÀeA 

прямым фактором в G. Для доказательства импликации 2° :=> 3° доста­
точно теперь вспомнить, что каждая компонента (прямый фактор) в G 
является суммой части множества факторов {Jx}-

VII. Если выполняется условие 3°, то каждая компонента, в силу за­
мечания 3, является прямым фактором. Так как суммой цепи компонент 
является их объединение, то предыдущее подтверждает справедливость 
импликации 3° => V, 

Замечание 4. В теореме 2 речь идет о ^-группе, в которой каждая ком­
понента является прямым фактором. Легко можно построить ^-группу, 
которая не обладает этим свойством. Это будет, например, 1-группа G 
с тремя генераторами а, 6, с бесконечного порядка, связанными соотноше­
ниями а + b = b -[- а, а -{- с = с + b, 6 + с = с -f а, множество G^ поло­
жительных элементов этой группы состоит из всех элементов вида та + 
пЬ + рс, где р > О или р = О, ш > О, п > О (см. [1], стр. 303, Ex. 9). В этой 
^-группе компонента, дизьюнктная с элементом а, не является нормальной 
подгруппой, следовательно, не может быть и прямым фактором: очевидно, 
что а Ô Ь; если бы компонента, дизьюнктная с элементом а, была нормаль­
ной подгруппой, то элемент —- с -f 6 + с, равный а, как видно из третьего 
соотношения, предписанного выше, должен был бы быть дизьюнктным 
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с элементом а, что неверно^ так как а Ф 0. Упомянутая ï-rpynna не может^ 
следовательно, удовлетворять даже условию 2^ теоремы 2. Прямым путем 
это доказано в [9], стр. 161. 

Замечание 5. Известно, что в полной 1-группе каждая компонента 
является прямым фактором ([7], Теор. 1; [2], XIV, § 11, Теор. 19). Группа, 
выполняющая некоторое из условий V—3° теоремы 2, обладает также 
этим свойством. Легко можно доказать, сохраняя ход доказательства, 
примененный в части VI доказательства теоремы 2, что полная^) прямая 
сумма ^J^=zG системы {J^} просто упорядоченных групп обладает тоже 

этим свойством. Каждая компонента, то-есть, является полной прямой 
суммой подсистемы в {J^}. Если система {J^} составляющих этой сумму 
бесконечна, то группа G не может удовлетворять условию теоремы 2; 

п 

легко видно, что например, объединение цепи компонент ( 2 *̂ fc}«==i.2, ••• 

В G, где J;, € {Ja}? -fc = 1, 2, ..., не является прямым фактором в G (потому 
что оно не равно V J^). 

• = 1 , ^ , 

В этом параграфе обратим внимание на системы прямых факторов на 
1-группах. Прежде всего припомним несколько понятий: 

Соединением S х^^ системы {х^} элементов ^-грз^ппы (если только оно 

существует) называем элемент 

а ос а 

(см. [5], I, 1,7; [6], стр. 37). 
^-группу G можно погрузить в 1"группу @, если существует изоморфное 

отображение (группы и структуры) G в ®. 
Систему компонент {К^ в ^-группе G называем полной в компоненте К, 

если К Z^K) К^ и если х е К, X(5UiL^=>a; = 0 ( = нуль 1-группы (?) ([8], 

1,4,11; [5],Ъ, 2,21; [6], стр. 43). 
Имеет место утверждение (см. [8], 1,4,12): 
(11) .Система {Ж }̂ компонент в ^-группе G полна в компоненте К тогда 

и только тогда, если У К^ = К (V означает супремум в алгебре компонент). 

)̂ Полная прямая сумма (неупорядоченных) групп определена в [10, 11]. Структур­
ные операции в полной прямой сумме 1-групп можно ввести естественным способом по 
составляющим. 

)̂ Вместо (х^)^^ здесь короче пишем гс̂  . Аналогично х~. 
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Теорема 3, Теорема о погружении. Если {J^} ~~~ полная система прямых 
факторов в 1-группе (т, то G можно погрузить в полную прямую сумму^) 
@ = 2 «/а системы {/а}-̂ ) 

Доказательство , ^-группа @ есть множество всевозможных систем 
{х^, где х^ € J^; групповую операцию в ней определяем как слож:ение 
по составляющим, аналогично определяем и структурные операции V и л. 
Очевидно, что множество @ с такими операциями является 1-группой. Также 
ясно, что в @ справедливо {х^} ^ {у^} <==> х^ ^ у^ для всех а. 

Определим отображение ê группы G в (В следующим образом: если 
X € G, х^ — его проекция в J^, то xê = {х^} € ®. Отображение # есть иско­
мый изоморфизм между группой G и ^-подгруппой в @. Прежде всего, # 
по лемме 10 является гомоморфным отображеныем (группы и структуры) 
в в @. Покажем, что ê — простое отображение. Прежде всего, множество 
всех прообразов нуля в @ есть 1-идеал L в G. Далее, возьмем произвольный 
элемент а е L^ и произвольный элемент х^ е J^. Тогда х^^ А а е L П /^, так 
как L ш J^ 1-идеалы в G. Следовательно, {х^ д а) # = {0}. Но единственный 
элемент из «7̂? которому в отображении ê соответствует нуль, есть нуль, 
следовательно а;̂  л а = О, значит адх^, aôJ^. Отсюда а ô J^ и далее 
и ô\J J^, Из полноты системы {J^^ в G следует а = 0. Этим теорема 3 до-

казана. 
Замечание 6. В теореме 3 даже условие дизьюнктности каждых двух 

факторов системы {J^} не должно быть обязательно достаточным для того, 
чтобы G ^ @. Если G — прямая сумма (не полная прямая сумма!) беско­
нечной системы Irpynn, то есть прямая сумма попарно дизьюнктиых 
прямых факторов, и поэтому должна быть погрузимой в собственную 
часть полной прямой суммы @ этих факторов. Это обстоятельство не из­
менится, если G будет полная группа. См. также теорему 8. 

Теорема 4. Для проекции Р(х) элемента х 1-группы G в прямой фактор J из 
G справедливо следующее равенство: 

Р{Х) = У (xAt)+ + А{ХУ t). . 
teJ teJ 

В предыдущей формуле достаточно, чтобы t в первом члене пробежало 
только J^, или во втором только J_. 

Замечание 7. Специально для ^ ^ О будет: Р{х) = \/ {х М)+ = 
UJ 

= \/ (xAt) = У (xAt), так как Р{х) = У (х At)+>^V {х At) ^У (х At) = 
UJ t€j< и J t€j UJ + 

)̂ Полная прямая сумма —^см. ссылку в замечании 5; см. также начало доказатель­
ства этой теоремы. 

*) Аналогичная теорема о iiL-пространствах доказана в [5], И, 2, 45. 
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= V{a: д t)_^[^^y {x A t)+. Аналогично для a; ^ О будет: P(x) = /\{хУ t)^ = 
teJ + и J teJ 

== A{xyt) = A(xyt). 
UJ UJ _ 

Доказательство тевремы 4. Пусть J, J' — взаимно дополнительные 
прямые факторы в G, х е G, х = а + а\ где а е J, а' е J'. Если х^ О, то 
^ ^ ^' ^' г^ ^ (лемма 10); отсюда и из соотношения ада' следует х = аУ а' 
[см. (7)], следовательно, для любого t € J будет tAx^t+Ax = t_^ л(а V а') = 
= (t+ А а) V (t_^ А а') == {t_^ А а) У О = t^ Аа. Отсюда Р{х) =^ а ^ х At для 
всех t € J, Для t = а будет tAx = aAx==a. Отсюда ^̂̂  ^ О => Р{х) = 
= У {х At) = У (х А t). Для любого элемента х е G будет P(:i:+) = 

teJ teJ + 
= V {х_^. At) = V (х А )̂+, так как х+ А t = {х У 0) А t = {х А t)+ при ^ ^ 0. 

i eJ 4.. te J 4-̂  

Далее Р(— х_) = V (— л;„ л ^ = V (— ^_ л - )̂ = V — [{х л 0) V ]̂ = 

= V — [(.'rV^)A(^VO)]== — А {хУ t)_= — А {xyt)_. Последнее равенство про-
teJ - teJ^ XeJ 

вернется в расширении структуры G, полученном добавлением сечений (см. [2] 
IV, § 7, Теор. 12): А (;г V ^)„ ̂  А (х V ^)„ ^ А (ж V ^_)_ = А (х v |С)_. Так как 

tej^ te J teJ teJ— 

В G существует А {хУ t)_, то в ö существует также А (:rV^)„. Аналогично 
teJ ^, te J 

У {х At)_^ = У (х А t)+. в итоге (используя лемму 10): 
/eJ.,., teJ 

Р(х) = Р{х_, + х_) = Р{х^) + Р{х_) = y{xAt)^ + A{xyt)_. 
teJ UJ 

в последнем выражении можно произвести изменения, описанные в теоре­
ме. Теорема 4 полностью доказана. 

Теорема 5. Теорема о разложении. Если {J^} — полная система прямых 
факторов в 1-группе G, то для любого элемента х е G будет х = S х^, где 
х^ — проекция элемента х в Ja-^) "" 

Доказательство . Отображение #, которое каждому xeG ставит в со­
ответствие множество {Ха) проекций элемента х в прямые факторы J^, явля­
ется по теореме 3 изоморфизмом между 1-группой G и ^-подгруппой в ^ J а-

Прежде всего докажем следующее: x^^_^-z^ х =-У х^. Длт всех (х^ то-

есть, справедливо х'^х^^ <̂: О (лемма 10); если у ^ х^ для всех а, ^/^-проек-
ция элемента у в J^, то у^ 1> х^. Так как # есть изоморфизм, то ^ ^ о;. До­
казано: х^{)-=> X =У х^. Отсюда, очевидно, следует х ^(}:=> х = Ах^. 

ос а 

Если индекс ос означает проекцию соответствующего элемента в J^, то для 
любого X &G будет: х = а:̂  + ^-^ {^+)а, = ^^ ? (^~)а = ^ä (так как проектор 
представляет собой гомоморфное отображение), следовательно х^ = 

^ Ддя Ж-пространств и полных ^групп доказана аналогичная теорема; в [5], И, 2,24 
[6], стр. 43. 
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= V (^+)a = V a:J, x_ -= A (x_)^ = A x'^, в итоге x = У x'^ + Л x'; = 8 x^. 
a a a a oc a oc 

Лемма 13. Если {Xa} — произвольная систелш элементов l-группы G и если 
существует S х^, то 

<% 
а) у € G, у Ô х^ для всех а ^=> у ô S х^; 

<х 

б) если все Xai, попарно дизъюнктны, то {8х^)^ == S х^^ = V а;j , (Sx^)^ = 
л а а ОС 

= Äa;; = Ах; - ( A ^ J - . 
а Of. а 

Доказательство , а) Если у, х^ для всех ос суть положительные элемен­
ты, то в силу (9) будет у АУ х^ = V {у АХ^) = 0. Итак, для положительных 

(X а-

элементов утверждение доказано. Расширение на любые элементы полу­
чается следующим образом: Пусть существует S х^. Тогда 

а 

(Sх^и = ( V < + Л:«;) VО = Vх: + [ ( Л x - ) M h ~ (х^)-] = 
сх. (X ОС X ос ос 

= V а;: + [(Л Х-) V л ( - х,)_] ^Ух: =8 х1 . 
а о(. а ОС ОС 

Отсюда и из (9) следует О ^у^ А {S х^)_^ ̂ у+ АУ х^ = V (у+ Ах^) = О, так 
ос ОС ОС 

как у ôx^z^ y^ô х^ :=> у^ Ах^ = 0. Следовательно у_^ ô {S х^)^. Далее 
ос 

- (S x j _ = - [(V х: + л а;, ) л 0] = [V ( - хХ + Л ( - х^] V О = 
ОС '^а а ОС ос • 

= [S ( - х,)]^ US{- х,)^ . 
а а 

Отсюда 
0£У^А--[{8Х^)_]£У^А8{—Х^)^ = У^АУ{--Х^)^ = У1У+А{~-Х^)^] = 0. 

ос а л • (X 

Из этого получаем у_^ ô {8 х^)_. Аналогично доказывается у_ ô (8 Ха)-, 
а ос 

y^ô (8 х^)_. Из леммы 7 затем следует требуемое утверждение: у ô 8 х^, 
ос ОС 

б) Пусть х^ — попарно дизьюнктны. Утверждение будет доказано, как 
только докажем, что V ^̂^̂  ô Ах;. Тогда, то-есть, по лемме 8 будет {8х^)+ = 

ос а ' а 

= V ж; = (V ж )̂+ = Sx^; (Sxj_ = Л х- = (Л ж^_ = Sx;. 
а ОС ос а а ос ос 

Но элементы V ii:̂  и Л х; дизьюнктны, так как 
ос а 

V а;; л - Л а;; = V < л V (- х^ = V V К л (- х^)^] = 
ос а ос (X ос ß 

- V [х: л i-x^] = V [х: л - х~] = 0. 
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Лемма 14. Если {J0^"^^,^ — система попарно дизъюнктных подмнодФсеств 
1~группы Ö, если х^е J^^ и если существует 8 х^, то существует такэ^се 

S х^ (для любого aQ € Ä) и 8 х^ — а:̂ ^ + 8 х^. 

Доказательство : (I) Пусть прежде всего г̂̂  ̂  О для всех (Х€ А. Тогда 
S х^ = У х^. Для ш = (V х^) — а;̂  будет (при всех ос е А, л: Ф OCQ): 

шУх^ = [(V х^) -~ х^) V х^ = [{V х^) V (х^ + х^)] — х^^ == 

= [(V х^) Vx^y х^) — х^^ == (V х^) —х^^ = т, 

следовательно ш 1> х^ для всех а Ф OCQ. ЕСЛИ Z ^ х^ для всех ос Ф OCQ^ ТО 
Z + ^ а „ ^ ^ а + ^а, == Х^^У Х^^ И О Т С Ю Д а ^ + ^ а , ^ V Х^\ З Н а Ч И Т , Z ^ {V Х^) — 

(Ж (X 

• — х^ = т . В итоге щ = У х^, 

(II) Если а̂ а — произвольный элемент из J^ и если существует 8 х^, то 

существует также Vrt'^, V — (^a)î следовательно, существует также V::r? ,̂ 

V —- ( :Ï̂ "̂) = — f\^â- Отсюда следует, что 8 х^ = У х^ —̂  V — {х'^, ) тоже 
Ä # « g (Х.фа^ афа^ осфа^ афос^ 

существует. Из леммы 13 и 7 следует, что х^^ ô 8 х^, х'^^ Ь V х'^, х'^^ Ь Л (̂ « )« 
афа^ (хфас^ афа^ 

Отсюда, из (7) и из части (I) этого доказательства следует х^^ -\- 8 х^=^ 

= < + х1^ + V < - V -^ (XI) = Ух: +Ах: =^8х,. 
афа^ афсх.„ а а са 

Теорема 6. Теорема об однозначности представления. Если {Ja}aeA "~ 
система попарно дизъюнктных прямых факторов в 1~группе о , то пред­
ставление элемента х е G в виде х = 8 у^^, где у^^ € J^, возможно только 
тогда, если у^ есть проекция элемента х в JQ^,^) 

Доказательство . Пусть х = 8 у^, где у^ е J^, Если «о ̂  -4> то по лемме 
а, 

14 получаем х = 8 у^ = у^^^ -}~ 8 у^] через х^ обозначим проекцию элемента 
а афа^ 

а: В J«; тогда 

^ а „ = {& ^а)сс, = {у а, + 8 у^)^^ = Уа, + { 8 Уа)а, = У а, , 
ОС афа^ осф гх„ 

так как { 8 у^) ô J^^. 
аф(Хв 

Теоремы 5 и 6 теперь объединим в одну, причем их утверждения несколь­
ко расширим. 

в) Аналогичная теорема ддя Х-простраиств доказана в [5], II, 2,26, а для полных 
1-групп в [6], стр. 43. 
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Теорема 7, Если {J^} — полная система попарно дизъюнктных прямых 
факторов в 1-группе О, то 

а) любой элемент х е G можно писать в виде х = S г/̂ ,, где у^ € J^ тогда 

и только тогда, если у^ есть проекция длелгента х в J^; 
б) для любого элемента xeG верно: х_^_ = {У Ха) + , х_^ = (Ах^)^, где 

ос- IX 

Ха — проекция элемента х в J^. 
Доказательство . Первое утверждение является лишь содержанием 

теорем. 5 и 6, второе содержится в лемме 136. 
Теорема 8. 1-группа G является полной прямой суммой 1-групп тогда 

и только тогда, если она содержит полную систему попарно дизьюнкт-
ных прямых факторов {*/«}«e.i ^ если в ней существует V х^, h х^ для любой 

системы элементов {л̂ а}«€4? ^^^ ^а ^ Ja-^) 
Доказательство . Если G является полной прямой суммой Z~rpynn 

{Ja}aeAy ^о ДЛЯ каждой /« (ос € А) найдется в G изоморфный ему прямой 
фактор J«. Система всех J^ {а е А) является, очевидно, полной системой 
попарно дизъюнктных прямых факторов в G. Если {... О а;̂  О ...} означает 
произвольный элемент из G, (%-тая составляющая которого равна х^ (где 
Ха любой элемент из J^)? а все остальные равны нулю (значит {... О .г\ О ...} € 
€ J^J, то 

V{ . . .Or r ,0 . . . } = { . . .< . , .L ,^ , , А {... о о;, 0...} =={... а ; ; . . . } , , . , , 
осеА аеА 

так что выполняется и последнее равенство. 
Пусть в G существует полная система попарно дизъюнктных прямых 

факторов {Ja}ocçAi обладающих указанным свойством. По теореме 3 1-груп-
пу G можно погрузить в 2 «̂ а- Покажем, что построенное в теореме 3 

а^А 

отображение # есть изоморфизм между в и 2 ^а- Если {,.. х^ ...}^^^ € 2 а̂» 
аеА ixcA 

то по предположению существует У х^, Ах~, значит, и элемент S х^; обо­
ле j . аеА OieA 

значим его через х; по теореме 6 является тогда х^, проекцией элемента 
X в /а? следовательно xê = {.,. х^ -. .}«̂ 4̂ ̂ ^^ ^® отображение & отображает 
в на 2 Ja-

аеА 

§4 

В этом параграфе докажем, что на архимедовых 1-группах компоненты 
играют ,,приблизительно'' роль прямых факторов. 

Сначала приведу знакомые, в дальнейшем нам необходимые, теоремы, 
7) Анадогичная теорема ддя К-прострадств доказана в [5], стр. 70. 
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(12) Архимедову 1-группу можно погрузить в полную 1-группу ([3], 
Лемма 2 и Теор. 1; [2], XIV, § 9, Cor.). 

Теорему (12) нужно еще дополнительно ближе пояснить. Полная ï-rpyn-
па G, в которую погружена ï-rpynna Ö, является системой подмножеств 
в О, которые получим следуюш,им образом: Пусть X — любая непустая 
часть G, ограниченная сверху соотв. снизу; символом U{X) соотв. L{X) 
обозначим очевидно непустое множество всех верхних соотв. нижних гра­
ниц множества X; U{X) ограничено снизу. Непустое мноя^ество L\JJ{X)'\ 
обозначим через Х*. Система G всех X* образует условно полную струк­
туру, упорядоченную посредством отношения множественного включения 
ж с пересечением в качестве инфимума; групповое умножение можно на 
ней определить так, что G изоморфно (в групповом и структурном смысле) 
множеству всех (а)* (aeG). Множество G можно понимать как расшире­
ние множества G путем добавления непустых сечений {L[Ü{X)], U{X)}. 

(13) Каждая пара взаимно дополнительных компонент на полной 
1-группе представляет собой ее прямое разложение ([7], Теор. 1; [2], XIV, 
I 11, Теор. 19). 

Определение, ï-подгруппа H ü-группы G правильна в б, если для любого 
множества {х^} с Н, ограниченного сверху в б, суш;ествует V а;̂  в б и если 

Ух,еН([51 II, 1,21; [6], стр„ 42). 
а 

(14) Компонента полной 1~группы б является правильной Z-подгруппой 
в G ([2], XIV, § 11). 

(15) Полная 1-группа является в порядковой топологии топологической 
структурой и топологической группой ([3], Теор. 5; [2], XIV, § 10, Cor.). 

(16) Архимедова Z-rpynna коммутативна ([4], Теор. 3; [2], XIV, § 12, Cor.). 
Замечание 8. Заметим, что под порядковой топологией частично упо­

рядоченного множества б будем подразумевать топологию, относительную 
от порядковой топологии условно полной структуры о (б —расширение 
структуры б добавлением непустых сечений; см. (12)). 

Лемма 15• Пусть г^^ ~> г соотв. Sß -> s — два сходящихся направленных 
мнооФсества элементов 1-группы G с пределами г соотв. s. Образуем кардиналь­
ное произведение обеих множеств индексов. Положим r^^ß) = г^ для всех 
ß^ 5(а д) = Sß для всех ос. МноэФсество упорядоченных пар {а, ß,) индексов 
направлено и r^^j) -> г, S(^j) -> s. 

Доказательство следует из того, что 

Л n^j) = Л г^, V Пес,/?) = V г« . 

Теорема 9. Пусть @ — полная 1-группа, б — ее 1-подгруппа, обладаю­
щая свойством 
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(1) о <, X € ® => существует подмноэФсество {̂ «1 С (?, а« ^ О для всех 
а- так, что У х^ = х, 

а 

Пусть { i j —- полная система компонент в G, 
Тогда: 

(а) и L^ имеет в @ свойство (1); 
V 

(б) ̂  L^ — мноэ4€ество, плотное в @ (значит, и в О) в порядковой mono-
V 

логии. 
Доказательство . (I) Пусть @ и 6г имеют описанные свойства. Пусть 

i>i, 1/2 — взаимно дополнительная пара компонент в G. Пусть Ŝ , Sg — вза­
имно дополнительная пара компонент в @, для которой fi^ D -^i, Sg Э ̂ 2-
Si (соотв. Sa) правильная подгруппа в @, значит, полная и L^ (соотв. ig) — 
ее ̂ подгруппа, имеющая свойство (1): пусть, например, х € i^, ^ ^ 0 ; тогда 
существует подмножество {а^} С 0^ а^ Jf: О для всех ос так, что У а^ = х. 

а 

Следовательно, для всех ос верно: О ^ а^ ^ х, следовательно, \а^\ ^ |а;|, 
и так как Si обладает нормальным свойством, то а^е й̂ . Потому что, оче­
видно Si П Ö = i l , будет а^ € i l -

(П) Пусть {L^} — полная система компонент в G, Пусть множество индек­
сов V вполне упорядочено и имеет тип у. В @ построим полную систему компо­
нент {SJ такую, что Lv будет в iv {v < у) иметь свойство (1). Обозначим 
для Ж е ® * через М' соотв. М' множество всех элементов в @ соотв. в G, 
дизьюнктных с М; M = M"; символами V, Л, отнесенными к системе ком­
понент в @ (в G), обозначаем sup, inf этой системы в алгебре компонент в & 
(в Ö). Двоякое значение этих знаков не приведет нас к недоразумению. 

Определим Si = ï j , и для 2 ^ л < у, S« == SDî« п gl', где St« == V L^, Wi^ == 

= Viy. Пусть О ^x € 2^(oc < у). Тогда, ввиду (I), справедливо: О ^ а; е Sj => 
у < (К 

существует множество {а^} С J î, О ^ а^ так, что У а^ = х; для 2 ^а < у 

будет: О ^х € Ш^, => существует множество {а^} с V .L ,̂ % ^ О так, что 

у а^ = X, а также О ^ ж € Щ̂  ii> существует множество {6̂ } с ( V i^ ) \ 

6̂  ^ о так, что У Ь^ =z X. 

Если с̂  == а̂  л 6 ,̂ то с̂  ^ О, V с̂  = V (а^ л6^) = V [а^ л (V 6^)] = (V а )̂ л 

А{УЬ^) = а:. Так как Ша^ Э1̂  имеют нормальное свойство и |с^| ^ |а^|, 

jc^lk |6,|, то О £ с̂  с ( V i . ) п ( V ЬЛ^ = ( V L.y л [( V L,) V L^ = [(V i,)^ л 
р<_о(. v<(x v<<x v<(x v<a 

A ( V L,)] V [( V L,y л i^] = ( V i,)^ л ba С i« , следовательно, 0£c^€ L^. 

Отсюда следует уже, что La имеет в S« (л < у) свойство (1). 
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Система компонент {S^} полна в ®: прежде всего докажем, что для ßj для 
которого 3 ^ |3 < у, будет L^ V V [( V L,)' л L^] = V L.;, при j3 = 3 отноше-

нже справедлжво, ибо L^V V [(V L^ д L^] = L^y [LI д Lg] ™ №i^ ^i) ^ 

А {L^ V L^) = (? Д (Lĵ  V Lg) = V L,.. Если оно выполняется для ß, то докажем, 

ЧТО оно выполняется и для ß -\- I. 

L^w у i(\f LS А L,] = L,v V [ ( V A r A L a ] v [ ( V A , ) ' A L ^ ] = 
^S.^<.ß v<a 2<_oc<ß v<a. v<ß 

= ( V i , ) V [( V LS AL,] = [( V L . ) V ( V LS] л [( V L,.) V L,] = 
v<ß v<ß v<ß v<ß v<ß 

= (?л[( VL,) vi.^] = ( Vi , ) VL^ = VA,. 
v<ß v<ß v<_ß 

Если доказываемое равенство выполняется для всех jS < й (в случае пре­
дельного д < у), то докажем его и для о: по предположению индукции 
У L^ = Lj^y V [ ( V L ^ ) ' A L J ; если на обе части уравнения произведем 

. V<ß ^<JX<ß V<fX 

V , получим 

VL,. = L,W V { V [{yLSAL,]} = L,w V [{\/LSALJ. 
v<ô B<.ß<a 2<_(X<^ v<oi 2<_a<Ô v<.oc 

Отсюда Lj V V [(V L^y д L J = V L^ = (? (из полноты системы компо-

нент {LJ в G, см. (11)). 
Пусть теперь 0^Х€®, xôU 2^] так как существует множество {а^} С G, 

% ^ >̂ '̂ ï̂̂  "̂ Tö V ag = ^, то О ^ ag ^ о; (для всех | ) . Отсюда для всех | 

следует а̂  ô U £« и, следовательно, для л: < у: а̂  (3 (S^ ^ о); отсюда а^ б L^ 

для 2,.^ос < у будет ĝ  П G == ( V L^) n ( V L,y = ( V L^)' д L^, следователь-
! > < « y < « : y < Ä 

HO а^дЦУ L^y AL^]. Так как система компонент {L ,̂ ( VL^)'д L^ ( 2 ^ 

^ л; < y)} полна в ö, то а̂  = О, откуда х == У а^ = 0. Итак, система ком-
I 

понент {S^} полна в @. 
Если О ^ а: € @, сс̂  — проекция элемента х в £̂ , то по теореме 5 будет 

^ х = Ух,. Если х, = \/с1, где O ^ c J c L , , то х = Ус1 где K ^ l c U i ^ , 

ĉ  ^ 0. Этим утверждение (a) доказано. 
(Ill) Доказательство утверждения (б). Из утверждения (а) следует: 

О ^ ж € @ => существует множество {с^ С U L ,̂ с̂  ^ О, так что У с^=^ х. 
v<:y f] 

Двойственно: О ^у е &=> существует множество {d^} С U L ,̂ dg ̂  О, так 
v<y 

что hdg = у, 
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Если множество индексов rj упорядочить по правилу TJ '^ г]' <=:=> с^^ с^ 
то, очевидно, Л V с̂  = V с̂  = V Л с^, следовательно х = У с,^ = lim с^ (то 

г / r)>fl' ri Tj' Г] >ij' f] rj 

есть, V Ac^^ ^ A V c ,̂ Л c,^ = c^,, следовательно V Л ĉ  = V c.^.^> = V ĉ^ ^ 
tj' rj>ri' f]' r)>ri' 'i]>ri' rj' rj^t}' f)' tj 

I> л V ĉ , или же V Л c,^ = A V c,,j). Аналогично y = lim d^. Пусть z e &^ 
щ' ''7_^*/' tj' r]>ri' rj' rj>_i}' I 

z = z^ -\- z__; тогда z = lim ĉ  + Ит d^. Приняв во внимание лемму 15, 

можем оба множества индексов считать тождественными, следовательно 
Z = Ит(с. + de) = 1™ ^0 1'До {^à С U Ь,„ {d.} с U L.,, значит {z^} с 2 ^v 

с с г'<у v < y v<y 

Теорема 10. Архимедова 1-группа G имеет в своем расширении (? непусты­
ми сечениями свойство {I) из теоре.мы 9. 

Доказательство . Пусть G -— расширение группы добавлением не­
пустых сечений [см. (12)], (0)* ^ Х* с G, Х^ есть подмножество в о, ска­
жем Х^ = {«aj^cj С G. Утверждаю, что V (а«)* = X*. Прежде всего, 

а 

(^а)* ^ ^*» так как а^, € Z* для всех ос е А; отсюда V (а^)^ ^ X*. Если 

V (а^)* = F* е 0, то F* С Х^ (X*, F* рассматриваем как части G). Но 

(а^)* ^ 7* для всех £х € ^ =:> X* = {aj,,.4 С F*. Значит, X* = Г* = V (а^)*. 

Нодля каждого (а^)* будет, очевидно, (а^)* ^ (Ö^^)* == [(^^а)*]^ ^ ^*? (Ö)* ^ 
^ [(^а)*]"^ == (̂ а )*> так что G имеет в (? свойство (1). 

Следствие 1. Полная система компонент в архимедовой 1-группе имеет 
сумму, плотную во всей группе, топологизированной упорядочением. 

Замечание 9. Если @ ~— полная Z-rpynîia, а (т — ее i-подгруппа, то в, 
очевидно, есть архимедова ^-группа. 

Возникает вопрос, можно ли обратить теорему 10: Пусть Z-подгруппа 
G полной ^-группы @ имеет свойство (1) из теоремы 9. Остается открытым 
вопрос, если Щ = G (где через G обозначено расширение ï-группы G непус­
тыми сечениями; см. (12)). 

Следствие 2. Две взаимно дополнительные компоненты архимедовой 
1'группы G правильны тогда и только тогда, если G — полная группа. 

Доказательство . Достаточность условия следует из (14). 
Необходимость: Пусть Ь^, L^ — пара правильных взаимно дополнитель­

ных компонент архимедовой Z-группы G. Из определения правильности 
следует, что i j и Lg суть полные 1-группы. Пусть L^, L^ — взаимно допол­
нительные компоненты в G [см. (12)], для которых L^ Э L^ ^2 Э L^. Пусть 
а € (т, а ^ 0. Тогда а = х -{- у, где х е L-i^, х € L^, а по лемме Ю а ^ а; ^ О, 
а ^^ у ^ 0. По теореме 10 будет х = У х^, где х^ пробегает все элементы 
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из i j , ДЛЯ которых О ^ а̂^ ^ Ж. Так как а '^ х '^ х^^ то множество {х^} 
элементов х^е L^ в G сверху ограничено, следовательно, в G существует 
V iTflj и V х^ € -Li, значит х е L{, аналогично у еЬ^ж поэтому a==x~{-y€L-^-\-
а а 

+ Ĵ 2- Так как любой элемент b € G является разностью положительных 
элементов из в, то также Ъ е L^-\- L^. Отсюда получается, что ^-группа G 
как прямая сумм а полных 1-групп является сама полной ^-группой. 

- § 5 

В заключение работы приведем два замечания элементарного харак­
тера. 

Клиффорд ([12], стр. 467; [2], XIV, § 3, Лемма 1) доказал, что 
(17) частично упорядоченная группа направлена^) тогда и только тогда, 

если каждый ее элемент является разностью положительных элементов. 
В следующих двух замечаниях дадим характеристику ^-группы, во-пер­

вых, по отношению к направленным группам, во-вторых, к частично упо­
рядоченным группам. 

Замечание 10. Направленная группа G является Z-группой тогда 
и только тогда, если среди представлений любого ее элемента в виде разности 
двух положительных элементов существует ,,наименьшее" представле­
ние, т. е. тогда и только тогда, если для любого а е G существуют элементы 
6о ̂  Ö, Со ^: О такие, что а = Ь^ — CQ И если а = b — с, 6 ^ 0 , с ^ О, то 

Доказательство . Если G ï-группа, то а = b — с, 6 ^ 0 , с ^ 0 = > 6 ^ 
^ « + J ^ ^ — ^~~-

Достаточность условия: В силу (17), множество представлений данного 
элемента направленной группы G в виде разности двух положительных 
элементов, непусто. Пусть для любого элемента а е G существуют элементы 
feo ^ Ö, CQ'^0 такие, что а = Ъ^ — с̂ , и если а = b — с, 6 ^. О, с ^ О, то 
Ь ̂  6о» ̂  ^ 0̂* Так как а Ф 6Q -- Со то а < б̂ ; верно также О ^ 6о- Возьмем 
произвольное число 6 ^ 0 , для которого b ^ а; тогда — а + b ^ О, значит, 
элемент а == b — (— а -^ b) написан в виде разности двух положительных 
элементов. По предположению b ^ б̂ . Отсюда Ь^ = аУ 0. По теореме 2 из 
[2] (XIV, § 1) есть (? 1-группа. 

Замечание 11. Частично упорядоченная группа G является 1-группой 
тогда и только тогда, если существует одно единственное представление 
любого элемента а е G в виде а = b — с, 6 ^ О, с ^ О, 6 (5 с. 

В условии можно вместо ,,одно единственное'' писать ,,по крайней мере 
одно". 

8) Определение направленной группы см. [2], XIV, § 3. 
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Доказательство . Необходимость условия следует из леммы 8. 
Достаточность: Пусть любой элемент а частично упорядоченной группы 

G можно записать в виде а = Ь — с, Ь '^ О, с ^ О, b ос. Докажем, что b = 
= aV 0. Очевидно, b ^ а, ö 1> 0. Пусть Ь' 2^ а, Ь' ^ О (верно, например, 
при Ь' = Ь). Еслр1 обозначим с' = —а + Ь\ то будет с' ^ 0. Существуют 
элементы 6̂ , с̂  такие, что b = Ь' -\- Ь-^, с = с' -{- с̂ , следовательно, а = Ь' — 
— с' = b — с = 6' 4- ^1 — ̂ 1 — с', откуда 6̂  = с^{= ш). Далее, существует 
h ^ О такое, что 6' ^ h, с' ^ h. Тогда b — m >^h, с — ш '^_ h, значит, 
О = 6 А с _> ^ + m и далее О ^ — h > m. Отсюда b = b' -\- m ^ b\ или же 
b = аУ 0. По теореме 2 из [2] (XIV, § 1) есть О ^группа. 
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Zusammenfassung 

ZUR THEORIE DER HALBGEORDNETEN GRUPPEN 

F R A N T I S E K SlK, Brno. 

(Eingelangt am 1. März 1965.) 

Die vorliegende Arbeit behandelt die Struktur einiger Typen von halb-
geordneten Gruppen (^-Gruppen). 

Die Übe r s i ch t der H a u p t e r g e b n i s s e . Die Elemente .г% ^ der Z-Gruppe 
G nennt man disjunktiv, xèy, wenn |ж| л |^| === 0. 

Unter der (zur Menge А С Ĝ  disjunktiven) Komponente versteht man die 
Menge aller Elemente der ^Gruppe ö, die zu jedem Elemente von А disjunk­
tiv sind. 

Satz 1. Das System aller Komponenten auf der l~Gruppe bildet eine vollstän­
dige Boolesche Algebra FQ {ihre teilweise Ordnung ist durch die mengentheore­
tische Inklusion gegeben, das Inflmum eines beliebigen Systems von Komponenten 
ist sein Durchschnitt) у die Komponenten, die gleichzeitig l-Ideale sind, bilden 
ihre {vollständige) Unteralgebra i \ und die direkten Faktoren in G bilden {nicht 
notwendig vollständige) Unteralgebra F^ von F^^, in der das Supremum Summe von 
Faktoren ist, 

Satz 2. Die folgenden Bedingungen sind auf der l-Gruppe G äquivalent: 
F Die Vereinigung einer beliebigen Kette von Komponenten auf G ist ein direk­
ter Faktor in G. 
2° G ist eine direkte Summe von einfach geordneten Gruppen. 
5° Die Summe eines beliebigen Systems von Komponenten in G ist Komponente 
in G. 

Ist eine von diesen Bedingungen erfüllt, dann ist das System aller direkten 
Faktoren in G dasselbe wie das System aller Komponenten in G und es bildet eine 
atomische Boolesche Algebra, Ihre Atome sind irreducible und also einfach ge­
ordnete l-Ideale in G. G ist die direkte Summe aller Atome der Algebra. 

Das System {J^} der Teile J^ der l-Gruppe G heisst vollständig in G, wenn 
X € G, XÔ \jJa => X = 0. 

Satz 3 (von der Einbettung). Ist {J^} ein vollständiges System von direkten 
Faktoren der l-Gruppe G, dann kann man G in die vollständige direkte Summe 
@ = ^J^ des Systems {Ĵ t} einbetten. 

Ist J -}- J' = G eine direkte Zerlegung der i-Gruppe G, x e G, x == a -^ a\ 
a € J, a' € J', dann nennt man das eindeutig bestimmte Element a eine Pro­
jektion des Elementes x in das direkte Faktor J . 
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Satz 7a. Ist {J^} ein vollständiges System von je zwei disjunktiven direkten 
Faktoren in einer l-Gruppe G, dann lässt sich ein beliebiges Element x e G 
in der Form x ™ Sy^ darstellen, wenn und nur wenn y^^ die Projektion von x in 

Ja. ist. 

Satz 8. Die Gruppe G ist eine vollständige direkte Summe von l-Gruppen, 
wenn und nur wenn sie ein vollständiges System von je zwei disjunktiven direkten 
Faktoren {J^} einschliesst und wenn in G für ein beliebiges System der Elemente 
{x^}, wo x^eJ^, die Ausdrücke У x^, i\x^ existieren, 

(K а 

Kor oll ar 1. des Satzes 10. In der archimedischen l-Gruppe ist die Summe 
jedes vollständigen Systems von Kompofienten dicht in dieser Gruppe in der 
Ordnungstopologie. 
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