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YexocroBanknii maTeMaTnieckmii sKypHai, T. 7 (82) 1957, Ilpara

UBER DIE DIFFERENTIALGLEICHUNG y + y = #?

MILOS ZLAMAL, Brno.
(Eingelangt 28/X1 1955.)

Es werden asymptotische Eigenschaften von Losungen der oben
eingefiihrten Differentialgleichung untersucht. Insbesondere wird be-

wiesen, dass es Losungen gibt, welche eine asymptotische Entwick-
e}

lung der Form X a,e~" besitzen. Dabei konvergiert diese Reihe fiir
n=1

kein t.

R. BELLMAN hat in Bull. of the Amer. Math. Soc. (vol. 61, 1955, S. 192)
das Problem gestellt, dessen erste Hilfte lautet: Hat die Differentialgleichung

, " d
yt+y=u (-:;ﬂ) (1)

eine Losung, welche asymptotisch gleich e~' bei ¢ — oo ist, wenn (0) hin-
reichend klein ist und wenn man #(0) passend wihlt? Es soll diese Frage in
positivem Sinne beantwortet werden. In Wirklichkeit wird mehr bewiesen,
dass néamlich Losungen von (1) existieren, welche eine asymptotische Ent-

wicklung der Form Z ane~"t haben, d. h. fiir alle natiirlichen n gilt
Y(t) = xye=' + ... + xp eV 4 x e[l + o(1)]. (2)
Dabei konvergiert die Reihe Z anet fiir kein ¢, erfiillt aber formal die Glei-
=1

chung (1). Im letzten Abschnitt dieser Arbeit geben wir noch einen Uber-
blick dariiber, wie die iibrigen Losungen von (1) aussehen.

IT

£

Suchen wir zuerst, ob die Gleichung (1) eine Losung der Form y(f) = > a,e™
n=1

hat. Durch Einsetzung in (1) erhalten wir

0

— Z (m — 1) xe=nt == [z n2xpe~™)?
n-1

S



daraus durch Vergleichung der Koeffizienten
1 .
Ny = e (130 — 1 g+ 220 — 20 gy o
+(n— 1) I2x, 1] (3)
Wenn «; > 0, 80 ist xy, < 0, 9,,; > 0 und wenn «; < 0, so x, < 0. Darum
gilt
1
x| = P [12(n — 1)2 |xy||xpyq] + 22(n — 2)2 |, ||ons| + ... -
+ (n— L)z 12|,y ||xq ] -

Daraus folgt |x,| > (n — 1) || lov, 4|, Woraus

[ > ( — 1)} |oxq|?,

so dass lim V[_oc:] = oo (mit Ausnahme von «, = 0; in diesem Fall ist aber

n—>co

6, =0 (n=2,3,...) und y() = 0, so dass es sich um die triviale Losung

handelt) und die Reihe Z aze" als eine Potenzreihe in e~* den Konvergenz-
n=1
radius gleich Null hat und fiir kein ¢ konvergiert. Doch wird bewiesen werden,

dass es Losungen gibt, welche diese Reihe als eine asymptotische Entwicklung
haben.
III

Setzen wir in (1) = p. Dann erhalten wir

do\2
pZ(ag)zyw. @
Es sei p(y) ~ —y + iaky’c eine formale Losung von (4) (es ist a, = 1,
k=2
a; = — 6, a, = 61, ...). Dann ist ¢(y) eine formale Losung entweder von
dp _ Vu+p (%)
dy P
oder
dp __lyte (©)
dy P
Vy + o)

Leicht stellt man fest, dass fir ¥y > 0 ~ —1+4...undfiiry <o

?(y)

——

— %‘;ﬂl@ ~ — 1 4 ... gilt. Darum ist @(¥) fiir y > 0 eine formale Losung
@

von (5) und fiir y < 0 von (6).



Wir wollen uns in diesem Abschnitt mit dem ersten Fall befassen. Es sei

o

wy) ~—y + 2 b,y* eine formale Potenzreihe. Wir zeigen, dass wenn man den

Ausdruck ]/%—y-) formal in eine Potenzreihe entwickelt, der Koeffizient

bei der zweiten bis (n — 3)-ten Potenz nur von den Koeffizienten b,, ..., b,_,
abh'}ingt wihrend der Koeffizient bei der (» — 2)-ten Potenz gleich 4,,_, -

V__ ist, wo A,_, wieder nur von b,, ..., b,,*1 abhéngig ist. Es ist ndmlich
e
Vi + v Z bt bt S
W) T e
—y[l — Z b1c+1?/ ] 1— 2 by
k=1 k-1

— [Vb: + By A ... + B,y +~( n—s - V?; )yH + . ] [1 + Cy +
2

N ] ,
wo B, und Cy, (k =1, ..., n — 2) nur von b,, ..., b, ; abhéngen, so dass

o) . b,
]"/j‘fl)(_’l/) ~ ]/be + Ay A Ayt (A"ﬂ o] ””) yrr e (T)

p(y) 2|5,
Speziell gilt fiir p(y) b, = a, = 1 und 4, = (k + 1) a,,,, (k=1,...,n — 3),
A,_y = Ya, + (n — 1) a,_,, denn ¢(y) erfillt formal die Glelchung (5)
Betrachten wir jetzt d1e Kurven p=¢(y) und p = ¢ *y) (n = 2,3,...),
WO
PEY) = —y + a? + oo Fay gyt (@ + D)y, (8)
‘P:*(y) = —y+ ay® + ...+ Yyt (@ — B Y.

Es ist ¢¥(y) > ¢¥*(y) und fiir kleine (positive) y liegen die beiden Kurven im
vierten Quadranten iiber der Geraden s (s: ¥y + p = 0). Wir beweisen, dass es
gerade eine (wirkliche) Losung py(y) von (5) gibt, welche im vierten Quadranten
iiber der Geraden s liegt und in den Ursprung miindet. Dabei gilt

a () < poly) < Pu(y) )
fiir jedes » > 2 und fir hinreichend kleine . Daraus folgt
Poy) = —y + 4y’ 4 . a4 Oy, (10)

so dass die Reihe — y + > a,y* eine asymptotische Entwicklung von py(y)
k=2

ist (man spricht gewohnlich iiber asymptotische Entwicklungen der Form
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Cr . 1 ;
> s dabei @ —» 0. Setzt man x = —, so kann man iiber asymptotische Ent-
k=0 Yy .

o0
wicklungen der Form > ¢yt sprechen; dabei muss y — 0 ).
k-0

T .
Entwickeln wir V;?/—Jr—(p"v(y) in eine Potenzreiche. Weil ¢¥(y) bis zu der

P (Y)
(n — 1)-ten Potenz dieselben Koeffizienten wie ¢(y) besitzt, sind die Koeffizien-
ten A, (k= 1,...,n — 2) dieselben wie bei ¢(y), also

Ak = (k + 1) (Y (k = 1’ ce M 3)’ Aﬂ—2 = T]zan + (n - 1) Ap_1 -

Durch Einsetzung in (7), wobei b, = a, = 1, b, = a, + 1, bekommen wir
eine diesmal wirkliche Entwicklung

Vy + o) : ‘ B}
yJ L rmWl o~ 1 _+_ 2 ayl A‘l . “'I" (’IL — 92 ) n—3 ,_i_
7)) v ) Ge-s

1 )
+ [(n —Va,_, — '4‘]?/"_2 + ...
Andererseits ist

*
@%@:—1+mﬁ+m+m—n%ww+n”

so dass bei kleinem y fiir das Richtungsfeld von (5)

| _yteiy) _ dei) 1)
Ay g P () dy

gilt. Ahnlich lisst sich

Vy + o2+
PE*(y)

— L2y 4+ (1 — 2) gy

1
+ [(n —Da,,+ ;—] YA
und

dp
dy

Tt () - dy (12)
beweisen. _

Betrachten wir jetzt die von den Punkten der Strecke AB (siehe Abb. 1)
ausgehenden Integralkurven. 4B liege so nahe beim Ursprung, dass auf den
Bogen 04 und OB (11) und (12) gilt. Die von den dem Punkte 4 nahe liegen-
den Punkten ausgehenden Integralkurven gelangen unter die Kurve p = ¢ *(y)
und verbleiben dort, wihrend die von den dem B nahe liegenden Punkten
ausgehenden Kurven iiber die Kurve p = ¢, (y) gelangen und dort verbleiben.
Aus Stetigkeitsgriinden ist es klar, dass wenn y, die obere Grenze der Ordina-
ten von Punkten der ersten Art (oder die untere Grenze der Ordinaten von Punk-
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ten der zweiten Art) ist, die Integralkurve, welche von dem Punkte der Strecke
A B mit der Ordinate y, ausgeht, zwischen den Kurven p = ¢X(y) und p = ¢, *(y)
liegt und in den Ursprung miindet. Also gibt es zu jedem natiirlichen » we-
nigstens eine Integralkurve, welche fiir kleine y zwischen der Geraden s und
der Achse y liegt und in den Ursprung miindet. Dabei gilt (9) und also auch
(10). Gleich zeigen wir aber, dass
héchstens eine Integralkurve von
(5) existiert, welche zwischen s und
der Achse y liegt und in den Ur-
sprung miindet. Aus dem vorher
0 Y Gesagten folgt also, dass es gerade
N B eine solche Integralkurve p,(y)

N ibt und dass (10) fiir jedes n > 2
A P=sh gﬂt. (10 £ d -

\P

, Sind namlich p,(y) und p,(y)
N=A zwei solche Integralkurven, dass

s —y <p(y) <0, —y <pyy) <O,
N PE lim p,(y) = 0, lim p,(y) = 0, dann

\\S y—0+ y—0 +

konnen sie sich aus Eindeutig-
Abb. 1. keitsgriinden nicht schneiden,
so dass man pP,(y) > po(y) an-

eine abnehmende Funktion mit Riicksicht auf p

nehmen kann. Nunist V_y;)—i_l)

im Intervall (— g, 0). Darum

dp, _Vy+p _Vy+p _ dpty)

dy P1 Ps dy
dp,(y) — dp:(y)

dy dy
£ > 0, erhalten wir p,(y) — p1(e) < Po(¥) — Ps(e) und durch Grenziibergang
e — 0 + p(y) < po(y) und das ist ein Widerspruch.

Durch TIntegration der Ungleichung im Intervall (e, y>,

Fiigen wir noch hinzu, dass po(y) fiir alle positiven y existiert und zwischen
s und der Achse y liegt. Denn, wenn wir den Verlauf von py(y) bei wachsendem

y verfolgen, so sehen wir, dass py(y) nicht auf s enden kann, weil auf s %—Z" =0
gilt, und die Achse y nicht schneiden kann, weil im vierten Quadranten %%’

negativ ist.

Nun seien y(t) die der charakteristischen Kurve Po(¥) entsprechenden Lo-
sungen von (1). Aus py(y) > — ¥, d. h. § > — y folgt ¥(¢) > (0) e~*. Daraus
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und aus lim py(y) = 0 folgt lim y(¢) = 0, lim y(t) = 0. Weiter folgt aus (1)

t->o0

Y0+
(ay ist namlich gleich 1)

=y +ay + ... +a, ¥y 4 0@y . (13)
Weil i}
Vy+of _dpe _Vy+p _ Ny +ok*
o dy Do x
so gilt
Po 1 say b b (1 — 2) a0 () (14)

dy
Aus (10) haben wir py(y) < — 2y fiir kleine y, so dass y < — 3y, daraus y(t) =
= 0(e~#) und aus (13) fir n = 3 §2(¢) = 0(e #). Darum fe’gjz(r) dr < 0. Lé-
sen wir (1) als lineare Differentialgleichung erster Ordnu(;lg mit rechter Seite
gleich 2. Mit Riicksicht auf die Konvergenz von fe’gjz(r) dt kénnen wir schrei-
ben ’
y(O) = ey(0) + [eri(x) dr] = e1y(0) + [erii(x) dv — [ergP(e) dal

also ' ' t

y(O) = e~e — [er(r) dr] . (15)
Aus (15) folgt vorerst t

y(t) = ce”'[1 + o(1)] .

Wenn wir (13) fiir » = 3 beniitzen, erhalten wir #2(¢) = c2%~2[1 + o(1)] und
wenn wir in (15) einsetzen, haben wir

y(t) = ce~t — c?e2[1 + o(1)] .
Wiederholen wir diesen Vorgang fiir n = 4, erhalten wir
Y(t) = ce~t — c2e2t + 4c3e~31 + o(1)] .
Durch Induktion kann man leicht beweisen, dass fiir jedes ganze n > 2
Y(t) = ce™ + age? + ... + @y 1,67 D 4 a@pe1 4 o(1)] .
Vergleichen wir nun die Koeffizienten, so bekommen wir

a (n %+ m, i <nm),

in = Qip
d. h. die Koeffizienten a,, hingen nicht von n ab. Das bedeutet, dass y(t) eine
asymptotische Entwicklung der Form > xge~*! besitzt, also fiir alle n > 1
k-1
gilt
yt) = ofe! + ...+ af e V04 xrem[1 + o(1)] .
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Aus (10) beweist man leicht, dass auch () eine asymptotische Entwicklung

besitzt. Dasselbe gilt von 4(¢), denn es ist 4 = p, %%0 und gilt (14), sodass
Do %1?30 eine asymptotische Entwicklung der Form > by* hat. Aus bekannten
k1

Satzen tiber asymptotische Entwicklungen folgt dann, dass sich die asymptoti-
schen Entwicklungen von ¢(¢) und g (¢) durch gliedweise Differentiation der von
y(t) ergeben und diese formal der Gleichung (1) geniigt. Es ist also ajf = «,, so

0

das die formale Losung » ae~*t wirklich eine asymptotische Entwicklung der
k-1

Losungen y(t) ist. Durch Verschiebung des Zeitanfangs kann man in diesem

Fall, ndmlich wenn y(0) > 0, x; = 1 erreichen. Dann ist x, = — 1, x5 =4
ap = — 5 und man erhélt das Endresultat
Y(£) ~ et — 72 |- 43 — BBt | (16)

wo diesmal das Zeichen ~ ,,asymptotisch gleich‘* bedeutet.

IV

Nun ist es notig, noch den Fall y(0) < 0 zu untersuchen. Die formale Losung
¢(y) geniigt dann der Gleichung (6) und darum miissen wir uns mit dieser
Gleichung beschiftigen. Betrachten wir die Integralkurven p(y), welche von
den im zweiten Quadranten liegenden Punkten der Geraden s, also von
Punkten (— y,, 4,) mit y, > 0, ausgehen. Es ist im zweiten Quadranten p =
= ¢ > 0 und so entspricht dem wachsenden ¢ ein wachsendes y. In Punkten
von s sind die Tangenten der Integralkurven parallel zu der Achse y. Darum
gehen diese Kurven bei wachsendem y ins Innere des durch s und durch den
positiven Teil der Achse p gebildeten Sektors. Auf die Gerade s gelangen sie

dp

nicht mehr zuriick, denn dort wér dy = 0, wahrend der Richtungskoeffi-

zient von s gleich — 1 ist. So lange sie im zweiten Quadranten liegen, ist (dig < 0.
Darum: entweder liegen diese Integralkurven zwischen s und der Achse p und
miinden in den Ursprung oder schneiden den positiven Teil der Achse p. Es
wird gezeigt werden, dass wenn ¥, hinreichend gross ist, der zweite Fall ein-
tritt. Andererseits wird die Existenz einer in den Ursprung miindenden und
zwischen s und der Achse p liegenden Losung nachgewiesen werden. Weil
diese Losung unter den oben erwiahnten liegen, geht sie von einem Punkte der
Geraden s aus und offenbar miinden alle Losungen, welche von den néher dem
Ursprung liegenden Punkten der Geraden s ausgehen, auch in den Ursprung.
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Darum ist es leicht nachfolgenden Schluss zu beweisen: es gibt ein solches
y* > 0, dass alle Integralkurven, welche von den Punkten (— %, y,) mit
Yo < y* ausgehen, in den Ursprung miinden und dabei zwischen s und der
Achse p gehen, wihrend die von den Punkten (— #,, ¥,) mit y, > y* ausge-
henden nicht in den Ursprung miinden, sondern den positiven Teil der Achse
p schneiden und in den ersten Quadranten eintreten.

Erstens sei p = w(y) die durch die Punkte (— 8, 8), (0, 4) gehende Gerade,

1 . do 1 dp Ny + e _
also w(y) =4 — —y. Esist — = — — und = LA LA
@) zY dy 2 Ay oy »(y)
Viy +4 . . ) dp | da(y)
= — 22 " =  Man sicht leicht, dass fir —4 <<y <0 == —Z
4 — %y y dy w(Y) dy

gilt. Darum bleibt jede Integralkurve, welche von den iiber der Geraden p =
= w(y) liegenden Punkten ausgeht, iiber dieser Geraden und schneidet den
positiven Teil der Achse p. Zweitens nehmen wir die Parabel p = y(y) =

dp V2 dy(y) "
e — 2 —_ = — SS
Y -+ 2y. Esist == d 7 b g und dy 1 + 4y, so dass fiir
kleine y % < dy(y) gilt und folglich die Integralkurven, welche von den
v(v)

in einer hinreichenden Nahe des Ursprungs und unter der Parabel p = y(y)
liegenden Punkten ausgehen, unter dieser Parabel zu liegen kommen, und des-
halb in den Ursprung miinden.

Jetzt kehren wir unser Augenmerk zu den Losungen, die in den Ursprung
miinden. Das der Gleichung (16) analogische Resultat wére, dass eine Lisung
existiert, welche die asymptotische Entwicklung der Form

Yty ~ — [e7! + e+ de3 - Pfemt |- ]

besitzt (diese Entwicklung erhalten wir némlich aus der Reihe Z xe ¥ wo

oy (3) erfiillen, wenn wir «; = — 1 setzen). Eine solche Behauptung zu be-
weisen ist mir nicht gelungen. Ich werde nur beweisen, dass zu jedem natiirli-
chen k eine Losung y(f) von 4§ = — V y + 9, also auch von (1), gibt, welche
die asymptotische Form

Yelt) = — et F e g ae CV b e M1+ 0] (17)
besitzt, Wo oy, &, ... Wieder durch (3) bestimmt sind, wobei «; = — 1. Den

Beweis werde ich nur skizzieren, denn die Grundidee ist dieselbe wie im vor-
hergehenden Fall.

Es sei fiir gerade n die Bedeutung von ¢, (y) und ¢}*(y) dieselbe wie friiher
[siehe (8)] und fiir ungerade n sei ¢}(y) durch die zweite und ¢:*(y) durch die
erste der Gleichungen (8) gegeben. Dann gilt fiir alle n ¢%(y) > ¢X*(y) und fiir
negative und im absoluten Werte kleine y liegen die Kurven p = ¢*(y),
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» = ¢,*(y) im zweiten Quadranten zwischen s und dem positiven Teil der
Achse p. Gleich wie (11) und (12) kann man fiir kleine y die Ungleichungen

dp| _dyity) dp| _ dgit)

4y lorw dy 7 dy e dy
beweisen. Wenn wir uns die geometrische Bedeutung dieser Ungleichungen
vorstellen, ist es ersichtlich, dass jede Integralkurve p,(y), welche von den
zwischen den Kurven p = ¢y 4(y) und p = Pr ¥5(y) liegenden Punkten ausgeht
(vorausgesetzt, dass diese sich in hinreichender Néhe des Ursprungs befinden),
in den Ursprung miindet und dabei gilt

Pey) = — ¥ + ay® + ... + apyt 4+ O(yF+1) . (18)

Es seien #,(¢) die der charakteristischen Kurve p,(y) entsprechenden Losun-
gen von (1). Aus p(y) > — y folgt in gleicher Weise wie vorher lim y,(f) =

t—>w
= lim #,(¢f) = 0. Weiter erhalten wir aus (1)

t—>o0

Gilt) = asyi + ... + oy + Oy . (19)
Ausserdem, weil fir — y < p < — 2y der Quotient — V_?{ }Z) eine abnehmen-
de Funktion mit Riicksicht auf p ist, gilt fiir kleine y
Vyteray) _dne Nyt pes@) o Vy+etr®

Pisy) dy Drers(y) 7Es(Y)
sodass

dp,

dl;/" = — 14 2y 4 oo A (k1) ayF + O (gEHY). (20)

Ahnlich wie im vorhergehenden Falle kann man jetzt unter Beniitzung von
(15), wo wir ¢ = — 1 setzen, und von (19) beweisen, dass y,(t) die asympto-
tische Form

U(l) = — et + At + oo 4 Ay e ®I 4 et (1 + Ofe )]
besitzt. Aus (18) und (20) lasst sich dann leicht feststellen, dass auch ¥,(t)
und Fi(¢) dieselbe asymptotische Form hat, woraus leicht folgt, dass die Koef-
fizienten 4, (3) erfiillen, d. h. 4, = «,.

A4

Im letzten Abschnitt wollen wir uns mit den iibrigen Losungen von (1)
beschéftigen. Zu diesem Ziel werden wir den Verlauf aller Integralkurven der
Gleichung (5) und (6) untersuchen und damit einen Ubersicht bekommen,
wie die Losungen von

ji=1y+y (21)
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und
==y +y (22)

aussehen. Zusammen bilden diese Losungen alle Losungen von (1), denn, wie
wir am Ende beweisen werden, gibt es keine Losung von (1), welche z. B. fiir
t < t, die Gleichung (21) und fiir ¢ > ¢, die Gleichung (22) erfiillen wiirde oder
umgekehrt.

Was (5) betrifft, wurde bereits festgestellt, dass die Situation im vierten
Quadranten folgenderweise aussieht: Es gibt gerade eine zwischen s und der
Achse y liegende Integralkurve p,(y), welche in den Ursprung miindet. Die
unter py(y) liegenden Integralkurven enden auf s. Das bedeutet, dass die zu-
gehorige Losung y(f) von (21) nicht im ganzen <0, o) existiert, sondern in
einem gewissen ¢, endet. Die Integralkurven, welche von den im vierten
Quadranten iiber p,(y) liegenden Punkten ausgehen, schneiden offenbar die
Achse y und kommen in den ersten Quadranten, welche sie nicht mehr verlassen,
denn dort gilt % > 0. Die asymptotische Form dieser Kurven soll jetzt
untersucht werden. Uberzeugen wir uns aber noch, dass in den ersten Quadran-
ten auch alle Integralkurven p(y) kommen, welche von Punkten des zweiten
Quadranten (die selbstverstindlich iiber s liegen) ausgehen. Weil im zweiten

Quadranten djl > 0 gilt, geniigt es zu zeigen, dass p(y) beschrinkt ist. Es

dy
gilt aber p(y) = Do (Yo, Py) bedeutet den Ausgangspunkt) und ],/3—/&1:-—1—’ < VE
. dp V;
fiir y, < y < 0, so dass dy < = und
lly—y B ly 1 T
1 < | ;ﬁ_o /= < o 9 1
p(y):4[ e -2 |p ] [p a2l .

Es gehe jetzt p(y) von dem Punkte (yo, po) mit y, > 0, p, > 0 aus. Wir
zeigen zuerst, dass P(y) zwischen der Achse y und der Kurve y(y) = ky? liegt,
wenn k passend gewédhlt wird. Daraus folgt auch, dass p(y) fiir alle positiven
y existiert.

Es sei k so gross, dass y(y,) = kyﬁ > p, und

ky « fir y >y,
gilt, d. h.

4 9— .
§V1~| ky-1 <k®* fir ¢y >y,.

. . .. dp dy(y)
Ein solches & existiert offenbar. Dann ist —— < —%? fiir y > y, und

()

P(Y0) < ¥(%0), so dass p(y) < kyi, insofern p(y) existiert. Wei] i, ersten Qua-
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d .
dranten£ > 0 gilt, kann p(y) nicht die Achse y schneiden und so existiert
sie fir alle y > 9, und es gilt 0 < py) < ky*

Jetzt folgt aus (5)

dp _ vy 01 L
Py = Vy+»= yll/l ty v+ 0l

wo wir O mit Riicksicht auf y — co nehmen. Daraus erhalten wir durch
Integration

vP*(y) = konst + Zyi{l + O(y )],
so dass

Ply) = g%‘f- yi[l + Oy 9. (23)

Wenn wir abermals (23) in (5) setzen, bekommen wir

ﬁaf) :Vy + *—l:;-y'*'[l +0(y 9] =y + V; yilL -+ 0@y )]

und durch Integration

ro| —

2 2 3 41/57 Exg 1 -1
P*(y) = konst 4- 3 y* -+ 15 yi[l + O(y )],
so dass gilt

oy — L] 23 . il
Py =5y l] + 5y + 0y J]
und

o

ply) = L yi {l D— y 1+ Oy + ]l

Schreiben wir die letzte Gleichung in der Form

2)/3
32 { Py g0y )]} (24)
y4 .
Weil y(t) — oo bei t — oo, folgt zuerst aus (24)
g2 )
yi 3

Wo wir 0o mit Riicksicht auf ¢ — o nehmen. Durch Integration erhalten wir
, 2)/3
441 = konst + —5— L1 4 o(1)],

woraus

y(O) = 153 M1+ o(D]. (25)
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Dieses Resultat kann man noch verbessern. Setzen wir (25) in (24) ein. Wir
bekommen

g 2|3 431

L= _-A,,,l o(1)];

=yt e

5

daraus folgt
4+ = konst 21/3 4]/3 Igt[1 4 o(1)]

und

. 4 1 6 Rk
s = pyg {5 e 1ot = lﬂﬁpfymu+mm}x

5

1 24 lgt !
T axgr
1Mt{+ (Lo
so dass
1 1 )
y) = 144 "+ 30 3 lg i1 + o(1)]. (26)

Wir gelangen also zu folgendem Endresultat tiiber die Gleichung (21).

1. Sind y(0) und y(0) die Anfangswerte einer Losung y(t) von (21), konnen die
folgenden Fille eintreten: 1. Ist y(0) > 0 und y(0) < p[y(0)], dann existiert
y(t) nur in einem gewissen endlichen Intervall 0, t,>.

2. Ist y(0) > 0 und 4(0) = p[y(0)], so besitzt y(t) eine asymptotische Kni-
wicklung der Form Z ane~™t, welche fir kein t konvergiert, jedoch (21) formal

erfullt. Durch Verschzebung des Zeitanfangs kann man erreichen, dass (16) gilt.

3. Ist y(0) > 0 und y(0) > py[y(0)] oder y(0) < 0 und y(0) > — y(0) (nicht
aber y(0) = 4(0) = 0, in welchem Fall y(t) = 0), dann existiert y(¢) in {0, o)
und besitzt die asymptotische Form (26). — Dabei bedeutet py(y) die (einzige)
Integralkurve von (5), welche zwischen s und dem positiven Teil der Achse
y liegt und in den Ursprung miindet.

Jetzt richten wir unser Augenmerk auf die Untersuchung von (22). Bei der
Gleichung (6) sieht die Situation im zweiten Quadranten folgendermassen aus
(siehe S. 33): Die von einem gewissen Punkt (— y*, y*), y* > 0 der Geraden
s ausgehende Integralkurve miindet in den Ursprung, wobei sie zwischen
s und dem positiven Teil der Achse p liegt, und diese Eigenschaft besitzen
auch alle unter ihr liegenden Integralkurven. Andererseits miinden die iiber
ihr liegenden Integralkurven nicht in den Ursprung, sondern sie schneiden
den positiven Teil der Achse p. Untersuchen wir zuerst ihren weiteren Verlauf.
Im ersten Quadranten ist g—g negativ, so dass die Integralkurven abnehmen.
Wir wollen beweisen, dass sie die Achse y schneiden und in den vierten Quadran-
ten kommen. Es seien (0, p,), po > 0, die Koordinaten des Durchschnittspunktes
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dieser Integralkurven mit der Achse p. Setzen wir a(y) = p, — ky, wo k > 0,

AT
S L(L—I‘)' F p“ . Wir wahlen k¥ < 1 und

i .. do dp
Es gilt — = — kund ==
g o(¥) Po — ky

dy dy
so klein, dass

]/('1‘:75):'/_4:})0 > k(py, — ky) fir 0y < %" .

do(y)

. ood .
Es geniigt offenbar k < min ( ,&— , 1) zu wahlen. Dann ist ap rdz/ fir

]/ Do dy
, so dass p(y) fir 0 <y <=2 p" unter der Geraden p = o(y) liegt

a(¥)
0<y< ]

Po

und weil diese Gerade die Achse ¥ im Punkte ( A

) schneidet, schneidet auch

p(y) die Achse y.

Offenbar bleibt p(y) schon unter der Achse y liegen und weil im vierten
Quadranten %— positiv ist, gelangt sie bis auf die Gerade s, wo sie endet.
Das bedeutet fiir die zugehorigen Losungen y(t), dass sie nur in einem endlichen
Intervall existieren. Also existieren alle solchen Losungen von (22), dass die
entsprechenden Integralkurven von (6) nicht in den Ursprung miinden, nur
in einem endlichen Intervall.

Jetzt betrachten wir die im zweiten Quadranten liegenden und in den Ur-

sprung miindenden Integralkurven von (6). Es gilt fiir ein gewisses ¢; lim y(¢) =
t>t,

= lim y(t) = 0 und die Losung y(¢) existiert im Intervall (0, ¢,). Es handelt sich

1->t,
jetzt um die Besmmmung von t;. Wenn wir wiissten, dass das System y = p,

P = — ]y’y + p nur eine die Anfangsbedmgungen y(0) = p(0) = 0 erfiillende

Losung besitzt (ndmlich ¥y = p = 0), so wire ¢, == oo fiir alle solchen Losun-
gen. Das zu beweisen ist mir nicht gelungen. Wir wissen aber, dass es Losun-
gen gibt, fiir welche ¢, = c0. Das sind die Losungen y,(t), fiir welche (17)
gilt. Betrachten wir jetzt die Menge aller Losungen, fiir welche ¢, = co. Die
diesen Losungen entsprechenden charakteristischen Kurven p,(y) gehen von
den Punkten der Geraden s aus, also von Punkten (— %, ¥,), %, > 0. Wenn
%, = SUp ¥, S0 kann man leicht einsehen, dass die vom Punkte (— ¥, y,)
ausgehende Integralkurve in den Ursprung in der Zeit {, = oo miindet und
ebenso alle unter ihr liegenden Integralkurven. Andererseits miinden die iiber
ihr liegenden Integralkurven in den Ursprung in einer endlichen Zeit (es ist
allerdings moglich, dass es keine solche Kurven gilt).

Jetzt konnen wir das Endresultat iiber die Gleichung (22) formulieren:

R. Es gibt eine in einem gewissen Intervall {— ¥, 0) (y, > 0) existierende In-
tegrallwrve p,(y) von (6) mit folgender Eigenschaft:
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L Ist —y, < 9(0) < 0 und (0) < py[y(0)], so ewistiert die Losung y(t) der
Gleichung (22) im ganzen Intervall {0, o) und dabei lim y(¢) = 0, lim y(¢) = 0.

t—w t-->0

Zwischen diesen Lisungen befindet sich die Folge {y,(t)}i_, der Losungen, welche
die asymptotische Form (17) besitzen.

2. Erfullen die Anfangswerte nicht die vorhergehenden Ungleichungen, exis-
trert die Losung nur in einem gewissen endlichen Intervall.

Es obliegt uns noch den Beweis des folgenden Satzes zu fiihren:

3. Die Losungen der Gleichung (21) und (22) zusammen stellen alle Losungen
der Gleichung (1) vor.

Wir sollen beweisen, dass es keine Losung von (1) gibt, welche z. b. fiir
t <ty (21) und fir ¢t > ¢, (22) erfillt oder umgekehrt. Dieser Fall konnte nur
dann eintreten, wenn y(t,) + ¥(f,) = 0 und zwar so, dass die entsprechende
charakteristische Kurve eine auf der Geraden s endende Losung von (5) fiir
t <t, und von (6) fiir ¢t > ¢, wiare oder umgekehrt. Wenn aber die charakte-
ristische Kurve von (5) oder (6) bei wachsendem ¢ auf s endet, dann endet sie,
wie wir gesehen haben, nur im vierten Quadranten, also y(f,) > 0, #(f,) < 0. Weil

W(ty) = V';/ﬁo)i—{—iyi(it;) = 0 ist, gilt (;i—t [y() + 9(t)]: ¢, < 0, so dass die Summe
y(t) + y(t) in der Umgebung von ¢, abnimmt und fir ¢ > ¢, y(t) 4 y(t) < 0
gelten miisste, was nicht moglich ist.

Bemerkung bei Korrektur: Wahrend des Druckes meiner Arbeit hat
prof. MassERA einen Artikel iiber dasselbe Problem publiziert (Estudio cua-
litativo de la ecuacion u"? = u -+ u', Publicaciones del Instituto de Matema-
tica y Estadistica de la Facultad de Ingenieria de Montevideo, vol. I1I,
No 1, 1956).

PezwomMme
0 IU®O®EPEHIIUAJIBHOM YPABHEHUN § + ¥ = ¥*

MIJIOII 3JIAMAJI (Milo§ Zlamal), BpHo.

(Mocrymuno B pexaxuuio 28/XI 1955 r.)

Bennman npemwtosxun B Bull. of the Amer. Math. Soc. (1. 61, 1955, crp. 192)
npobiemy, cojflep;kaHme TepBOil TOJOBUHK KOTOPOil clegyomiee: UMCET ypas-

HeHue
y+y=49 )
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peuienue %(#), KOTOpoe AaCUMITOTHYECKH PaBHO e~ ! npum ¢ — oo, ecam y(0)
JIOCTaTOYHO MaJIo, a ¢(0) BeiGpano moaxonsamum oopasom? B Hacrosmedl paGore,
HOKaza’o, 4To Jelo O0CTOMT MMeHHO TaKk. B JeficrBUTENBHOCTH JOKA3aHO
ropasygo 6ojee, a WMEHHO, YTO CYIIECTBYIOT pemieHUsT %(f), I KOTOPBIX

@
CYIIeCTBYeT acHMITOTHYECKOe Pa3BUTHE BUA > &,e” !, T. e. JUIA BCeX Hary-
n--1
paNBHHEX 7 Oyner
Y@t) = xe™t + .. 4 oD 4 w1 4 o(1)],

UpuYeM JAHHBIM pPsAJ He CXOUUTCA HU 1Ipu KakoMm ¢, HO yp. (1) ¢opmanbno
ynoBaerBopsier. B mociennelt 9acTe paboTH MaH elme 0030P aCHMITOTHIECKOTO
moBeleHHus BceX MHTerpasoB yp. (1) mpm & — co.
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