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SUR LES GROUPES DIRIGES

Romurus CrisTEscu, Bucarest

(Regu le 14 avril 1959)

Dans cet article on considére des groupes dirigés. On donne au § 1,
quelques propriétés générales de ces groupes, qui sont utilisées dans les
autres paragraphes. Au § 2, on introduit les notions de composante et
de projecteur et on établit leurs propriétés principales.!) Au § 3 on
consideére des systémes de composantes et on généralise les théorémes
d’immersion et de représentation, établis en [2] pour les espaces
linéaires réticulés complets, et en [3] pour les groupes réticulés.

Soit ¢ un groupe ordonné, c’est-a-dire un groupe, qui est en méme temps
un ensemble ordonné (partiellement) tel que

r=y=>at+az+b=a+y+b
quels que soient a, b € 9.
Nous désignons par %, I'ensembles des éléments positifs de %, c’est-a-dire
des éléments x = 0.

Proposition 1.1. 8 0 =z Ay, alorsz +y=y -z =2avy.
En effet, si 0 = x A y, alors on peut écrire
O0=(=2)v(=y=—2+0Ov@e—y)=—2+(yva)—y,
chaque membre de ces égalités ayant un sens, d’out la proposition 1.1
Proposition 1.2. 81 0 = x Az =y Az, alors 0 = (x +-y) Az = (y + x) A 2.
En effet, si v <2+ y,2, alors —x+v=<y9,2 et donc —xz4v =<0,
ou v = z. Comme on a encore v < z, il résulte v < 0. On arrive & la méme

conclusion, si I'on remplace  + y par y + x. La proposition 1.2 est donc
vraie.

1) Un role important dans cette théorie est joué par la propriété de décomposition
des éléments (sous la forme donnée par F. RiEsz dans [1], ou sous des formes plus faibles).
Mais, dans cat article une telle pripriété ne sera pas posée comme un axiome.
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Proposition 1.3. Si v +y=u-+v e O=zAav=yAru, alors x=u
ety =w.

En effet, on a « < u + v et donc — u + © < ». Comme on a aussi — u -+
+ =2, il résulte —u 4+ x <0 car 0 = xav. Par conséquent x = u.
D’autre part les relations v <« + y et 0 = w Ay entrainent aussi v < x,
donc x = u. Mais alors, il résulte en méme temps y = u, ce qui démontre la
proposition 1.3.

Proposition 1.4. Soit {x,}..- un systéme d’éléménts positifs tel que 0 =

= x; Ax; pour & % &,. Dans ce cas, lorsqu’il existe \ x;, alors \ x; existe
6 AT, 1 2 q e A
) +6o
ausst pour chaque &y e B, el U'on a

Vx,g:ng-{—xgn.
teE ExE,

Démonstration. Soit y = Va; — ;. L'élément ax;va, ayant un
EeZ

sens pour tout & + & et étant égal & vy + x;, on a
Ve =a; + 2, (&% &),
Ee E

donc y = x; pour & =% & Soit maintenant z = z, pour tout & # &. On a

z_l_xgngxg_{_xgu:xgvxga, (fzt:fo):
done

24w = Vg,
§eE
ou
z=Vx—xg =Y.
teE °

Il en résulte y = VY x;, ce qui démontre la proposition.
x5,

Un groupe ordonné ¢ est un groupe dirigé si 4 est un ensemble dirigé (&

3

droit ou & gauche), c’est-a-dire: Pour toute couple d’éléments z,y e & il
existe ze % tel que z = x,y ou z = &, y. Si un groupe ordonné est dirigé a
droit, alorsil est dirigé & gauche et réciproquement. La condition qu’un groupe
ordonné soit dirigé est équivalente & la suivante: pour tout élément z il existe
un élément positif z = z.

On sait aussi (voir [4]) que la condition qu’un groupe ordonné ¥ soit groupe
dirigé est équivalente & la condition que tout élément de ¥ puisse étre représenté
comme la différence de deux éléments positifs. Donc ¢ = ¥, — 9,.

Dans tout le reste de cet article nous supposons que % soit un groupe
dirigé.

Une application U d’une partie de ¢ dans ¢ est un opérateur additif, si
U(x + y) = U(x) + Ul(y); Papplication U est un opérateur positif si U(x) = ¢
pour tout .x = 0.
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Proposition 1.5. St U est opérateur additif (et positif) de 9. dans 9. alors
il peut étre prolongé uniquement & unm opérateur additif (et positif) sur & en
posant

(1.1) Ulx) = Uly) — U)
pour x =y — 2z (y,z2€ 9,).

Démonstration.2) Observons d’abord que de

a+b=b+a, (a,be9,)
et de l'additivité de U il résulte

Ula) + U®) = U®) + Ulay) ,
et donc
(1.2) U(a,) = (U(“)U(b)

Prolongeons maintenant 'opérateur U en utilisant la formule (1.1). Nous
montrerons que U(x) ne dépend pas de la représentation de . Soit donc
T=y—z=0v— w.

Alors y 4+ w = v + 2z, et avec (1.2)

Uly) + U(w) = U(v) + (U(2))yw) »
ce qui donne U(y) -— U(z) = U(v) — U(w).

L’additivité de I'opérateur U résulte comme suit: Soit x; =y — z et x, =

=v —w. Alors ; + 2, = (y + v,) — (w + z) et 'on a
Ulay) + Ulws) = (Uly) — U(z) — (U(0) — U(w)) =
— (U(y) + U@w,) — (Uw) + V) = Uly + v.) — Uw 4 v) = Uz, + @) .

Etablissons enfin 1'unicité du prolongement. Soit V un opérateur additif
(et positif) de ¥ dans ¥, tel que V(x) = U(x) pour z¢ 9,.

Six =y — zavecy,ze ¥, alors, vue 'additivité de 'opérateur V, on a

V(@) = Viy) — V) = Uly) — U() = Ulw)

et par conséquent V = U.

2

Considérons un ensemble 4 c ¥_.. Nous désignons par A* l’ensemble des
éléments x e ¥, tels que 0 = x A y pour tout y € A. En vertu de la proposition
1.3 il en résulte que

(2.1) z,ye A¥*=>a +yed*.

) Si a,be 9, alors il existe un élément a;, ¢ ¥, et seulement un, tel que a + b =
=b+4 a;. Onaaussi: b —a =d — c<=>b + ¢ =d + a, ainsi que (b —a) 4 (d —c¢) =
= (b + d,) — (¢ + a) ol @, b, ¢, d sont des éléments de ¢,. Voir p. e. [5], XIV, § 3.



Il est aussi évident que
(2.2) 0=z =zxjed*=>aecd*.

Un sous-groupe dirigé G de ¥, est un sousgroupe de ¥ qui est en méme
temps un ensemble dirigé par rapport & ’ordre induit sur ¢ par celui de .

Si G est un sous-groupe dirigé de ¥, nous désignons par G* l’ensemble
G — 6% (6% = (G

Nous écrivons aussi A** (et G**) au lieu de (4*)* (resp. (G*)*).

Remarque. Soit # un groupe réticulé. Un ensemble G c J# est un sous-
groupe réticulé de #, lorsque G est un sous-groupe ayant cette propriété-ci:
Siz,yel, alorsxz vy, xAyeq (il est suffisant que la relation x ¢ G entraine3)
z, e@).

Pour un ensemble 4 c #, soit A* ensemble des éléments x € H# tels que
x | y pour tout y e 4.

S G est un sous-groupe réticulé du growpe réticulé #, alors G+ = G*.

En effet, soit z ¢« G, done = | g pour tout g e G. Mais g = g, — ¢g_ avec
9., 9 €@, et la relation z | g est équivalente aux relations =, x_ | ¢,,¢_.
Par suite z, x_e G*, donc x = z, — x_e G* — G*, autrement dit G* c G*.

Réciproquement, soit x =y — z avec y,ze G%. On a donc y,z | ¢ pour
tout g e G. Soit maintenant g e G. De ¢ = ¢, — g_, ol g,,g_e G, il résulte
alors y,z | ¢.,g_ et par suite z | ¢g. L’élément g étant arbitraire dans G,
on en déduit x € G*, done G* c G*. Par conséquent G* = G*.

Proposition 2.1. S7 G est un sous-groupe dirigé de 9, alors G* est ausst un
sous-groupe dirigé et Von a G* = (G*),.

Démonstration. Observons d’abord que pour toute couple a, b e G*,
on a a, € G%. En effet, I'identité @ + b = b + a, entraine 0 < a, <a + b et
notre affirmation résulte alors de (2.1) et (2.2).

Par suite, si z;, =y —2eG* et x, = v — we G* les éléments y, z, v, w
appartenant & G* | alors de 1’égalité

(y—2)+@v—w=(Hy+wv)— (w-+2)

on déduit que z; + x, e G*. On a aussi — x;, =z — y e G*.

G* est par conséquent un sous-groupe de ¥ et, évidemment, un sous-groupe
dirigé.

Siy,2eG* et y — 2z =0, alors les inégalités y =y — 2z = 0 et la relation
(2.2) entrainent y — z ¢ G*. Donc G* = (G*),.

Proposition 2.2. Lorsque @, est un sous-ensemble de ¥, ayant la propriété
que pour tout x € G, il existe x' € Q, et x" € Qr tels que x = ' + &, alors:

(1) Les éléments ', x" sont uniquement définis.
3) On désigne: z, = xv 0, x_= — (xa0), 2] = (—=a)va. On désigne par = | ¥
a relation |z| A Jy| = 0.
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(2) Qo = :)k*-
(3) L’ensemble Q = Q, — Q, est un sous-groupe dirigé et Q. = Q-

Démonstration. (1) est une conséquence directe de la proposition 1.3.

(2) Comme on a évidemment A c A** pour tout 4 c ¥,, il reste & montrer
que QF* c Q,. Soit x € QF*. Alors 0 = x A y quel que soit ¥ € Q. D’autre part,
x=2a 4+ 2" avec ¥ €Q, et 2" e QF et de " = xaa” = 0 il résulte alors
X € QD.

On établit (3) comme la proposition 2.1, en tenant compte du fait que la
propriété précedente (2), implique que @, jouit des propriétés (2.1) et (2.2).

Définition 2.1. Un sous-groupe dirigé @ c ¢ sera appelé composante de ¥ si
pour tout x e ¥, il existe 2’ € Q. et x” € Q* tels que x = 2’ + x”. Nous appelons
projecteur engendré par @, et nous désignons par (@], I'opérateur défini pour
x =0 par Pégalité [Qlx =&’ ou & =2a" + 2", ' eQ,, 2" ¢ Q*, et pour x
quelconque par I'égalité [Qlxr = [Qly — [Q]z ol x =y — z, avec y,z = 0.

L’élément [@Q]x sera appelé projection de x sur Q.

Proposition 2.3. Si @ est une composante, alors Q = Q**.

Démonstration. En vertu des propositions 2.1 et 2.2, on peut parler
de @** De Q* = Q% — Q* ou Q* = (Q,)*, il résulte que (@*), = @*. Soit
P =% On a

QFF = P* = P* — P* — (P)* — (P,)* = ((Q%),)* — ((Q%),)* =
=(Q@))* —(@))*=QT" — Q" =0, — Q. =@,
en tenant compte de la proposition 2.2.

Proposition 2.4. Quelle que soit la composante Q C 9, le projecteur [Q] est un
opérateur additif et positif sur G.

Démonstration. Soit x;,x,¢ ¥,.. Avec les notations de la définition
2.1 on a

Ty 2y = (21 + @) + (23 4 2h) = (@ + 7)) + @]+ a),
car 0 = 27 A x,, et donc a7 et x, sont permutables. Les relations x; 4 a; e
€@, et 27 + ¢ Q* entrainent par conséquent z; 4 x, = [Q](x, + x,).
La restriction de I'opérateur [@] & ¥, est un opérateur additif et & valeurs
dans ¢,. D’aprés la proposition 1.1 P'opérateur [@] est additif (et positif)
sur 9.

Proposition 2.5. Lorsque Q est une composante, alors Q* et aussi une composante,
et chaque élément x € G peut étre représenté d’une maniére et d’une seule sous la
forme x = o' + x” avec ¥’ € Q et " € Q*. De plus ' = [Q] x et " = [Q*] x.

Démonstration. D’aprés les propositions 2.2, 2.1 et la définition 2.1,
Q* est un sous-groupe dirigé. D’autre part, pour chaque x = 0 il existe ' € Q.
et 2" ¢ Q* tels que x =2’ + 2”. Mais &' 4 2" == 2" + a’, car 0 = 2’ A 2’
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et comme @, = @** (prop. 2.2) il en résulte que x = x” 1 &’ avec x” ¢ (Q*).,
et 2" ¢ ((Q%).)* = @**. L’ensemble @Q* est ainsi une composante.
Soit maintenant * =y — z avec ¥,z = 0. On a
v=(y +y)— (= +2)
avec y', 2 €@, et ¥", 2" ¢ Q*. Si on pose @’ =y — 2’ et 2" =y" — 2", on
a 2’ €@ et " e Q¥. D’autre part, y” et 2’ étant permutables, ainsi que 2’ et 2",
il en résulte que
xl + x” —_ (y’ . z’) +. (y” . z”) — (yl + y”) . (zl _{_A zl/) — x .
Etablissons maintenant 'unicité de la représentation. Soit ©* = ' + 2" =
=u' + u” avec ', u’ € Q et 2", u" € Q*. Soit aussi ' =y’ — ', z" =y" —2,
W =v —w et v =v" —w", ou les éléments ¥’,2', v, w’ appartiennent
a Q. tandis que y”, 2", v", w” appartiennent & @*. On a donc
W =)+ — )= —w) + 0 — ),
ou
(wl S (l)’) + (yl . zl) j— (/Z)I/ . wll) + (z” o y”) s
ou encore
(W 4 yy) — (& 4 v) = (" +2p) — (¢ +w").
Mais 7, € Q. et 2, ¢ @*, comme nous 'avons déja vu.
La derniére égalité est donc de la forme
a—b=c¢c—d,
avec a,be@Q, et c,d e Q*. Les éléments b et d étant permutables, ainsi que
bete,car 0 =bad = bAc, on a ensuite
a+d=>b+c.
Mais 0 =aac =>bad, et la proposition 1.3 montre alors que @« = b et
¢ =d. On a donc
w'—}—y;,:z'—[—v', v"—{—z’,}:y"«}—w",
ou
P y/ — w/ — , yn =y — u/_l/ ,
c’est-a-dire 2’ = u’ et " = u”".
La premiere partie de la proposition est démontrée. La deuxiéme résulte des
égalités
o=y —2=[Qly —[Qlz=[Q)(y —2) = [Q]x,
=y — 2" =[Q*y — [@*]z=[Q*](y —2) = [@*] x.
Proposition 2.6. Les projections sur une composante @ ont les propriéiés:
() Qe=x<2xeQ; (2) [Qlz =0 <>xeQ*.

Cette proposition se déduit aisément de la précédente.
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3

Soit {#}es un systtme de groupes ordonnés. Considérons l'ensemble
produit # = | [ %; muni de la structure de groupe et de celle d’ensemble

EeE

ordonné déterminées sur lui par les lois

Zeees + Wehves = {2 + Yeleez s
ez = Weezm .=y, (EeE).

L’ensemble 5# devient ainsi un groupe ordonné appelé groupe ordonné
produst des groupes 9,.

On vérifie aisément que: le groupe ordonné H# est un groupe dirigé si et seule-
ment si les groupes ordonnés G, sont des groupes dirigés.

Définition 3.1. Un groupe ordonné ¢ est plongé dans un groupe ordonné #’
si ¥ est isomorphe (en tant que groupe et en tant qu’ ensemble ordonné) & une
partie de .

Dans ce qui suit, on supposera, comme au paragraphe précédent, que ¥
soit un groupe dirigé.

Définition 3.2. Un systéme {Q.}:.; de composantes sera appelé fotal si
pour chaque élément non positif de ¥ il existe une composante du systeme
sur laquelle la projection de x est un élement non-positif.

Remarques. Un systéme total {Q}.. = de composantes, a les propriétés équi-
valentes sutvantes:

(1) St [Q] x = 0 pour tout & € Z, alors x = 0.
(2) Ne:={o}.

EeE

En effet, la propriété (1) résulte immédiatement, car si [@,] x = 0, alors
[Q¢] * = 0, ce qui entraine x = 0, et 'on a aussi [@,] (— ) = 0, donc — x = 0.

Etablissons 1’équivalence de (1) et (2). Soit (1) satisfait, et soit ¢ ¢ M QF.

EeE

11 en résulte a € Q¥ pour tout &, done [Q¢] @ = 0, (£ € 5). Par (1) on a a = 0.
Réciproquement, soit (2) satisfait et soit [@¢] * = 0 pour tout £¢.Z. On a
done z € Qf (¢ € E) ou x e A QF done par (2),z = 0.

teE
Observons encore que st & était réticulé, la condition que le systéme {Q¢},. =
fit total, serait équivalente & la condition (1) ou (2). En effet, de [@Q;]x = 0
(£ € B) il résulte par les propriétés des projecteurs

Qe = ([QJo)- =0 (§eZ),

done si (1) avait lieu, alors x_ = 0, donc x = 0.
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Théoréme 1.%) Lorsque {Q;}e.= est un systéme total de composantes de ¥,

alors & est plongé dans le groupe dirigé produit # = I1 ;.
e E

Démonstration. On peut détinir une application U de & dans 5 en
posant:

Ux) = {x}eez OU @ = [Qc] @ .

Vu les propriétés des projecteurs, on a U(x + y) = U(x) 4+ U(y) et U(x) =
=0 si x = 0. Le systéme des composantes étant total, U(x) = 0 <2 = 0,
ce qui entraine la biunivocité de U; et de plus, U(x) = 0 =z = 0. L’application
U est donc un isomorphisme existant entre % et une partie de J#.

Théoréme 2. Lorsque {Q}: .- est un systéme total de composantes de 9,

alors tout élément x € G peut étre représenté sous la forme
r=Vy—Vz
Ee B te E

ol Yp, 2p =2 0, by — 2; = [Q] .

Démonstration. Soit d’abord x = 0. Avec les notations du théoréme
précédent, pour tout & on a x = a2, = 0. Si y = 2, pour tout &, alors y, = x;
ol ¥y = [@,]«. On a ainsi

Wetees = {%checs

ou U(y) = U(x). De l'isomorphisme qui existe entre ¥ et U(¥9) il résulte que
y = x. Par conséquent x = VY .

teE
Soit maintenant x quelconque: x =y — z avec y,z = 0. Alors y = VY y,
etz = Vzouy, = [Q]yetz =[Q]zet'ona fes
e E

[Qelr = [Qc]y — [Qe]lz =ye — 2
ce qui démontre le théoréme.

Nous supposons maintenant que ¥ posséde aussi la propriété (P): St pour
un ensemble quelconque {x;}, = d’éléments de & et pour un élément quelconque x
on a 0 == xg Ax pour tout & e 5 et que Y x; existe, alors 0 = (VY x;) a x.

feZ tel

Cette propriété est vérifiée, en particulier, si dans ¢ la loi de la distributivité

compléte est valable: si @ A « existe pour tout & e 5 et si V x; existe aussi,
teE
alors

V(ngx)Z(Eng)Ax,

EeE €&
lorsqu’un des deux membres existe.

4) Les thedoremes analogues aux théorémes de ce paragraphe, relatifs aux espaces
linéaires réticulés complets, se trouvent dans [2], pp. 66, 67, 70. 1ls généralisent les résultats.
de A. G. PINSKER [6, 7, 8]. Dans [9] on considére aussi le cas des groupes réticulés complets.
Pour les groupes réticulés quelconques, les théorémes ont été démontrés par FRANTISEK
Stk dans [3]. Nos théorémes généralisent directement les théorémes donnés dans [3].
Remarquons que le terme de composante y est utilisé dans un sens différent du nétre-
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Définition 3.3. Un systéme total {Q;},.= de composantes de %, tel que
0 = z; A quels que solent x; e (Q). et e (Qy),, si & F &, sera
appelé décomposition de 4.

Théoréme 3. Lorsque {Q¢}e. = est une décomposition de ¥, et lorsque G posséde
la propriété (P), alors tout élément x ¢ ¥ se représente sous la forme
(3.1) T=Vye— Vi oz @)

eZ te B

st et seulement st

(3.2) Ye — 2 = (@] x .

Démonstration. La possibilité de la représentation sous la forme (3.1)
avec la condition (3.2) a été établie dans le théoréeme 2.

Réciproquement, supposons que tout x puisse étre représenté sous la forme
(3.1). II résulte de la définition 3.3 et la proposition 1.4, que l'on a pour
chaque &, e &

= (Vy:+y:) — (Vz+2).

46 £,
Cette égalité entraine, en utilisant les propriétés des projecteurs, que z; =
= [an] xr = ygo — Zgn, car ygn, Zgo € (Q50)+ et
0=(Vy)ra=(Vz)ra
£, £x6,
quel que soit @ € (Q¢,)+-

Remarque. Soit {%;},.- un systéme de groupes dirigés et # :.sl—l Y.
Pour chaque &, € = soit ¢ I'ensemble des éléments de la forme {zg }. z ol
@ = 0 pour EF bpetay, = x ¢ g&.,' Dans ce cas, & ¢, est une composante
de # isomorphe avec % et le systeme {# '}, est une décomposition de 7 ..
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Pesome
O HAIIPABJIEHHBIX T'PVIIITIAX
POMVIJIVC KPUCTECHY (Romulus Cristescu), Byxapecr

[Tycrs % — maupasienHas rpynna u &, — MHOKECTBO BCeX IIOJIOJKUTEIb-
HBIX ssemenToB B 4. Eciw 4 ¢ 9, 10 M1 o6o3maunm uwepes A* muoKecTBO
HJIEMEHTOB X € ¥, Taxux, uro 0 = 2 A y ia BceX y € A. Ecniu G — Haupasinen-
Hag MoArpynna B &, 1o o6osnaunm gepes G* muomxecro G¥ — G*.

Oupenenenne 1. Hanmpapmennas noprpynna ¢ ¢ ¢ HasslBaeTcs KoMNo-
Henwmoil ¥, eclm IIA KaKAOTO ¥ € ¥, cymecTBYOT ' € @, u 2" ¢ Q* Ta-
kne, 4to x = &' + «". IIpoekmopom [Q)], MOpPOKAEHHBIM IOATPYIION (),
HA3bIBAETCH OHEPATOpP ONpeelSHHBIi s x == 0 paBencTBoM [Q] x = z’, rje
z=2a +a", 2 Q. 2" e QF n gua noboro x pasenctBoM [Q] x = [QJy —
—[@]2 tne x =y — 2, my, 2=0. Inemenr [] x HassBaeTcA npoekyuei
x Ha Q.

IlorassiBaetcsa cieyioliee MpejioKeHme:

Ecau Q — romnonenma, mo Q* mooce komnornenma u kamcoviii dsemenm
x € G momcem Ouimbvb paszaoxncern, 00HUM U MOALKO 00HUM o6paszom, & gopme
x=2a 4+ 2", ca’ €@, uz" e Q¥ DLoaece moeo: &' = [Q] z, 2" = [@¥] «.

Onpenenenne 2. Cucremy {Q}:.z KOMIIOHEHT Ha30BEM HOJHOM, ecil s
KaJKJIOTO HEIIOJIOJKITeIBHOTO djleMeHTa ¥ CYMEeCTBYeT KOMIIOHEHTA CHCTEMBI,
Ha KOTOPOU NPOEKIUsI & SABIIAETCS HEIOJIORATEIBHEIM 3JIEMEHTOM.

Teopema 1. Ecau {Q;}..  — noanasn cucmema komnonenm 4, mo & noepyorcén
¢ nanpasaennymo epynny H = || Q.

EeZ
Teopema 2. Ecau {Q;}:. = — noanas cucmema komnonenm ¥, mo kaxicoviil
saemenm x € G moxncno npedcmasumsv ¢ opme
geZ teE
200 Yg, 2 =0 u Yy, — 2, = [Q¢] .
B caenyromeit tTeopeme, Impejanojaraercs 4To B ¥ cIpaBefyiEB RaKOH:
Ecau das nekomopozo muomcecmsa {xg}, z saemenmos G umeem 0 = x ax 04

Hekomopoz2o x u npu aiobom & € Z, u ecau Y g cywjecmeyem, mo 0 = (Y ) A .
. EeE EeE

Teopema 3. Ecau {Q¢} - — Noanas cucmema komnonenm & maras, “mo
0 = @ Az, Oaa a06020 wg € Q) u w00020 x¢ € (Qp),, 20e & + &, mo
0600 saemenm x € G moxcno npedcmasumy 6 Popme

= Vye— V2 Ue2e@))
e E fe &

moeda u moavko mozada, kKozda Yg — % = [Qe] 2.
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