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Yexoc/ioBanxkuii MaremMathueckuii xkypraa 1. 11 (86) 1961, IlIpara

COMPLEMENT AU MEMOIRE:
SUR UNE CLASSE DE SURFACES SPHERIQUES DANS UN ESPACE
A COURBURE CONSTANTE

KAREL SvoBopA, Brno

(Regu le 5 mai 1960)

Dans ce travail on compléte les résultats publiés dans le Mémoire Sur une
classe de surfaces sphériques dans un espace a courbure constante (Yexocnosan-
KUl MAaTeMaTHYCCK U XKypHa 8 (83), 1958, 399—447) par les considérations re-
latives aux surfaces dont les indicatrices de courbure normale sont des circon-
férences localement sphériques de rayons constants.

1. Dans toutes les considérations et les calculs qui suivent, nous allons nous ap-
puyer sur les résultats déduits au Mémoire [3] et nous allons appliquer toutes les
notions et notations introduites dans le travail cité.

Le Mémoire donné plus haut a été consacré a 1’étude des surfaces qui se trouvent
plongées dans un espace S, ; a n + 1 dimensions a courbure constante ¢ et qui jouis-
sent de la propriété locale suivante: Dans un point M quelconque de la surface,
I’indicatrice de courbure normale d’ordre 1 est une circonférence, dont le centre se
confond avec la trace de la perpendiculaire menée par le point M au plan de la cir-
conférence et se trouve situé a distance non-nulle ¥ du point M, tandis que les indi-
catrices de courbure normale d’ordre k = 2,...,m —1 (3 < m < [Jn]) sont des
circonférences, dont les centres coincident avec le point M. Nous avons appelé les
surfaces en question surfaces M a m — 1 circonférences de courbure normale loca-
lement sphériques.

Attachons a chaque point M de la surface considérée un repére mobile formé de
n + 1 vecteurs rectangulaires deux a deux et unitaires e, e, ..., €,. On a alors les
équations
(1) dM = 0, + w'e, + ... + o'e,,

de; = — co'M + ole, + wie; + ... + wle, (i=0,1,...,n),
dont les coefficients w sont des formes différentielles linéaires qui satisfont aux rela-
tions o + o} =0 (i,j = 0,1,..., n) et aux équations de structure d’un espace a
courbure constante. En choisissant d’une maniére convenable le repére mobile associé

a la surface, on peut exprimer les propriétés locales des surfaces M a m — 1 circon-
férences de courbure normale localement sphériques par le systéme d’équations diffé-
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rentielles

(2) W =0=0t=...=0"=0,
0 =Vo', 0=Ve?®, oj=05=..=0"=0,
03l = Ro', ofll = Ro?, oy’ = - Ro’, 05" = Ro',
ol =0l = =0y =0, =0l = . =0 =0

(k=1,2,.c,m — 1),

le groupe d’équations résultant de celles qui sont écrites a la derniere ligne pour
k = m — 1 étant a supprimer si n = 2m. Rappelons que la notation appliquée dans
le systéme (2) a été choisie de maniére que RyR, ... R, (k = 1,2, ..., m — 1) désigne
le rayon de l'indicatrice de courbure normale d’ordre k.

En cherchant les conditions d’intégrabilité du systéme (2) nous nous sommes bornés,
dans le Mémoire cité ci-dessus, au cas ou la distance V' du plan de la circonférence de
courbure normale localement sphérique d’ordre 1 du point M de la surface est con-
stante. Cela étant, on obtient par la différentiation extérieure des équations écrites
dans les deux premiéres lignes du systeme (2) et en vertu du lemme de Cartan les
équations

(3) 0y = wg =0

qui n’entrainent aucune relation nouvelle. Les équations résiduelles du systeme (2)
donnent les relations quadratiques qui peuvent étre écrites sous la forme

dR
@ (o8 = o0) (T 1.0+ 0l = @l )| =0,

k

dR,
[(wl + i) (7(" S S wi’;jf)] o,

k
[(0' — i0*))p_y + i0},)] =0, [(0! + i0?) (0}, -, — iw},)] =0
(k=1,2...m—1;j=2m+ 1,2m + 2,...,n),

les équations de la derniére ligne étant a supprimer si n = 2m.

En partant du systeme d’équations différentielles qui définissent, d’une maniere
analytique, les surfaces M a m — 1 circonférences de courbure normale localement
sphériques nous avons étudié, dans la Mémoire [ 3], les questions relatives & I’existence
et la généralité des surfaces considérées et nous avons déduit leurs propriétés fonda-
mentales de nature projective sous la supposition que les valeurs R, ne soient pas con-
stantes. Ce Mémoire a pour but de compléter les résultats précédents dans le cas qui
a été exclu dans le travail mentionné.

2. Dans ce qui suit nous allons nous occuper de surfaces M, plongées dans un
espace S,,1 @ n + 1 dimensions a courbure constante c, dont les indicatrices de
courbure normale d’ordre k = 1,2, ..., m — 1, dans un point quelconque de la sur-
face, sont des circonférences localement sphériques de rayons constants et de centres
qui se confondent avec le point M, exception faite dans le cas du centre de la circon-
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férence de courbure normale d’ordre 1, qui se trouve situé a une distance constante et
non-nulle V du point M.

Parce que RyR, ... R, (k =1,2,...,m — 1) est le rayon de la circonférence de
courbure normale d’ordre k, la supposition faite au sujet des rayons en question peut
étre remplacée par la condition que toutes les fonctions R, qui figurent dans (2) soient
constantes. En vertu de cette supposition on obtient de (4) les équations qui prennent,
apres un calcul facile, la forme
(5) I = (k + 1ol

Wy + 0, = A0" —i0?), o}, — io}, = B(o' + iw?)
(k=12,...m—1;j=2m+ 1,2m + 2, ..., n),
les équations de la derniére ligne étant & supprimer si n = 2m.

Par conséquant, les surfaces M a m — 1 circonférences de courbure normale loca-
lement sphériques de rayons constants, plongées dans I’espace S, , ;, sont déterminées,
d’une maniére analytique, par le systtme d’équations différentielles (1) dont les coef-
ficients satisfont aux relations (2), (3), (5). Nous déduirons les conditions d’intégrabi-
lité du systéme indiqué dans le paragraphe suivant qui sera consacré a I’étude des
questions de I’existence et de la généralité des surfaces considérées.

Avant d’aborder les considérations énoncées nous montrerons que la supposition
faite au sujet des rayons des circonférences de courbure normale d’ordre k = 1, 2, ...
..., m — 1 a pour conséquence la propriété que la distance V du centre de la circon-
férence de courbure normale d’ordre 1 du point M situé sur la surface soit constante.
Pour cela, considérons une surface M, plongée dans I’espace S, ; a courbure con-
stante ¢, dont les circonférences de courbure normale localement sphériques d’ordre
k=1,2,...,m — 1 ont les rayons constants, et supposons que la distance V soit
une fonction des parameétres du point M sur la surface. Une telle surface M se trouve
définie analytiquement par le systéme d’équations différentielles (2), ot R, sont con-
stants et ¥ dépend des parameétres qui déterminent la position du point M sur la
surface.

Par la différentiation extérieure des équations du systéme (2) on obtient les relations
extérieures quadratiques

O [ (S - oi)] - oroi - 0. fotat] ~[o(F "w3>]=o,
[w'0] - [0%0f] = 0, [0'wf] + [0?ed] = 0,

| 4 14
Y [0'wj] + [0*(20] — 03)] =0, [0'(2w] - «})] + = [0*wi] =0,
1 1

l:w‘<2a)f—w‘3‘—l/—w8 =0, |0’ 2cuf—co§+£wg =0,
R, R,

[0'(@] + 03, - 03iD] =0, [0} + ol - oui)] =0,
[0' @3] + [0%0],] =0, [w'®],] - [0?w},_,]=0

(k=2,3,...,m—1;j=2m+1,2m+2,...,n),
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les équations de la derniére ligne étant a supprimer si n = 2m. Remarquons qu’il y a
deux relations linéaires indépendantes entre les équations extérieures quadrati-
ques (6).

Les équations (6) montrent que le systéme d’équations différentielles (2) n’est pas en
involution dans le cas considéré. On peut le prolonger par les équations

dv

7 — = 2(aw* — bw?),
0) Y s’ ~ o)
207 — w3 = —Y—(ba)1 + aw?) ,
Ry
wy = — aw' — bo?, wj = bo' — aw?,

2 2k 2k+2 _
O + Wy — 01 =0,

Oy + 103, = 40" — i0?), o), — iw}, = Bo' + iv?)
(k=23...m=1;j=2m+ 1,2m + 2,...,n),
celles qui sont écrites dans la derniére ligne étant a supprimer si n = 2m. Les a, b, 4;,
B;(j =2m + 1,2m + 2, ..., n) dans les équations (7) sont des fonctions des para-

metres dont dépend le choix du repére mobile dans un point quelconque de la sur-
face.

Pour procéder d’une maniere simple, nous déduirons tout d’abord les relations qui
résultent par différentiation extérieure des équations écrites aux trois premiéres lignes
du systéme (7). On obtient ainsi

(®) [0!(da + bo})] — [w*(db — aw})] =0,
[0'(db — aw})] + [w*(da + bol)] -
B %(612% — 2R} — 2V* — 2¢ + 3. a* + b?)[0w'w?] = 0,

[0'(da + bw?)] + [0*(db — aw?)] + zRK ab[o'w?] =0,

1

[0'(db — aw?)] — [0*(da + bo?)] — 112’:((12 ~ ) w'e?] =0,

de sorte que 1’on peut poser, d’aprées le lemme de Cartan,

v 2
9) da+bwf=—& N-22 ml—Kabwz,
2V R} 1
2
db—awf:-V-aba)l—i— Ri(n =2V w?,
R, 2V R}
ou
2
(10) N = 6R} — 2RZ — 2V? — 2¢ + <3 + 1}:—2>(a2 + b?).
1
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Parce que m = 3, il existe pour n = 2m ’équation

(11) o] + 0F — 0$ =0

qui est comprise dans I’équation écrite & la quatrieme ligne du systéme (7) pour k = 2.
On obtient, par différentiation extérieure de ’équation (11), la relation

(12) a’> + b* =4R; —2R2 — V2 — ¢

qui reste valable méme dans le cas de m = 3, si 'on pose R; = 0. En différentiant

Iéquation (12) et en appliquant les relations (7) et (9), on est amené, aprés un calcul
facile, aux relations nouvelles

1

VZ
(13) a{N—252—2(413;—21(;3—Vz—c)—zwz}:o,

V2
b{N— 2—155(4R§—2R§—V2—c)—4V2}=0,
1

ot 'ona aposer Ry = 0sim = 3.

Cela étant, deux cas, et deux seulement, sont & considérer suivant que les deux
fonctions a, b s’annulent en méme temps ou bien

2
(14) N—Z—II:—2(4R§—2R§—V2—(:)—4V2=O

1
et au moins une des fonctions a, b est différente de zéro.

Tout d’abord, en considérant le premier cas, on voit en vertu de I'équation (7) que
la distance ¥ du centre de la circonférence de courbure normale d’ordre 1 du point cor-
respondant de la surface est constante. Un calcul facile montre que le systéeme d’équa-
tions (7) peut étre remplacé, dans le cas considéré, par le systéme équivalent qui est
formé par les équations (3) et (5).

Dans le cas qui est fourni par ’équation (14), les a, b ne s’annulent pas en méme
temps de sorte que la distance V' n’est pas constante. En éliminant I’expression
a® + b* de I'équation (12) et de I'équation (14), ot I'on a substitué d’aprés (10), on
obtient une équation algébrique du quatrieme degré en V a coefficients constants qui
ne sont pas nuls a la fois. Les racines de cette équation sont donc aussi constantes et
cela est en contradiction avec Paffirmation qui découle des suppositions indiquées.

Les résultats précédents montrent que, dans un espace S, @ courbure constante c,
chaque surface M a m — 1 circonférences de courbure normale localement sphéri-
ques, dont les rayons sont constants, jouit de la propriété que la distance V du centre
de la circonférence de courbure normale d’ordre 1 du point correspondant de la
surface est aussi constante.

Dr’apres les considérations précédentes, les surfaces en question se trouvent déter-
minées par le systéme d’équations différentielles (2), (3), (5) que nous allons appliquer
dans ce qui suit a leurs étude.

432



3. Nous allons examiner maintenant les questions de ’existence et de la généralité
des surfaces M a m — 1 circonférences de courbure normale localement sphériques de
rayons constants. Or, I’établissement de I’existence et de la généralité de ces surfaces
conduit, dans le cas général, a effectuer les calculs trés longs et difficiles. Pour cette
raison, nous nous bornons, dans toutes les considérations suivantes, a I’étude des
surfaces M a m — 1 circonférences de courbure normale localement sphériques de
rayons constants, qui se trouvent plongées soit dans un espace a 2m + 2 dimensions
(n = 2m + 1), soit dans un espace a 2m + 1 dimensions (n = 2m).

En premier lieu, considérons les surfaces M plongées dans un espace a 2m + 2
dimensions. Alors, ona j = 2m + 1 dans le systéme d’équations (5) et on peut écrire,
pour plus de simplicité, A, B au lieu de A,,, 41, B2+ - Les conditions d’intégrabilité
du systéme d’équations différentielles définissant les surfaces en question, obtenues
par la différentiation extérieure des équations (5), sont

(15) R; = k(k+ )R} — 4k — )k +2)(V?+¢) (k=1,2...,m—1),
AB = m(m + 1) R? — Ym — D)(m + 2)(V? + ¢),
( ) 1 2
[(0' — i0?)(dA + i.m + 1. Aw})] =0,
[(0! + iw*)(dB —i.m + 1.Bwi)] =0.

Parce que la surface M est plongée, dans le cas considéré, dans un espace a 2m + 2
dimensions et n’appartient pas a un sous-espace linéaire quelconque de cet espace, les
deux fonctions A, B ne peuvent pas s’annuler a la fois. 1l s’en ensuit qu’il faut distin-
guer deux cas, et deux seulement, suivant que les deux fonctions A4, B soient différentes
de zéro, ou bien que précisément une d’entre elles s’annule identiquement. Nous
désignerons la surface M correspondante par M, ou bien M, dans les cas qui peuvent
se présenter d’apres la distinction précédente.

Tout d’abord, nous examinerons I’existence et la généralité des surfaces M;. En
partant de la supposition AB = 0, on déduit, par un calcul facile, la relation

(16) %{4 + i(m + 1)} =0

qui résulte des équations figurant a la deuxiéme et troisieme ligne du systéme (15) et
qui entraine, par la différentiation extérieure, I’équation

(17) 2R =V*+c.

Les conditions d’intégrabilité du systéme considéré d’équations différentielles sont
ainsi exprimées par la premigre équation (15) et par I’équation (17). Ces calculs faits,
on voit que les surfaces M, @ m — 1 circonférences de courbure normale localement
sphériques de rayons constants existent dans un espace S,,, . , quelconque a 2m + 2
dimensions a courbure constante ¢ + — V?* et qu’elles ne dépendent que de constan-
tes arbitraires.

Remarquons que le rayon de la circonférence de courbure normale d’ordre 1, la
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distance de son plan du point correspondant de la surface et la courbure de I’espace
S,..+» sont liées, dans le cas des surfaces M, en question, par la relation précédente
(17). La premiere équation (15) fournit ensuite la relation R = R} = 3(V?* + ¢)
(k=1,2,...,m — 1) qui exprime la dépendance entre les quantités particuliéres R,.
Il en résulte que le rayon de la circonférence de courbure normale d’ordre k est égal
a Rk,

Dans la suite, nous établirons I’existence et la généralité des surfaces M,. En raison
de ce fait que les deux fonctions A, B figurent d’une maniére symétrique dans les
relations précédentes nous pouvons nous borner au cas 4 = 0, B & 0. Les conditions
d’intégrabilité du systéme qui définit les surfaces en question sont exprimées par les
équations

(18) Ry = 3k(k + 1) R} — (k = W)k + 2)(V* +¢) (k=1,2,...,m — 1),
m(m + )R} — 3(m — )(m + 2)(V*> +¢) =0,
[(0' + i®*)(dB —i.m + 1.Bw})] =0.

On en voit que les surfaces M, a m — 1 circonférences de courbure normale loca-
lement sphériques de rayons constants existent dans un espace S,,,., quelconque
a 2m + 2 dimensions a courbure constante ¢ + — V?* et qu’elles dépendent d’une
fonction arbitraire d’une variable.

La deuxieme équation (18) détermine, dans le cas considéré, la relation existant
entre le rayon de la circonférence de courbure normale d’ordre 1, la distance de son
plan du point correspondant de la surface et la courbure de I’espace S,,,,,. La pre-
miére équation (18) décrit ensuite les quantités des rayons des autres circonférences de
courbure normale.

11 faut examiner encore I’existence et la généralité des surfaces M plongées dans un
espace & 2m + 1 dimensions que nous désignerons par M. Dans le systéme (5) il ne
reste que 1’équation écrite a la premiere ligne et ses conditions d’intégrabilité sont
fournies par les deux premiéres équations (18). Il en résulte immédiatement que les
surfaces My a m — 1 circonférences de courbure normale localement sphériques de
rayons constants existent dans un espace S,,, .1 quelconque a 2m + 1 dimensions d
courbure constante ¢ = — V? et qu’elles ne dépendent que de constantes arbitraires.

Les ¢quations indiquées du systéme (18) expriment encore les relations entre les
quantités R,, V et la courbure de ’espace S,,,+1-

Les surfaces M @ m — 1 circonférences de courbure normale localement sphéri-
ques de rayons constants existent, dans les cas de n = 2m + 1 et n = 2m considérés
ci-dessus, dans un espace S,,; quelconque dont la courbure satisfait a I'inégalité
V2 4 ¢ % 0 et, par suite, elles se montrent a nous comme surfaces du type non-
euclidien dans le sens des considérations du Mémoire [3].

4. Dans ce paragraphe, nous énoncerons les propriétés caractéristiques fonda-
mentales de nature projective des surfaces considérées M, en partant des résultats
démontrés dans le travail [3]. Pour cela rappelons que P, (n = 2m + 1oun = 2m)
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désigne I’extension projective de I’espace S, +; & courbure constante dont!’absoluestla
quadrique réguliére A. D’apres les résultats du Mémoire cité, on peut attacher, d’une
maniére univoque, a chaque surface M un point E, fixe en position. En supposant
V2 + ¢ % 0, le point E, n’est pas situé, dans le cas de ¢ % 0, sur la quadrique absolue
A de I’espace non-euclidien S, et, dans le cas de ¢ = 0, dans I’hyperplan Q qui
contient la quadrique absolue A de I’espace euclidien S, ;. La projection, prise du
point E, de la surface M est une variété conique de ’espace P, , ; qui peut étre regardée
comme une surface M° plongée dans I’espace projectif R, dont les points X° sont des
droites passant par deux points différents X et E, de I’espace P,, ;. Si I'on introduit
dans I’espace R, une métrique non-euclidienne en prenant pour I’absolu la quadrique
K qui est circonscrite, dans le cas de ¢ + 0, du point E, a la quadrique absolue A de
I’espace non-euclidien S, . et qui est, dans le cas de ¢ = 0, une projection prise du
point E, de la quadrique absolue A de I’espace euclidien S, ;, on obtient I’espace T,
a courbure constante V> + c¢. Dans cet espace T, chaque surface M° est une surface
minimum dont les indicatrices de courbure normale d’ordre k = 1,2, ..., m — 1 sont
des circonférences aux centres dans le point de la surface. On déduit immédiatement,
en s’appuyant sur les résultats du Mémoire donné ci-dessus, que les rayons des circon-
férences de courbure normale de la surface M° sont constants dans le cas considéré.
Les propriétés projectives caractéristiques des surfaces de ce type ont été démontrées
dans le Mémoire [4].

Si nous mettons a la base des considérations suivantes les remarques précédentes et
les résultats déduits dans les travaux précités, nous pouvons résumer les propriétés
projectives caractéristiques des surfaces M en question dans les théorémes qui sui-
vent:

Pour qu’une surface de Uespace projectif P, (n = 2m + Loun =2m)an + 1
dimensions puisse étre définie comme une surface M, plongée dans un espace non-
euclidien (euclidien) S, a n + 1 dimensions, dont les indicatrices de courbure
normale d’ordre k = 1,2,..., m — 1 sont des circonférences localement sphériques
de rayons constants, il faut et il suffit qu’il existe un point E, fixe qui n’est pas situé
sur une quadrique réguliére A de I'espace P, (dans un hyperplan Q de Iespace
P, ., qui contient une quadrique réguliére A) et que la surface en question soit douée
d’un réseau dont la projection, prise du point E,, est le réseau conjugué de I'espace
R, possédant dans les cas particuliers des propriétés suivantes:

a) Dans le cas des surfaces M, plongées dans un espace a 2m + 2 dimensions,
le réseau conjugué en question est autopolaire par rapport a la quadrique réguliére
K de I'espace R,,, .y, périodique a période 2(m + 1) et a invariants égaux et con-
stants.

b) Dans le cas des surfaces M, plongées dans un espace @ 2m + 2 dimensions,
le réseau conjugué en question est autopolaire par rapport a la quadrique réguliére
K de ’espace Ry, + 1, Ses premiéres, deuxiemes, ..., m-iémes transformées laplacien-
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nes se trouvent situées sur la quadrique K et sa suite de transformées laplaciennes
s’arréte, dans un des deux sens, aprés m transformations de la maniére de Goursat
et, dans lautre sens, aprés m + 1 transformations de la maniére de Laplace; les
courbes, dans le sens desquelles la suite correspondante des transformées laplacien-
nes s’arréte de la maniére de Goursat, sont des courbes rationnelles normales plon-
gées dans des sous-espaces linéaires @ m dimensions de I'espace projectif Ry, 1-

¢) Dans le cas des surfaces M5 plongées dans un espace @ 2m + 1 dimensions, le
réseau conjugué en question est autopolaire par rapport @ la quadrique réguliére K
de I’espace R,,,, ses premiéres, deuxiémes, ..., m-iémes transformées laplaciennes se
trouvent situées sur la quadrique K et sa suite de transformées laplaciennes s’arréte,
dans les deux sens, aprés m transformations de la maniére de Goursat; les courbes
des deux couches du réseau conjugué sont des courbes rationnelles normales plongées
dans des sous-espaces linéaires @ m dimensions de Pespace projectif R,,,.

Toutes les affirmations précédentes découlent immédiatement des résultats dé-
montrés dans les Mémoires [3] et [4]. Donc, il est possible d’omettre la démonstration
détaillée des théorémes que nous venons d’énoncer.

5. Les résultats précédents se rapportent aux surfaces M a m — 1 circonférences de
courbure normale localement sphériques de rayons constants qui se trouvent plongées
dans un espace a 2m + 2 ou 2m + 1 dimensions dans le cas de m = 3. La derniére
supposition entraine qu’il existe, dans un point M quelconque de la surface, la circon-
férence de courbure normale localement sphérique d’ordre 1, dont le centre ne coincide
pas avec le point M, et les circonférences de courbure normale localement sphériques
d’ordre 2, ..., m — 1, dont les centres se confondent avec le point M.

On peut s’assurer, par les considérations analogues a celles que nous avons suivies
dans ce qui précede, que toutes les résultats obtenus restent valables méme dans le
cas de m = 2. Les surfaces. dont il s’agit dans le cas mentionné, ont, dans un point
quelconque, pour l'indicatrice de courbure normale d’ordre 1 une circonférence
localement sphérique de rayon constant, dont le centre se trouve situé a distance non-
nulle du point correspondant de la surface, et elles sont plongées dans un espace a six
ou cinq dimensions & courbure constante. Nous avons étudié, dans le Mémoire anté-
rieur [2], les surfaces M en question qui se trouvent plongées dans un espace a cingq
dimensions.

6. Dans le Mémoire [1], M. O. BORUVKA a posé un probléme intéressant relatif aux
surfaces minima d’un espace non-euclidien, dont les indicatrices de courbure normale
sont des circonférences de rayons constants. Au point de vue du contenu il s’agit, dans
le probléme mentionné, de trouver toutes les surfaces minima, plongées dans un espa-
ce non-euclidien S,,, (m = 2) & 2m dimensions, qui jouissent de la propriété d’avoir,
dans un point quelconque de la surface, pour l'indicatrice de courbure normale
d’ordre 1 une circonférence. M. O. Bortivka a donné la solution complete de ce pro-
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bleme pour m = 2 et m = 3 et, dans les deux cas, il a démontré que, les surfaces mi-
nima d’un espace non-euclidien & 2m dimensions, dont I'indicatrice de courbure
normale d’ordre 1 dans un point quelconque de la surface est une circonférence de
rayon constant, sont les surfaces uniques, dont toutes les indicatrices de courbure
normale (en nombre de m — 1) sont des circonférences de centres dans le point cor-
respondant de la surface et de rayons constants. Par les résultats précédents il a été
démontré aussi que les surfaces minima en question sont les surfaces uniques de I’es-
pace S,,, qui peuvent étre exprimées par les fonctions sphériques de premicre espéce
d’ordre m. Dans le cas de m > 3 le probléme considéré n’est pas résolu jusqu’ici.

Tous les résultats précédents qui concernent les surfaces M a m — 1 circonférences
de courbure normale localement sphériques montrent une relation étroite avec les sur-
faces minima, dont les indicatrices de courbure normale sont des circonférences.
Ayant égard au probléeme mentionné, on peut se poser la question de déterminer
toutes les surfaces qui se trouvent plongées dans un espace S,,,+, d 2m + 1 dimen-
sions @ courbure constante et qui jouissent des propriétés locales suivantes: 1° Dans
un point quelconque de la surface, I'indicatrice de courbure normale d’ordre 1 est
une ciconférence localement sphérique de rayon constant; 2° La droite menée par le
centre de lindicatrice de courbure normale d’ordre 1 et par le point correspondant
de la surface passe par un point fixe. Dans les considérations suivantes nous dé-
duirons le systeme d’équations différentielles qui expriment, d’une mani¢re analytique,
les propriétés précédentes des surfaces en question et nous indiquerons la relation
existant entre le probléme posé cidessus et celui de M. O. Bortivka.

En s’appuyant sur les résultats obtenus dans les équations (6.1) du Mémoire [3], on
peut exprimer, apres avoir fait une particularisation convenable du repére attaché a la
surface, la propriété 1° des surfaces en question par le systeme d’équations différen-
tielles

(19) =0, 0®=0, 0*=0, o' =0,
o] =Vo', o= Ro', of=Ro*, oj=0, (j=S56,..,2m)
®) =Vo?, 0} =-R0’, 0}=Ro', 0j=0,

ou R, est une constante et V dépend des parametres du point sur la surface. Remar-
quons que le repére mobile a été choisi de maniére que le centre de I'indicatrice de
courbure normale d’ordre 1 se confond avec le point M + Ve,.

Ayant égard a la propriété 2°, supposons que la droite déterminée par le centre de la
circonférence considérée et par le point correspondant de la surface passe par le point
fixe E, = M + fe,, f étant une fonction des paramétres du point M sur la surface.
On a donc dE, = 0 et on en déduit facilement, d’aprés (1) et (19), ’équation

df . eg + (1 — fV)(w'e; + w?e,) + wye; + woey + ... + w"e,, = 0.

Les vecteurs e, e, ..., €,,, étant linéairement indépendants,onadf = 0,1 — fV = 0
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et
(20) wy=0 (j=23,4,...,2m).

Par suite, la supposition considérée est exprimée par le systéeme d’équations diffé-
rentielles (20) et par la condition que la quantité V soit constante. La droite joignant
le centre de la circonférence de courbure normale localement sphérique d’ordre 1 avec

. C 1
le point M correspondant de la surface passe donc par le point fixe E, = M + f/eo.

Chaque surface de I’espace S,,,+; qui remplit les suppositions précédentes se trouve
déterminée, d’une maniére analytique, par le systeme d’équations différentielles (1)
dont les coefficients satisfont aux relations (19) et (20), ou R, et V' sont des constantes
et elle se présente ainsi comme une surface M a une circonférence de courbure nor-
male localement sphérique de rayon constant dans le sens introduit au sixiéme cha-
pitre du Mémoire [3]. La projection, prise du point E,, de la surface en question est
ainsi une surface minimum M?, dont I’indicatrice de courbure normale d’ordre 1, dans
un point quelconque, est une circonférence de rayon constant. On en voit immédiate-
ment que le probléme de trouver toutes les surfaces de 1’espace S,,,,; qui jouissent
des propriétés locales considérées peut €tre ramené au probléme qui exige la recherche
des surfaces minima d’un espace a 2m dimensions, dont I'indicatrice de courbure
normale d’ordre 1 est une circonférence de rayon constant.

En vertu des résultats de M. O. Bortivka, nous pouvons affirmer que, dans le cas de

= 2, 3, chaque surface, qui se trouve plongée dans un espace a courbure constante
et qui jouit des propriétés locales indiquées ci-dessus, est une surface M a m — 1
circonférences de courbure normale localement sphériques de rayons constants.

L’affirmation qui précede est évident dans le cas de m = 2 et elle découle immé-
diatement des résultats déduits dans le Mémoire [2]. Dans le cas de m = 3, on peut
démontrer le théoréme précédent en partant du systéme d’équations (19) et (20). Or,
les calculs qui sont a faire a ce sujet ne différant pas essentiellement de ceux qui four-
nissent le résultat démontré par M. O. Borivka dans le Mémoire [ 1], nous pouvons
omettre la démonstration détaillée des affirmations énoncées.
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Pe3rome

OOTIOJIHEHUE K PABOTE: Ob OJAHOM KJIACCE CO®EPMYECKUX
MMOBEPXHOCTEM B IMPOCTPAHCTBE IMOCTOSHHOW KPUBU3HBI

KAPEJI CBOBOJIA (Karel Svoboda), Bpuo

B 3T0i1 paboTte OblIM HMccenOBaHBI MOBEPXHOCTH M mpocTpaHcTBa S, ; C IOCTO-
SIHHOW KPHMBM3HOHM ¢, y KOTOPBIX MHIAMKATPUCHI HOPMaJbHOH KPHUBU3HBI IOpsSIAKA
k=1,2,...,m — | sBusitorcs B kKax/10i Touke M NOBEPXHOCTH JIOKAJIbHO chepu-
YECKUMH OKPY>XXHOCTSIMH C MOCTOSIHHBIMU PaJMyCaMy U C HEHTPaMH, COBIAJArOIIH-
MH C TOYKOH M 3a UCKIJIFOYEHUEM LIEHTPa OKPYXHOCTH HOPMaJbHOW KPWBU3HBI IIO-
psinka 1, KoTopblid HaXoAUTCSI OT TOYKM M Ha HEHYJIEBOM paccTosiHuu V. Paccmartpu-
BaeMble NIOBEPXHOCTH M 001aaroT TeM CBOHCTBOM, YTO PaccTOsSIHUE V IOCTOSIHHO,
M ONpENEISIOTCS AHAIUTHYCCKH chcTeMod nuddepennmansubix ypashenuit (1),
K09 QHUUHEHTBl KOTOPBIX yHOBICTBOPsOT cooTHowernuaM (2), (3) u (5). Ilosepx-
HOCTH M, NOTpyXEHHBIC B IPOCTPAHCTBO S, 4, WIH S5, 1 ABISIOTCS OBEPXHOCTS-
mu Heeskanosa Tuna (V2 + ¢ = 0) 1 3aBHCAT B IEPBOM CJy4ac WM OT HOCTOSH-
HbIX (moBepxHOCTH M) WM OT OnHOH (YHKIHMM OZHOTO NEpeMEHHOro (NOBepx-
HOCTH M), a BO BTOPOM Clly4ae OT NOCTOSIHHBIX (II0BEPXHOCTH Ms)..

Heob6xoauMBle U JOCTATOYHBIE YCJIOBUS IS TOTO, 4TOOBI TOBEPXHOCTB IPOEKTHBHO-
ro npoctpaucrea P,, ., unu P,,, ., MOXHO ObLTO ONpPEAENUTs Kak HOBEPXHOCTH M
HEEeBKIIMIOBA TUNA B NPOCTPAHCTBE S,,,1, MM S,, ;1 C IOCTOSSHHON KPUBU3HOI,
npusozstes B pabote [3] (Teopemst 5.6, 5.8, 5.9) M BBIpakaroTCsi NPH NOMOIIA
CBOWUCTB COTPSDKEHHON CETH, TOJyvarolledcsi myTeM HPOeKTUPOBaHUS CEeTH MUHM-
MaJIbHBIX KPUBBIX MOBEepXHOCTH M u3 Touku E(, koTOpas il HHBapUaHTHO COIOCTa-
ByieHa. Jlnisg Toro, yToOBl pannychl JOKaldbHO ChepuuecKHX OKPYXXHOCTEH HOpMalb-
HOM KpHUBM3HBI MOBEPXHOCTH M OBLIM IIOCTOSIHHBI, HEOOXOOMMO H JOCTaTOYHO,
4TOOBI, B Cilyyae MOBEpXHOCTEH M, MHBAPUAHTHI 3TO# CONPSIKEHHON ceTH OBLIM
OIVHAKOBBI U TIOCTOSIHHBI MJI YTOOBI, B ciiyyae moBepXxHocTed M, u M;, KpuBbIE,
B HaIlpaBJIEHMM KOTOPBIX IOCJIEIOBAaTEIbHOCTh Ipeobpa3osaHuil Jlamnaca ymoms-
HYTOM CONPSDKEHHOM ceTH 3akaHuuBaeTcsi cnocobom I'ypca, OBUIM palMOHAIBHBIMU
HOPMAaJIbHBIMU KPUBBIMH JIMHEHHBIX MONIPOCTPAHCTB Pa3MEPHOCTH M.

Hns m = 2, 3 xaxmas NOBEPXHOCTh MPOCTPAHCTBA S,,,+1, ¥ KOTOPOH MHAM-
KaTpuca HOPMaJIbHOM KPUBH3HBI HOPsiAKa 1 sIBJIieTCS JIOKaIbHO chepruecKoi OKpyx-
HOCTBIO C IIOCTOSIHHBIM PaJiiycoM M C LEHTPOM, COeAMHsIoLIas IpsimMasi KOTOPOro
C COOTBETCTBEHHON TOYKON MOBEPXHOCTH HMPOXOIUT 4epe3 (HKCHPOBAHHYIO TOYKY,
OyzeT noBepxHOCTHI0O M ¢ m — 1 JokajbHO ChepUuyecKUMHU OKPYXHOCTSMHY HOPMaJIb-
HOM KPUBH3HBL.
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