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YEXOCJHIOBALUKUN MATEMATUYECKUN XYPHAI

Mamemamuuveckuii uncmumym Yexocaosayxoii Axademuu Hayk

T. 13(88) NNPATA 12.11I. 1963 r., No 1

BEMERKUNG UBER DEN p-RANG TORSIONSFREIER ABELSCHER
GRUPPEN UNENDLICHEN RANGES

LADISLAV PROCHAZKA, Praha

(Eingegangen am 7. Mai 1960)

Diese Bemerkung kniipft an die Arbeit [3] des Verfassers an, in welcher,
ausser anderem, eine gruppentheoretische Charakterisation des p-Ranges
torsionsfreier abelscher Gruppen endlichen Ranges dargestellt wurde. In
vorliegender Abhandlung wird die in der Definition des p-Ranges auftretende
Derry’sche Konstruktion auf beliebige torsionsfreie abelsche Gruppen iiber-
getragen, weiter werden fiir den p-Rang einige einfache Relationen abgeleitet
und schliesslich wird wieder eine rein gruppentheoretische Charakterisation
des p-Ranges abzéhlbarer torsionsfreier Gruppen gegeben, welche der in [3]
angegebenen Charakterisation analog ist.

Zuerst vereinbaren wir, dass mit dem Wort ,,Gruppe* immer eine additiv geschrie-
bene abelsche Gruppe gemeint wird; das Nullelement jeder solchen Gruppe bezeichnen
wir mit dem Symbol 0. Fiir die direkte Summe von Gruppen wollen wir die Symbole
Y s und 4 verwenden. Mit dem Buchstabe p wird iiberall eine fest gewihlte Primzahl
bezeichnet.

Es sei P eine periodische Gruppe und U™ sei die maximale vollstindige Unter-
gruppe des p-priméiren Summanden P der Gruppe P. Mit dem Symbol-rj(P) be-
zeichnen wir den D-rang der Gruppe U, d. h. diejenige Kardinalzahl, die die ,,An-
zahl* aller in einer direkten Zerlegung der Gruppe U auftretenden direkten Sum-
manden vom Type %(p*) bestimmt.

Nun beweisen wir das folgende einfache Lemma, welches iiber das eben eingefiihrte
Symbol rj(P) handelt.

Lemma 1. Es sei P eine periodische p-primdre Gruppe und Q irgendeine ihre
Untergruppe, die als direkte Summe zyklischer Gruppen darsteilbar ist. Dann gilt
die Ungleichung

ry(P) < ry(P/Q).

Beweis. Wir stellen die Gruppe P in der Form der direkten Summe P = U 4 R
dar, wobei U die maximale vollstindige Untergruppe der Gruppe P ist und deshalb
gilt die Relation

(1 rp(P) = r;(U).



Die Gruppe U = {U, Q}/Q ist natiirlich eine vollstindige Untergruppe der Gruppe
P = P/Q, und daraus ergibt sich

) rp(0) = ry(P).
Nach dem ersten Isomorphiesatz gilt jedoch
(3) {U,0}/0 =T =U/Un Q).

Die Gruppe U n Q als Untergruppe einer direkten Summe zyklischer Gruppen muss
selbst als eine direkte Summe zyklischer Gruppen darstellbar sein; also

UmQ=Zd(g}.s

Aed

wo €, (%€ A) zyklische p-primire Gruppen sind. Zu jeder zyklischen Gruppe
wihlen wir eine solche Untergruppe £, der Gruppe U, dass die Relationen 4, § &,
und &; = 4(p”) (4 € A) erfiillt sind. Dann muss notwendigerweise

{Z(2e A)} =lz,, Z,
eAdA
sein, und wir haben zugleich
Y46, F Y42, U.

Aed led

Die Untergruppe Y, %, als eine vollstindige Gruppe, bildet einen direkten Summand
AeA

von U, und deshalb besteht fiir eine geeignete Untergruppe U, die direkte Zerlegung
U= Zd Z,+ Uy

AeAd

Aus der Konstruktion der Gruppen &, (1 € A) folgt unmittelbar der Isomorphismus
UUNQ)e Y 236, + Uy =3y %,+ U, =U
ied

e
und daher nach (3) auch der Isomorphismus U =~ U. Die letzte Relation, die Unglei-
chung (2) und die Formel (1) fiihren gleichzeitig zu der Ungleichung
rp(P) < r;(P) = r(PIQ) »
womit das Lemma bewiesen ist.

Das vorhergehende Lemma kann noch gewissermassen verallgemeinert werden:

Lemma 2. Es sei P eine periodische Gruppe und Q irgendeine ihre Untergruppe,
die als direkte Summe zyklischer Gruppen darstellbar ist. Dann besteht fiir jede
Primzahl p die Ungleichung

rp(P) = rp(P/Q) .

Beweis. Ist P® (bezw. Q) der p-primére Summand der Gruppe P (bezw. Q),
wo p eine beliebige Primzahl ist, dann haben wir fiir den p-priméren Summand P®
der Faktorgruppe P/Q den Isomorphismus P >~ p®/0o®; { h.

rp(PIQ) = ry(PPIQ®) .



Die Gruppe Q| als eine Untergruppe der direkten Summe zyklischer Gruppen, lisst
sich auch als direkte Summe zyklischer Gruppen darstellen und daraus ergibt sich
nach Lemma 1 die Ungleichung, die wir beweisen wollen.

Damit ist schon dieses Lemma vollstindig bewiesen.

Fast alle Definitionen, die jetzt folgen werden, werden gemeinsam mit Bezeichnun-
gen aus [1] iibergenommen.

Es sei G eine torsionsfreie Gruppe und g irgendein Element von G. Ist die Gleichung
nx = g in G 19sbar, wobei n eine natiirliche Zahl bezeichnet, so wollen wir die Schreib-
weise

g = 0 (mod n)g
verwenden. Ist dabei ng; = g, so werden wir manchmal auch g, = (1/n). g schreiben.

Ein Missverstdndnis ist ganz ausgeschlossen, da, falls in einer torsionsfreien Gruppe
die Gleichung nx = g losbar ist, so ist ihre Losung eindeutig bestimmt.

Definition 1. Es sei n eine natiirliche Zahl. Die Elemente g, ¢,, ..., g, einer tor-
sionsfreien Gruppe G heissen p"-abhingig in G, wenn es ganze rationale Zahlen k;
(i = 1,2, ..., r) gibt, die nicht alle durch die Primzahl p teilbar sind, und fiir die die
Relation

(4) kigy + kag, + ... + kg, = 0 (mod p")g

erfiillt ist. Die Elemente ¢,. ¢g,, ..., g, heissen p"-unabhingig in G, falls sie nicht
p"-abhiingig in G sind.

Bemerkung. Aus der vorhergehenden Definition folgt unmittelbar, dass falls die
Elemente g4, g5, ..., g, (einer torsionsfreien Gruppe G) linear abhingig sind, so sind
sie schon p"-abhingig in G fiir jede Primzahl p und jede natiirliche Zahl n.

Ist G eine torsionsfreie Gruppe, so verstehen wir unter einer Basis der Gruppe G
irgendeine maximale linear unabhédngige Menge von Elementen aus G. Bekanntlich
besitzen alle Basen der Gruppe G dieselbe Michtigkeit, die als Rang der Gruppe G
genannt wird; den Rang der Gruppe G wollen wir mit dem Symbol r(G) bezeichnen.

Definition 2. Es seien vorgegeben: irgendwelche Elemente g, g,, ..., g, einer tor-
sionsfreien Gruppe G und ganze p-adische Zahlen q; (i =1,2,..., r), die als p-adisch
konvergente Folgen ganzer rationalen Zahlen ausgedriickt sind:

a; =@, (i=12..,r).
Sind die Relationen
Y a®g; = 0 (mod p) (k = 1, 2, )
i=1
erfiillt, so schreiben wir die Formel

(5) a;g; = 0 (mod p*); .
=1

i



Wenn mindestens eine in der Relation (5) auftretende ganze p-adische Zahl a; (1 <
< i £ r) von Null verschieden ist, so sagen wir, dass die Elemente g, (i =1,2,.., r)
p”-abhiingig in G sind. Falls die Elemente g; (i = 1, 2, ..., r) nicht in der Gruppe G
p*-abhingig sind, so heissen sie¢ p®-unabhingig in G. (Vergl. mit [1], § 1.)

Es sei M eine nichtleere Menge von Elementen einer torsionsfreien Gruppe G. Wir
sagen, dass die Menge M in G p"-unabhiingig (bezw. p”-unabhingig) ist, wenn jede
endliche Teilmenge von M in G p"-unabhiingig (bezw. p®-unabhingig) ist. Es ldsst
sich miihelos zeigen, dass die Vereinigungsmenge jeder wachsenden Folge p"-unab-
hingiger (bezw. p®-unabhingiger) Mengen wieder p"-unabhingig (bezw. p®-un-
abhingig) ist. Daraus ergibt sich, dass in der Gruppe G mindestens ein maximales
p"-unabhingiges (bezw. p*-unabhingiges) System von Elementen existiert. Man kann
also die folgende Definition formulieren.

Definition 3. Jedes maximale p"-unabhingige (bezw. p”-unabhingige) System von
Elementen einer torsionsfreien Gruppe G heisst p"-Basis (bezw. pw-Basis) von G.

Sind A4, B zwei beliebige Mengen, so bezeichnen wir mit dem Symbol 4 = B die
Menge aller Elemente von A, die nicht zu B angehoren; das Symbol moh A stellt
immer die Méachtigkeit der Menge A4 dar.

Lemma 3. Es sei G eine torsionsfreie Gruppe und B irgendeine ihre Basis. Ist A
eine in G p®-unabhdngige maximale Teilmenge von B, so gilt die Ungleichung

moh (B = A) < r}(G/{B}).
Beweis. Die Basis B stellen wir in der Form
B = E(x;tel)

dar, wobei I eine geeignete Indexmenge ist. Es sei I* solche Teilmenge von I, fiir die
genau B = A = E(x,; t€I*) ist. Nach Voraussetzung ist A eine maximale p®-un-
abhingige Teilmenge von B und deshalb fiir jedes ¢ e I* ist die Menge (4, x,) schon
p~-abhingig (sie ist nicht p®-unabhingig) in G. Das bedeutet, dass eine Relation der
Form ’
(6) axi; + ax, = 0 (mod p®)g

=1

i

erfiillt ist, wobei aj, a; (i = 1,2, ..., n,) ganze p-adische Zahlen sind, a, +0 und
x;€A(i=1,2,...,n); dabei kann auch n, = 0 sein. Die ganze p-adische Zahlen q,
stellen wir in der Form p*‘b, dar, wobei b, eine zu p teilerfremde ganze p-adische Zahl
ist. Dann ist die p-adische Zahl b, ' wieder ganz und darum folgt aus der Relation (6)
auch die Formel :

Y 67l + phx, = 0 (mod ) .
i=1



Fiir jedes ¢ € I* setzen wir jetzt p*x, = x/ und ausserdem schreiben wir a,; = b 'a
(i=1,2,..., n). Dann gilt fiir jedes ¢ € I* die Relation

n,

(7) Y a.x; + x, =0 (mod p*)g
i=1

Es ist klar, dass die Menge B’ = E(x,;tel = I*) U E(x}; 1 € I*) wiederum eine Basis
der Gruppe G bildet; dabei ist {B'} = {B} erfiillt.

Jetzt wollen wir den Beweis so fortsetzen, dass wir vor allem die Ungleichung
(8) moh (B" = A) < ry(G/{B'’})
beweisen.

Es seien

= @), (i=1..n50el*

die Darstellungen der entsprechenden ganzen p-adischen Zahlen in der Form der
p-adisch konvergenten Folgen ganzer rationalen Zahlen, die den Ungleichungen

0<al <pt (k=12,..i=12..,n;tel*)

geniigen. Nach (7) haben wir dann fiir jede natiirliche Zahl k die Formel

Z a¥x,; + x/ = 0 (mod pY),
und das heisst, dass es solche Elemente y® e G gibt, fiir welche die Relationen
(9) piyt = Za”‘)x“- +x, (k=1,2,...; tel¥)

gelten. Da a,; (i =1,2,...,n; LGI*) ganze p-adische Zahlen sind, bestehen die
Kongruenzen

a®t D = aff) (mod pk) (k =1,2,..)
und darum konnen wir schreiben
a®+h = g _}_hg‘)pk (k = 1,2,..).

Also, nach {9) kann man auch schreiben

pk+ly(k+1) — pky(k) + p Zh(k)

i=

d. h. es muss
n,
(k+1) _ (k) _ (k)
Py, - W - Z hu' X € {B,}
i=1

sein. Setzen wir jetzt

390 =y® + (BYeGH{B} (k=12..),
so gilt nach der letzten Relation
(10) py*HD = 30 (k= 1,2,...; tel¥).



Setzen wir weiter noch
" = Za(“xu +x =g,
so besitzt die Gleichung px = g'" keine Lésung in der Untergruppe {B’'} und deshalb

y ¢ {B'}; dabei ist aber py"’ € {B'}. Bezeichnet man also mit O(g) die Ordnung des
E]ementes g, so gelten die Formeln

(11) oy")=p (cerl®).
Aus der Relationen (10) und (1 1) erhilt man schon den [somorphismus
(12) Z, =P (k=1,2,..)} =2 %(p°) (tel*).

Nun bilden wir die Gruppe
U0 = {Z, (cel*)};

diese Gruppe ist offenbar eine vollstindige Untergruppe des p-primidren Summanden
G® der Faktorgruppe G/{B'}. Das bedeutet jedoch, dass die Ungleichung

(13) rp(07) < r;(G/{B"})
gelten muss. Jetzt beweisen wir, dass die Gruppe U® als direkte Summe aller Gruppen
Z, (v I*) dargestellt werden kann. Dazu geniigt es zu zeigen, dass die folgende

Formel gilt:
GO (e} = 3, 60

Es sei vorausgesetzt, dass die vorhergehende Relation nicht erfiillt ist. Es gibt also
geeignete Indizes ¢; e I* (i = 1, 2, ..., n) und ganze rationale Zahlen a; (i = 1,2, ...,
., n), die gleichzeitig den Bedingungen

a)0<a;,<p(i=12..n),
b)Za.yf,”

geniigen. Dies bedeutet aber nichts anderes, als dass

Z ayPe{B},

d. h. dass eine Relation der Form

n r

(1) _
Zal)’“ Z bjxx,»
i=1 j=1

erfiillt ist, wo x, € B’ (j =1,2,...,r) ist und b; (j = 1,2,...,r) ganze rationale
Zahlen sind. Wenn wir die letzte Gleichheit mit der Primzahl p multiplizieren und
wenn wir (9) beriicksichtigen, so erhalten wir die Gleichheit

Zau Za(.lj) X T X ) —Zpbx,,

i=1 j=1



Dies fiihrt aber zu einem Widerspruch, denn die Zahlen a; (i = 1,2, ..., n), die auf
der linken Seite der vorhergehenden Gleichheit als Koeffizienten bei x;, (i = 1, 2, ...,
sy n) auftreten, alle zu p teilerfremd sind, wiahrend alle auf der rechten Seite derselben
Gleichheit auftretenden Koeffizienten durch p teilbar sind. Diese Gleichheit muss
dabei eine Identitdt sein, denn offenbar {B'} = Y, {x,} ist.

x;€B

Somit haben wir bewiesen, dass die Relation
og®» — Zd 32:

eI*

gilt und daraus folgt die Formel
moh I* = ry(0®) < r}(G/{B}).

Da die Gleichheit moh I* = moh (B’ — A) besteht, ist damit die Ungleichung (8)
schon bewiesen.
Nach dem zweiten Isomorphiesatz gilt

G/{B} = (G/{B')/({B}/{B'})
Aus der Konstruktion der Basis B’ folgt, dass die Faktorgruppe {B}/{B’} eine perio-
dische p-primire Gruppe ist, die als direkte Summe zyklischer Gruppen dargestellt
werden kann. Nach Lemma 1 gewinnen wir also die Ungleichung

r5(G/{B}) < ry(G/{B}) .
Aus (8) folgt dann die Formel
moh (B = A) = moh (B' = A4) < r};(G/{B})
und somit ist die Behauptung bewiesen.

Jetzt gehen wir zur Untersuchung des p-Ranges torsionsfreier Gruppen iiber. Dabei
wird zu Definition des p-Ranges solcher Gruppen die Derry’sche Konstruktion ange-
wendet, die man z. B. in [2], § 45 finden kann.

Es sei G eine torsionsfreie Gruppe und sei

B = E(x,;tel)

irgendeine ihre Basis. Ist g ein beliebiges Element der Gruppe G, so gibt es eindeutig
bestimmte Inzizes ¢; € 1 (i =12,..., r) und ganze rationale Zahlen a, a,,...,a,, n
(n + 0), so dass die Relation

.
ng =)y ax,
i=1

erfiillt ist; die rationalen Zahlen a;/n (i = 1,2,...,r) sind dabei auch durch das
Element g eindeutig bestimmt. Wir kénnen also rein formal schreiben

r

a4
g=>3 —x,.
=1 n

Somit betten wir die Gruppe G folgendermassen in eine vollstindige Gruppe £* ein:
G < R*=Y,%x,,

el



wobei # den Korper der rationaler Zahlen bezeichnet; £* ist also eine Linearformen-
gruppe iiber dem Korper der rationalen Zahlen. Man kann noch die Gruppe £* als
eine Untergruppe der Gruppe Py aller Linearformen mit p-adischen Koeffizienten
betrachten, das heisst, als eine Untergruppe der Gruppe

(14) Sp;‘ = z;i X

wobei ), den Korper der p-adischen Zahlen darstellt. Die Gruppe P ist offenbar eine
vollstindige Operatorgruppe, fiir die der Ring der ganzen p-adischen Zahlen J, als
Operatorenbereich dient. Mit Hilfe der ,,lokalen Konvergenz* (vergl. mit [2], § 45)
fiihren wir eine Topologie in die Gruppe ), folgendermassen ein: Das Element g soll
der Grenzwert einer Folge von Elementen g, (n = 1,2, ...) heissen, wenn folgende
zwei Bedingungen erfiillt sind:

1) alle Elemente g, (n = 1, 2, ...) gehdren einer Untergruppe von endlichem Range
an, d. h., es gibt solche Indizes ¢;€1 (i = 1,2, ..., r) und p-adische Zahlen p,, (i =
=1,2,...,r; n=1,2,...), so dass

gn = plnxq + pZIlXLZ + ...+ pmxz,. (” = l’ 25 ‘)*

2) ist fiir jedes i (i = 1,2, ..., r) die Zahl p, der (p-adische) Grenzwert der Folge
(Pin)i 1, SO Muss genau sein ,

g = plx“ + pzxtz + ...+ prxz,-'

Die abgeschlossene Hiille einer Menge M in der topologischen Gruppe P wollen wir
mit dem Symbol M bezeichnen.

Es sei #,, der Ring aller rationalen Zahlen, die zu p teilerfremde Nenner haben.
Wir setzen

Gp = ApG = Sp:

und bilden die abgeschlossene Hiille G(,, der Menge G, in der Gruppe P;. Man
erkennt leicht, dass G, eine zuldssige Untergruppe der Operatorgruppe SD;',‘ ist, deren
Struktur nur von der Struktur der Gruppe G und von der Primzahl p abhingt. Nun
kann man die Gruppe G, als direkte Summe

G(p) =1 + R
darstellen, wobei U die maximale vollstindige zuldssige Untergruppe der Operator-

gruppe Gy, ist. Dann ist die Gruppe Ul (da sie in der Tat ein Modul iiber dem Kérper
P, ist) als direkte Summe der Gestalt

U= Zd Sppyx

ke K

darstellbar, wobei die Menge E(y,; « € K) eine (beliebige) Basis der Gruppe U bildet.
Die Kardinalzahl moh K = r(l1) ist eine Invariante der Gruppe G und deshalb ist die
folgende Definition berechtigt.

8



Definition 4. Ist G eine torsionsfreie Gruppe, so wollen wir die in dem vorher-
gehenden Absatz definierte Kardinalzahl moh K = r(ll) den p-Rang von G nennen
und mit dem Symbol r,(G) bezeichnen.

Nun beweisen wir das folgende Lemma.
Lemma 4. Es sei G eine torsionsfreie Gruppe und B = E(xl; vel) irgendeine ihre

Basis. Es sei weiter die Gruppe G mit Hilfe der Basis B in die 3 -vollstindige Gruppe
%: der Form (14) eingebettet. Dann liegt das Element y € ﬁ\: der Gestalt

(15) y=Yax,,
i=1

wo a; (i = 1,2,..., n) ganze p-adische Zahlen sind, in der maximalen 3 ,-vollstin-
digen Untergruppe \l der Gruppe G(p) genau dann, falls die Relation

(16) Y ax,, = 0 (mod p®),
i=1
erfiillt ist.

Beweis. Den Beweis dieses Lemma fiihren wir in zwei Teilen durch.

a) Zunichst setzen wir voraus, dass die Relation (16) erfiillt ist; dabei wollen wir
beweisen, dass das Element y der Gestalt ( 15) in der Untergruppe U liegt.

Ist a; = (a{)2, (i = 1,2,..., n), so liegen oflensichtlich simtliche Elemente
w=xa¥x, (k=1,2..)
i=1

in der Gruppe G. Gleichzeitig ist die Folge der Elemente ()i, in ¥, konvergent und
es ist sogar y = lim y, (in P}). Da y,e G = G, (k = 1,2,...) ist, so muss auch
k— o0

y € G, sein. Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass y € Il ist und, wie man leicht
erkennt, dazu geniigt zu beweisen, dass fiir jede natiirliche Zahl m die Gleichung
p"x = yin G, eine Losung besitzt. Wir verifizieren nun, dass diese letzte Bedingung
wirklich erfiillt ist.

Da nach der Voraussetzung die Formel (16) gilt, gibt es solche Elemente y*' € G
(k = 1,2, ..., fiir die
Py® =Y aPx, (k=1,2,..)
i=1

ist. Es sei m irgendeine natiirliche Zahl. Dann ist fiir k = m

®
1
ti

N
)
:|

I
-

x,=p""PeG < G,

i

p
und daraus folgt die Relation

s
|2

i
-a

L x, = lim p*my® e G -

k= o



Setzen wir jetzt
n
Zm =% p"ax, ePr,
i=1

so wird schon z™ e G, und gleichzeitig auch p™z™ = y sein. Da m als beliebige
natiirliche Zahl gewéhlt wurde, ist damit die Relation y € Il vollstindig bewiesen.

b) Es liege nun das Element y der Gestalt (15) in der Gruppe Ul; es sei wieder a; =
= (a2, (i = 1,2, ..., n). Setzen wir

=Y ax,eG (k=12..).

i=1

so wird y = lim y, (in ;) sein. Da y € Il ist, muss fiir jede natiirliche Zahl m auch

k— o

p~™y e ll sein; dabei haben wir gleichzeitig p~™y = lim p~ "y, (in P}). Das bedeutet
k=

aber, dass, mit einem Index k, beginnend, alle iibrigen Elemente p~™y, (fiir festes m)
in der Untergruppe G, liegen:

(17) Py =Y p "ax, Gy, kZk,.
i=1
Nun wollen wir beweisen, dass schon die Relation
(18) P"Vm = 2 P "a{"x, € Gy

gilt. In der Tat, ist fiir ein k > m die Relation (17) erfiillt und schreiben wir fiir dieses k

a® = a™ + hPpm (i =1,2,...,m),

i
so erhalten wir
n
p“myk = Z p_ma(i"l)xu + Z h(i"')x’i € G(n) N

i=1 i=1

Da offenbar
n
zlh(i""x,., €G < G,
=

gilt, erhélt man aus der letzten Gleichheit die Relation (18).

Esist G,, = %,,G wegen der Definition und darum folgt aus (18) eine Gleichheit
der Form

wo (u/v) € #,, und y* e G ist; hierbei kann man voraussetzen, dass (u,v) = 1 und
also auch (v, p) = 1ist. Aus der letzten Relation erhalten wir die Formel

" palm

2Py =Y T x, = yieG
u i=1 up™

10



und darum muss
(19)-

sein. Wir setzen jetzt

p "va™x,, = uyteG

T

1

n
ko (m) .
¥ —Zai X5
i=1

also y* € G. Die Relation (19) behauptet, dass die Gleichung p™x = vy* in G eine
Losung besitzt; es geniigt nimlich x = uyX zu setzen. Wir haben also

(20) Pr(uyy) = vy*.
Wegen der Voraussetzung gilt (v, p) = 1 und auch (v, p™) = 1. Es gibt also solche
ganze rationale Zahlen s, ¢, die der Relation 1 = sp™ + fv geniigen. Hieraus und aus
(20) folgt die Gleichheit
tp"(uyy) = toy* = y* — p"(sy*),
d. h. es gilt
P(tuyy + sy*¥) = y*.
Da tuy? + sy* e G ist, haben wir bewiesen, dass die Gleichung p™x = y* in G eine
Losung besitzt. Dieser letzten Gleichung geniigt aber auch das Element p~™y,, und
darum muss
P " = tuy,, + sy*eG

gelten; damit haben wir gezeigt, dass die Relation

n

Y pmal™x, e G

i=1

richtig ist. Da die natiirliche Zahl m beliebig war, haben wir damit die Formeln
Za(f"ﬂy"f =0 (mod p"); (m =1,2,..)
i=1

abgeleitet und dies beweist die Relation (16).

Das Lemma ist damit bewiesen.

Satz 1. Es sei G eine torsionsfreie Gruppe und A irgendeine ihre p®-Basis. Ist B
eine Basis der Gruppe G mit A < B, so gilt fiir den p-Rang der Gruppe G die Formel

(21) r(G) = moh (B = A).

Beweis. Es sei B = E(x,;tel), wo [ eine geeignete Indexmenge ist, und I* sei
diejenige Teilmenge von I, die der Relation B — A = E(x,; t € I*) geniigt. Da die
Menge 4 nach Voraussetzung eine p“-Basis von G ist, so muss jede Menge 4, =
= (4, x,) (¢eI*) p™-abhingig in G sein und darum sind die Relationen der Form
(siehe Beweis des Lemma 3)

ni

(22) Z ali'\:li + p;“xt =0 (mOd pJO)G 5

i=1
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wox,eA(i =1,2,...,n;cel*)ist, erfiillt. Jetzt erkliren wir eine neue Ba51s B’ von
G und zwar: B’ —E( ;eel), wobei x| = x, fir cel = I* und x| = p*«x, fir
v € I* ist. Oflensichtlich ist A < B" und moh (B =~ A4) = moh (B" = A); nun, um die

Formel (21) zu beweisen, geniigt es zu zeigen, dass
(23) r(G) = moh (B" =~ A)
besteht.

Vor allem beachten wir, dass (22) in die Relation

(24) Za“x“ + x; = 0 (mod p*) (vel*)

tibergeht. Weiter betten wir die Gruppe G mit Hilfe der Basis B’ in die J -vollstindige
Gruppe P = Y, V,x, ein, weiter bilden wir die Untergruppe G, und bestimmen

el

eine direkte Zerlegung der Gestalt
G(P) = u+ m = stppyx ';’ ma

xkekK

wobei Il = Y, Py, die maximale J,-vollstindige Untergruppe von G, ist; nach der
kekK

Definition ist also r,(G) = moh K. Auf Grund von Lemma 4 ergeben sich aus (24)
die Relationen

(25) z, = Z‘ ax; + x,ell (cel¥).

i=1
Aus (25) erhdlt man aber ohne weiteres, dass die Elemente z, € U (¢ € I*) linear un-
abhingig (iiber J,) sind und darum gilt
(26) -{‘Dpz, (« 61*)1 = Z,, Pz, sl
cel*

Man kann jedes Element y, € l in der Form

e
Y = .lexjx:d (K € K)
j=

darstellen, wobei p,; geeignete p-adische Zahlen und x,;eB’ (j =1,2,.
k€ K) sind. Es gibt offenbar solche ganze nicht negatwe (rationale) Zahlen ;1,\
(x € K), fiir die die Relationen

Z'le“xpxjx;q ZBKJ Kj (KGK)
i=

gelten und dabei b, ; (j = 1, ..., m,; k € K) schon ganze p-adische Zahlen sind. Setzen
wir p*<y, = y. (k € K), so erhalten wir wieder die direkte Zerlegung

11 = E:d %)pJ/: N

xekK
gleichzeitig konnen wir schreiben

my

Yy = Zlb,(jx,’(j (xeK).
=

12



Diese letzte Gleichheit stellen wir noch in der Form der Summe

m

(27) Z b'\] Kj + Z b".l Kj ('\ € K)

Jj=1 J=set 1

dar, wo x;;€A (j = 1,2,...,5,) und x,;€ B = A fiir j = s, + 1,...,m, ist. Aus
den Relationen (27) und (25) ergibt sich, dass das Element

My
ve— Y bz el (keK)
J=se+1
eine lineare Kombination von Elementen aus 4 ist, d. h.

My

te
(28) yl’\ - . Z bszh'j = Z I:cjx;,\'j >

J=set1 j=1
wobei i,; (j=1,..,1;xe K) geeignete ganze p-adische Zahlen sind. Hieraus folgt
auf Grund von Lemma 4 die Formel

ti

Y ixk; = 0 (mod p*)g .
j=1

j=

Das ist aber wegen der Wahl der Menge A (sie ist eine p*-Basis in G) nur dann

mdglich, wenn i,; = 0 (j = 1, ..., t,; k € K) ist; nach (28) erhalten wir also
=% Bz (e K).
J=set

Die letzte Relation besagt aber, dass yy. € Y, P,z, (x € K) ist und deshalb auch dass
tel*

u = stppyﬁlc S Zd PZL

xeK tel*

sein muss. Hieraus und aus (26) erhilt man schon die Gleichheit

U=y, oz
teI*
und folglich auch die Gleichheit
r,(G) = moh I* = moh (B’ ~ 4).
Dies ist genau die Formel (23) und der Satz ist damit bewiesen.

Satz 2. Es sei G eine torsionsfreie Gruppe und B irgendeine ihre Basis. Dann gilt
fiir jede Primzahl p die Ungleichung

() = ri(GI(BY).

Beweis. Es sei A eine beliebige maximale p®-unabhingige Teilmenge von der
Basis B; nach Lemma 3 gilt

(29) moh (B = A) < ry(G/{B}).

Es sei nun A’ eine p*-Basis der Gruppe G, die A4 als eine Teilmenge enthilt und weiter

13



sei B’ eine basis der Gruppe G, in der die ganze p®-Basis A’ enthalten ist. Es gilt vor
allem die Ungleichung

(30) moh (B" = A’) £ moh (B' = A).

Bezeichnet das Symbol &(A) die minimale die Menge A enthaltende Servanzunter-
gruppe der Gruppe G, so gilt die Formel

moh (B' = A) = r(G/#(A)) = moh (B = A);
hieraus und aus (30) und (29) folgt
moh (B" = A’) < ry(G/{B}).

Da wegen Satz 1 die Gleichheit moh (B" = A’) = r,(G) erfiillt ist, ergibt sich aus der
letzten Ungleichung die Ungleichung r,(G) < r;(G/{B}). Somit ist auch dieser Satz
bewiesen.

Definition 5. Es sei A eine nichtleere Menge von Elementen einer torsionsfreien
Gruppe G und g irgendein Element der Gruppe G, g + 0. Wir sagen, dass das Ele-
ment g von der Menge 4 modulo p* abhingt, wenn es ganze rationale Zahlen a; und
Elemente x; € A (i = 1,2, ..., r) gibt, die der Relation

g + Y ax; =0 (mod p"),
i=1
geniigen. Die obere Grenze der Menge aller ganzen rationalen Zahlen k = 0, fiir die
das Element g von der Menge 4 modulo p* abhiingt, heisst das p-Abhingigkeitsmass
des Elementes g von der Menge A, und wird mit Symbol & (g; 4) bezeichnet.

Nun erinnern wir noch, dass wegen der Definition 3 jedes maximale p-unabhéngige
System von Elementen einer torsionsfreien Gruppe G p-Basis von G genannt wird.

Lemma 5. Es sei G eine torsionsfreie Gruppe und A irgendeine ihre p-Basis. Ist B
eine die Menge A enthaltende Basis der Gruppe G, so gilt fiir jedes Element x €
€ B ~ A die Formel
(31) & (x; A) =0 .

Beweis. Angenommen, es gibe ein Element x € B =~ A endlichen p-Abhéngigkeits-
masses von der Menge A; also &,(x; A) = h <oo. Dann existierten wegen der Defi-
nition ganze rationale Zahlen a; und Elemente x;e 4 (i = 1,2, ...,r), die der Rela-
tion

r
x + Y ax; =0 (mod p");
i=1
geniigen wiirden. Es sei y dasjenige Element von G, fiir welches die Formel

(32) Phy = Zaixi + x

i=1

14



gilt, und sei die Menge A’ = (y) U A gebildet. Die Menge 4’ ist nicht mehr p-un-
abhéngig') in G und darum wird eine Relation der Form

by + ¥ b;xj = 0 (mod p)g
i=1

erfiillt, wobei b, b; (j = 1,2, ..., s) ganze rationale Zahlen sind, die nicht alle durch
Primzahl p teilbar sind. Da (b, p) = 1 sein muss, kann man voraussetzen, dass b = 1
ist. Wegen dieser Wahl der Zahl b geht die letzte Relation in die Relation

(33) v+ Y bx;=0 (modp)
j=1

iiber. Nun fassen wir die Systeme von Elementen x,, x,, ..., x, und x{, x5, ..., X, zu-
sammen und erhalten somit ein neues System von Elementen x7, x3, ..., x} (ohne

Wiederholung). Durch Hinzufiigung der Nullkoeffizienten gehen dann die Formeln
(32) und (33) in die Formeln

(34) py = iuix?‘ +x, v+ ib,-x’f = 0 (mod p)g

i=1 i=1
iiber. Aus der letzten Relation erhalten wir auch die Relation

Pty +.i1p"b,.x’i" = 0 (mod p**"),

und hieraus nach der ersten Formel von (34) ergibt sich ohne weiteres

X + il(a; + b)) xT =0 (mod p"*')g .

i=

Diese Formel besagt aber, dass & (x; A) = h + 1ist und das steht im Widerspruch zu

& ,(x; A) = h. Das Lemma ist damit vollstindig bewiesen.

Satz 3. Es sei G eine torsionsfreie Gruppe und A irgendeine ihre p-Basis. Ist B eine
die Menge A enthaltende Basis von G, so gilt die Formel
(35) moh (B + A) = rj(G/{B}).
Beweis. Es sei I'* eine Indexmenge, fiir die folgendes gilt:
B~ A = E(x,; x,€ B, te I*).

Ist nun ¢ € I*, so ist nach Lemma 5 & (x,; 4) = oo und darum ist fiir jede natiirliche
Zahl k eine Relation der Form

s.(K)
(36) x, + Y a%x,; = 0 (mod e
i1

erfiillt, wobei a; geeignete ganze rationale Zahlen sind und x,,e 4 (i = 1,2, ...,
.... s(k)) ist; setzen wir dabei voraus, dass jede Zahl a®® noch der Bedingung
0<a® <p* (i=12..,sk; k=12..)

Y st y € 4, so gilt auch die Formel (33), die wir ableiten brauchen.
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geniigt, so wird schon die Relation (36) (mit Ausnahme der Nullkoeffizienten) ein-
deutig bestimmt. Ist k > 1 und sind a’f ™" (i = 1,2, ..., 5(k)) die den Bedingungen

(37) o=af P <pt, afV =a® (mod pFY) (i =1,2,....5(k)

geniigende ganze rationale Zahlen, so folgt aus (36) ohne weiteres
(38) x, + Z a“‘ Yx,; = 0 (mod p*~ '), .

Also, (38) ist diejenige eindeutig bestimmte Relation (36), wo man k durch k — 1 er-
setzen soll. Fiir jede natiirliche Zahl k und fiir jedes ¢ € I* bezeichnen wir mit dem
Symbol y* das Element der Gruppe G, welches die Relation

54()
(39) pyv® = x, + Z a®x,;

erfiillt. Schreiben wir nach (37) a'¥ = af™" + W& Vp*~ "' (i = 1,2,...,5(k)), so
erhalten wir aus (39) und (38)

PO = D Sk,
i=1

also es muss auch sein
(40) py® -y = Z h% Vx . e (B} .
Setzen wir nun
YO = y® 4 (BleG/{B} = G (k=1,2,..50el%),
so ergibt sich aus (40)
(41) py*t =3® (k=1,2,..;1el¥).
Man erkennt leicht, dass jede Gleichung der Gestalt

px = Xx, + Za“’xti (ter*)

i=

in der Untergruppe {B} unlosbar ist und deshalb ‘"’ ¢ {B} (v € I*) sein muss. Das
bedeutet aber, dass

(42) oy")=p (ter*)

ist. Aus den Formeln (41) und (42) ergibt sich ohne weiteres, dass fiir jedes ¢ € I* der
Isomorphismus

=% (k=1,2,...)} = %(p”)

besteht.
Jetzt wollen wir noch die Richtigkeit der folgenden Formel beweisen:
(43) UP =1{Z, (tel")} = Y4 Z,

tel*
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Dazu braucht nur verifiziert werden, dass die Relation
{;';(1) (tel*)} =>4 ty'l)}
tel*

gilt. Setzen wir dagegen voraus, dass die letzte Relation nicht erfiillt ist. Dann gibt
es also ]ndizes t; € I* und ganze rationale Zahlen k;, 0 < k; < p (i=12,.., r), die

der Relation Z k;y" = 0 geniigen. Das bedeutet aber, dass Z k:y'P e {B} ist, also
dass =1 =

Z 1.}5“ z m;x;

i=1 i=1
geschrieben werden kann, wobei m; (i = 1, 2, ..., s) geeignete ganze rationale Zahlen

und x; € B(i = 1,2, ..., s) sind. Multiplizieren wir die letzte Gleichheit mit der Prim-
zahl p und beriicksichtigen (39), so erhalten wir die Gleichheit

5. (1)

Z (x,, + Z all)x, ;) =Y pmx;.
i=1

Somit gelangen wir zu einem Wiederspruch, da die auf der linken Seite der letzten Re-
lation bei x,, (i = 1,2, ..., r) stehenden Koeffizienten genau die zu p teilerfremde
Zahlen k; (i = 1,2, ..., r) sind, wiihrend alle auf der rechten Seite derjenigen Relation
auftretenden Koeffizienten durch p teilbar sind. Dies beweist die Formel (43).

Ist U die maximale vollstindige Untergruppe des p-primiren Summanden G’
der Gruppe G = G/{B}, so ist also U{? < U®. Von der Richtigkeit der Formel (35)
iiberzeigt man sich, indem man die Relation

Zd o U(P) = gw = G(p)

e I*

beweist. Offensichtlich braucht man dazu nur zu zeigen, dass die Gleichheit der Sockel
(44) U(lrl)[p] — G(p)[p]
gilt; dabei ist es klar, dass die Beziehung U{”[p] = G"”[p] erfiillt ist.

Es sei also Z ein beliebiges Element des Sockels G®[p] der Gruppe G®. Man kann
das Element z in der Form z = z + {B} darstellen, wobei z € G und gleichzeitig
z ¢ {B}ist. Da pz = 0 sein muss, haben wir pz € {B} und darum kénnen wir schreiben

(45) pz = Zajx,j + Z b;x;,
j=1 =1

wobei ;el* (j=1,2,...,m) und x;€ 4 (j = 1,2, ..., n) ist. Offensichtlich kann
man voraussetzen, dass das Element z so gewdhlt wurde, dass die ganzen rationalen
Zahlen a,, b; aus (45) den Ungleichungen

0<a;,bj<p (i=1,2,..,m;j=12,..,n)
geniigen. Wegen der p-Unabhingigkeit der Menge A (in G) ist die in (45) auftretende
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m

Summe Z a;x,; nicht leer und darum ist m = 1. Bilden wir das Element z, = z —
J

- Z a.y", so erhalten wir nach (39)

m ‘t,(l)

P21=ijx1 Za Za(” Xeij s
Ji=1 i=
dabei stellt die rechte Seite dieser Relation eine lineare Kombination der Elemente
t
vonAdar:pz, =Y uixj,x;e A(j = 1,2,...,t). Dadie Menge A4 p-unabhiingigin G
j:

ist, muss p | u;, also u; = pu; G=12,.., 1) sein. Hieraus folgt die Relation

m t
pzi =p(z = Y apV) = p Y ux}
i=1 j=1

und auch die Relation-

m t
z —.Z ay =Y u'x;e{B}.

Wir erhalten schliesslich o =t
2= 3 0 e 0717)
und dies beweist die Bezichung é(m[p] < U{”[p]. Damit ist der Beweis der Formel
(44) und also auch der Formel (35) beendet, da aus der Gleichheit G? = Y, Z, un-
mittelbar die Gleichheit el

moh I* = moh (B = A) = r;(G/{B})
folgt.

Bemerkung. Aus dem vorhergehenden Beweise ist zu ersehen, dass der Satz 3 auch
folgendermassen formuliert werden konnte: Es sei G eine torsionsfreie Gruppe und A
irgendeine ihre p-Basis. Ist B eine die Menge A enthaltende Basis von G, so ist der
p-primire Summand G der Faktorgruppe G/{B} eine vollstindige Gruppe und
gleichzeitig gilt die Formel (35).

Umgekehrt kann man die folgende Behauptung beweisen: Es sei G eine torsions-
freie Gruppe und B eine ihre Basis. Ist der p-primire Summand G® der Faktorgruppe
G/{B} vollstindig, so enthilt die Basis B mindestens eine p-Basis von G, da jede maxi-
male p-unabhingige Teilmenge von B eine p-Basis der Gruppe G bildet.

Diese letzte Behauptung wollen wir hier nicht beweisen, da wir sie nicht anwenden -
werden.

Lemma 6. Es seien y; (i =1,2,..., r) irgendwelche p-unabhdngige Elemente einer
torsionsfreien Gruppe G und sei y ein Element von G, dessen p-Abhdngigkeitsmass
von der Menge A = (y,, y,, ..., y,) gleich h ist; also & (y; A) = h <co. Es sei y,
dasjenige Element aus G, welches einer Relation der Form
(46) Phyr+»1 =Y +__Zlai)’i
geniigt. Dann sind auch die Elemente ¥y, Y2, -+, ¥ps Ye+1 P-unabhdngig in G.
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Beweis. Setzen wir dagegen voraus, dass die Elemente yy, V2, ..., V) Vo4 p-ab-
hiingig in G wiren. Dann gibt es also ganze rationale Zahlen b, b; (i = 1,2, ..., r), die
nicht alle durch p teilbar sind und die einer Relation der Form

by, .y + ) biy; = 0 (mod p)g
i=1
geniigen. Da nach Voraussetzung die Elemente y; (i = 1,2, ..., r) p-unabhingig in
G sind, muss (b, p) = 1 sein und deshalb kann man voraussetzen, das b = 1 ist; wir
haben also

Ve + Zbiyi =0 (mOd p)G .
i=1

Hieraus ergibt sich die Relation

P'Vesy + 3 P'biy; = 0 (mod p"* ),

i=1

und beriicksichtigt man noch (46), so erhilt man

v+ Y (a;i + p'bi) yi = 0 (mod p"*')g
i=1

was mit &,(y; 4) = h im Widerspruch steht.

Dadurch ist das Lemma bewiesen.

Lemma 7. Es sei G eine torsionsfreie Gruppe und A eine p®-unabhdngige Menge
der Elemente von G. Es sei B eine solche Basis der Gruppe G, dass fiir jedes x € B die
Mengez) Av (x) nicht mehr in G p®-unabhdngig ist. Dann ist A eine p®-Basis von G.

Beweis. Es ist klar, dass es geniigt die folgende Behauptung zu beweisen: Ist
g = 0 ein beliebiges Element aus G, so ist die Menge®) A L (g) p™-abhingig in G.

Es sei also g € G, g + 0. Da die Menge B eine Basis von G bildet, gibt es Elemente
x;€B (i =1,2,...,r) und ganze rationale Zahlen n (n % 0), a; (i = 1,2, ..., r), die
der Relation

r

ng =Yy apx;
i=1

iz
geniigen. Auf Grund der im Lemma auftretenden Voraussetzung gelten gleichzeitig
gewisse Relationen der Form

(47) ax; + Y a;9; =0 (mod p*), (i=1,2,...,1),
i

wobei a; (a; +0), a;; (j=1,2,...,n; i =1,2,...,r) geeignete ganze p-adische
2) Ist x € A, so setzen wir voraus, dass die Menge 4 U (x) zwei verschiedene Exemplare des
Elementes x enthdlt; im diesen Falle gilt auch fiir das Element x eine Relation der Form (47).
3 Q; 2
) Siehe ©).
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Zahlen und y;;ed (j=1,2,..,n; i =1,2,...,r) sind. Man kann sogar a, =
= a, = ... = a, = a voraussetzen und darum die Relationen (47) in der Form

ax; + Za,.j\,-» =0 (mod p”)e (i=1,2,...,7)
darstellen. Hieraus ergibt sich ohne weiteres

of Zla,-x,-) + Z‘aiZa,.ij = 0 (mod p*)g ;
i= i= ji=1
es gilt also die Formel
nag + Z Za @y = 0 (mod p*)g .
i=1j=1

Dies besagt aber nichts anderes, als dass die Menge A U (g) wirklich in der Gruppe G
p*-abhingig ist. Damit ist das Lemma bewiesen.

Satz 4. Es sei G eine torsionsfreie Gruppe von héchstens abzdhlbarem Range.
Dann gibt es eine Basis B in der Gruppe G, fiir die die Beziehung

(48) r’(G) = r,(G/{B})
besteht.

Beweis. Ist die Gruppe G von endlichem Range, so gilt die Formel (48) fiir jede
ihre Basis B; dies wurde schon in der Abhandlung [3] bewiesen. Es bleibt also nur

noch, sich von der Richtigkeit des Satzes fiir Gruppen von unendlichem Range zu
iiberzeugen.

Es sei also G eine derartige Gruppe und B’ = (x}, x3, ...) irgendeine ihre Basis.
Weiter wollen wir zwei Fille unterscheiden.

1. Es sei zunichst x; = 0 (mod p®)s (j = 1,2, ...). Betten wir die Gruppe G mit
Hilfe der Basis B’ in die J,-vollstindige Gruppe 5 = i,, P,x; ein und bilden wir die
Untergruppe G, so ist nach Lemma 4 x; el (j = 1, 21: 1 .) (mit W ist wieder die maxi-

male J,-vollstindige Untergruppe von G(,,) bezeichnet) und darum Ul = Zd P,xj; es
gilt also die Formel

r(G) = r(G) =
{st nun B irgendeine Basis von G, so ist nach Satz 2 r ( < ry(G/{B}), und da gleich-

zeitig die Ungleichung r(G/{B}) < N, erfiillt ist, muss schon die Relation r,(G) =
= ry(G/{B}) = N, gelten. Damit ist unsere Behauptung im diesen Falle bewiesen.

2. Wir setzen nun voraus, dass es einige Indizes i, fiir die die Relation x; = 0
{mod p~) nicht erfiillt ist, gibt. Im diesen Falle fiihren wir den Beweis des Satzes so
durch, dass wir eine p-Basis A von G konstruieren, die gleichzeitig eine p®-Basis von G
bildet. Zu diesem Zweck werden wir eine in [1], § 2 angegebene Konstruktion an-
wenden.
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Zuerst wollen wir durch die Induktionsmethode eine Folge von Elementen y; e G
(i = 1,2,...) bilden, die nicht immer unendlich sein muss.

Es sei i, der kleinste Index, fiir den x}, % 0 (mod p®)g; ist; es sei weiter h, diejenige
ganze rationale Zahl, fiir die die Relation xj, = 0 (mod p"); gilt, fiir die aber nicht
mehr die Relation x/, = 0 (mod p"**); erfiillt ist. Mit dem Symbol y, bezeichnen
wir das der Bedingung p"'y, = x|, geniigende Element aus G. Es ist klar, dass die
Menge 4; = (y,) p-unabhingig in G ist.

Es sei nun r > 1; weiter setzen wir voraus, dass schon die in G p-unabhingigen
Elemente y{, y,, ..., V.~ und die ihnen entsprechenden Indizes i; < i, < ... < 1i,_,
ausgewihlt wurden; wir setzen noch 4,_; = (¥, V2, ---» ¥y—1)- Mit i, bezeichnen wir
den kleinsten Index i > i,_y, fiir den &,(x; 4,_;) = h, <oo ist. (Gibt es keinen der
artigen Index, so wird die Konstruktion unserer Folge beendet; in diesem Falle setzen
wir A = A,_,.) Es gilt also eine Relation der Gestalt

r—1

X, + Y a,y; = 0 (mod p™)g
i1

und darum kann man ein Element y, € G auswihlen, so dass Relation

r—1
(49) Py = x4 Y auy;

i=1
erfiillt wird. Aus der Konstruktion des Elementes y,, ergibt sich nach Lemma 6, dass
die Menge A, = (¥4, Y3+ -+ Yr-1, ¥,) Wieder p-unabhiingig in G ist. So konnen wir die
Konstruktion mittels der Induktionsmethode fortsetzen.

Wir setzen nun 4 = (y,, y,, ) Da die Menge A p-unabhidngig in G ist, muss sie
umsomehr p®-unabhingig in G sein. Wir beweisen noch, dass die Menge A4 eine
p®-Basis von G bildet. Dies ist aber eine Folgerung des Lemma 7, da jede Menge
A U (x;) p*-abhingig in G ist: In der Tat, ist k = i,, so folgt diese Behauptung aus.
(49); ist k von jedem i, verschieden, so gibt es ein r, fiir welches die Relation*)

& (xi: A) =00
gilt und darum die Elemente x;, y,, y,, ---, ¥, p©-abhéngig in G sind. Da jetzt A4 eine
p-unabhingige p*-Basis der Gruppe G ist, muss sie auch eine p-Basis von G bilden.

Es sei nun B irgendeine die ganze Menge A enthaltende Basis der Gruppe G. Nach
Satz 1 haben wir r,(G) = moh (B ~ A); aus der Relation (35) des Satzes 3 folgt
gleichzeitig die Beziechung moh (B ~ A4) = ry(G/{B}) und darum gilt fiir diese Basis B
die Formel (48).

Damit ist der Satz bewiesen.

Als direkte Folgerung der Sitze 2 und 4 ergibt sich der folgende Satz.

4) So]ches r geniigt der Bedingung i, < k < ip+ 15 ist k < iy, so ist r beliebig.
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Satz 5. Es sei G eine torsionsfreie Gruppe von hichstens abzdhlbarem Range
und B das System aller Basen der Gruppe G. Dann gilt fiir jede Primzahl p die
Formel

r,(G) = min r}(G/{B}) .
Be®

Bemerken wir schliesslich, dass es von Interesse wire, die Tragweite des Satzes 5
eventuell fiir unabzidhlbare Gruppen zu erschliessen.
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Pe3rome

3AMETKA O p-PAHTE ABEJIEBBIX ['PVIIIT BE3 KPYUEHUA
BECKOHEYHOI'O PAHT A

JIAAUCIJTIAB IMMPOXA3KA (Ladislav Prochazka), Ilpara

Ota paboTa npuMBbIKaeT k pabote aBTopa [3], B KOTOPO# JaHO TEOPETHKO-TPYIINTO-
BOE OIpeJeJIEHHe p-paHra rpymni 0e3 KpydeHHs KOHEYHOro pasra. B 3Toi crathe
3aHUMaeMcs MoA0OHOM NpobaeMoi, HO IS rpyni GECKOHEYHOTO PaHra.

Ilox rpynmo#t Mpl BCIOAY NOHMMAaeM aJAMTHBHO 3alUCAHHYHO abesieBy rpyrmy;
p 0603HaYaeT HEKOTOPOE MPOCTOE YUCIIO.

Mycres P — mepuoaundeckas rpymmna u nycrs U — makcumanbHas M0JHAs 1OJ-
rpynna p-npumapHoro ciaraemoro P® rpynnet P. CumBoiom r;‘,‘(P) 0603HayaemM
MOILIHOCTh MHOECTBA BCEX NPAMBIX ciaraeMbix Tuna €(p™) B HEKOTOPOM MPSIMOM
pa3nosxennu rpynmsr UP).

Ilycts G — rpymna 6e3 Kpyu€HHUsl, MyCTh g — IPOU3BOJIbHBINA €€ JIEMEHT H /7 —
— HaTypaJbHOE YUCJIO; ecu B G paspeliuMo ypaBHEHHE HX = g, TO 3TO 00CTOs-
TeJbCTBO 3amyilieM B Buae g = O(mod n);.

Onpenesnenne 1. [1ycTts n — HaTypalibHOE YMCJI0. DJIEMEHTHI g4, &5, - - -, &, TPYIIIbI
6e3 kpyueHust G Ha3bIBarOTCS p"-3aBUCHMBIME B G, €CJIM CYLIECTBYIOT LEJIble Pallio-
HaJipHBle uucya k(i = 1,2, ..., r), He BCe NEJUMBbIe Ha p, YIOBJIETBOPSIIOLIHE. CO-
oTHOLIEHUIO (4). DTU 2JIEMEHTHI HA3BHIAIOTCS p"-HE3aBUCUMBIMU B G, €CJIM OHM HE
SBJIAIOTCS p"-3aBHCUMBIMU B G.
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Onpenenenne 2. ITycts g15 g25 - - +» § — IJAEMCEHTHI IPYIIIbI 6e3 xpyuenus G U 1yCThb
a;=@MP, (=12 ...,r)—uensle p-aauieckue uucaa. Ecau BBIMOJIHEHBI
ycnoBus

r

Y aPg = 0(mod pt); (k=1,2,..),

i=1
TO nMueM cooTHowenust (5); ecau NpUTOM MO KpaiiHel Mepe OQHO W3 4HCeT «;
(i=1,2,...,r) u3z (5) Oyner HeHyJeBBIM, TO HA30BEM OIJICMEHTHI g£i, &2, .-+ &
p -3aBUCUMBbIMH B G. DJIEMEHTBI, He sBJIAIOLIAECS p*-3aBucHMbiMU B G, Ha3blBa-
1o1cs p®-He3apucumsie B G.

[Moustue p"-He3aBHCUMOCTH (COOTB. p -HE3aBUCMMOCTH) MOXHO, OYEBHIHO, Iepe-
HECTH Ha NPOU3BOJIbHBIE (M OECKOHEUHBIE) CUCTEMBI 3JIeMeHTOB. JIerko BUIETh, YTO
B KaXHoi rpynne 0e3 KpydyeHHs CYIIECTBYIOT MaKCHMallbHble p"-HEe3aBUCHMBbIE
(COOTB. p®-HE3aBUCHMBIE) CHCTEMBI JJIEMEHTOB.

Onpenenenne 3. Kaxnas MakcumaibHasi p"-He3aBucuMasi (COOTB. p*-He3aBHCH-
Masl) CMCTeMa 3JIEM EHTOB Ipymnnbl 6e3 kpy4yeHus G HasbiBaeTcs p"-6a3ucom (COOTB.
p*-6a3ucom) rpynnst G.

[Ipo momotuu noctpoenust Jeppnt (Derry) onpenenen p-paur r,(G) rpynmel 6e3
kpy4yenust G (cMm. onpenenenune 4, wiu, [2], § 45); 3T0 KapAHHAJILHOE YHUCIIO, 3aBUCH-
1iee OT NPOCTOrO YHCIA p U CTPYKTYpHI rpynnsl G.

Ewe HanomHuM, 4TO mox 0a3ucoM rpymnnel 6e3 kpyueHus G TOHMMAeM Ipo-
M3BOJIbHYIO MaKCHMaJlbHYIO JIMHEHHO HE3aBHCUMYIO CHCTEMY 3JieMeHTOB u3 G.
MomnocTs MHOXecTBa M o6o3Hayaem cuMBosioM moh M.

Teopema 1. ITycmv G — epynna 6e3 Kpyueus u nycmo A — npouseovibiil ee
p®-6asuc. Ecau B — makoii 6asuc epynnel G, umo A < B, mo 041 p-panea epynnei G
ummem mecmo gopmyaa

r,(G) = moh (B = A).

Teopema 2. ITycme G — epynna 6e3 Kpyuenusi u nycmov B — npoussoabheiii ee
basuc. Tozoa 041 Kaxc0020 NPOCMO20 YUCAQA D UMEEI MECINO HEPABeHC 80

rfG) < ri(G/{B)).

Teopema 3. ITycme G — epynna 6e3 kpyueHus u A — npou3suabHblii ee p-6asuc.
Ecau B — 6a3suc epynnvt G, codepaicawjuii 6ce mHoxicecmeo A, mo umeem

moh (B = A) = r*(G/{B)).

Teopema 5. ITycmv G — epynna 6e3 Kpyuenus He 6o.ee YeM CUEmMHO20 paHed
u nyeme B — cucmema scex 6asucos 2pynnvl G. Tozda 041 Kaxncdo2o npocmozo
uucaa p umeem mecmo gopmyia '

r,(G) = min r;(G/{B}).
Be®

OueBMIHO, BOSHHKAET BOIIPOC, MMEET JIA MECTO TeOopeMa 5 ¥ IJIst IPYII HECYETHO-
TO paHra.
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