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Yexoca0BaAUKANR MaTeMaTHYeCKuit kypua, 1. 13 (88) 1963, Ilpara

LES COMPLEXES LINEAIRES TANGENTS DES CONGRUENCES
DE DROITES

VLAaDIMIR HORAK, Brno

(Regu le 21 janvier 1961)

L’auteur décrit la structure géométrique du voisinage différentiel du pre-
mier ordre des droites des congruences non paraboliques et étudie la variété
formée par les images secondaires de Klein des complexes tangents de ces
congruences.

1. Au Mémoire [ 1] on considére une congruence non-parabolique L de droites dans
I’espace projectif P3, en faisant usage du repere

(1.1) Ay, Ay, As, Ay

assujetti a la condition

(1.2) [4,4,4;34,] =1,

et tel que les transformations infinitésimales sont données par les relations
(1.3) dA4; = w;;A; + WA, + 0As + 0 Ay, P=1,2,3,4
ou

(1.4) W1y + Wyy + W33 + W4y = 0.

Soit le point A, (A,) le premier (second) foyer, le plan [4,4,4,] ([4,4,45]) le
premier (second) plan focal et les droites [A;4;], [4,A4,] scient les transformées de
Laplace de la droite [AIAZ] de la congruence L. Alors la congruence (maintenant
orientée) est déterminée par le systéme des équations différentielles

(1.5) dA; = 4] + w4, +  © 45,
dA4; = 0,4 + wy4; + w4,
dA; = w34 + w34, + 03345 + B4,
dAy = w447 + w4A4, + BiwaAs + wAL
la comparaison des relations de ci-dessus avec les relations (1.3) donne
(1-6) O = w3 =0, W, =00, 0 =00, 0 =pw,
W43 = 1o,
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ou nous avons introduit la notation
(1.7) W3 = O, Wy = 0.
Les conditions d’intégrabilité du systéme (1.6) des équations de Pfaff sont
(1.8) [w30,] + [(doty + ;20,5 — 11 — Wa4)) @] =0,
[(dor + 0,201y — @35 — @33)) 0] + [“{41“’2] =0,
[w“wl] - [(dﬂl + /31((922 + w33 — 20)44)) w,] =0,
[(dB; + Ba(@y; + w4g — 2033)) 0] — [w3,0,] = 0.

Finalement, on a encore
(1.9) [doy] = [(01; — w33) 0,], [do,] = [(032 — 044) 5] .
En considérant le repére
(1.10) E, = [A,A3A,], E, =— [A1454,], E; = [A4,4,4,],
E, =— [A14,4;],

corrélatif au repére (1.1), on obtient de (1.5) les relations

(1.11) dE; + wE{ + 0,0, E; + w3E3 + wy,E,=0,
dE, + 0yw,E; + w,,E;, + @3,E; + w4,EL =0,
dE; + o,E, + w33E; + fiwyEL =0,
dE, +  0E;, + fr0Es + wu4E, =0

et pour le repére réglé [A,A4,], [4143], [A244], [A144], [A245], [A3A4] les relations
(1.12) d[4,4,] = (011 + 035) [4,4,] +

+ w,[A414,] — o[A4,45],
d[A,45] = w3,[A1A4,] + (0y; + @33) [4,45] +
+ oo [AA4,] + a0,[4,45],
d[4,4,] = — w4y [A;4;] + (@25 + 044) [A244] +
+ “2“)1[A1A4] + ﬁ1w2[A2A3] >
d[4,4,] = w42[A414,] + Bray[A1A5] + ayw,[A,A4,] +
+ (011 + @44)[A4144] + w[A4;44],
d[A,45] = — w33[A4,4,] + a0, [AA3] + oo [A,44] +
+ (032 + 0)33) [4,4;] — w,[A;4,],
d[4;4,] = — w4[A14;5] + w3,[A4,44] +

+ 031[A4:45]  — 0[A424;5] + (033 + 044) [454,] -
Signalons encore que ’on a

(1.13)  d’[4,4,] = [d(wy; + @3;) + (051 + ©2,)° + 03,0, + w40,] [4:4,] +
+ (B10} — ,07) [4;45] + (2,03 — B,07) [4,4,] +
+ [dw, + Qoyy + w32 + 04) 0] [A;4,] —
— [dwy + (@11 + 20,5 + ©33) 0] [A,45] + 20,0,[4;4,]
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et

(1.14)  d’[EE,] = [~ (@33 + @44) + (033 + @44) + 03191 + 040, ] [E3E,] ~
- (“1‘072' - ﬁzw%) [E{E;] — (.31“’?2' — “2‘”?1') [E2E4] +
+ [do, — Qw;; + w4y + ©,,) ©;] [E:E;] —
— [do, — (033 + 2044 + o1,) 0] [E1E,] + 20,0,[EE,] .

Les lignes asymptotiques sur la surface focale (4,), resp. (A,) sont déterminées par
I’équation différentielle

(1.15) Bw? + ayw? =0, resp. o,w? + ;05 =0.
On voit sans peine des relations précédentes qu’on obtient la dualisation L* de la
congruence L par les transformations
(1.16) A, A, Ay A, E, E, E; E,
E3 —E4 —El E2 _A3 A4 AI —AZ
(w1 Wy 0y 0y By fr W Wy W33 W4y W31 Dy Di “’41)
Wy Wy By By oy dy —W33 —Way —Wy; —Wy; W31 Wy —W4y —O3;

D’apreés la classification de E. CEcH nous distinguons les dix types suivants des con-
gruences nonparaboliques ([1], p. 264 —265):

Type I: aya,f, B, + 0 — des congruences dont les surfaces focales (4, ) et (4,) sont
non-développables.

Type 11: ay BB, + 0 = «y, resp. 0,88, + 0 = «; — la surface focale (4,), resp.

(A2) est non-développable et la surface focale (4,), resp. (4;) dégénére en une courbe
non-rectiligne.

Type 11*: a0, += 0 = f3,, resp. a;0,3, + 0 = B, — corrélatif au type II.

Type 1II: o,f, £ 0 = a, = B, resp. a,f; = 0 = a; = ff, — la surface focale
(A,), resp. (4,) est non-développable et (4,), resp. (A4,) est une droite.")

TypeIV: o,, £ 0 = a; = f,, resp. oy, = 0 = 0o, = f, — la surface focale
(A,), resp. (A;) est une courbe et (4,), resp. (4,) est une surface développable.

Type V: BBy + 0 = o, = a, — (A;)et (A,) sont des courbes.
Type V¥: oyo, +£ 0 = B, = , — corrélatif au type V.
Type VI: B, 0 = oy = o, = f, resp. f; + 0=y = a, = f, — (4,), resp.

(A2) est une courbe directrice non rectiligne et (4,), resp. (4,) est une droite.")

Type VI*: o, £ 0 = o, = fi; = f8,, resp. a; = 0 = a, = ff; = f, corrélatif au
type VI.

Type VII: 0y = o, = B, = B, = 0 — (A,) et (A,) sont des droites et Lest une con-
gruence linéaire nonparabolique.

1) Les relations ooy = f, =0, resp. &, = B = 0 entrainent w5, = 0, resp. wy; = 0.
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2. Le complexe linéaire

(2.1) Q= a,[A4;] + a,[A,A5] + a3[A,A4,4] + au[A,4,] + as[4,4,] +

+ ag[A344]
est appellé complexe tangent de la congruence Lle long de la droite [A;4,] si les
relations

(2.2) Q.[A44,] = @.d[4,4,] = 0

sont vérifiées.

En vertu de ces relations on obtient le complexe mentionné sous la forme
(23) Q = a,[A4,4,] + ay[A4;5] + a3[A4,4,] -

En général, il y a wo? des complexes tangents d’une congruence L arbitraire le
long de la génératrice [A,Az]. Les images secondaires de ces complexes remplissent
dans Pespace a cing dimensions de Klein le plan

(2.4) P, = {[AlAz], [4,45], [4,4,]}

qui coupe Uhyperquadrique de Klein (K-quadrique) aux K-droites [A A, ] [A;45] et
[A414,] [A4,A4] qui possédent le K-point [A;A,] commun et alors le plan (2.4) est
tangent & la K-quadrique au K-point [A,A,]. Dans la polarité par rapport a la
K-quadrique le plan (2.4) est associé au plan

(25) P, = {[4:4,], [4:44], [4245]} 5

ce dernier est tangent au K-point [AIAZ] ala K-quadrique et en méme temps tangent
au méme K-point a la surface (¥) = ([4,4,)] qui est 'image de Klein de la con-
gruence L sur la K-quadrique.

Le complexe tangent Q est un complexe spécial si et seulement si I’on a
(2.6) aa; =0,

de sorte que les images secondaires des complexes tangents spéciaux sont situées sur
les K-droites déja mentionnées qui sont Iintersection du plan (2.4) avec la K-quad-
rique.

En général, aucun des complexes tangents (2.3) ne contient le voisinage du second
ordre de la droite [ 4, 4,] de L, c.-a-d. il n’est pas un complexe osculateur. L’auteur a
démontré dans [3] que le complexe osculateur existe uniquement dans le cas des con-
gruences W (o, > + 0) et des congruences du type IV. Mais chacun des complexes
tangents de la droite [ A;4,] contient le voisinage du 2° ordre de certaines surfaces ré-
glées de la congruence Lce qui est le sujet de nos considérations suivantes.

La condition nécessaire et suffisante pour que le complexe Q contienne le voisinage
du second ordre de la droite [A1Az], ou au moins le voisinage du second ordre d’une
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surface reglée qui passe par la droite [ 4;4,] de la congruence L, est que dans tout le
voisinage ou le long d’une surface réglée, la relation

(2.7) Q.d*[4,4,] =0
soit satisfaite.

En substituant dans cette relation pour Q et d?[4,4,] d’aprés (2.3) et (1.13) on
obtient

2 2 2 2\ .
(2~8) 20,010, — a2(alw2 - ﬁzﬂh) - a3(ﬁlw2 — A7) = 0;
cette équation est linéaire en ay, a,, a5 et quadratique en w, : @,.

Supposons tout d’abord que Lest une congruence du type 1, alors

(2.9) ao B, £ 0.
(Les autres types voir chap. 4.)

Soit donné le rapport a, : a, : a; (a, et a; ne sont pas en méme temps nuls) ensuite
la relation (2.8) détermine deux couches de surfaces dans la congruence L; le complexe
Q(a, : a, : a;) contient le voisinage du 2° ordre de deux surfaces qui passent par la
droite [A4,4,] et chacune de ces surfaces appartient & une des couches mentionnées.
On obtient les équations différentielles de ces couches comme racines de I’équation
quadratique (2.8), c.-a-d.

(2.10) (ﬂ) _—at \/[af + (x1az + B1as) (Baaz + 23a3)]

() Bra; + aya;

(= = (2a; + B1as) )

—ay F \/[af + (aya, + Bras) (Bra, + 0‘2‘13)]

Si les relations a, = a; = 0 # a, sont vraies, alors au lieu de (2.8) on obtient
w;w, = 0, c.-a-d. les couches des surfaces développables.

Les complexes pour lesquels les deux surfaces mentionnées sont confondues, sont
déterminées par la relation quadratique en ay, a,, a;:

(2.11) aj + ayBra3 + (05 + B1B;) aza; + Bial =0;

alors 'image de ces complexes dans le plan (2.4) est la conique dont I’équation dans les
coordonées locales par rapport au triangle fondamental [A4,4, ], [4;4;], [4,44] est
(2.11). Dorénavant, nous voulons désigner cette conique par F.

Le discriminant de la conique (2.11) est déterminé par la relation

(2.12) 1, 0, 0
D=0, a8, %(“1“2 + ﬁlﬁZ) = %,(“1“2 - .BlﬁZ)z )
0, %(“1“2 + 5132)’ Bioy
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en général la conique F n’est pas singuliére. Si F est singuliére, alors son point singu-
lier est donné par la relation

(2.13) a;, =0, a,:a;=—PBy:a; (=—ay:p,).
On a alors le théoréme:

La condition nécessaire et suffisante pour que la congruence Ldu type I soit une
congruence W est: la conique F déterminée par Iéquation (2.11), oit a0, f, + 0,
est singuliére. Le point singulier (2.13) de cette conique est I'image secondaire du
complexe osculateur de la droite correspondante de la congruence W.

Notons encore: La condition nécessaire et suffisante pour que la conique F soit
composée de deux droites confondues est: tous les mineurs du 2° ordre du déterminant
(2.12) sont nuls, c.-a-d. on a oy, = §,4, = 0,8, = By, = 0; mais ces relations
sont en contradiction avec notre supposition (2.9). Alors, si Lest une congruence du
type I, la conique F ne peut pas étre dégénerée de la maniére énoncée.

Les points d’intersection de la droite a; = 0 avec la conique (2.11) sont (0, — B,
ay), (0, —a,, B,) et ils ne sont pas confondues tant que o0, — B8, # 0. Le rapport
anharmonique I de ces points et des sommets (0, 1, 0), (0,0, 1) du triangle fonda-
mental dans le plan (2.4) est donné par la relation (oya, — 8, + 0)

%1%

(2.14) 1=
ce qui est Iinvariant classique de Wilsch (voir. p. ex. [1], p. 264). La signification
géométrique des points (0, — B, a;) et (0, —a,, B,) voir p. 175.

On voit sans peine que le K-point [A;A4,] (c.-a-d. (1,0, 0)) et la droite [A,;4;] .
.[4,A,] (ay = 0) sont le péle et la polaire de la conique (2.11).

Soit
(2.15) W, =cw,;, c¢+0?

P’équation différentielle d’'une couche de surfaces réglées dans L. Nous allons déter-
miner les complexes qui possédent le voisinage du 2° ordre de ces suriaces. En sub-
stituant d’apres (2.15) dans (2.8) on obtient

(2.16) 2ca; + (B — ayc?)ay + (o — Byc?)a; = 0.

On a alors: Les images secondaires des complexes tangents qui possédent le
voisinage du 2° ordre des surfaces (2.15) remplissent dans le plan (2.4) une droite;
dans I’espace Py ces complexes forment un faisceau.

En posant d’aprés (2.16)
(217)  ajc+ (B, — ;P ay =—agc + By —ay)ays =1, a; =p
2) Par la relation (2.15) on a exclu les couches des surfaces développables. Pour ces couches on
peut facilement obtenir les résultats relatifs.
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on obtient I'"équation du faisceau mentionné sous la forme (4, u sont des paramétres
variables, f; — o;c # 0, a, — B¢ + 0)

o {#([AIAZ:I - b%a? [A1A3] - cx—_—c-ﬂ—c; [A2A4]> +

2 T P1

1 1
" l(ﬁz - o‘102 [AlAs] - o — Bic® [AZA4]>} N

g {/r‘((“z - ﬂlcz) (B2 — a1¢®) [4142] = (o, — ﬁlcz) [4:45] -
—(p, — “1‘32) [4244]) + A(x — Bic?) [4:45] -

. — (B, — ;¢ [4,4,])}, 06, %0;
les complexes spéciaux dans ce faisceau résultent pour 1 = + cu. Chacun des comple-
xes de ce faisceau contient encore le voisinage du 2° ordre d’une autre surface réglée de
la congruence L. Cette autre surface est confondue avec la surface de la couche (2.15)
justement pour les points d’intersection de la droite (2.16) avec la conique F. On voit
sans peine que les droites (2.16) enveloppent (si ¢ varie) la conique (2.11). Le point
de contact de la droite (2.16) avec la conique (2.11) est déterminé par la relation

a2 _ 2
(2.19) a,:a,:a; = 26 fo— ot m = Bty
Ia — %, - ﬁlc
= (B By — oaya;) 1 — (ay + *By) 1 (B, + Pay).
Si la congruence L est une congruence W, alors les droites (2. 16) passent par le point
singulier (2.13) de la conique F.

I

(2.18) @

Dorénavant, nous voulons supposer

(2.20) a0y — fif 0,
c.-a-d. la congruence Ln’est pas une congruence W (ce cas voir chap. 3).

Maintenant nous allons déterminer les complexes tangents qui contiennent le
voisinage du 2° ordre des surfaces de la congruence L géométriquement remarquables.
Pourque le complexe tangent contienne le voisinage du 2° ordre des surfaces w, =
= ¢, (i = 1,2), d’aprés (2.8) ou (2.16) il est nécessaire et il suffit que

2 .
@21) . ey tep= — 2N e, = a2t 0ds
aya; + Bias % a, + Bras
alors a,, a,, a; sont solutions du systéeme des équations
(2.22) 2a; —  oy(ey + ¢3)ay, — Byey + ¢y)ay; =0,
(B2 + ayeier) az + (a0, + Breges)ay =0,

c-a-d. on a

(223) ay:ay:a; =(c; + ¢;) BBy — y0) : — 2oy + Byeycs) 1 2(B, + oclclcz) .
Nous voulons désigner ce complexe tangent par Q[c;, ¢,] et nous avons Q[cy, ¢,| =
= Qfcy, ¢4
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Si le point Q(a, : a, : a3) (a,, a5 ne sont pas en méme temps nuls) est situé sur la
conique F, alors on obtient de (2.10) I’équation différentielle de la couche des surfaces
dont le voisinage du 2° ordre est contenu dans le complexe Q(a, : a, : a3) sous la
forme '

(2.24) QT4
Wy  Baay + asas

De-13, il résulte que les deux points d’intersection de la droite a; = 0 (a, = 0) avec
la conique (2.11) sont les images secondaires des complexes qui contiennent le voisi-
nage du 2° ordre de la surface réglée de la congruence L (et seulement de cette surface)
dont les droites sont tangentes a la premiere (seconde) nappe focale aux points de
I'une ou de 'autre des courbes asymptotiques qui passent par le foyr 4, (A,) sur cette
nappe. Ces complexes (spéciaux) sont déterminés par les relations suivantes:

(2.25) pour \/(/)’2) w;, =+ \/(—al) w,, Tesp. \/(az) w; =+ \/(—[3,) o, ,
c.-a-d. pour ¢y , =+ \/(—ﬂz/al), resp. ¢y, =+ V(=a,/B,) on obtient de (2.19)

(2.26) ey, ¢3] = o(\/(—oB2) [414,] + [4,45]),
resp.

Q[Cl’ ] = ‘7(\/(‘510‘2) [4:4,] + [A2A4])
ol o (#0) est un facteur arbitraire.

Pour abréger, désignons par (1), resp. (£2) la surface réglée (dans la congruence
L) qui est tangente a la premiére, resp. seconde nappe focale aux points de la courbe
asymptotique (2.25)y, resp. (2.25),. Soit Q[j, k] (j, k = +1, £2) le complexe tangent
qui contient le voisinage du second ordre de la surface (j) et (k) (pour j = k on obtient
les complexes (2.26)). En se référant aux relations (2.23), on obtient les six complexes
tangents suivants (les images secondaires de ces complexes sont des points d’inter-
section des 4 tangentes de la conique F aux points Q[1, 1], Q[ -1, —1], Q[2, 2],
Q[ -2, —2] qui sont déterminés par les relations (2.26)):

(2.27) Q[1, —1] = o{(ayx, + B1B2) [A145] = 20,5,[A4,4.]}
a2, —2] = o{2B0,[A,45] — (125 + Bifs) [A2A4L]}

Q[l’ 2] = a'{[\/(oclaz) + \/(Blﬂz)]l [A1A2] - 2\/("51“2) [A1A3] -
- 2\/(‘132“1) [A2A4]} 5

Q[l’ _2] = ‘7{[\/(“1“2) - \/(ﬂlBZ)]Z [AIAZ] + 2\/(—ﬂ1°‘2) [A1A3] +

+ 2/(=Ba1) [4244]}

o[-1,2] = o{[/(t:%) = V(BiB)]? [4:4,] — 2J/(—Bi22) [4,45] +
+ 2/(=Ba) [424,]}

Q[_L _2] = ‘7{[\/(“1“2) + \/(Blﬁz)]z [A1Az] + 2\/(—51‘12) [A1A3] +
+ 2/(= Ba21) [4:4,]}
o % 0, arb.
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Signalons que le rapport anharmonique des 4 points (0, 1, 0), (0,0, 1) Q[2, —2],
Q[1, —1] qui sont situés sur la droite a, = 0 est égal d’aprés (2.14) a

(2.25) - (2, + BiBr)* _ (I + 1)
) 4oty 00,84, 41

et alors il est ’invariant différentiel de la congruence L. On peut exprimer cet inva-
riant en utilisant les formes différentielles ¢, ¢*, F,, F, dues a M. E. Cech,3) sous la
forme
*\2
(2.28) g=(ote)
4F |F,

Désignons par (+1), resp. (+£1I) la surface de la congruence Lqui est tangente a la
premiére, resp. seconde nappe focale aux points des courbes \/(8,) @; = + +/(a;) @,,
resp. \/(az) oy =+ \/(31) ,. Par un calcul aisé, en utilisant la relation (2.23), nous
obtenons les complexes tangents suivants qui contiennent chaque fois deux (pas néces-
sairement dif’férentes) des surfaces citées:

2'29) ‘Q[il’ iI] = ”{i\/(ﬁzoh) (ﬂlﬂz - “1“2) [A1A2] - (“1“2 + ﬂlﬁz) .
. [A1A3] + 20‘1/32[/42/14]} R

Q[ 411, £1I] = G{i\/(“zﬂl) (BiB2 — ay0,) [A;A4,] — 20,8,[A4;4;5] +
+ (a2, + B1B2) [A244]}

Q[I, —I] = J[A1A3] s

[, —IT = o[A4,44],

Q[1,11] = o{(,0, — B1f2) [A14,] + 2/ (1) [A145] —
- 2\/(ﬁ2°‘1) [A2A4]} s

I, -1 = of{(aya, — B1f2) [A414,] — 2/(228,) [4145] —
- 2\/(ﬁ2“1) [4:4.]},

Q[-LI] = o{(q2, — B1f;) [4145] + 2¢/(228,) [4:4;] +
+ 2\/(/32“1) [A2A4]} >

o[-, _H] = U{(“ﬂz - ﬂlﬁl) [A1A2] - 2\/(“251) [A1A3] +
+ 2J/(Bo) [4244]}
o + 0, arb.

Si enfin les couches examinées sont les couches des surfaces développables de L,
alors pour

(2.30) w}=0 ou wi=0 ou ww,=0

3) On appelle les formes différentielles ¢ = 100wy, ¢* = B B,0,0,, F; = f 030,
F, = o,p,0 %/w2 par suite: la forme ponctuelle, planaire, la premicre et la seconde forme focale
(v. [11, p. 263). '
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on obtient les complexes

(231) 'Q = o{pi[4,45] — ¢, [4,A4,]} ou 2Q = g{a,[A,4;] — B,[A4,4.]}
ou *Q=o[4,4,],
o £ 0, arb.

respectivement.

Les complexes tangents (2.26), (2.27), (2.29) et (2.31) sont liés d’une maniére in-
variante au voisinage différentiel du 1°" ordre de la droite [ 4,4, ] de la congruence L.

La droite [A4,45] [4,44], c-a-d. a; = 0, est I'image des complexes tangents qui
contiennent le voisinage du 2¢ ordre des surfaces w, = cw, et w, = — cw,. Les images
secondaires des complexes tangents qui renferment le voisinage du 2° ordre de la sur-
face développable w; = 0, resp. w, = 0 sont situés sur la tangente a la conique (2.11)
au point 'Q, resp. 2Q; cette tangente passe par le K-point [4,4,].

Les points 'Q et >Q déterminés par les relations (2.31)*) sont conjugués par rap-
port a la K-quadrique et alors les complexes 'Q et 2Q sont en involution si et seule-
ment si on a

(2'32) a0y + BB =0;

cela signifie: L est une congruence V (c.-a-d. une congruence pour laquelle aux
courbes asymptotiques sur chaque surface focale correspondent des courbes conju-
guées sur l'autre surface focale (v. [2], p. 352). De 12 on voit aussi: si Lest une con-
gruenceV, alors les tangentes a la conique (2.11) passant par le K-point [A;A,] et les
droites [A1A,] [A,A5] et [A,A,] [A,A4] se séparent harmoniquement.

Les complexes (2.26) et (2.27) sont confondus avec les complexes (2.29) si et seule-
ment si Lest une congruence V; dans ce cas, les substitutions suivantes sont vérifiées:

(2.33) <I -1 I -1 1 —-12 —2)

’

2 -2 -1 1 -1 1Ir-I
pour les complexes 'Q et 2Q on obtient

(2'34) Q= la(ﬁl[A1A3] - o‘1[1‘12/‘14]) = I5(9‘2[/‘11/43] + ﬁz[A2A4]) s
Q= 2‘7(“2[/41/43] = ﬂz[A2A4]) = 25(31[/‘111‘13] + al[A2A4]) >
g, 20,'G,%G + 0, arb.

Nous obtenons le complexe tangent Q* de la dualisation L* de la congruence L par la
transformation (1.16) et la transformation

(2.35) <Q ay, di3 az4>

w k¥ *
Q* a3, ayz Az,

4) M. S. P. Finikov appelle les cofnplexes 10 et 20 complexes associés au foyer A; et 4,
(conpoBoxkparoumit kommieke st hokyca 4;, i = 1, 2); ces complexes sont liés d’une maniére in-
variante au voisinage du 2° ordre de la droite [4;4,] (v. [2], §§ 177, 202).
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ou nous avons introduit pour un moment la notation d’une telle maniére que le
coefficient de [A;4;] dans la relation (2.3) soit indiqué par a;; et le coefficient de
[EE;] par a7;.

Par les mémes transformations on déduit pour la dualisation L* les relations ana-
logues aux relations (2.9) —(2.34). Comme pour les droites des repeéres (1.1) et (1.10)
ona

(236) [Ai4,] = [EsEs], [AiAs] = [EsEa]s [As4s] = [EiEs]. ...,

on voit que les points Q et Q* de ’espace de Klein sont confondus; de méme les coni-
ques F et F* coincident de sorte que pour les coordonnées locales a;; et ay; résultent
au fond de (2.36) les relations

* * %
(2'37) Ay = Q34,5 Q43 = dz4, A4 = dy3,

Alors nous pouvons nous borner dans nos considérations, sans nuire en rien la
généralité, a I’étude des complexes tangents de la congruence L, en faisant usage du
repére ponctuel (1.1).

3. Soit Lune congruence Wet alors la conique F est singuliére. Les complexes tan-
gents de la congruence L sont déterminés par la relation (2.3) et leurs images secondai-
res remplissent le plan (2.4). La conique F se compose des droites

(3.1) + \/(—ﬂllocz)al + aya, + Braz; =0;

le point singulier de F est donné par la relation (2.13). Les complexes (2.31), et (2.31),
sont confondues et ils coincident encore avec quelques uns des complexes (2.27) et
(2.29).

Les droites déterminées par la relation (3.1) et les droites [A;A;] [A24,] et
[A14,] '@ (qui ont toutes le point 'Q = *Q commun) se séparent harmoniquement
parceque la droite [A,4;] [4,A4,] et le point [4,4,] sont la polaire et le pdle de la
conique F.

Chaque point Q(a, : a, : a;) est 'image d’un complexe qui posséde le voisinage du
2° ordre de deux surfaces réglées dont I'équation différentielle est (2.10).

A chaque surface (2.15) correspondent les o' complexes tangents de la congruence
L qui possédent son voisinage du 2° ordre; les images secondaires de ces complexes
remplissent dans le plan (2.4) une droite qui passe par le point singulier 'Q(0 : B, :
: —ay) de la conique F. La surface (2.15) détermine univoquement encore une autre
surface réglée (dans la congruence L) dont chacun des complexes tangents mention-
nés posséde le voisinage du 2° ordre simultanément avec le voisinage du 2° ordre de la
surface (2.15). Il y a deux cas ot ces deux surfaces coincident c.-d-d. quand elles
correspondent aux décompositions asymptotiques de la congruence Let alors ce sont
les droites (3.1) qui forment les images secondaires de ces co' complexes tangents.
On voit alors que la structure du voisinage du 2° ordre des congruences du type I qui
sont ou ne sont pas West différente: si Ln’est pas W, alors a chaque couple de surfaces
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réglées arbitraires de L il correspond justement un complexe tangent qui posséde leurs
voisinage du 2° ordre; mais si Lest une congruence W, on peut choisir dans L seule-
ment une surface arbitrairement et "autre surface dont le voisinage du 2° ordre le
méme complexe tangent contient est déterminée univoquement.

Nous allons prouver I'assertion précédente. Le point arbitraire Q(a, : a, : a;) dela
droite qui joint le point fixe Q(d, : d, : d;) et le point (0 : B, : —a,) est déterminé
par les relations
(3.2) a, = Ad,, a, = Ad, + uP,, ay = Ady; — poy, A+ 0, pu arb.

En portant ay, a,, a; des relations précedentes dans (2.10) on obtient (aj0, —

= BBy = 0)
(3.3) (ﬂ) _ a; + J/[a} + (014, + P1ds) (Bady + 22d3)]
1.2

O] Bad, + a5

et comme ce rapport @, : w, ne dépend pas des paramétres A et p, alors a chaque point
de la droite examinée correspondent les mémes deux surfaces de la congruence L
comme au point (d, : 4, : d;). Soit maintenant une de ces surfaces déterminée par
équation (2.15); alors on peut choisir au lieu du point Q(d; : d, : d;) un point
arbitraire de la droite (2.16) qui passe par le point 'Q, p. ex. d; = a;¢* — B, d, = 2c,
d; = 0 et ensuite on obtient de (3.3)

(3.4) (‘2) —c. (&) __ b
®1/1 @y /2 oy c

Les racines (3.4) coincident si et seulement si on a

(3.5) N

oy B1
c.-a-d. pour les décompositions asymptotiques. En substituant d’aprés (3.5) dans
I’équation (2.16) on obtient juste les droites (3.1). La preuve est donc terminée.

Comme pour les congruences W les asymptotiques ainsi que les courbes dont les
tangentes séparent harmoniquemant les tangentes asymptotiques se correspondent, on
obtient au lieu de 8 complexes (2.26) et (2.27) et 8 complexes (2.29) chaquefois seule-
ment 3 complexes différents. Les droites (3.1) sont des images des oo' complexes
Q[1,1]et Q[ 1, —1]. '

La droite [A, A, ] [A,4,] est 'image des oo' complexes tangents qui possédent le
voisinage du 2° ordre des surfaces w, = =+ \//(/)’I/az) o, et la droite [A;A4,]'Q est
I'image des complexes tangents qui possedent le voisinage du 2° ordre des surfaces
développables w,w, = 0 comme il résulte de la relation (2.8) pour un point arbitraire
a, = A, a, = pufy, ay = — po, de cette droite.

Les complexes Q[1, —1] et Q[ +1, +1] coincident avec le complexe osculateur
'Q = 2Q qui contient tout le voisinage du 2° ordre de la droite [4,4,] et qui est le
complexe osculateur de L. Les images secondaires des complexes 'Q décrivent dans
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I'espace de Klein la surface ('Q) qui posséde un réseau conjugué et le plan (2.4) est
tangent a cette surface; 'auteur a fait I’étude des congruences W a I’aide de la surface
(*Q) dans le Mémoire [3] et [4].

4. Dans les chapitres 2 et 3 nous avons étudié¢ du point de vue des complexes tan-
gents la structure du voisinage du 1° et 2° ordre d’une droite fixe des congruences du
type I. Dans ce chapitre, nous voulons signaler sommairement les résultats relatifs aux
autres types de congruences.

Si Lest une congruence du type II, II*, V ou V* respectivement, alors la conique F
est réguliere et son équation résulte si I’on pose nul les invariants relatifs correspon-
dants a; et §; (i = 1, 2) dans I’équation (2.11). Si Lest une congruence du type II ou
11*, alors la conique F est tangente a la droite [ 4,4, ] [A;45] ou [A4,4,] [4,A44] dans
le K-point [A;A43] ou [A,A4,]; si Lest une congruence du type V ou V*, alors F est
tangente en méme temps aux deux droites précédentes dans les deux points mention-
nés. La structure du voisinage du 1° ordre d’une droite arbitraire des congruences des
types considérés est essenticllement la méme que celle des congruences du type I
(ay23 — ByB, + 0). On peut définir tous les complexes (2.26), (2.27) et (2.29) dont
quelques-uns coincident ou dégénerent en des complexes spéciaux. Tous deux points
différents dans le plan (2.4) sont des images secondaires de deux complexes tangents
dont chacun contient le voisinage du second ordre des deux couples différents des sur-
faces réglées de la congruence L. Les complexes qui contiennent le voisinage du second
ordre de la surface développable dégénerée en un faisceau de droites sont spéciaux.

Les congruences du type 111: une des surfaces focales dégénére en une droite qui est
la directrice du complexe spécial auquel la congruence appartient. Nous voulons nous
borner au type oy f, % 0 = «, = B, ol la droite [ 4,4,] est fixe. La conique F, don-
née par 1’équation
(4.1) a? + a,f,a% =0,
est dégénerée et son point singulier est le K-point [ 4,4, ]. Le point [ A, 4,] et la droite
[4:4;] [4,4,] sont le pole et la droite polaire de la conique (4.1). On peut alors
regarder les congruences du type III comme des congruences W dégénerées et alors
leurs droites possédent la méme structuré de leurs voisinages différentiels comme les
congruences W. Le théoréme signalé dans le chap. 3 est vrai et le complexe [A4,A4,]
spécial, auquel la congruence appartient, joue le role du complexe osculateur Q.

Pour les congruences des type IV, VI et VI* la conique F dégénére en la droite
[4,45] [A,A,] dont I'équation est af = 0.

Les congruences du type IV (alﬂl +0=o0, = ﬂz). La substitution o, = , = 0
dans I’équation (2.8) donne

(4.2) [2a;0; = (@500 + a3B;) 0, ] 0, = 0.
Chaque complexe ©(a, : a, : a;) contient le voisinage du 2° ordre de deux surfaces

de la congruence L; une de ces surfaces est constamment la surface développable
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w, = 0 qui dégénére en un faisceau de droites dans le plan [4,4,4;] — le sommet de
ce faisceau est le point A4, situé sur la courbe directrice (4,). Le point 'Q(0 : B, : —a;)
est I'image secondaire du complexe osculateur (*Q n’est pas déﬁni). Les points des
droites qui passent par le point 1Q sont les images des oo’ complexes tangents dont
chacun contient le voisinage du 2° ordre d’une méme couple de surfaces de la congruen-
ce L; une de ces surfaces est toujours la surface w, = 0. Les surfaces w, = 0 forment
I’'unique décomposition asymptotique de la congruence Let les images des co! com-
plexes tangents qui contiennent le voisinage du 2° ordre de la surface w, = 0 (et
seulement de cette surface) sont situés sur la droite a, = 0. D’aprés [3], chap. 3, la
droite [A,A4;][A4,44] (c-a-d. a; = 0) est I'image des complexes osculateurs des
droites de L qui ont le foyer 4, commun.

Les congruences du type VI et VI* appartiennent a un complexe linéaire spécial et
alors on peut, dans un certain sens, les régarder comme congruences dégénerées du
type IV ou soit la surface développable soit la courbe focale dégénérent en une droite.
En se bornant au type VI (8, #+ 0 = o; = a, = f,), resp. VI*(oy £ 0 = o, = f; =
= f3,), nous obtenons au lieu de (4.2) la relation

(4.3) (2ayw; — azfiw,) w, =0, resp. (2a,w; — a,m,) W, = 0.

La structure du voisinage du 1° ordre de ces congruences et des congruences du type
IV est essentiellement la méme; le complexe linéaire spécial [A,A;], resp. [A,44]
auquel la congruence L appartient joue maintenant le réle du complexe osculateur.

Les congruences du type V1I (les congruences ]inéaires): Chacun des oo! complexes
dont les images sont situées sur la droite @, = 0 contient le voisinage du second ordre
d’une droite arbitraire de la congruence et ’on voit sans peine qu’il contient toute la
congruence. Les complexes Q(a, : a, : as) ot a, =+ 0 ne contiennent que le voisinage
du second ordre des surfaces développables w; = 0 et w, = 0 qui dégénérent en des
faisceaux de droites dans les plans [4;4,A4;] et [4,4,4,]; les sommets de ces faisceau
sont les points 4, et A,. '

5. Soit L une congruence du type I (o;0, — 4B, # 0). L'ensemble des images
secondaires des complexes tangents 2 dépend de 3 parameétres homogenes ay, a,, a;
et de 2 parameétres principaux des droites de la congruence L. Les points Q2 remplissent
alors dans I’espace de Klein une variété ponctuelle a quatre dimensions que nous vou-
lons désigner par (2). On peut aussi considérer la variété (2) comme une variété pla-
naire A qui est composée de co” plans (2.4) c.-a-d. comme une congruence de plans.®)
Les points de chaque plan de la congruence A sont des images de tous les complexes
tangents d’une méme droite de la congruence L et alors les plans de la congruence A
et les droites de la congruence L sont dans une correspondance biunivoque et le point
du contact avec la K-quadrique (hyperquadrique de Klein) d’un plan arbitraire de la
congruence A est 'image de Klein de la droite correspondante de la congruence L.

5 ) Dans I’espace 4 cinq dimensions de Klein nous voulons entendre sous le nom de congruence
d’espaces linéaires T’i (0 < i £ 4) I'’ensemble de ces espaces qui dépend de deux paramétres.
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Nous allons déterminer les points singuliers (les foyers) et les directions focales de la
congruence A; le point  est nommé foyer du plan P, dela congruence A si pour un
certain déplacement de ce plan dans la direction w, : w,; — direction focale — le point
dQ est situé dans le plan A (voir C. SERGE: Preliminari di una teoria delle varieta luoghi
di spazi, Rend. Palermo, t. XXX, 1910, C.II. ®nunukos: Teopus nap KOHrpy3HIIUH,
Mocksa, 1956, chap. 25).

Pour le complexe tangent (2.3) de la droite [A4; A, ] de la congruence Lon a

(5.1) dQ = [da; + ay(@; + 03,) + 0,05, — az04,] [4,4,] +
+ [da, + ay(w; + w33)] [A:145] + [das + as(w,; + ©44)] -
JA244] + (a0, + ayB,0, + azo,0,) [414,4] —
- (a1w1 — 400y — a3ﬁlw2) [AzAs] .

Les points dQ remplissent en général dans I’espace de Klein un espace & quatre
dimensions

(5.2) P, = {[AA;], [A,1A45], [4,4,], [41A4L]. [A245]}

qui est espace tangent de la variété (Q) dans le point Q; cet espace passe par les plans
(2.4) et (2.5) et est en méme temps I'espace tangent de la K-quadrique en le K-point
[A;A,]. Les espaces tangents (5.2) de la variété (Q) dans les points Q d’un méme plan
(2.4) sont identiques parceque les paramétres pricipaux (mais non leurs di(’férentielles)
dont le répere (1.1) dépend possédent toujours les mémes valeurs et alors les points qui
déterminent I’espace (5.2) sont fixes.

La condition nécessaire et suffisante pour que le point dQ soit situé dans le plan
(2.4) est d’avoir

(5.3) a,o; — (a0, + azf)w, =0,
(a,B, + az0,) o +a,w, =0.

En général, ces relations ne sont pas remplies identiquement pour ay, a,, a arbitrai-
res; car on aurait nécessairement w; = w, = 0 (a;0,8,, + 0) et alors la droite de la
congruence Lserait fixe et il s’agirait seulement d’un mouvement dans I’ensemble des
complexes tangents le long d’une droite fixe.

Si les équations (5.3) ne sont pas remplies identiquement pour a,, a,, ay arbitrai-
res, alors la condition nécessaire et suffisante pour qu’elles déterminent le rapport
w, : @, est: le déterminant de ce systéme est nul, c.-a-d. les points singuliers de la
congruence A sont situés sur la conique F (déterminée par la relation (2.1 l)) qui est
alors la courbe focale dans le plan (2.4) de la congruence A.

Si les relations (5.3) sont remplies identiquement pour w, et w, arbitraires, alors on
a nécessairement oy, — 1, = 0 et L est une congruence W. Supposons pour un
moment que L est une congruence W. Alors le point a;, =0, a, :a; =— o, : f5,
(=— By : a;)est le foyer pour lequel, d’aprés la définition de ci-dessus, toute direction
; : w, est une direction focale. Tous les points Q, sur chacune des droites (3.1) dont la
conique F se compose, possédent les directions focales égales; ces directions cor-
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respondent aux décompositions asymptotiques de la congruence L comme il résulte
facilement si nous substituons a a,a, + f,a, d’aprés (3.1) dans la relation (5.3),.

Supposons de nouveau a;a, — {8, + 0. Les coordonnées d’un point arbitraire Q
de la conique I sont déterminées par les relations (2.19); en portant de 1 a,, a,, a,
dans une des équations (5.3), on obtient (au facteur ¢(f,f, — ;) non nul pres)
I'équation différentielle (2.15) qui détermine alors les directions focales dans le point
Q considéré. La relation (5.1) donne pour les mémes valeurs ay, a,, as:

(5'4) dQ = {d{"(ﬁlﬁz - 3‘10‘2)] + i'(ﬁ]ﬂz - ax“z) (wn + wzz) -
— (ay + 2By w3z — (Ba + o) Wy} [AIAZ] -
— {d{o, + "2/31) + (o + By {wyy + w33)} [AlAs] +
+ {d(By + Poy) + (Br + Poy) (03, + w44)} [4244] +
+ (ﬂlﬂ) - aIaZ) (wz - cw,)(l'[A1A4] + [’42’43]) ’6)

alors {"espace tangent dans le point (2.19) de la variété (Q2) est un espace a trois dimen-
sions. On a donc I’énoncé suivant:

Les points singuliers de la congruence A remplissent dans I'espace de Klein une
variété ponctuelle (F) a trois dimensions qui posséde o2 de coniques situées dans les
00? plans(2.4). Les plans (2.4) des images secondaires des complexes tangents le long
des droites de la surface (2.15) de la congruence L déterminent un systéme d un para-
métre de plans de la congruence A; tous deux plans consécoutifs de ce systéme posseé-
dent justement un point commun donné par les relations (2.19). Ce point est situé
sur les coniques F correspondantes et décrit sur la variété (F) une courbe dont
Péquation différentielle est (2.15). ’

On peut prouver ’assertion que deux plans consécoutifs possédent justement un
point commun de la maniere suivante. La matrice

(5.5) {[414,], [4145], [4,44], d[A14,], d[4145], d[4,4,]} =
= {[4:4,], [4:145], [4:4,], w,[ 4, 4,] — 0,[A4,45], B, 0,[A,4,] +
+ oy w,[AyA5], 0y 0 [A1AL] + By wy[A,45]}
est en général du rang 5, c.-a-d. deux plans infinement voisins P, sont situés dans un
espace I, et possédent alors au moins un point commun. La condition nécessaire et
suffisante pourque ces deux espaces se coupent dans une droite est: le rang de la
matrice (5.5) est 4, c.-a-d. on a
(5.6) _ @By o
Wy aw,  Pro;
de-1a on voit que la congruence L doit étre nécessairement une congruence W et les
directions focales correspondent aux décompositions asymptotiques de L.

6) On ne peut pas conclure de cette relation que pour les congruences W(xyx, — f;, = 0)
toutes les directions dans les points de la conique F soient des directions focales; si L est une con-
gruence W, alors les coordonnées d’un point arbitraire de la conique F ne sont pas déterminées par
les relations (2.19).
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D’aprés le lemme de Cartan, on obtient des relations (1.8):

(5.7) , W3y = Y101 + P20,
Way = Y30; + Y40z,

doy + 0,20, — Wy — Wag) = V0, + P50,

day + 0,201y — 035 — W33) = Y0y + Y30,

dBy + Bi(way + wa3 — 20)44) == P40y + Y705,

df, + Bawy; + way — 2033) = y0; — 7,0, .

La différentiation extérieure de la relation (2.15) entraine
(5.8) [de + (o — w33 — w35 + Waq) @] =0
etalors on a (wy; + w,; + W33 + wyy = 0)

(5.9) de + 2¢(wy, + w4q) = Yo .

On voit de la relation (5.4) que pour w, = cw, le point dQ est situé dans le plan
(2.4). si d, signifie la différentiation sous la supposition w, = cw, alors en utilisant
les relations (5.7) et (5.9) on obtient de (5.4)

(5.10) d,Q = (bl[AlAz] + bz[AlA_-,] + b3[A2A4]) w; —
: - (w11(d1) - wzz(dx) - 2w33(d1)) Q,
ou
(5 11) b, = (/31ﬁ2 - 0‘10‘2) Y — (052 + 21 yy — c(2cx2 "‘ Bic ))’2 -
— (B2 + 2u4¢ )Va - c(2ﬂ2 + oc )7’4 — ayctys — ageype +
+ B2cy7 + Bicys s
— by = 2Py + €y3 — py + 6 + 7,
by = 2coyy — ¢y + 2y, + ys + v -
De (5.10) il s’ensuit
(5.12) d3Q = (byc + Byb, + aybs) 0y[A14,] + (= by + aych, + Pichs).
w;[A,A5] + comb. lin. de ([4,4,], [4;, 45], [4,44]) -
Le plan (2.4) est un plan tangent a la courbe (2.15) de la variété (F), mais en
général il n’est pas son plan osculateur.7)

Il

7) Car cela étant, les relations cb; + f,b, + oyby =0, by — x;chby, — Bycbz = 0 (qui sont
les polyndmes de 4 degré en c) seraient vraies pour ¢ arbitraire et alors tous les coefficients des
puissances de ¢ seraient nuls. En supposant que y et y; (i = 1, 2, ..., 8) ne sont pas nuls (le cas le
plus général), on obtient en annulant les coefficients de ¢* et ¢ dans la premiere et la seconde

équation les relations 1y, + oy, = 0 et a,y, + foy4 = 0; il en résulte Valva =— oy lBy =
=— ﬁz/ocz et alors oy, — /31/32 = 0, ce qui est en contradiction avec la supposition x;x, —
— BB+ 0.

Si les relations précitées ne sont pas identiquement nulles, elles peuvent posséder seulement un
nombre fini de racines communnes et pour une telle racine ¢ nous avons by : b, : b3 = c(B1, —
— ayxy) 1 — (xy + czﬂ’l) (B, + c2cx1) et alors d, 2 = (.)22 de sorte que le point {2 est fixe; pour
un ¢ de cette propriété chaque surface réglée de la couche w, = cw, appartient a un complexe
linéaire fixe. Si telles couches existent c.-a-d. si le résultant des équations énoncées de 4 dégré est
nul, il n’en existe que 4 au maximum.
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La condition nécessaire et suffisante pour que la droite {Q, d,Q} soit tangente a la
conique F dans le plan (2.4) est qu’on ait

(5.13) 2a,by + 2uB,a,b, + (ayxy + ByBs) (a2b5 + byas) + 2By0,a3h5 = 0,
ol a; et b; sont déterminées par les relations (2.19) et (5.11); la substitution donne

(5-13)’ (“1?7 - ﬁﬂs) ¢’ - 3(3’2/”1 + V4°‘1) ¢ — (3“/1/31 + 3ayy; + ayys — /))23’7)03~
- (39‘2)’2 + 3Byya + oy — ﬂle) ¢ - 3(“271 + [}2?3) ¢ — (B2 — ay7g) = 0.

En général cette équation n’est pas vérifiée pour ¢ arbitraire. Si on exclut le cas men-
tionné, on voit que sur chaque conique F (tant qu’on a o,y; — Byys + 0) il existe
cing points qui décrivent sur la variété (F) cinq courbes qui sont tangentes a la
conique F en chaque point correspondant.

Déterminons maintenant la signification géométrique des courbes w, = cw; sur la
variété (F) pour la congruence L. Les points de la courbe w, = cw, sur la variété (F)
sont des images secondaires d’un systeme a un paramétre de complexes linéaires; cette
courbe détermine alors dans ’espace P; une congruence W de Segre si les plans tan-
gents (2.4) de cette courbe ne sont pas leurs plans osculateurs — dorénavant, nous
voulons exclure ces courbes de nos considérations. Les tangentes des courbes (2.15)
coupent la K-quadrique aux K-points

(5.14) X, = (aybs — byas) [AlAz] + (ayby — asb,) [A14;5],
X, = (axbz — bya,) I_A1Az] — (azbs — asb,) [A2A4]

(a; et b; sont déterminés par les relations (2.19) et (5.11)); ces K-points sont les images
de Klein des droites de I’espace P situées dans le premier, resp. second plan focal de la
congruence L envisagée et tangentes a la premiere surface focale en le foyer 4,,
resp. seconde surface focale en le foyer A,. Les droites X, et X, décrivent dans
Pespace P; deux surfaces réglées tangentes aux surfaces focales de la congruence L
aux points des courbes w, = cwy; ces surfaces réglées sont les nappes focales d’une
congruence de Segre que nous voulons nommer la congruence W de Segre tangente
a la congruence L.%)

Dorénavant, nous voulons exclure de nos considérations les congruences W.
L’équation différentielle

(5.15) w, =cw;, ¢; +0

détermine une décomposition de la congruence L a une couche de surfaces. Les images
secondaires des complexes tangents qui posseédent le voisinage du second ordre des
surfaces de la couche (5.15) remplissent dans I’espace P une congruence de droites;
chaque droite de cette congruence est située juste dans un plan de la congruence A et
elle est tangente a la conique focale F dans ce plan. Nous voulons désigner cette con-
gruence par ©(c,). Déterminons les foyers de cette congruence. La relation (2.18), resp.
(2.16), détermine dans le plan (2.4) pour ¢ = ¢, la droite de la congruence 2(c,). La

8) La notion des congruences tangentes de Segre pour les congruences W l'auteur a introduit
dans le Mémoire [3].
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condition nécessaire et suffisante pour que la droite (2.18) de cette congruence posséde
un foyer est que pour un certain rapport 4 : p le point dQ soit situé sur cette droite.
Alors il est nécessaire que dans la relation (5.1) les coefficients de [A;A,] et [A,4;]
(o ay, a,, ay sont donnés par les relations (2.17)) soient nuls; il en résulte s’il existe
sur la droite (2.18) un foyer il n’y en est qu’un et c’est le point du contact de la droite
(2.18) avec la conique F. Si nous désignons ce foyer par Q alors nécessairement les
points Q et dQ sont conjugués par rapport a la conique F et alors ¢, est la racine de
I’équation (5.13).

Choisissons dans chaque plan de la congruence A un point, p. ex. de la manicre
suivante: nous décomposons la congruence Len deux couches de surfaces réglées qui
sont déterminées par ’équation différentielle (5.15) et I'équation différentielle

(5.16) W, = 01, ¢ *+0;
le complete © considéré contient le voisinage du second ordre des surfaces (5.15) et
(5.16).

Par différentiation extérieure des relations (5.15) et (5.16) on obtient

(5-17) dey + 2¢i(@yy + wgy) =y, dey + 2¢,(wyy + c044) = 7,0, .

Les coordonnées locales de ce complexe-la sont déterminées par la relation (2.23) et
Pona (ax,0, — BB, * 0,0 + 0 arb.)

(5.18) @ =a{(BiBy — ay05) (¢y + ¢;) [A14,] — 2(ay + Bycycy) [A145] +
+ 2B, + oye56y) [A,44]}
(5'19) dQ = C7{]‘1["11/‘12] +fz[A1A3] +f3[A2A4] +f4[A1A4] +f5[A2A3]} +
+ (dofo — wyy + 0y, + 2033) Q,
(5.20) d*Q = comb. lin. de ([4,4,], [4,43], [4,44]) + [d(afs) +
+ 0f4(w11 + C044) + af 1w, + U(fzﬁz +f3°‘2) w1] [A1A4] +
+ [d(o'fs) + of s(w,, + w33) — af oy + o(fro + f3B1) 0)2] .
i . [AzAs] + 20’(“1“2 - ﬂlﬁz) (cy0; — (92) (Czw1 - wz) [A3A4] >
ol
(5'21) fi= [Gl + 52) (BlﬁZ - o‘1‘7‘2) - 2(0‘2 + ﬁxclcz) Y1 = 0‘2(01 + Cz) Y2 —
- 2(p, + 0‘10102) Y2 + (cr + ¢3) Pays — O‘z(‘fl + Cz) Ve T
+ By(ey + Cz) Vs] Wy + [~ Biley + )y — 2(0‘2 + ﬁ1c102) Y2 —
—ay(ey + ¢3) ys — 2B, + ayc005) v — ax(cy + ) ys +
+ Baler + ¢3) y7] @,
f2= = 2[Bi(yics + 72¢1) = vacic, + v6] 0y — 2[vs + crerv,] @5,
Sy = 2[oy(yie, + 72€1) + YaciC2 + ys] 01 + 2[ =y + cicy5] @,
fa = (B1By — oy0;5) [(e; + ¢,) ®; — 2¢ic,04],
s == (BB — oy;) [(¢1 + ¢3) 0y — 20,] .
Le point (5.18) décrit dans I’espace de Klein la surface Q(cy, ¢,) qui ne posséde aticun
réseau conjugué («;a, — BB, = 0); les points de la surface Q(cy, c,) et les droites de
la congruence Lsont dans une correspondence biunivoque.

Il
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L’équation différentielle
(5.22) w, = c3w;, c¢3F0

détermine dans I'espace de Klein d’une part des décompositions des congruences
Q(c;) et Q(c,) en surfaces réglées et d’autre part une courbe sur la surface Q(cy, ¢,) que
nous voulons désigner par Q(c, c,; ¢3). Les points de cette courbe sont des images
secondaires des complexes tangents qui possedent le voisinage du 2° ordre des sur-
faces (5.15) et (5.16) le long des droites de la surface (5.21) de la congruence L.
L’espace qui joint le plan osculateur (donné par les points (5.18)—(5.20), olt on a
substitué d’aprés (5.21)) et I'espace tangent a quatre dimensions (5.2) (c.-a-d. I'enve-
loppe linéaire) est en général I'espace P5. La condition nécessaire et suffisante pour
que cette enveloppe soit de dimension plus petite, c.-a-d. pour que le plan mentionné
soit situé dans I’espace (5.2) est que l'on ait ¢; = ¢; ou ¢; = ¢,. On peut résumer les
résultats précédents de la maniére suivante:

Les courbes Q(cy, cy; ¢,) et Qcy, ¢35 ¢;) situdes sur la surface Q(cy, c,) sont les
courbes quasiasymptotiques y, , °) de la variété (Q).

Comme une conséquence de ce théoréeme on a:

Les surfaces réglées (5.15) et (5.16) des congruences Q(c,) et Q(c,) coupent la sur-
face .Q(cl, cz) — qui est leur intersection — aux courbes quasiasymptotiques y; , de
la variété {Q).

On peut aussi énoncer le théoréme précédent de la maniére suivante:

La condition nécessaire et suffisante pour que les images secondaires des comple-
xes tangent Q(cy, ¢,) qui possédent le voisinage du second ordre des surfaces réglées
(5.15) et (5.16) de la congruence L décrivent sur la variété (Q) les courbes quasi-
asymptotiques y, , est: le complexe Q(c,, cz) se déplace le long de la surface réglée
de la couche (5.15) ou (5.16). Lensemble des courbes quasiasymptotiques dépend de
deux fonctions d’une variable.

Remarquons encore que dans les relations (5.15)—(5.21) on peut avoir ¢; = ¢, = ¢
et alors y, = y, = y; ensuite les courbes quasiasymptotiques y; , sont situées sur la
variété singuliére (F).

La variété (Q) correspondant aux congruences du type II, resp. V posséde les pro-
priétés analogues a celles des variétés correspondant aux congruences du type I
(oty0, — By B, * 0) et sa variété singuliére est tangente a la K-quadrique aux K-points
de la surface décrite par le K-point [A4,A;] ou [A4,4,], resp. aux points des deux sur-
faces. Si Lest d’un des types précédents ou de leurs types corrélatifs I1* et V*, alors

9) La variété V,, est une variété quasiasymptotique 0, s sur la variété V(D V), m< k,sila
dimension_ de I'espace linéaire (de I’enveloppe linéaire) déterminé par 1’espace osculateur S(r)
d’ordre r de la variété ¥, et par I'espace osculateur S(s) d’ordre s de la variété V,, est plus petite
que la dimension maximum correspondant aux valeurs k, m, r, s. Si m = 1 on obtient les courbes
quasiasymptotiques ¥, .
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les plans infiniment voisins de la congruence A possédent juste un point commun
parce que le rang de la matrice (5.5) (aprés I'anulation des invariants correspondants
a; ou f3;) est 5.

Dans le cas des congruences W, les plans de la congruence A enveloppent une sur-
face qui posséde un réseau conjugué et la surface singuliére (F) dégénére en deux
congruences de droites qui sont tangentes aux courbes de ce réseau.

Si Lest une congruence d’un autre type, alors la variété (Q) et la variété singuliére
(F) dégénerent de plus en plus comme on voit sans peine en vertu des résultats du
chap. 4.
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Pe3rome

JIMHEVHBIE KACATEJIBHBIE KOMITJIEKCHI MPAMOJMHEWHbBIX
KOHI'PYOHLIUN

BIIAAVUMUP I'OPAK (Vladimir Horék), Bpuo

ABTOpPOM HCCIIEAYIOTCS MHOI00Opa3usi BTOpUYHBIX 00pa3oB KieliHa kacaTeJbHbIX
KOMILJIEKCOB HenapaboIM4eCKHX NPSIMOJMHEHHBIX KOHTPY3HIMHA MpOCTpaHcTBa Ps.
CornacHo 9. Uexy Mbl paznuyaeM 10 TUMOB Henmapabo IMYECKUX MPSAMOITUHEHHBIX
KOHTPYJHLIMI, T€OMETPHUYECKOE ONUCAHUE KOTOPBIX IPUBOIUTCS B M. | 3T0i paboThI.

Ilycts [AA4,] — nyu xakoil-mu6o koHrpysHuuu L u [A,A;], [4,A4,] — nannacos-
ckue mpeobpa3oBaHus 3TOTo Jiyda (ecyiu (okalibHasi TOBEPXHOCTh SIBJISICTCS Pa3Bep-
THIBAIOLIEHCS TIOBEPXHOCTHIO WJIM KpUBOH (npsiMOH), To mpsamast [AA;] mm [4,A4,]
npeacTaBisieT coboit oOpa3yrollylo NpsMYyIO 3TOH pa3BepTHIBAIOILEHCS MOBEPX-
HOCTH MJIH KacaTeJbHOM K yKa3aHHOW KpUBOil B COOTBETCTBYIOLIEM (oOKyce).

Kaxpomy nyuy [4;A,] XoHrpysHmuu L TpUHANIEKUT 00° JIMHEHHBIX KOMILIEK-
coB Q, coepxKalliuX OKPECTHOCTH NIEPBOro MOPSAKA 3TOrO Jiyya (T. Ha3. KacaTejbHbIX
KOMIIJIEKCOB); BTOpHYHbIe 06pa3bl KieliHa 3THX KOMIJIEKCOB 3aIlOJIHSIOT MIOCKOCTh
([4,4,], [4145], [A,A4,]), sBIsIONIYIOCST KacaTeJlbHOH IJIOCKOCThIO TMIIEPKBAIPUH-
Kueitna (K-xBaapuku) B K-Touke [A,A,]; 3Ta NIOCKOCTH COTpsIkKEHA C KacaTelb-
HOH IIOCKOCTBIO K-TIOBEPXHOCTH, KOTOpasi SBJSETCS NPSIMbIM KJEHHOBCKUM
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obpa3zom kourpysummu L nHa K-kBazpuke. Ecaum L He ABaseTcs xoHrpysHimein W
(tun I), uau KOHrpys>HuMer tuna IV, uid He IPUHAIJIEXHUT JIMHEHHOMY KOMILIEKCY,
TO HU OJIMH W3 KacaTeNbHBIX KOMIUIEKCOB HE COHEPXHUT OKPECTHOCTH BTOPOro
nopsaka npsmoii [4;A4,], HO CONEPKUT TOJBKO OKPECTHOCTb BTOPOTO MNOPAIKA
JIBYX JIMHEHYATBIX NMOBEPXHOCTEH (KOTOPbIE MOTYT M COBMANATh) KOHIPYIHIMH L.

Bropuunbie 00pa3bl KacaTeNbHBIX KOMIUIEKCOB, COJAEPXKALLUX OKPECTHOCTH BTO-
pOTO MOPSIAKA OJHOW U TOJILKO OJHON JIMHEHYaTOM MOBEPXHOCTH (TOYHEe NBYX
COBNAJAIOIINX TIOBEPXHOCTEH) KOHTPY HUMH L, 3amonHstoT B riockoctu ([A,4,],
[A145], [4,A,]) xoHnueckoe ceuenue F, I KOTOPOro B OOWIEM Cjlyyae TOYKA
[4,4,] u npamast ([A1A;], [4,A4,]) ABISIOTCS NONIOCOM 1 HOJSIPOIA.

KaxmoMy M3 ynmoMsIHYTBIX HECATH THIIOB KOHTPYIHUMM (TpUYEM y KOHTPYIHIMMA
Tuna I HyXXHO pa3nuyaTh KOHTPYIHUUHM OOLIero Buaa M KOHrpysxuun Wu V), co-
OTBETCTBYET WJIM PeryJsipHoe Wi ocoboe KoHMuecKoe ceueHue F, 3aHMMaroliee
XapaKkTePUCTUYECKOE WHBAPUAHTHOE TiOJIOXKEHHE II0 OTHOILLUEHUIO K OCHOBHOMY
TpeyronabHuky [A,A,], [AA43], [A,A44]. Kourpysnuusi tuna I siBisieTcss KOHrpysH-
nueir W, eciu M ToJbKO eciau F— ocoboe KoHMYeckoe ceyeHue. B obumx ueprax
MOXHO CKa3aTh, YTO KOHMYECKOE CeUeHHe F PeryssipHO [JIsi KOHrpysHuMid Tuma I,
He sBasroumxcs W, u nanee mis tanos 11, IT*, V, V¥,

Ilycth L — KOHrpyaHuusi Tuna I, Ho He siBisieTcst KoHrpysuuueir W. JIroObie nBe
pasauyHble TOuKU TockocTH ([A(A4,], [4145], [A,44]) sBistoTcs obpasamu kaca-
TEJILHBIX KOMILJIEKCOB, KOTOPBIE COIEPKAT OKPECTHOCTU BTOPOTO TMOPSIKA IBYX
Pa3JIMYHBIX TIap JIMHEHYaThIX NOBEPXHOCTEH KOHTPYIHUMM L, TPOXOMSILIUX 4epe3
npsimyro [4;4,]. BropuuHble 006pa3bl KacaTeNbHBIX KOMILIEKCOB, COIEPXAlLMX
OKPECTHOCTU BTOPOrO TMOPSAKa KaKOH-IMOO (UKCHPOBAHHOM JIMHEHYATOH MOBEPX-
HOCTH KOHI'DY3HUMHU L, 3amOJHSIOT B yKa3aHHOM IUIOCKOCTH KacaTeNIbHytO K KOHH-
yeckomy ceueHuto F. Eciu L — xoHrpysxuus W, To oOpa3bl BCeX KacaTeJbHbIX
KOMIIJIEKCOB, COAEPXAlUMX OKPECTHOCTb BTOPOIrO MOPsiiKa KaKoH-Iu00 JinHeH4YaTon
MOBEPXHOCTH, JIeXAT Ha NPSIMOM, MPOXoIsuieil yepe3 ocoOyro TOUYKY KOHMYECKOTO
ceuenuss F; oTM 00! KOMIUIEKCOB COEPXAT OMHOBPEMEHHO OKPECTHOCTH BTOPOTO
nopsiika JajibHEHUIedl OJHO3HAYHO OIPENEeJICHHOM NMOBEPXHOCTM KOHTpy3HLHMU L.
WTak, CTpyKTypbl OKPECTHOCTH TEPBOr0 MHOpsAKa KOHIPYIHUHMA W M ocTalbHBIX
KOHrpy3HUMH Tunma I pa3nuuHbl. ABTOP MCTOJIKOBBIBAET U3BECTHBIA MHBApUAHT
Benbiia xoHrpysHnuii Tuna I, xak CJI0)KHO€ OTHOLIIEHHE BTOPUYHBIX 00Pa30B HEKO-
TOPBIX T€OMETPUUYECKH 3aMeYaTEIbHBIX KOMIUIEKCOB, U ONPEIEIsieT APyrie reoMeTpH-
YECKM 3aMeyaTeJIbHbIe KOMIUIEKCHI, BTOPHYHbIE 00pa3bl KOTOPHIX 00sIafaroT MHBa-
PHAHTHBIM CJIOXKHBIM OTHOLLUEHHEM, SIBJISFOLIMMCS, CJI€JOBATEIbHO, (QYHKIMEH
uHBapuaHTa Benbiua.

BTopuuHble 06pa3bl KacaTeabHbIX KOMIUIEKCOB KOHTPYIHLUHUM THna I (3a uckiiro-
yeHueM W) 3amonHsIOT B mpocTpaHcTBe Kieitna Ps uemsipexmeproe moueunoe
MHO2000pa3ue (Q), SABJISAIOLLEECS OMHOBPEMEHHO KOH2pydHyueii naockocmeli A;
Kaxxaas IJIOCKOCTh KOHTPY3HIMHU A TpeacrasisieT co00H MHOXECTBO BTOPHYHBIX
06pa30B KacaTeJbHbIX KOMIUIEKCOB K OJHOW M TOH Xe€ NPSIMOH, TaK YTO JIy4yd KOH-
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rpysHUMH L M TUIOCKOCTM KOHIPYSHIMH /A CBsI3aHBI B3aUMHO OJHO3HAYHBIM CO-
OTBeTCTBMEM. TOYKkM KOHMYecKoro ceueHus F B riockoctu ([4,4,], [A,43], [4,A44])
SBJSIIOTCSL POKYCaMM 3TOM IIJIOCKOCTH KOHIPY3HUMH A; 00% KOHMYECKHX ceueHuit F
3aMO0JIHSAET TpeXMEpHOoe ocoboe MHOroobpasue (F) MHoroobpasus (). JIrobvle qBe
COBNAJIAlOLIME TUIOCKOCTH KOHIPY3HIMM A MMEIOT, BOOOLIE, pOBHO OAHY OOLIyIO
TOUKY; IUISL TOIrO, YTOOBI 3TH IUIOCKOCTM HEpeceKajuch B NPAMOif, HE0OXOAUMO
U JIOCTATOYHO, YTOOBI L Oblyia KOHrpysHImed W.

Jlanee aBTOp McClelyeT Pa3BEpPTHIBAIOILUECS JIMHEHYAThIE NMOBEPXHOCTU MHOIO-
o6pasusi (Q), moka3biBaeT, YTO B NPOCTPAHCTBE P; MM COOTBETCTBYIOT T. Has.
koHrpysHuuu Cerpe, nuHeiuaTbie (OKaJIbHbIE NMOBEPXHOCTH KOTOPBIX KacaroTCs
B0Jib HEKOTOPBIX KPUBBIX (hOKaJbHBIX NOBEPXHOCTEH KOHIPYIHIMHU L ¥, HaKOHeL,
ONpeJEesIsIeT KBa3UaCUMITOTHYECKHE KPHBBIE ¥, , MHOroo6pasus () 1 ONUChIBAET HX
T€OMETPUYECKOE 3HAYEHHE IJIsi KOHIPYSHIMHU L.
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