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YexocioBaukuii MarematHyeckuii xypnaja, r. 13 (88) 1963, Ipara

SUR UNE GENERALISATION DE LA NORMALE AFFINE

Joser HAVELKA, Brno

(Regu le 27 mars 1961)

Dans le présent travail, on généralise certaines constructions géométriques
de la normale affine d’une surface d’un espace affin droit pour le cas ou la
surface 7 est plongée dans un espace a trois dimensions 25, & connexion
affine.

Introduction. Nous appelons espace 2; a connexion affine une variété élémentaire
a trois dimensions M, lorsqu’on associe & chaque point M(&', &2, &%) € M un, et un
seul, espace centroaffin M4, de centre M et de repére fondamental {M(&), Iy, I,, I3}

et que pour chaque arcy = m de la variété MM on détermine d’une maniére univoque
une affinité A, non-singuliere, existant entre A5 et ¥A4; et satisfaisant & certaines
conditions de différentiabilité. L’affinité A, correspondante est construite d’une
maniere bien connue a I’aide des équations

VM = ofl;, VI, = oil,.

itio

Si {M(&), I, I, I;} est un autre repére de I'espace ™4, alors

L= ol
et Paffinité A, est déterminée par les équations
VM = @il,, VI, = @1, .

En vertu des équations de transformation qui lient les formes de Pfaff w} et @),
ou encore w} et @% le repere {M(&), Iy, I,, I} est spécialisé de telle maniére que les
vecteurs I, I, déterminent les tangentes aux développements des courbes asympto-
tiques u, v (sur I'asymptotique u(v), le paramétre variable est u(v)), et I'équation
différentielle des directions asymptotiques prend la forme 2 du dv = 0.

Le deuxiéme paragraphe est consacré a la définition de la normale principale d’une
surface # = ;. Elle prend pour sa base la construction, due 3 A. DEMOULIN, de la
normale affine d’une surface dans I'espace affin droit (voir [10], et aussi [2], p. 188)
et qui est généralisée au cas de I’espace & connexion affine. Soit M(0, 0) un point
fixe de la surface 7 = U; en question, soit M'(u,, 0), [M"(0, v;)] le point variable
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de P’asymptotique v = 0 [u = 0]. Soit o*[*] le plan paralléle aux tangentes aux
courbes asymptotiques u = 0, u = u; [v = 0, v = v,], aux points M, M’ [M, M"].
On démontre que pour u; — 0 [v, — 0], le pan o* [*] converge vers un plan « [§].
On appelle normale principale de la surface n = U5 la droite qui passe par M,
paralléle a la droite d’intersection des plans «, f3.

Dans la suivante partie de notre travail, nous donnons une autre interprétation
géométrique de la normale principale de la surface 7, en nous servant des quadriques
0., Q,- La quadrique Q, [0Q,] est la quadrique osculatrice de la surface 1, [11,],
dont les droites génératrices sont tangentes aux asymptotiques v [u], aux points de
'asymptotique u [v]. (La construction des quadriques Q,, Q, est tout a fait analogue
4 la construction de la quadrique de Lie dans un espace affin droit avec la différence
que les quadriques Q, et Q, ne coincident pas.) On démontre le théoréme: La
normale principale de la surface 1 <= U5 au point M est la droite d’intersection
des plans asymptotiques des quadriques Q, [Q,], passant par les droites x' = 0,
x* = 0[x? =0, x> = 0]., (x" sont les coordonnées locales dans I'espace M A43).

Les considérations du quatriéme paragraphe ont pour leur point de départ la
notion de quadrique osculatrice de la surface 7 < U5 au point M. Une quadrique Q
sera appelée quadrique osculatrice de la surface n au point M e 7, si elle contient
I’élément du second ordre de toute courbe y, que ’on obtient en développant une
courbe y = n, M e€y. On démontre le théoréme: Dans l'espace U; général, il
existe 3 de quadriques osculatrices d’une surface © au point M.

A chaque droite p qui passe par un point M et qui ne se trouve pas dans le plan
tangent a la surface 7 au point M, nous associons par la polarité P déterminée par la
quadrique osculatrice Q, la droite p* telle que Pp = p*. De plus, nous établissons
une correspondance & de telle maniére que nous associons a chaque droite p la
droite p qui unit les points de contact du plan t, [z,], (z, est le plan déterminé par la
droite p et par I’axe des x?, 7, par p et I'axe des x') avec la surface IT, [11,]. On a alors:

a) A chaque droite p passant par un point M € m, on peut associer o' de quadriques

osculatrices Q dont les centres se trouvent sur une droite o, M € o, et telles que
Pp = Kp.
b) Soit n,, la droite @ Pinfini du plan tangent @ la surface n au point M € m.

Alors la droite K™'n, coincide avec la normale principale de la surface n au
point M.

¢) Soit T la correspondance univoque qui associe a la droite p donnée la droite o
(cf. alinéa a)). La droite p coincide avec o si et seulement si p est la normale princi-
pale de la surface .

Dans le dernier paragraphe, les résultats des précédents sont comparés a ceux
de M. V. D. IzMAILOFF (voir [9]) qui définit, & I'aide de ce qu’il appele connexion
induite, tout un faisceau de normales affines d’une hypersurface dans I’espace U,
général. Si nous considérons la surface 7 comme une variété de Konig (voir p. ex.
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[11], p. 524), alors il se pose fort naturellement la question de savoir s’il existe parmi
les normales d’Izmailoff une qui ne dépende pas du mode de 'immersion. On a en
effet le théoréme suivant:

Dans le faisceau des normales d’Izmailoff il existe une et une seule qui soit
indépendante du mode de I'immersion; c’est la normale principale.

1. Soit donnée une variété élémentaire a trois dimensions IN (Raschevski, p- 329).
Tout son point M(&) peut étre caractérisé par trois coordonnées &', &2, €3, rapportées

au systéme de coordonnées choisi. Le passage d’un systéme de coordonnées &' 4 un
autre &' est donné par les équations de transformation')

(1) &= ge, e ),

on suppose les dérivées particlles 0&'/0&* continues et le Jacobien

o0&
2 2
@ léé"l
différent de zéro, de sorte que, inversement,
3) g =i, 82, 8.

A chaque point M(&) e M nous associons un espace _cen_tro_afﬁn M4, de centre M
et de repére fondamental {M(&), I, I,, 15}?) Si {M(&), I,, I,, I} est un autre repére
de I’espace ™A, alors

(4) ik = al(i:'i >

ou les oz,i sont fonctions de I’argument &, une fois continliment différentiables et telles
que |af| % 0.

Dans le cas général, il n’y a aucune connexion entre les objects géométriques dans
les différents espaces centroaffins ¥ 4. Pour obtenir une telle connexion, nous allons
énoncer la

Définition 1. Une variété élémentaire SN aux points M de laquelle on associe d’une
maniére univoque des espaces centroaffins ¥4, de centre M et de repére fondamental
{M, I, 1,, 15} sera appelée espace U, & connexion affine, lorsque pour tout arc y=
= m de la variété IM on donne une et une seule transformation affine non-singu-
liere A, entre MA4; et VA5,

La transformation affine A, de la définition 1 sera déterminée par le systeme
d’équations?)

(5) VM = oil,, VI, = o,
1) Les indices (minuscules) latins prennent les valeurs 1, 2, 3; les indices grecs les valeurs 1, 2.
2) Les vecteurs I; sont toujours fonctions des mémes parametres que le point M.

3) Le symbole V signale ici que les premiers membres des €quations (5) ne sont pas, en général,
les différentielles totales des fonctions M (&) ou I(&).
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ol ), w* sont les formes de Pfaff
() wy = T() d&*, of = I5(8)de;

les fonctions F}k(é) sont continues et continiment différentiables, les formes w,
sont linéairement indépendantes, c’est-a-dire

(7) [w6, 03, 03] £ 0.
Soit
(8) =238, s,

I’équation de P'arc y donné, ot M{*&', '&2, '¢%) correspond a 't, tandis que N(*&)
correspond a %t. Nous construisons le systéme d’équations différentielles ordinaires

A _ o] 4
©) = i) < 0.,

dle _ i ae
dt Flk[é(t)] dt ]1’

dont la solution générale, située dans I’espace M A4, et déterminée aux transformations
affines de ’espace M4, prés, a la forme

(10) L=1Ln), Ji=J{1).

Soit L*(t), J*() la solution du systéme (9) déterminée univoquement par les conditions
initiales

(11) L") = M('9), JE('0) = 1(%9),

ol {M(1€),1,1,,1,} est la base fondamentale de I'espace M'® 4. Soit {M(*1),1,,1,,15}

la base de I’espace M9 4, qui correspond, par affinité A, cherchée, a la base fonda-
mentale {N(2¢), I,, 1, I;} de I'espace V9 45, ot

(12) Mty = L¥(*1), 1(°t) = J7(%).
Une telle affinité est déterminée sans ambiguité et fait correspondre au point
X(x', x2, x*) e N 45 le point
(13) X' = M) + x"1,(%1) .
dans M9 4,

L’arc y, dont ’équation est

sera appelé développement de I'arc y = M donné, dans Iespace M9 4.

Soit donnée maintenant une surface 7 dans I'espace %5 (cf. [13], p. 341) par les
équations

(14) E=u, =0, & =const.
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Les formes de Pfaff (6) devinnent
(15) wh =Tjodu + I'i\pdv, of =T%, du + I}, do,
ou les coefficients I'iy, I'so, I'k;, I'%; sont fonctions des variables u et v. Si nous posons
(16) Iio =ag, Iy =by, T'iy=adf, I3 =0,
le systéme (5) deviendra
(17) VM = (af du + by dv) I, + (aj du + b3 dv) I, + (a3 du + b3 dv) I,
VI, = (aj du + b, dv) I,

Les tangentes aux arcs y, que I’on obtient en développant tous les arcs y < =,
M €y dans I’espace local ™" 4 remplissent un plan (appelé plan tangent a la sur-
vace m au point M); il est donc possible de choisir les vecteurs I, I,, pour chaque

point M(u, v) de la surface 7, dans le plan tangent a la surface 7. Mais alors le vecteur
VM sera une combinaison linéaire des vecteurs [, et I,, de sorte que

(18) wy =0
ou bien
(19) Cay=0b3=0.

Spécialisons le repére {M(u, v), I, I,, I} d’une telle maniére que les vecteurs I, et I,
se trouvent sur les tangentes aux développements des courbes v = const, ou u =
= const, respectivement. Dans ce cas-la, le systéme (17) deviendra

(20) VM = abdul, + bidol,,
Vi, = owil,,

de sorte que

(21) aj =by=0.

Les courbes asymptotiques de la surface n sont les courbes telles que pour leurs
développements (en chaque point) le plan osculateur coincide avec le plan tangent
a la surface 7. Pour cela il faut et il suffit que les vecteurs I, I,, d*M*) soient linéaire-
ment dépendants:

(22) [1,1,,d*°M] =0,
c’est-a-dire explicitement
(23) aga; du? + (ajbi + bja3) du dv + b3b3 dv* = 0.

4) La courbe y < =z soit donnée par ’équation u = f(v). Alors du = (df/dv) dv et les seconds
membres de 1’équation (20) sont des différentielles totales, de sorte qu’il est aisé de déterminer
I'expression d?M & partir des équations (20).
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Nous étudierons seulement les surfaces qui ont un réseau d’asymptotiques. Nous
prendrons les lignes asymptotiques pour lignes paramétriques. Dans ce cas, nous
aurons

(24) agay =0, bgh; =

Les fonctions aj, b5 ne peuvent pas s’annuler identiquement, car autrement la
surface n dégénérerait en courbe. Si donc les vecteurs I, I, sont situés sur les tangentes
aux développements des courbes asymptotiques u, v, on a identiquement

(25) = b3 =
Procédons a la transformation
(26) u=u(@), v=1u)

et, dans chaque espace local M@ 4, fixons un nouveau repére fondamental {M(a, v),
I 1, I, 13} tel que les vecteurs I,, I, se trouvent sur les tangentes aux développements
des lignes asymptotiques u, v. On a alors évidemment

(28) Lo=aily, 1=0adl,, Iy=0oll +dil, +al;.

L’affinité A, sera alors déterminée par les équations

(29) VM = @yl,, Vi, = a@jl;,
ou
(30) @) = ab da + bl dv, a,§=a;;da+5,§da,

ay =By =a}=by=al=b =

Nous allons établir maintenant les relations qui existent entre les fonctions ad, bi,
a%, b% et les fonctions aj, by, a%, b%. En comparent les équations (29,), (28) et (20,),
nous obtenons

dua dv
31 al = asoal — —522 .
( ) 0 %1 o

Les coefficients o}, a? doivent étre différents de zéro, il est donc toujours possible
d’obtenir, moyennant une transformation de paramétres, les égalités

(32) ay = by =1

En méme temps, nous exigeons que nous ayons

(33) ay = by =

Mais alors les transformations (26) sont liées par les relations

du dv
34 — =aql ,  — oZ.
(349 a0 ds
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A partir des équations (20), (25), (28), (29), (30), on obtient par un calcul simple les
relations suivantes existant entre les fonctions a¥, b* et @*, b*:

~1 5“} 1.1 2 003 2.2 71 o3 doy 2,1 3 “g
(35) ay = — +ajuy, by= "+ by, by =7 +oazby — b=,
Ju dv oy Ov oy
142 2 1\2
—2 _ % Jay 1.2 —3 03 —2 _ (O‘l) 2
a; = — —- towa; —ax;—7, 4y =-—,-4aji,
oy Ou o o5

2\2 2
o 2 o
N A At

27 2°
oy %2
1 1.2 1.2
=1 2 1 —3 03 -3 _ 0405 3 p3 %% 3
a; = %03 — az —~, d3 = —== 43, by = 3b1>
&y o3 o3
do ol 003 ol
~1 3 11 2 1 31 -3%3 2 3 172 3,2 3
ay = — + ozay +o3ay +ojay — ay—;, b3 =2+ a3bt + e3bi — b33,
ou h v o5
of  Ool al
1% 3 11 271 3.1 393
b3 - = — + a3b1 + a3b2 + d3b3 - 53 5
o v o5
2 2 3
_p oy _ oy 1.2 22 3.2 -3%3
a— = —_— + azay + aza; + «azaz — aj 1>
oy ou 5
3 3 3 3
o Oo o Ja
=3 “3 3 2.3 3.3 343 3 1,3 3.3
ay — = —— t+ o3a; +o3a;3, 53“;=—+°‘3b1+°‘3b3~
oy ou o5 v
Les équations (354 ;o) impliquent
=3 13 3 3y 12,3
(36) a; + bi = (a3 + bl) ogosfay,
il est donc possible de spécialiser le repére {M, I, I,, I,} de fagon a avoir
(37) a3+ bl =2.
Or, dans ce cas-la, on a
(38) ol = alad.
En raison de (36), on peut poser
(39) a3=1—-h, bi=1+h,

ol h(u, v) est ce qu’on appelle torsion de la surface = (cf. [11], p. 536).
Si nous introduisons la notation
(40) ai=p., b=
nous pourrons, compte tenu des calculs précédents, spécialiser le repére {M, I, I,, I}
de telle maniére que le systéme d’équations (5) devienne
(41) VM =dul, +dvl,,
VI, = (a;du + b{ do)l; + (Bdu + b} dv)i, + (1 + h)dvol,,
VI, = (ajdu + ydv) Iy + (a3 du + b3 do) 1, + (1 — h)duly,
VI, = (a5 du + by dv)l,.
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Ici, les vecteurs I,, I, sont vecteurs tangents aux lignes asymptotiques®) dont
I’équation différentielle a la forme

(42) 2dudv = 0.
Nous éliminerons dans la suite le cas (cf. [12], p. 286) on
(43) By =0, oubien |h| =1.

2. Dans 'espace affin droit, on connait (voir p. ex. [2], [3]) plusieurs constructions
analytiques ¢t géométriques de la normale affine en un point de la surface donnée.
Dans les espaces a connexion affine, c’étaient surtout les auteurs des travaux [7],
[8]. et [9] qui étudiaient du point de vue de la connexion induite, le probléme de la
détermination analytique de la normale affine. Nous allons montrer & présent une
possibilité de généraliser certaines constructions géométriques au cas d’une surface

plongée®) dans 'espace  trois dimensions, & connexion affine générale.

Pour la base de nos considérations nous prendrons la construction de Demoulin
de la normale affine d’une surface de I’espace affin droit, et que Demoulin a publiée
dans son travail [ 10] (voir aussi [2], p. 188):

Les points M, et M* d’une surface © dans I’espace affin droit soient déterminés par
des couples de paramétres (u, v) et (u + du, v + dv) respectivement. Les courbes
asymptotiques u, v, soit aussi u* et v*, passant par le point M (ou encore M*, resp.),

se coupent aux points M’, M". Soit o* le plan paralléle aux vectuers @ = MM’

a* = M"M*; soit f* le plan paralléle aux vecteurs b = MM”, b* = M'M_;. Soient
o, B les positions limites des plans o*, ou f* resp., lorsque du — 0, dv — 0 simultané-
ment. Alors, la normale affine au point M(u, v) est parallele a la droite d’intersection
des plans «, f.

Il n’est évidemment pas possible d’appliquer directement cette construction de la
normale affine dans le cas d’un espace a connexion, car les développements des
courbes v* et u, ou resp. v et u* dans I’espace local ®” 4, ne forment pas, en général,
un quadrilatere curviligne.

Nous allons modifier maintenant la construction de Demoulin pour le cas de la
surface = < U5, évisagée ci-dessus, en nous servant de la spécialisation du repére
{M(u, v), I, 1,, 1,} considérée (voir les équations (41)).

Soit M le point de la surface n, correspondant aux paramétres u = v = 0, soit M’
le point correspondant & u = u,, v = 0. Construisons au point M la tangente a
a Pasymptotique u = 0 et au point M’ la tangente a* a Pasymptotique u = u,.
Pour notre choix spécial du repére, les tangentes a et a* sont déterminées par le
vecteur 1,(0,0) ou I,(uy, 0) respectivement, dans I'espace local ™45, ou resp.
M1.0) 4. En développant la courbe asymptotique v = 0 dans ’espace local M(®9 4,

) Nous parlons parfois de la courbe y au lieu de son développement; cf. aussi le travail [14].
6) Pour le choix spécial des équations (14) nous interprétons la surface 7 comme une variété
de Kénig 43 3 (voir p. ex. [11], p. 524).
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nous pouvons obtenir pour le vecteur I,(uy, 0) ainsi transforrrié7) un développement
de Taylor de la forme®)

(44) (. 0) = 1,(0,0) + u, (‘;_'2)0’0 o W)’ (S‘f’l>ovo+

u 2 \du?

Comme nous avons pour I’asymptotique considérée dv = 0, nous obtenons des
équations (41) les relations

(45) (fi-h>
du /o0
d_’2
du /o0
d’l, 1 171 2 1
et = {az, + ax(ai + a3) + (1 — h)a3} I, +
0,0 o

du?

+ {Ba; + ad, + (a3 + (L = h)al} I, + {(1 — h) (a3 + a}) — b} I,
0 0

ai'l + ﬁ'z s 9)
0 0o

Il

dl
ayly + a3l + (1 — h) 15, <J> = all,;
0 0 0 du /o 0 o

de sorte que nous avons pour les composantes h’ du vecteur I,(u,, 0) figurant dan
I’équation (44)

2
(46) h‘=%aé+%{a§“+a§(a}+ai)+(l—h)a§}+... ,
2 _ Uy 2 (uy)? 1 2 12 _ 2
=1+ -1a3+ {Bay + a3, + (a3)* + (1 — W) a3} + ...,

2!
h3=’1—;(1—h)+("2—‘32{(1—h)(a§+ag)—h,,}+... .
Le plan o*, parallele aux tangents a, a* a pour équation
47 x1{1—h+321[(1—h)(a§+a;)—h,,]+...}—
- x3 {a% + u—;[aéu + aé(a; +al) + (1 — h)a}] + } =0.

Siuy — 0, alors le plan o* converge vers sa position limite o, c’est-a-dire vers le plan
dont P’équation est

(48) x!(1 —h) — x%a;=0.

7) Cest-a-dire pour le vecteur situé dans M(G'O)A3 et correspondant au vecteur I,(uy, 0) par
Iaffinité A qui est associée a I'arc v = 0, 0 < u < uy, et qui transforme I’espace M '“1:0) 4, dans
M(0,0) A

8) Le vecteur transformé est noté par le méme symbole comme le vecteur original dans I’espace
local correspondant. -

9) Dans les seconds membres des équations (45), il faut prendre pour a’{, b',? leurs valeurs
en (0, 0). Au lieu de I;(0, 0) nous écrivons tout simplement /.

[
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D’une maniére tout a fait analogue, nous construisons maintenant au point M
la tangente b a I’asymptotique v = 0, et qui est manifestement déterminée par le
vecteur I;. La tangente b* construite au point M"(0, v,) & Pasymptotique v = v,
détermine avec la tangente b le plan * dont I'équation est

(49) x2{1 +h+"—2‘[(1 +h)(b}+b§)+h,,]+...}—

— x> {b} + 2o,[b}, + B}BE + b)) + (1L + h)b3] + ...} =0.
Pour v; — 0 le plan f* tend vers sa position limite f3, c’est-a-dire vers e plan d’équa-
tion
(50) x}(1 + h) — x*b} =0.

La droite d’intersection des plans o, 8 est déterminée par le vecteur n dont les com-
posantes sont

(51) n' =ay1 +h), n*=>bi(1—-h), n*=1-h%.
Définition 2. La droite déterminée par le vecteur (51) sera appelée normale princi-
pale de la surface 7 au point M, a supposer que 7 soit donnée par (14), (41).

3. On peut montrer une autre signification géométrique de la normale principale
a l’aide des quadriques de Lie.

Soit M € m, soit y = = une courbe passant par M et dont I’équation est
(52) v =1v(u).
En chaque point M de la courbe y construisons la droite p déterminée par le vecteur ¢

dont les composantes prises par rapport au repére fondamental (M(u, Iy, I, 15}
sont ¢'(u), ¢*(u), 0, c’est-a-dire

(53) c=c'1, + ,.
De plus, a partir de la relation -
(54) cly +cH, = h"li

nous obtenons pour les composantes h' (prises par rapport au repére {M(0), ll, IZ, 13})
du vecteur transformeé c le développement de Taylor

, . .
(55) hi(u) = (c)o + u dn + Ju? 4 + ...
du /, du? J,

Nous avons, en méme temps

k k
(56) AT _ 9 | et + b,
du du

thk d2 k
du?  du?

d(b;

+2;1—(a +bkv')+c[a,u+av +

bl )+(a + by')(ak + bv)]
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Développons maintenant la courbe y dans I'espace local {M(0, ’1, Iz, 13} soit y,
la courbe ainsi obtenue. Cette derniére a pour équation

(57) M = (M)O + u(M’)o + Ell_uZ(M”)O + _31_'_u3(M///)0 +
ou
M
(M’)o = (L> , etc,
du

(58) (M) = (ab + biv') 1, (M")y = [blv” + (a§ + byv') (af + b)) 1,
0 0

Definition 3. Soit y = 7 la courbe déterminée par I’équation (52). En chaque point
M(u) ey, ug < u < uy, construisons la droite p déterminée par le vecteur (53).
Alors la surface située dans ™® 4, dont les droites génératrices p, correspondent aux
droites p par laffinit¢ A(u)'") sera désignée I1,, sa quadrique osculatrice par Q,.
Si la courbe y est asymptotique u [v] et le vecteur € = I, [e¢ = I,], alors la surface
correspondante sera notée 11, [I1,] et sa quadrique osculatrice Q, [Q,].

Nous allons déterminer maintenant la quadrique Q, qui contient trois droites
consécutives de la surface I1,. L’équation d’une quadrique générale Q (en coordon-
nées locales) a la forme
(59)  ay(x")* + a2,(x?)? + az3(x3)* + 2a1,x'x? + 2a3x' X7 + 2a,3x°x% +

+ 2a,x" + 2a,,x% + 2a3,x> + au, = 0.
Chacune des droites de la surface IT, est déterminée par les points de coordonnées
homogenes (x', x?, x%, 1) et (h', h?, h*, 0). La condition nécessaire et suffisante pour
que cette droite soit en méme temps une droite de la quadrique (59) est que les équa-
tions suivantes soient vérifiées
(60) ay (x")* + an,(x*)? + az3(x®)? + 2a,x'x? + 2a,3x"'x7 + 2a,,x°x> +
+ 2a,,x" + 2a,,x% 4+ 2a3,%° +a,, =0,
ap x'h' + ayx*h? + assx3h® + ay(x'h? 4+ h'x?) + ag5(x"h* + x*hY) +
+ ay;3(x*h3 + XPh?) + aht + aygh? + asah® =0,
ay (hY)? + ayy(h?)* + azs(h®)? + 2a,,h'h* + 2a,3h"h3 + 2a,5h%h* =

Nous obtenons les conditions pour les coefficients de la quadrique Q,, lorsque nous
substituons pour x’ et h' dans les équations (60) les développements
(61) x'=uBy + Ju®By + ..., hi=c'+udi + utdh + ...,

ol la signification des coefficients Aj, ..., Bj, ... étant évidente des équations (55),

) C’est-a-dire par 'affinité qui existe, en vertu des équations (41), entre les espaces M("°)A
et M) 4,
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(56), (57), (58). En annulant les coefficients de (u)°, (u)', (1)?, nous obtenons les
équations

(61) age =0, ayB =0,
ayBiB¥ + a,B =0, auc =0,
an(3¢*By + 3¢'BY + AYBL + A{BY) + anudy =0,
ac'c =0, ay(cFAl + cd¥) =0,
an(3c Ay + AjAL + 3ciAh) = 0.

Ces neuf équations déterminent la quadrique Q, d’une maniére univoque. Dans la
suite, nous bornerons au cas ou la courbe 7y est une des asymptotiques et ot le vecteur ¢
est situé sur la tangente A ’autre asymptotique. Au sens de la définition 3, nous note-
rons alors la quadrique correspondante Q, par Q,, ou Q, respectivement. Dans le
cas de la courbe asymptotique v = const, les coefficients 43, A5, B}, BS sont
(62) A} =a}, Al=a3, A1 =1—h,

1
Az

ay, + ayai + aay + (1 — hyay, A3 =al, + ayp + (a3)* +
+ (1 = h)a3,

A3 = —h,+ (1 —h)(a3+a3), Bi=1, B}=0, B} =0, B} =aj,
BZ=p, B3=0,

de fagon que les développements des coordonnées x’ du point de la courbe 7y, ou
respectivement des composantes h’ du vecteur transporté ¢(0, 1, 0) sont déterminés
par les équations

(63) xl=u+ %uza} +..., x2= —;uzﬁ + ..., x¥= é—u3(.) + ...,
h' = uay + u?[a}, + aya} + ajay + (1 — h)a3] + ...,

Il

h* =1 + ua3 + ju*[a}, + a3 + (a3)* + (1 — h)a3] + ...,

B =u(l — h) + ju*[—h, + (1 = h) (a3 + a3)] + ... .

Dans notre cas, ’équation (61’) devient plus simple et les conditions pour les coeffi-
cients de la quadrique Q, seront

(64) A4 =0, a3, =0, ayy +a24ﬂ:0, a, =0, alza;+a23(1 .__h)=0,

ags(ay)? + asy(1 — h)* + ay,[ay, + ayai + 3azay + (1 — h)a}] +
+ 2ay3a3(1 — h) + ays[—h, + (1 — h)(3a; + a3)] =0,

Ay =0, ay, + azs(1 — h) =0,

ayy(ay + 2a3) + 2a,5(1 — h) + aza[—h, + (1 — h) (a3 + a3)] = 0.
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Si nous posons encore a;, = 1, nous obtenons pour les coefficients a;, de la qua-
drique Q, les relations

1 al
65) gy = Ayq =dps = Ay =dyy =0, dyy= — ———, A3 = — —2—,
(65) aus 14 .24 11 22 34 T _ 23 L _n
—h,+ (1 —h)a aya; — a3, — (1 — h) a}
A3 = —— 5, 0433 = 3 )
21 — h) (1 — h)

ou
(66) a=al—a} —adl.

L’équation de la quadrique Q,, a donc la forme

ayay — a3, — (1 — h)a} ()2 + 2x1x2 + —h,+(1 - h)a e

(1 —hy? (1 —h)?

2al
2 X2Y3———-Y3=0.

C1—-n T T 1-h

(67)

D’une maniére tout a fait analogue (ou bien en permutant les indices (1,2), (u, v)
et les fonctions (a',f, b'f)) nous obtenons I’équation de la quadrique Q, de la défini-
tion 3:

h, + (1 + h)bx2x3 B

201 p2 2
(68) biby — by, — (1 + h) b3 (x*)? + 2x'x? +
(1 + h)? (1 + h)?
— 2bi x!x3 — 1 x3=0,
1+ h 1+h
ou
(69) b = b3 — b] — b3.

Chacune des quadriques Q,, O, contient évidemment les deux tangentes asympto-
tiques dont les équations en coordonnées locales sont

(70) x3=0,x*=0, resp. x>=0,x' =0.

Théoréme 1. Soit © une surface donnée par(14), (41); soient Q,, Q, les quadriques
de la définition 3. Supposons que nous ayons construit les plans asymptotiques des
deux quadriques Q,, Q,, passant par les droites x> = 0, x! =0, 0u x> =0,x> =0
respectivement. Alors la normale principale de la surface n au point M € n coincide
avec la droite d’intersection de ces deux plans asymptotiques.

Démonstration. Tout plan

(71) xL—x3=0
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passant par la droite x> = 0, x' = 0 de la quadrique Q, coupe la quadrique Q, en
une autre droite dont I’équation est
x! - ix*=0,
o ayay —ay, — (1 — hyay + [—h, + (1 — h)a] 2 N
(1~
5 241 — h) — 2a; 2

+ x - =0
1—h 1—h

La condition nécessaire et suffisante pour que le plan (71) soit le plan asymptotique
de la quadrique Q, est
2= a1 - h)

de facon que son équation est
(72) x'(1 —h) —ayx*=0.

D’une maniére analogue, nous obtenons I’équation du plan asymptotique cor-
respondant de la quadrique Q,, savoir
(73) x*(1 4+ h) — bix* =0.
Le théoréme 1 découle alors immédiatement de la comparaison des équations (72),
(73), (48), (50) et de la définition 2.

En tenant compte des résultats précédents, on peut spécialiser la base dans chacun

des espaces locaux M® 4, d’une telle maniére que la normale principale soit donnée
par le vecteur I5. Alors

(74) ay =bi =0,
de sorte qu’a partir des équations (41) on obtient
(75) VM = dul, + dvl,,
VI, = (ajdu + bydo)l, + Bdul, + (1 + h)dvl;,
VI, =ydoly + (a3du + b3do)l, + (1 — h)duly,
VI = (a du + by dv) ;.
Ce résultat peut également étre obtenu d’une fagon analytique a partir des équations
(357.8)-

Lorsque la normale principale est déterminée par le vecteur 5, les quadriques @, Q,
de la définition 3 ont les équations

—al’ 1,3

(67') T (O goania? 4 X2 s,
1—nh 1—nh 1—nh
2 2.3

(68") -i(x3)2+2x1x2+23xx _ 2 =0,
1+ h 1+h 1+h
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ol
(76) 24 =[—h,+ (1 = h)a]/(1 —h), 2B=[h,+ (1 + h)b][(1 + h).
Les quadriques (67), (68') sont, en général, réguliéres et déterminent un faisceau
a I’équation ’
(77) (—ai + 2b3) (x*)? + 2[1 — h — A1 + h)] x"x* + 24x'x® —
—2BIx*x* = 2(1 — A)x*> =0,
ou A est le parametre.

Définition 4. Soit n une surface donnée par (14), (75). Alors toute quadrique (77)
sera appelée quadrique de Lie au point M € 7.

Les coordonnées locales du centre S de toute quadrique non-dégénérée du faisceau
(77) peuvent étre déterminées & partir des équations

(78) [1—h=21+h)]x* +A4x°=0,
[1—h—i1+n)]x"+ — Bix* =0,
Ax! —Bix* + (—ay + b x> =1—-1.

D’aprés nos hypothéses, I'expression 1 — h — A(1 + h) est différent de zéro,
de fagon que nous avons pour les coordonnées locales du centre S

(19) = BA1 — %) ’
2ABA + (—a} + Ab3)[1 — h — A1 + h)]
o —A(1 = 2)
* " 24BA + (—a) + Y[ —h— A1+ h)]’
- (1 =)t —h— 21+ h)]

* T 24BA + (—al + b2 [1 —h — (1 + k)]’

Définition 5. Le systéme des droites joignant le point M aux centres des quadriques
de Lie non-dégénérées sera appelé systéme des normales de Lie de la surface =.

Théoréme 2. Si, en particulier, ’espace donné U5 est un espace droit, alors en
tout point M de la surface n (donnée par (14), (41)) il existe une, et une seule,
quadrique de Lie, donc aussi une et une seule normale de Lie.

Démonstration. Dans I’espace affin droit, les expressions VM, VI, sont des
différentielles complétes. Les fonctions a§, bg, a%, b* doivent donc remplir les conditi-
ons d’intégrabilité

(80) as, — b, = boa' — agh’, af, — bj, = byl — azbi.
Des équations (80;) nous obtenons pour k = 1,2, 3

(81) 2a} = 2b}, 2b? = 24}, a3 = b; oubien h =0,
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et des équations (80,), nous obtenons pour les couples d’indices (1,3) et (2,3)

(82) ay—ay+b3=0, by—bi+ay=0
ou bien, comme il résulte des équations (81),
(83) ay—al+ai=0, b3—bi+bl=0.

Si nous retranchons enfin les équations (83,) et (81,), ou encore (83,) et (81,), nous
obtenons
(84) a= —2b, b= —2a%

de sorte que les coefficients de x'x*, x?x>, x> dans les équations (67) et (68) des
quadriques Q, et Q, sont les mémes. Il reste encore & montrer que les coefficients
de (x*)* sont aussi égaux. Des conditions d’intégrabilité (80), il découle pour les
couples d’indices (1,1), (2,2) et (3,3) que 'on a

1 1 2 1 31 2,1 2 2 12 1.2 3,2
(85) ay, — by, = bia; + bja; — aib,, a3z, — b3, = byay — a,by — a3b3,
3 3 2.3 1,3
ay, — b3y, = bia; — a3by
de sorte que

(86) a, — b, = 2b5 — 2aj.

En différentiant les équations (84) par rapport & v, ou u resp., nous avons
(87) 2a, - 263, = a, b,

c’est-a-dire

(88) al, + al = b2, + b3.

Comme nous avons (cf. les équations (81))

(89) ala? = b2b!

Iégalité des coefficients de (x*)* dans les équations (67) et (68) découle directement
de I’égalité (88); notre théoréme est donc démontré.

Théoréme 3. Dans Pespace U5 général, les normales de Lie de la surface m au
point M se trouvent dans le faisceau de droites, situées dans le plan ¢, a 'équation

(90) x'A(1 + h) + x*B(1 — h) + xAB = 0.

Démonstration. Les centres des quadriques de Lie correspondantes se trouvent
tous sur la droite p aux équations paramétriques (79). Le point M et la droite p
déterminent le plan ¢ cherché. Ainsi la premiere partie du théoreme 3 est-elle démon-
trée. Dans le plan ¢ se trouve également la droite p” dont voici les équations para-
métriques:

x! =B, x*=—-A4, x*=1-h—-21+h),

de fagon que le plan g est donné, par les équations paramétriques

(91) x!'=aiB, x*=—oaAd, x*=ofl —h— A1+ h)].
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En éliminant les paramétres o et A nous obtenons ’équation (90), ce qui achéve la
démonstration.

Dans les calculs précédents, nous avons supposé I'expression 1 — h — A(1 + h)
différente de zéro. Dans le cas ou

(92) 2= —=h)1+h),

la quadrique correspondante du faisceau (77) se décompose en deux plans: x* = 0
et le plan ¢ a I’équation

(93) [—(1 + h)a) + (1 — h)b3] x® + 24(1 + h)x" — 2B(1 — h)x* —4h =0,

le plan 6 contenant la conique commune aux quadriques Q, et Q,.

Considérons maintenant de plus prés comment peuvent étre situés les plans ¢ et o.
Le plan ¢ coupe le plan tangent a la surface = en une droite m, le plan ¢ le coupe en
une droite n. Si nous désignons par A et B les points d’intersection de la droite n avec
les tangentes asymptotiques et par C le point commun aux droites m et n, nous avons
le résultat suivant:

Le rapport des segments AC : BC est égal a —1.

La démonstration peut étre faite p.ex. par le calcul direct des coordonnées des
points A, B, C a partir des équations (90) et (93). On peut procéder aussi de la fagon
suivante: Construisons le plan ¢, parallele ou plan ¢ et passant par le point M.
Le plan ¢’ coupe le plan tantent en une droite n’ dont voci I’équation

Al + hyx" — B(1 — h)x* =0;
I’équation de la droite m est

A(l + h)x" + B(1 — h)x* = 0.
Il découle des deux équations que les tangentes asymptotiques forment avec les droi-
tes m, n’ un quaterne harmonique. Comme la droite n || n’, le rapport AC : BC est
égal 3 —1.

Comme nous voyons des équations (67) et (68'), le troisiéme axe de coordonnées
coupe les quadriques Q,, Q, en deux points G, H, dont les coordonnées sont données
par les expressions

x3 = —2/ay, x> = —=2/b}.
Donc le rapport GM : HM égale b3/a}. Cela fait voir également la signification géo-
métrique des invariants a3, b3.

4. Dans I'espace local d’un point M de la surface n considérée ((14), (75)), soit
donnée une quadrique Q a ’équation
(59) ay (x')? + ayy(x?)? + az3(x®)? 4 2a,,x'x? + 2a,,x'x> +
+ 2a,3x%x3 4 2a,,x" + 2a,,x% + 2a3,%° + a4, = 0.

Définition 6. La quadrique Q donnée par ’équation (59) sera appelée quadrique
osculatrice de la surface 7 ((14), (75)) au point M, € 7 si elle contient I'élément du 2°
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ordre de chaque courbe 7o que I'on obtient en developpant une quelconque courbe
ycn, Mgeny.

Pour les coordonnées du point M de la courbe y,, nous obtenons a l'aide des
équations (57), (58) les développements suivants
(94) x' =u + du(a} + by’ + ') + ...,

x2=uv + 2P+ B+ val + ) 4., XD = w2+

En substituant les expressions (94) dans I’équation (59), nous avons
(95) a4 + u(2ay, + 2a,,0") +

+ uayy + ay,() + ay(.) + V(2415 + 2a3,) + v'2ay,] + () + .=
Pour que la quadrique Q soit une quadrique osculatrice, il faut et il suffit, d’apres
la définition 6, que les coefficients de (u)°, (u)', (u)* s’annulent identiquement pour
toutes les directions v’. Comme cela, nous obtenons pour les coefficients a;, de I'équa-
tion (59) les conditions
(96) Aag = dy4 =dpa =0ay; = a3, =0, ay; +a3 =0.
Si nous posons encore a,, = 1, alors I’équation de la quadrique osculatrice Q devient
(97) a33(x*)? + 2x'x% + 2a,3x'x% 4+ 2a,3;x°x7 — 2x* =0,
ou ass, dy3, d,3 sont des parametres arbitraires. Nous avons donc le

Theoréme 4. Dans U, général, il y a o® de quadriques osculatrices d’une surface n
en un point M.

Les tangentes aux asymptotiques u = const aux points de la courbe asymptotique u
déterminent une surface réglée I, (voir la définition 3). Tout plan déterminé par
I’axe des x* et par un point N(4, u, v)'?), & I’équation
(98) ! —Ax* =0,
est tangent A la surface I1, au point K(0, vA™'(1 — h)™', 0). En effet, remplagons
la surface IT,, par un de ses 00> hyperboloides de contact

(99) ap(x")? + as3(x*)? + 2x'x% + 2a,,;x'x* =21 — h)7'x* =0;
la conique déterminée par les équations (98 , (99) se compose de deux droites dont
les projections dans le plan x' = 0 sont les droites

(100) x* =0, (ayAv 2 +az; 4+ 24,347 ") x> + 2007 'x* = 2(1 — h)™! =0,
le point d’intersection commun des droites (100) est évidemment le point de contact K
du plan (98) avec la surface IT,, que nous avons cherché.

D’une maniere tout a fait analogue, le plan donné par I’équation
(101) vx? — ux® =0,

12) Nous supposons que le point N(4, x, ¥) ne se trouve pas dans le plan tangent a la surface =,
c’est-a-dire que » & 0.
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et qui passe par le point N(4, g, v) et par 'axe des x', est tangent a la surface IT,
de la définition 3 au point L(ve™'(1 + h)™*, 0, 0).

Définition 7. Soit 7 la surface déterminée par (14) et (75). Soient M, N, K, L les points
donnés par leurs coordonnées locales resp. (0,0, 0), (4, u, v), (0, vA~'(1 — h)~*,0),
(vu='(1 4+ h)~',0,0). La correspondance biunivoque qui associe la droite p = KL
a la droite p = MN sera appelée correspondance K; nous avons donc Kp = p.

Outre cela, la polarité P, déterminée par la quadrique osculatrice (97) associe a la
droite p la droite p* dont I’équation est

(102) x> =0, x'(u+ a;3v) + X} + azv) +

+ x*az3v + ay3d + ayap— 1) —v=0.
La droite p* peut étre donnée p.ex. par les points K'(0, v/(A + a,3v), 0) et L(v/(n +
+ a;3v), 0, O). Les coefficients a3, a3 peuvent étre choisis de telle fagon que I’on

ait K = K’, L= L. En effet, il suffit de poser a,3 = ph/v, a,5 = —Ah/v. Dans ce
cas, nous aurons pour toutes les droites p (voir la définition 7)

(103) Kp = Pp, Cest-a-dire p = p*.
1l est possible de résumer nos résultats en

Théoréme 5. Dans N, général, a chaque droite p passant par un point M de la
surface n ((14), (75)) et qui ne se trouve pas dans le plan tangent a  correspondant,
on peut associer o' quadriques osculatrices a I'équation

(104) as3(x*)? 4+ 2x'x* + 2hpwy 7 'x'x? — 2hAvT X3P — 2x3 =0

d’une telle maniere que la polaire p* conjuguée a la droite p par rapport aux
quadriques (104) coincide avec la droite Kp.

Théoréme 6. Dans les conditions du théoréme précédent, les centres des quadriques
(104) se trouvent sur une droite o passant par le point M.

Démonstration. Les coordonnées locales des centres des quadriques (104)
vérifient les équations

(105) x2+ hw Ix3 =0, x' —hvx*=0,
huv™1x! — hAv™1x? + a33x3 — 1 =0.

Les deux premiéres équations ne dépendent pas du parametre a;; et déterminent la
droite o cherchée. Les plans (105,), (105,) passent par le point M, donc la droite o
passe également par M, c.q.f.d.

Définition 8. La correspondance biunivoque qui associe a la droite considérée p
de la définition 7 la droite o du théoréme 6 sera appelée correspondance T; on a donc
Tp = o.
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Théoréme 7. Soit n, la droite a I'infini du plan tangent a la surface © en un point
M e, la surface n étant déterminée par (14) et (75). Alors la normale principale
de la surface n en M est la droite K™ 'n .

Démonstration. La droite p est déterminée par les points K et L dont les coor-
données homogenes sont [0, v,0, A(1 — h)] et [v,0,0, u(1 + h)] respectivement.
Si p est la droite impropre du plan tangent, on a A(1 — h) =0, p(1 + h) = 0.
Or, d’apres (43), nous avons |h| + 1, donc 1 = u = 0 nécessairement, c.q.f.d.

Définition 9. La surface n soit donnée par (14), (75). Le faisceau de quadriques
a I’équation
(107) a;(x*)? + 2x'x? —2x* =0,

que Pon peut associer a la normale de la surface © suivant le théoréme 5 sera appelé
faisceau de quadriques de Darbous.

Théoréme 8. Les centres des quadriques de Darboux en un point M de la surface n
((14), (75)) se trouvent sur la normale principale en M € m.

Démonstration. A l'aide des équations (105), nous obtenons pour les centres
des quadriques (107) les conditions suivantes

x> =0, x!'=0, a;;x>=1,

de sorte que le centre d’une quelconque des quadriques de Darboux se trouve sur
le troisieme axe de coordonnées du repere local, donc sur la normale principale.

Nous allons montrer encore un autre propriété de la normale principale et qui fait
apparaitre les rapports qui existent entre la normale principale et le faisceau des
quadriques de Darboux.

Théoréme 9. Supposons que la surface n ((14), (75)) ait une torsion non-nulle.
Alors la condition nécessaire et suffisante pour qu’une droite p coincide avec la
droite Tp (voir la définition 6) est que p soit la normale principale de la surface =.

Démonstration. a) Soit p la normale principale. Alors A = p = 0 et la droite
correspondante Tp = o sera en vertu des équations (105), donnée par les équations
x'=0,x2=0.

b) En général, la droite p est déterminée par les coordonnées 1, p, v, tandis que
la droite o a les coordonnées hA, —hpu, v. Pour que les droites p et o coincident, il
faut et il suffit que ’on ait

(108) A=khi, pu=—khu, v=kv,

ou k est un facteur de proportionnalité différent de zéro. Comme il s’agit d’une
surface a torsion non-nulle, les équations (108) ne peuvent &tre vérifiées que si 4 =
=p =0, cq.f.d.
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5. Dans la suite, nous voulons comparer nos résultats précédents avec ceux de V.
D. IzmaiLOFF (voir [9]). Il s’agira surtout de la connexion induite par la connexion
de I'espace U, sur la surface normalisée n = ;. Le probléme de la connexion inva-
riante induite a été déja traité par V. HLAVATY et F. Nozi¢ka (cf. [7], [8]).

Rappelons tout d’abord quelques résultats concernant les notions de dérivée
covariante mixte et de connexion induite (voir [1], p. 139).

Soient données deux variétés élémentaires I et N de dimension n et n — 1 respecti-
vement. Les points de I’espace M ou N soient donnés, rapportés aux systémes de
coordonnées correspondants, par les coordonnées x!, ..., x"etu!, ..., u"~'. A chaque
point (u', ..., u"" ") soit associé d’une fagon univoque un point (x', ..., x") par les
équations

(109) xt=xiu', o umY), i=1,.,n.
Considérons les fonctions polylinéaires z = f(x, y,...) d’arguments vectoricls,

ou les vecteurs x, y, ... appartiennent aux espaces M, N. Dans chacun des espaces M
et M soit donnée une connexion affine, déterminée par les formes de Pfaff w*, ou

v
resp. wf(a, B=1,...,n —1). Si nous avons dans I’espace M une courbe y, nous
déterminons la différentielle de la fonction z = A4,; v*w'..., sous ’hypothése que
les vecteurs v* (ou w', resp.) se transforment parallélement par la connexion de I’espa-
ce M, ou M, respectivement. Nous avons
v . .
dv* = — ojt?, dw' = — oWk,
de sorte que la différentielle cherchée a la forme
A\ .
dz = (d4,;... - ngﬂi... — O Ay, ) UW ..
Donc, la différentielle dz est une fonction polylinéaire des veeteurs v*, w', ..., .
Le tenseur
v ﬂ k
0A, = dA,; . — CUaAai... — wiAg...
sera appelé différentielle absolute mixte. Si nous exprimons les formes de Pfaff
correspondantes a I’aide des coefficients de la connexion, alors
k_rk dxd oof = TP dy’
o =I';dx, o, =T,du’,
ou bien, compte tenu de (109),
_ox!
ou*

Dans ce cas la différentielle absolue mixte peut étre écrite sous la forme

ot = Ir'*;Bidu* ou B

JrTa a

VB I ..
6Aai... = (ayAai... - FvaAﬂi... - FjiAak...B;) du”.
L’expression
- 1B K j
DyAai... - a*,'Aazi‘.. - FyaAI:h‘.,. - FyiAak... B;
sera appelée dérivée covariante mixte.

Soit M = M. Alors les équations (109) déterminent une hypersurface dans 9.
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Définition 10. Unc hypersurface 7 aux équations (109) dans une variété élémentaire
n-dimensionnelle sera dite normalisée si en chacun de ses points M(u', ey u""‘)
on sc donne un vecteur n' tel que le déterminant

[Bi,....B,f,n']*0.

Sur I’hypersurface 7 soit donnée une courbe y par les équations

(110) u*=u(t), a=1,...,n-1,
alors le vecteur tangent & la courbe (110) a les composantes
. i i du® X
(111) o= I 0 dut i
dt ou* dt

Les équations (111) associent & chaque vecteur tangent v* un vecteur v' de I’espa-
ce M. En général, on trouve évidemment que le vecteur v soumis & un transport
paralléle dans la connexion affine déterminée par les coefficients I'}; ne reste pas
vecteur tangent a I’hypersurface n.

Définition 11. Sur une variété élémentaire n-dimensionnelle, ayons une hyperslvxr-
face normalisée suivant la définition 10. Nous dirons que la connexion affine I},
de I'hypersurface 7 (cf. [1], p. 146) est induite par le vecteur n', lorsque
(112) D,B; = b,,n'.
Ici le symbole D, désigne la dérivée covariante mixte par rapport aux connexions
v
Il et I

En écrivant explicitement les équations (112), nous obtenons

(113) 0,B! — I'* By + I'',B*B} = b, n'.
Soient E’{ des fonctions vérifiant les équations
(114) BB =8¢, nB*=0.

Alors les équations (113) donnent pour la connexion induite Iv‘fa les formules (cf. [1],
p. 147)
(115) I}, = (2,B) B! + r',BBIB! .

Revenons a Iétude de la surface n = U, donnée par (14) et (75). Si le repére
{M(u,v), I, 1,, 1} est spécialis¢ d’aprés les équations (75), nous obtenons a partir
des équations (5)

(116) VM = du' I, + du’ I, + du’l;,
VI, = (I, du' + I}y du? + T3 de®) 1+ (Bdut + T3 du?) 1, +
+ [(1 + h)du® + I'3] du’] 15,
VI, = (I}, du? + Ty, du’) 1y + (T, dut + I3, du?® + I3, du?) 1, +
+ [(1 - h) du' + I3, du®] 15,
VI, =TIl du*l,,

261



de sorte que I'on a
(]17) r%lzﬂ’ r§1=0’r:1”1=07 r§1=1+h’r}2=0’
I3i,=1—-h, I;,=0.

Les équations (14) de la surface n donnent

(118) , Bl =L, B.=0.

Les équations'?)

(119) Bim; =0

dont une solution particuliere est p. ex.

(120) m =0, my,=0, my=1,

déterminent le champ du covecteur tangent, a une fonction scalaire A prés. La solution
générale des équations (119) a la forme

(121) m =0, my=0, my=21.
Formons maintenant I’objet
w,p = Blym; = (9,B} + G BiB}) m;
ou :
je = 2T + Tiy) -
Dans notre cas, nous avons évidemment
(122) |4 = t(l) (]))
Ecrivons ensuite N
By = 03B, + I'yBiBj ;
alors la connexion Iv"Zl, sur la surface m pourra étre écrite, compte tenu des équations
(115), sous la forme
(123) Iy = ByB]
V. D. Izmailoff détermine les fonctions inconnues B & partir des équations
(124) B, = o0, BLBI =T,
ou 'objet I', se transforme par un changement de coordonnées suivant les équations
e o e
four  out ouout
Outre cela, il faut déterminer I'objet I', indépendemment de la solution (120). M.

Izmailoff détermine alors I'objet I', remplissant les deux conditions a I'aide des
équations

(125)  T,=T,-mn,,

I, =T

a
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ol
(126) T, =0,In/|o|, =, = s (DED}B)) m; + ko™ (DiDyBi) m;,
les symboles DX désignent ici la dérivée covariante mixte par rapport aux con-

nexions G}k et {:ﬂ} . Les expressions {;ﬁ} sont les symboles de Christofell, leur

base est le tenseur symétrique w,g; s + k = —(n — 1)/(n + 1). Nous avons donc
(127) n, = sw* |8, 0,BL — [0 B} + G BiB}| —
i o R ‘o \YpPa lﬂa ] JjkPap

3 {aya} ((7,,3; _ {/}Q/} Bi + G}kB’;B{;) + G;k(Bi()ﬂBz - {ffa} B; + G'J:BiBZ)] m; +

aff Api_ )@ i i'kj_Jy i )0 pi i pkpil _
+ kw [8,} (c,,Ba {oa} B, + GJkBaB,,) lﬁ‘f 0,B, 2o B, + G B.B,

b i Q i i pkpil o i i k Q k k
— {[}a} (a‘,By - {Gy} B, + ijByB{,) + GuB} (a,Ba - {M} B, + G,“,B;’Bg)] m; .

Dans notre cas particulier, tous les symboles de Christofell égalent zéro, de sorte que,
en vertu des équations (118) et (120), les équations (127) se simplifient considérable-
ment et deviennent )

(128) n, = sw[0,G}, + GL,Gay] + ko?[0,G), + GG, ]

De (122) nous obtenons

(129) || = 1

on a donc

(130) 7, = 25(3,G3; + G2, Gi, + G,G1, + G4G1,) + k(3,G), + G3,Gi, +
+ G3,Gi, + G33G3, + 0,GJ, + G{,Gy, + G1,G3, + 6?36?’.0‘)'

Commen = 3,onak = —; — 5. En substituant les coefficients de la connexion F'i‘j
de (116) dans les équations (130), nous obtenons

(131) mo= = T+ s) + (s = D13 + Iy +T3),
My =—TI5(;+s)+Gs — DI + I35 +T3,).

Comme T, s’annulant, les équations (125) donnent
(132) Fl=F},(;—}—s)—%—(%—-;s)(l"}z-i—l"%+F§1),
My =T3,(3+5)+ (4 —35)(Tyy + T35 +T3,).

263



A présent, il est aisé de déterminer a I'aide des équations (124) les expressions E‘}';
un calcul direct donne

(133) Bi=1,B,=0B=0B;=1,
Elz(s—%)F§2+(%—%S)(F;1+F23+I’§2)
’ 1—h
§§=(S—%)I"il+(%—%S)(F§1+Fg3+l“§2).
1+h

Le vecteur n’ correspondant, qui induit sur = la connexion (123), sera déterminé
a l'aide des équations (114,)

n'B} + n?B. + n®B, =0, n'B}+ n’B:+ n’B}=0,
de fagon que I’on a
(134) n':n?:n®=—Bl:—B2:1.

Définition 12. Soit 7 la surface déterminée par (14) et (75). Les droites de I’espace
local ™A, passant par le point M e et déterminées par le vecteur (134) seront
appelées normales d’Izmailoff de la surface n en M. (Elles appartiennent évidemment
a un méme faisceau).

Si nous considérons la surface 7 comme une variété de Konig (cf. la note 6), alors
il se pose la question de savoir s’il existe parmi les normales d’Izmailoff une qui soit
indépendante du mode de I'immersion. La réponse est donnée par le théoréme suivant.

Théoréme 10. Dans le faisceau de normales d’Izmailoff (données par (134)) il
y en a une et une seule normale indépendante du mode de I'immersion, c’est la
normale principale.

Démonstration. Pour qu'un des vecteurs (134) soit indépendant du mode de
'immersion il faut et il suffit que le coefficient (5 — 3s) de I'3,, ou I'}, respectivement,
égale zéro. Or, on a dans ce cas-1a, BY = 0, B2 = 0, c.q.f.d.

Pour terminer, nous allons montrer encore la signification géométrique du vecteur

(cf. [9], p. 174)
i a8 | pi g i
ool 5}
Nous avons la relation

(135) n' =3Iy, n* =3I, n’=1.

On sait bien (voir p.ex. [3], p. 105) que la normale affine d’une surface © dans
I’espace affin droit est déterminée par le vecteur
M

Ou ov

(136) k
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ol M = M(u, v) est ’équation de la surface m rapportée aux paramétres asymptoti-
ques u, v. Or, dans un espace a connexion affine, on a

*M + *M
udv  oudv
Plus concrétement, nous avons
M *M
(137) K, =§;’}5; =Bl (L R k= S = a (1= R

Les vecteurs k,, k, avec le point M déterminent un plan dont I’équation est
(138) x'a3(1 + h) + x?bj(1 — h) — x*bja3 = 0.

Théoréme 11. Soit n une surface déterminée par (14) et (75). Alors la normale
déterminée par le vecteur (135) est située dans le plan (138).

Démonstration. Il résulte des équations (135) et (16) que I'on a
(139) n'=12bl, n?=3a}, n*=1.

En substituant les valeurs (139) dans (138), nous obtenons immédiatement le résultat
désiré.
Le plan (138) coupe le plan tangent a la surface = en une droite dont I’équation est

(140) x'aj(1 + h) + x*bi(1 — h) = 0.

Théoréme 12. La surface = soit donnée par (14) et (75). Alors le rapport anhar-
monique H des droites passant par le point M et déterminées respectivement par
les vecteurs ky, ky, (135) et par I'équation (140) est H = —(1 — h)/(1 + h).

Démonstration. Projetons les droites en question dans le plan tangent, paralle-
lement au vecteur I;. En vertu de (137) nous obtenons ainsi les droites

(141) x*=0, x' =0, x'a} —x?h} =0, x'a3(1 + h)+ x?*b}(1 —h) =0,

dont le rapport anharmonique est évidemment le méme que le rapport anharmoniqué
des droites du théoréme 12. Or, on voit immédiatement que le rapport anharmonique
des droites (141) est

H=—(1-h)/1+h),
c.q.f.d.

Le présent travail a été préparé au centre scientifique de la chaire de mathématiques et de géo-
métrie descriptive de la faculté de Construction de I’Ecole Polytechnique de Brno, en particulier
au séminaire de géométrie différentielle du Professeur J. KLAPKA. Il traite un probléme posé
par M. A. Svec de Prague.

L’auteur profite de cette occasion pour remercier tous ceux qui ’ont aidé pendant la prépara-
tion de ce travail, en particulier Prof. J. KLAPKA, MM. A. Svic et V. HAVEL.
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Pesome
K TTPOBJIEME OBOBLIEHUA APOUHHON HOPMAJIU

VIOCE® I'ABEJIKA (Josef Havelka), BpHo

B paboTte 00001IaIOTCS HEKOTOPBIZ TeoMeTpudeckue NocTpoeHus adduHHON
HOpMaJIi MOBEPXHOCTH MJIockoro ad@uHHOrO MNpPOCTpaHCTBA Ha cllydail, Koruga
MMOBEPXHOCTD 7t ITOrPYXKeHa B TPEXMEPHOE MpocTpatcTBO U5 ¢ ahhUHHOMN CBI3HOCTBIO.
[pu nomoruu moctpoenust Jemysena ([10] wmu [2], crp. 188) apduunoit Hopmau,
06006wennoro Ha npocrpacTso U3 ¢ apPUHHON CBSI3HOCTbIO, CTPOMTCA T. Has.
IJIaBHAasE HOPMaJsIb MOBCPXHOCTH 7. JlOKa3bIBAIOTCS HEKOTOPBIC IEOMETPUYECKHC
CcBOIICTBA IJIABHOI HOPMAJTH TIOBEPXHOCTH T B CBA3H C kBaapukamu Q, u Q, (moctpoe-
HUsL kBaApuk Q, 1 Q, BIOJHS aHAJIOIMYHBL HOCTPOEHUIO kBaapyku JIM B miiockom
adduHHOM TPOCTPAHCTBS ¢ TOM PAa3HOCTBIO, YTO B NPOCTPAHCTBE CO CBA3HOCTLIO
kBaapuk Q, v Q, He COBIANAIOT) M CO CBSI3KOM T. Ha3. keaapuk JapOy. [Tomyuen-
HBIe pe3yJbTaThl CpaBHUBalOTCA ¢ paboToit [9], M MoKa3bIBACTCA, YTO IJIABHOM
HOPMaJIbIO MOBEPXHOCTH 7 OyaeT Ta HOopMallb M3 CBSI3KM HOopmasleil M3maiinosa,
KOTOpasl sIBJISICTCS HE3aBUCUMOH OT Crocoba MOrpyXeHusl MOBEpXHOCTU 7 B IpO-
crpauctso Y. ‘ :

-
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