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UBER DAS ERWEITERTE MAXIMUMPRINZIP

RuDOLF VYBORNY, Praha

(Eingelangt am 2. April 1962)

In dieser Noie werden wir einen Satz ableiten, der bei den Eindeutigkeits-
sdtzen fiir die dritte Randwertaufgabe fiir partielle Differentialgleichungen
eine Rolle spielt.

Es sei G eine offene Menge des n-dimensionalen euklidischen Raumes, G der
Rand und G die abgeschlossene Hiille der Menge G. Ein fiir alle mal setzen wir
voraus, dass die Funktionen a;;, b;, ¢ (i,j = 1,2, ..., n) in G definiert sind und

¢(x) £0 fir xeG

ist. Zur Abkiirzung wird der Differentialausdruck

n n
Y agui; 4+ ) bui + cu
i,j=1 i=1
als L(u) bezeichnet. Ferner wird vorausgesetzt, dass die quadratische Form Y a, Ak
fiir jedes x € G positiv semidefinit (oder definit) ist.

Es sei x° € G ein Punkt, in welchem die Funktion u ein positives Maximum erreicht,
und es gelte

. | L) 20

in G. Dann kann man unter gewissen Voraussetzungen, wie zum Beispiel unter der
Annahme, dass L elliptisch und dass G geniigend glatt ist, behaupten, dass

0 o 2

im Punkt x° ist, falls diese Ableitung iiberhaupt vorhanden ist. Aus diesem Satz
kann man zahlreiche Folgerungen zichen. Es wurde zum Beispiel von O. A. OLEINIK
gezeigt, wie man aus diesem Satz nicht nur Eindeutigkeitssétze fiir die zweite und
dritte Randwertaufgabe, sondern auch die stetige Abhdngigkeit der Losung von den
Koeffizienten beweisen kann (vergleiche auch [5]).

Ein Satz, der die Giiltigkeit der Ungleichung (1) sichert, ist von O. A. OLEINIK [1]
und E. Hopr [2] fiir elliptische Gleichungen-und von A. FriepmaN [3], C. Puccr [4]
und von mit [5] fiir parabolische Gleichungen bewiesen worden.
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In der letzten Zeit sind noch allgemeinere Resultate von M. Krzyzaxski [6]")
und A. D. ALEXANDROV bewiesen worden. Von A. D. Alexandrov [7], [8], [9], [10]
stammt eine ganze Reihe von Arbeiten iiber das Maximumprinzip. In diesen Arbeiten
sind bedeutende und sehr allgemeine Resultate erzielt worden, nicht nur was den
Rand anbelangt, sondern auch was die Koeffizienten die Funktion u selbst und die
Voraussetzung ¢ < 0 betrifft.

Um unseren Satz aussprechen zu konnen, miissen wir vorerst einige Definitionen
angeben.

~

Definition 1. Wir bezeichnen die Menge G als zuldssig, falls eine Funktion g
vorhanden ist, die folgende Bedingungen erfiillt:

1) g istin G stetig und in G zweimal differenzierbar und die partiellen Ableitungen
erster Ordnung von g sind in G beschriankt (|gi| < M).

2) g(x) > 0 in G und es gilt die Aquivalenzrelation
g(x) =0 < xeG.

Definition 2. Es sei G eine zuldssige Menge und x° € G. Wir sagen, die Bedin-
gung E (in bezug auf die Funktion g) ist im Punkt x° dann erfiillt, wenn

lim inf Ya;;gi9; > 07?)
ist.

Definition 3. Es sei G eine zuldssige Menge und x° € G. Wir sagen, im Punkt x° ist
die Bedingung B erfiillt, falls es eine solche Funktion B gibt, bei der folgende Bedin-
gungen bestehen:

1) B(x) ist fiir 0 < 7 < 7, definiert;
2) B(r) ist positiv und stetig;

3)j B(t) dt < +o0;
-~ Jo

4) limsupM <1 fir i=1,..,n
B(g(x))
5) Iiminfm > —1;
B(g(x))
6) lim supw <1 fir i,j=1,...,n

B(g(x))

Definition 4. Es sei G eine zulissige Menge und x° € G. Wir sagen, dass ein Halb-
strahl I, der von x° ausgeht, mit der Normalen im Punkt x° einen spitzen Winkel im

‘) Den Antrieb zu dieser Note gab das Manuskript von [6] und eine Diskussion mit Prof. K.
KRrzyZANskI, dem ich auf diese Weise meine Dankbarkeit ausdriicke.

2) Die Zeichen lim inf und lim sup bezichen sich auf den Grenziibergang x — x°

, XEG.
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verallgemeinerten Sinne (in Bezug auf die Funktion g) bildet, falls folgende Bedin-
guhg erfiillt ist: :
Es gibt eine Umgebung ¥ von x° und eine positive Zahl a so, dass die Unglelchung

L 29 > a
fiir x € V N [ besteht. )

In dieser Ungleichung bedeuten [; die Richtungskosinus des (orientierten) Halb-
strahls 1. ‘

Es kann vorkommen, dass keine Normale im Punkt x° existiert, wenn der Halb-
strahl [ einen spitzen Winkel mit der Normalen im verallgemeinerten Sinne bildet.
Aber es gilt: Falls grad g stetig und 0 in G ist und falls der Halbstrahl mit der
Normalen n einen spitzen Winkel bildet, dann bildet ! mit n einen spitzen Winkel im
verallgemeinerten Sinne.

Satz. Es sei G eine zuldssige Menge. Im Punkt x° € G seien die Bedingungen E
und B erfiillt. Der Halbstrahl | bilde einen spitzen Winkel im verallgemeinerten
Sinne mit der Normalen. Es sei u stetig in G, zweimal differenzierbar in G,u(x) <
< u(x®) fiir x € G, x + x°; endlich sei u(x®) > 0 und L(u) = 0 in G. Dann gilt

_ 0
@) lim sup u(x) — u(<?) <0
x'#xlo !x - Xol

(|x — x°| bedeutet den Abstand der Punkte x, x°).

Bemerkung 1. Ist ¢ = 0, dann kann man die Voraussetzung u(x°) > 0 fallen
lassen.

Bemerkung 2. Fiir einen parabolischen Operator Lder Form

L(u) = Zau U+Zbu—u + cu

i,j=1
ist die Voraussetzung ¢ < 0 iiberfliissig.

Bemerkung 3. Falls die Normalenableitung du/on im Punkt x° vorhanden ist,
dann folgt die Ungleichung (1) aus (2).

Bemerkung 4. Selbstverstindlich gilt ein analoger Satz fiir ein negatives Mi-
nimum.

Bemerkung 5. Man kann beweisen, dass die Bedingung u(x) < u(x°) fiir x = x°
x € G durch die schwachere Bedingung u(x) < u(x°) fiir x € G ersetzt werden kann
falls grad g in x© stetig ist.

Beweis. Wir setzen © = g(x). Sei U eine Umgebung des Punktes x° dle S0 gewahlt
ist, dass :

Yaigig;> B, o
|bix)| < B(x), |aygi;| < B(x), e(x)7> — B(x)
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fiir xe U n G gilt. Dabei bedeutet B eine positive Konstante. Sei a = B/(2(n* +
+ nM + 1)). Wenn es nétig ist, verkleinern wir U so, dass noch

(€) j B(1)dt < «
0

fiir x e U n G gilt. Nun definieren wir eine Funktion & durch die Gleichung

h(x) = J B(t)(t — t)dt + at.

0
Fiir diese Funktion gilt L(h) > 0 fiir x e U n G, was aus den Ungleichungen
L(h) = B(x) ), aygig; + &) ( Zlaijg’i/j + ) bigi) +
i,j=1 i,j= i=1
+ ch > B(t) [B — &(t) (n* + nM + 1)]
folgt. Dabei haben wir der Abkiirzung halber
g(r) = j B(t)dt + o .

0

gesetzt. Infolge (3) und der Wahl der Zahl « ist die eckige Klammer positiv.

Weiter wollen wir uns mit der Funktion v = u + nh beschiftigen, in der # eine
positive Zahl bedeutet. Fiir die Funktion v gilt

Liv) 2 nL(h)>0.
Deshalb kann v kein positives Maximum in G n U erreichen. Fiir x e U n G gilt
o(x) < u(x);

diese Ungleichung besteht auch fiir x € U N G, falls n geniigend klein ist, und es gilt
v(x°%) = u(x°). Daher gilt

v(x) <u (x°)

fiir x e U n G. Durch eine leichte. Umformung bekommen wir

(4) - Cue) —u) _ hC) = h)

]x - x°| Ix - x°|

Nach Voraussetzung gibt es ein 6 > 0 derart, dass fiir jedes x € [ mit |x - x°| <9é
die Beziehung

h(x) — h(x°) > ag(x) = a|x — x°| Yg5(x") I; > aa|x — x°|

besteht. Aus (4) folgt jetzt (2) durch Grenziibergang. Der Satz ist bewiesen.
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Pe3rome

O PACIIMPEHHOM ITPMHIUIIE MAKCUMYMA

PYI0JIb® BBIBOPHBI (Rudolf Vyborny), IIpara

B paGoTe HoKa3bIBaeTCs TeOPeMa, rapaHTHPYIOLIAsi BHIIOJIHCHIE HepaBeHCTBa (2)
At GyHKIME u, KOTOpas yHOBJICTBOPsIET Ha MHoXecTBe G HepaBeHCTBY Lu = O
u HenpepeiBHa Ha G. IIpu 37oM x° 03HAYAET TOUKY, B KOTOPOM (QYHKIMS U JOCTUT2ET
CBOETO TOJIOKHMTEILHOTO MAaKCHMyMa, U | — IOJynpsiMyro, KOTopasi IMeeT Ha4ajio
B Touke x° u o6Gpa3syeT, B ompefesieHHOM OGOGIIEHHOM CMBICHIE, OCTpPBIA yroJ
C HOpMalpl0 K TpaHuIEe MHOXecTBa (. YCIIOBHs, Hajaraemele Ha omepatop L
M MHOXeCTBO G, B paboTe TOYHO CHOPMYNMPOBAHBI U COLEPKATCH, B CYIIHOCTH,
B ompepneneHusix 1—4.
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