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SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES AUX DERIVEES
PARTIELLES DU TYPE ELLIPTIQUE DU DEUXIEME ORDRE

JINDRICH NECAS, Praha— Nancy
(Regu le 1°F juin 1962)

On étudie les problémes de Dirichlet, de Neumann et de Newton a I'aide
de I’égalité de Rellich et obtient de différents théorémes sur la régularité de
la solution. Par le procédé dual, on résout les problémes en question généra-
lisés sans supposer I'intégrale de Dirichlet finie. Les frontiéres des domaines
considérés sont supposéss seulement lipschitziennes. ) s

INTRODUCTION

Le présent travail est fondé sur I’égalité de Rellich, déduite par L. HORMANDER
dans [5] et, dans un cas spécial, par F. RELLICH dans [15]. Légalité en question joue
un role important dans les estimations de L. E. PAYNE et H. F. WEINBERGER (cfT.
[14]). L’auteur a attaqué, utilisant ce type d’égalité, le probléme de Dirichlet pour
les équations du deuxiéme ordre resp. quatriéme ordre dans [9], resp. [10]. Les
solution obtenues n’ont pas, en général, I'intégrale de Dirichlet bornée. A I’aide des
espaces de Sobolev avec le poids, I'auteur a obtenu dans [11] quelques résultats sur
la régularité de la solution, trouvée dans [9].

Dans ce travail, nous nous intéressons aux problémes de Dirichlet, de Neumann
et de Newton. Notre point de départ est la méthode variationnelle et la théorie des
espaces de Sobolev. On démontre de différents théorémes sur la régularité de la
solution et spécialement des inégalités de Rellich (cfr. théorémes 1, 4, 8, 10, 14).
Par le procédé dual, on résout les problemes en question pour les conditions aux
limites qui ne fournissent pas en générai, la solution avec intégrale de Dirichlet
bornée (cfr. théorémes 2, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 11, 12, 13, 15, 16). On suppose seulement
que les domaines ont la frontiére lipschitzienne. On ne peut alors utiliser directement
les estimations ,,a priori (cfr. S. AGMON, A. DouGLis, L. NIRENBERG [1]), quoique
ces estimations soient trés importantes pour le travail. Pour quelques théorémes, on
peut affaiblir les suppositions, comme I’a fait M. J. KADLEC dans [6]. Au travail [3b]
de P. DOKTOR, la méme méthode est utilisée pour considérer les fonctions harmoniques
et leurs conjuguées. On a obtenu de cette maniére une généralisation du théoréme
de Riesz. : :
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- 1. LEMMES

1. Les espaces fondamentaux. On désigne par E, I'espace euclidien avec les coordon-
nées [Xg, X3, ..., X, |-

On considére de différentes classes de domaines bornés.

Soit k = 0 un entier, soit 0 < u £ 1. On désigne par N*® resp. N*®# les classes:
des domaines, dont les frontiéres sont des variétés k-fois continiment différentiables.
resp. k-fois continiment différentiables avec les k-¢mes dérivées u-holdériennes. On
se sert pour désormais de la notation suivante: Si Q € M*® (resp. N**) on suppose
que:

1. Il existe m systémes de coordonnées dans E, et m fonctions a, de sorte que 'on
peut représenter tout point de la frontiére sous la forme: [x,, X2, -+.s Xp—1, Qe
(Xp1s oo os Xpu—y)], €0 brévité [X,, a,(X,)]. Les ionctions a, sont k-fois continfiment.

n—1

différentiables dans ia fermeture de la boule 4, = |X,| < o ou |X,| = (¥ x7)*
i=1
(resp. les k-émes dérivées sont p-holdériennes: |D*a,(X) — D*a(Y)| £ c|X — Y[*)."}
2. I existe un nombre 0 < B < 1 tel que les points [X,, x,,], X, €4,, a(X,) —
— B < x,, < a,(X,) sont & Pintérieur de Q, tandis que les points [X,, x,,], X, € 4,,
a(X,) < x,, < a/(X,) + B sont a I'extérieur de Q.

Il est démontré au travail de I'auteur [12] un théoréme sur les domaines avec
frontieres lipschitziennes:

Lemme 1.1. Soit Q e N°*!. Soit p = 1.

Alors il existe une suite de sousdomaines Q,,Q, = Q,,, < ... (ﬁ est la fermeture
de Q), lim Q, = Q, Q. e N, En désignant par a,, les fonctions représentant la

§— 0

frontiére de Q on a:
(L1 la(X,) = a, (V)] £ |X, = Y,| pour X, Y,ed,
ol ¢ est indépendant de s,

(1.2) C L lim (sup (X)) — aX)) =0,

s= o Xpedr

da,; _ Oa, dX, =0, i=1,2..,n=1,r=12,...,m.

1.3) "lim
(13) J‘A, ox 0x

Remarque 1.1. La démonstration du lemme 1.1 est assez délicate et compliquée.
Le Lecteur qui n’aime pas les difficultés ,,inutiles* peut prendre (1.1), (1.2) et (1.3)
comme les conditions posées sur les domaines du type M-, D’ailleurs, au contraire
a la démonstration générale, dans les cas pratiques, la validité du lemme 1.1 est ma-
nifeste. B ' ‘ o

ri ri

1) On va désigner dans la suite la plupart des constaates par le méme symbole c.
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On désigne:

'Ur = E(X = [Xr’ xrn]3 X,.e Ar’ ar(Xr) - ﬂ < Xen < ar(X,) + ﬁ) N
X .

I/I' E(X = [Xr’ ‘xrn]’ XrEAr’ ar(X,-) - ﬁ < xr,, < a,(X,)) .
X

m+1
I existe une partition de I'unité de sorte que X € Q=1 =Y ¢,(X), ¢, sont indé-
r=1

finiment continiment différentiables, 0 < ¢, < 1; pour r = 1,2, ..., m les supports
des ¢, sont dans U,, pour m + 1 dans Q.

On utilise désormais souvent U,, V,, ¢, sans répéter leurs définitions.

Soit k = 0 un entier, 0 < p < 1. On désigne par C*/(Q) P’espace des fonctions
réelles qui sont continues avec toutes leurs dérivées jusqu’a P'ordre k sur Q. On
munit C®(Q) de la norme:

(14) ‘ ,ulC(k)(Q) = Z Z max

J=0 iy tirt..tin=j Xep

ou(X)

i1 iz in|"
Ox{'0x% ... 0x,"

On désigne par C#(Q) le sousespace de C*(Q) des fonctions, dont toutes les
dérivées k-émes sont y-holdériennes. On munit C***(Q) de la norme:

(15) - v ,ulc(k),“(g) = lulc(k)(g) + ,
; dux)  du(y) |
lﬁxi‘ Looxi axit.l oxin
+ su
ilfiz+;+i,.=k X*Y,X?Yef? IX — YI"

On désigne par &(Q) l'espace des fonctions indéfiniment continGment différen-
tiables sur Q, continues avec toutes leurs dérivées dans Q.

On désigne par 2(Q) le sousespace de £(2) des fonctions a support compact dans €.

Soit p = 1, k 2 0 un entier. On désigne par W “(Q) I'espace des fonctions réelles
qui sont avec toutes leurs dérivées (au sens des distributions) jusqu’a I'ordre k de
p-éme puissance sommable. On introduit dans W ¥(Q) la norme par

k ai
(1.6) |u|wp(k)g = ( Z Z J\ 4
J=0 ittiz+..tin=j J o

Po\1L
—_— dQ p
oxy' ... 0x,|

Les espaces W */(Q) sont des espaces de Banach, complets, séparables.

Pour p = 2, on obtient I’epsace de Hilbert avec le produit scalair:

. ou v
0D @owww =Y ¥ f 0.
‘ : o 0xy ,

J=0 i tigt o ti=] cen Ox, OxY ... OX)

On désigne par W¥(Q) = 2(Q) ou la fermeture est définie moyennant la norme
de W(Q). :
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Il S’ensuit du théoréme [2.1] du travail [4] de E. Gagliardo:

Lemme 1.2. Soit Q € N, Alors §(Q) = W¥(Q). (La fermeture est définie moyen-
nant la norme de W‘(,")(Q)')

Nous énongons un cas spécial du théoréme de S. L. Sobolev (pour démonstration,
cfr. p. ex. [4]):

Lemme 1.3. Soit Q e W1 p < n. Soit 1/qg = 1/p — 1/n. Alors W(Q) < W Q)
et la transformation identique de W "() dans W;°)(Q) est continue.

Soit 1/g > 1/p — 1/n. Alors la transformation mentionnée est complétement
continue.

Soit p = n. Alors Iassertion vaut pour q > 1, d’ailleurs quelconque.

Soit p > n. Posons p = 1 — n/p. Alors W’(Q) = C®*(Q) et la transformation
identique est continue.

Soit 2 € N1, On désigne par I' la frontiere de Q. Soit k = 0,1, p = 1 et f une
fonction définie sur I'. S’il vaut pour chague r = 1,2, ..., m: f(X,, a/(X,)) € W{(4,)
(cfr. définition de Q € NM®*), on dit que f € WP(I).

On munit W{°(I') de la norme

(1.8) llep("’(r) = =21|flwp<k)(A.-) .

Remarque 1.2. On peut facilement démontrer que I’espace W(I') (k = 0, 1)
et sa topologie ne dépendent pas du choix des cartes locales [ X,, x,,].
Il est démontré p. ex. dans [4]:

Lemme 1.4. Soit Qe N®'. Soit p<n, 1g=1/p—1/(n—1).(p — 1)/p. Il
existe précisément une transformation Z linéaire et continue de,W;I)(Q) dans
W(T) de la maniére que ue&(Q)=Z(u)=u. Si 1/g>1/p —1)(n —1).
-(p — 1)/p, alors la transformation Z est complétement continue.

On appelle Z(u) trace de la fonction u de W{"(Q). Dans la suite, on écrira sim-
plement u de lieu de Z(u). On désigne par W{!~/?(I') espace des traces. Par une
adaptation immédiate du théoréme 2.6 de [9] on obtient:

Lemme 1.5. Soit Q € "', Alors W(T) est dense dans WOUT).

On obtient immédiatement, en utilisant pas a pas la démonstration du théoréme
2.5 du travail [9]:

Lemme 1.6. Soit Q € N, Alors y ¢ W;I)(Q)a ue W(Q), u = 0 surT.
On a:

Lemme 1.7. Soit Q € MO 415ps

(a) on pfzzzt prolonger f de W,(,l)(l") sur W‘(,l)
de la maniére que:

(1.9)
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fS(X") = f(X" G,S(X,))‘e W:,“(A ) (cfr. lemme 1.1) et
(119 |f5|”’v“’(4r) c|f|wpm(r) >

(b) () est dense dans W(I').

Démonstration. (a) Daps ¥, on pose f.(X,, x,,) = f(X,, a,(X,)) ¢(X,> Xyn)-
Evidemment
(1.11) P

. , L

est un prolongement avec propriétés (1.9) et (1.10).

(b) Posons g,(X,) = f(X,, a(X,) ®(X,, a,(X,)) et
|2

b X -
(X ex LA
(%) = h" U ixe-vi<n Pix, |X - Y|2

qr(Y)dY

ou

K = AP
qu pIXI2 x

XeEn-1

Il est bien connu (cfr. p. ex. S. L. SoBoLEv [16]) que g,, — g, dans W."(4,) pour
h — .0 (g, & support compact dans 4,).

Soit Y, e 2(U,), ¥,(X,) =1 au voisinage du support de ¢,. Posons dans V,:
Sin(X o X,) = ¥(X,, X,,)) g.i(X,), prolongeons f,, d’une maniére évidente a Q et

posons f, = Y f,;. On a f, € £(Q) et f,, - f dans WE(I), c.q.f.d.
r=1

Lemme 1.8. Soit Qe %(3), ge WZ(O)(F). Soit [A4, 25, «.rs ,{n] un vecteur défini sur I

avec composantes dans C(T')?) et soit Z) i >c¢>0 on [vy, vy ..., v,] est le
&1

vecteur de la normale extérieure.

Alors il existe une suite v, € C*(Q) de sorte que ¥ v, A~ g dans W(T).
i=1 6x

Démonstration. Posons g, = an/n ou f,,,, sont les fonctions de la démon-

stration. précédente. On a: g, — g dans Wi”(I), g,e £(Q). On peut trouver
[A16 A20s vos Aue)s Ay = Ay dans CO(Q), A;, € C?(I) par le procédé mentionné.
Soit k, € C®)(U,), avec le support dans U,, choisie de sorte qu’on a dans les cartes

[X,, x,,] sur I': .
-1
k, = 9.0, l: Y A ,,,—‘ ey
. axri A

) Pour Qeq®: ue ¢TIy s si u(X,, a(X))e C®U ) pour r = 1,2, ..., m. La‘topologie est
évidente. . e S ’
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ol A}, sont des cartes du vecteur [Ay,, ---» 4,,] dans le systéme [X,, x,,]. Alors la
fonction
0l X, %) = (a(X,) — Xp) k(X,, X,) € CPAQ)
“etsur I':
rt

"o,
)

i=1 0X,;

Aie = 4.0, -

m

Evidemment v, = Y v,, remplit les conditions du lemme.
r=1

Lemme 1.9. Soit Qe N1 Q Iq suite du lemme 1.1 Alors il existe P, un opérateur
linéaire et continu (opérateur-prolongement) de W(Q,) dans W,(,l)(Q) de sorte que
pour X € Q= (Pu) (X) = u(X) et [P,| < c ol ¢ ne dépend pas de s.

Démonstration. Soit u e W{(Q,). Soit u, = ug,, r £ m. u, est bien définie
dans V,, et on la prolonge sur U,, par:

Xm > a(X,) = u(X,, X,,) = (X, 20,(X,) — X,) -
u, ainsi prolongée appartient & W'(U,) et a fortiori a W{')(E,). On a
(11 [y < elil,oan
ol ¢ ne dépend pas de 5. PoSONS t,, 41 = uQ,,4,. Alors u,,,, € WS'(E,) eton a

(1-12) ) Ium+1|Wp(l)(E") = C|“|W,,(l)(ns)

ou ¢ ne dépend pas de s (s assez grand; pour simplifier on suppose s = 1). Evidlemment
m+1

u = ) u, jouit en vertu de (1.11) et (1.12) de toutes les propriétés, exigées du P.
=1

r=

2. Probléme de Dirichlet. On désigne par
@.1) D= —i(a..i>+b
J

(la convention usuelle de sommation est utilisée) 'opérateur différentiel du deuxiéme
ordre. On suppose a;; € C(Q), b e CV(Q), a;; = a;; pour chaque [, &asen En] €
€E, a;¢L; = Z é?, bz 0-3)
i=1
On désigne par W~ 1)(Q) le dual de W;(@) ot 1/p + 1/g = 1.

3) On peut affaiblir les suppositions. La condition a;; = a;; peut étre supprimée et il suffit
pour beaucoup de théorémes qui suivront dans la partie II que g; ; soient lipschitziennes. (Cfr. [6].)
Pour les théorémes sur la régularité de II, cette condition parait étre trop faible.
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Probléme de Dirichlet (on dit désormais P. D.): Soit u, € W{'(Q), fe W{~1(Q).
On cherche une fonction u de W{(2) de sorte qu’il vaille

22) caeD(Q)»j( """"J+bu)dfsz((p,u)=f<<p),

(2.3) u —uge Wi(Q).
u est la solution faible du P. D.: Du = f dans Q, u = u, sur I'.

Il est bien connu, le lemme suivant (cfr. p. ex. E. MAGENES, G. STAMPACHA [8]):

Lemme 2.1. Soit Q borné. Il existe précisément une solution du P.D. et on a

24 |“|w2<1>(m C[|“0|Wz<'><9) + Ilez< ”m)]

On déduit du lemme 1.6 que pour Q € N1, 1a condition (2.3) peut étre remplacée
par ‘

2.5) u=g surlou geW"?(I).
On a le lemme sur la ,,stabilité“*)

Lemme 2.2. Soit Q borné, Q,— Q, Q, < Q. Soit uye Wi (Q), fe W{™(Q).
On a alors ug € Wi(RQ,), fe Wi~ (Q,). Soit ug resp. u la solution du P.D. sur Q,
resp. Q. Posons u(X) = uo(X) pour X ¢ Q;, X € Q. %)

Alors on a: ug — u dans W{V(Q).

Démonstration. Il suffit de démontrer le lemme 2.2 dans le cas o u, = 0.

On tire de (2.4) que |u |y, o) S ¢. Mais il suit de (2.2) que u, tendent vers u
faiblement dans Wi(Q). On a B(u — u, u — u;) = f(u) — f(uy), d’ott u; —» u dans
w3 (Q).

Remarque 2.1. Comme nous I’avons déja signalé dans I'introduction, nous
utiliserons esentiellement les estimations ,,a priori du type précisé ci-dessous. Pour
beaucoup d’assertions qui suivront, i! suffit de considérer le cas p = 2, dont la dé-
monstration est élémentaire et on la trouve p. ex. dans L. NIRENBERG [13]. Nous
n’aurons pas besoin directement du cas général p # 2; il faut remarquer que la
démonstration du lemme 2.4 peut étre basée sur cette estimation et sur I’interpolation
(cfr.J. L. Lions [7]).

Il est démontré dans [13]:

4) On peut démontrer beaucoup plus, cfr. I. BABUSKA [2].
%) Plus précisément: u; — uge W5(Q,), alors ¢, — us — ug dans WE(Qy), pie 2R,) <
< D) = ug — uy = lim ¢, dans ng)(Q). En posant f = lim ¢, le prolongement de u est
k-0 - k=

donné par f + u,.
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Lemme 2.3. Soit Q € N2, u, € WiP(Q), f e W2(Q), D Popérateur (2.1).
Alors u, la solution du P.D.: Du = f dans Q, u = u, sur I appartient @ Wi*(Q)
et on a:
(2.6) Iulwzm(m = C[IVOIWZ(Z)(Q) + lf]Wz“”(Q)] :
On a (cfr. Remarque 2.1):

Lemme 2.4. Soit Qe N®. Alors I'opérateur D est un isomorphisme de W(Q)
sur WSH(Q), p > 1.

3. Probléme de Neumann (P.N.). Soit B un espace de Banach tel‘qu’on ait: 2(Q)
est dense dans B, Wi'(Q) < B algébriquement et topologiquement, 1€ B. Soit
fe B ®) (dans le dual de B), ge(Wi"(Q)). Supposons ¢ e 2(Q)= g(¢p) =0,
Qe N®-'. On cherche une fonction u € Wi"(Q) telle qu’on ait:

3.1 . - ve &(Q) = B(v,u) = f(v) + g(v).
u est la solution faible du P. N.: Du = f dans Q, du/0v = a;(0u/0x;) v; = g sur I.

Lemme 3.1. Soit Qe N®', b + 0. Alors il existe précisément une solution u
du P.N.eton a

(3.2) l”lwzmm) = C[lf|8' + Igl(Wz“’(Q))'] .

Si b = 0, alors la condition nécessaire et suffisante pour I’existence de la solution
est

(3:3) . fW+em=o0.

Dans ce cas, la solution est unique a une constante additive prés. Si ’on choisit u
de sorte que [ou dQ = 0, alors (3.2) vaut. )

Pour la démonstration cfr. [8].

Lemme 3.2. Soit Qe N . Alors pour B’ on peut prendre W (Q) ou 1/q, =
=1/2+ 1/n.%") On a W(I') = (WS(Q)) algébriquement et topologiquement
0i /gy = 1/2 + 1/2(n — 1).%) , -

La démonstration du lémme 3.2 suit immédiatement des lemmes 1.3 et 1.4.
~ On désigne par Wi~ V() le dual du W§'(I'). On a:

Lemme 3.3. W°(T) est dense dans W3~ ().

Démonstration. Soit g € Wi~ (@), h e Wi"(I'). Posons h, = h¢,. On a g(h) =
= Zlg(hr)

- 63) Cest une question ouverte que de savoir s’il existe B ,,le plus petit. Cfr. [71.
6b) Pour n = 2 on prend q; > 1,i =1, 2, d’ailleurs quelconque.
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Soit he W{"(4,). En identifiant manifestement W%(4,) avec le sousensemble
correspondant de W'(I'), on a d’aprés le lemme 2.1: : _ ‘

n—1
(3.9) g(h) = f (Z ﬁ ou, u,)dx, ot u,e Wi(4,).
4

. \i=1 0x,; 0x

ri

Alors u, = lim u,, dans W§"(4,) ot u,, € 9(4,). Soit f,, € WLXI') définie par:
t— 0

Remarque 3.1. Soit g € Wi?(Q) et soit Q, la suite des domaines du lemme 1.1.
On construit g, & Wi°(I), ,,g, — g* de la maniére suivante: On pose

X 0,00) = 90X 0,(X) 00X 0,0X) €t g, = Y .

Lemme 3.4. Soit Qe N1 D Popérateur (2.1). Soit fe Wi(Q), g e W(T).")
Sib =0, on suppose [ofdQ + [ g dS = 0. Soient Q les sousdomaines du lemme
1.1, g € WZ(O)(FS) définies dans remarque 3.1. Pour b % 0 on pose f, = f dans Q;
si b =0, on pose f; = f + ¢, et on choisit les constantes ¢, de sorte que [q_f, dQ +
+ [r, 9,dS = 0.

Soient ug resp. u les solution du P.N.: ‘
Dug = f, dans Q  resp. Du = f dans Q, 0duy/0v = g, sur 'y resp.0u[dv = g sur T .

Pour b = 0, on demande que [q u;dQ = [, udQ = 0. On prolonge u; sur Q
par P..%) ’

Alors ug — u dans Wi(Q) (— signifie la convergence faible) et on a. .

G6s j (X, 4, (X)) — u(X,, a,(X,)] dX, - 0.

X 0X)) = (= A0,06) + (X)) 0K, 0 (X,) (1 +Y (a

Posons f, = Zf,,. Ona f, » g dans Wy (I') c. q. f. d.
r=1

9 .

Démonstration. En vertu du (3.2), on a |u,|y,m e < ¢. Soit ve &(Q). On a:

a‘.@al+bu dQ =| of,dQ2 + | vg,dS +
0x; 0x; 2, R

+f <aijﬁai+bvu>d9. S
Q-9 ax,- axl
En tenant compte de la remarque 3.1, on obtient:
(36) f 00,45 = 3. [ 4%, 0,00) (X, 4 0) 9/0X, af, o8
I i=1) 4,

.(1 +E.(a“" (X,)) > dx

7y On peut affaiblir ces condmons, cfr. lemme 3.2.
8) Cfr. lemme 1.9. : ‘
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1l en découle: [ vg, dS — [ vg dS, ce qui entraine ¢,—0si b = 0. Alors [ vf, dQ—
- (o uf dQ. Evidemment

J (a,-jﬁ% + bvus>d9
-9, 0x; 0x;

Alors u; — u dans W§"(Q).

= cluwana [Plwaone-ay = 0

La transformation identique de W{"(Q) dans W{®(I') étant complétement continue
en vertu du lemme 1.4, on obtient: u(X,, a,(X,)) - u(X,, a(X,)) dans W{%(4,).
D’autre coté:

f |us(X,, a,(X,)) = u (X, (X)) dX, £ cluw, -2, S
4r
= ep(@ — Q)* [ulwaa = 0,

ce qui achéve la démnostration du lemme.®)

Lemme 3.5. Soit Q € N®, D Popérateur (2.1), f € Wi*(Q) (si b = 0 on demande
JafdQ = 0). Soit u la solution du P.N.: Du = f dans Q, 0u/dv = a;; (du/dx;) v;= 0
sur I'. (Si b =0, on demande [qu dQ = 0.)

Alors u e W{P(Q) et on a:

IA

(3.7) Iulwz(z)m) = C|f|wz(o)(g) .

Pour la démonstration, cfr. [13].

4. Probléme de Newton (P. Nw.). Soit Qe N®!. Soit e W(I'),1%) ¢ = 0,
o % 0. En conservant les notations du 3, on dit que u € W{"(Q) résout le P. Nw.:
Du = f dans Q, ou/dv + ou = g sur I si

ve &(Q) = B(v,u) + j ovoudS = f(v) + g(v) .

r

Lemme 4.1. Soit Q € N D Popérateur (2.1). Alors il existe précisément une
solution u du P. Nw. eton a:

“.1) lulw.coiay = ef|f]s + |glwacran] -

Pour la démonstration cfr. [8].

Remarque 4.1. Naturellement, le lemme 3.2 reste en vigueur pour le P. Nw.
) 9) Tenant compte des propriétés de I'opérateur Pg, on peut, sous les conditions du lemme,
démontrer: g — u dans Wz(l)([)).

10y On peut beaucoup affaiblir cette condition. If suffit de considérer au lieu de l’opérat‘eﬁr ov
(sur I'), Popérateur o(v) tel que [ o(v) # dS soit une forme bilinéaire sur W{1)(Q) x WED(Q).
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II. ’EGALITE DE RELLICH

5. L’égalité fondamentale. Soit Qe N, H = [hy, h,, ..., h,] un vecteur avec
composants dans C)(Q). Soit u € £(2). On a I'identité

(5.1) O [ (hay — 2ma) 2 9| = 20, % pu - 20, 2 b 4

0x, 0x; 0x; 0x; X ;

+ %‘aij.._za_hiakj_i_hk_% ?EE—I{.
0x, 0x;, 0x, ) 0x; 0x;
(Cfr. L. E. PAYNE, H. F. WEINBERGER [14].)
La formule de Green nous donne:
(.2) (hyasy — 2hiay) 24 9%y, ds =
r 0x; 0x;
2 2 pude—2[ n ™ bude +| b, " ™ 4.
o Ox; o Ox; o  0x;0x;

Ici b;; est la parenthése a la droite de (5.1).

6. Probléme de Dirichlet. Soit Q e W1, Soit g € Wi'(I), f e WiP(R). Soit g le
prolongement du g donné par lemme 1.7. On a g € Wi'(I',) en vertu (1.10). Soit u,
la solution du P. D.: Du, = f dans Q,, u; = g sur I'y. Soit g,, € (), g,; = g dans
WiY(T,); lexistence d’une telle suite est garantie par le lemme 1.7. Soit u,, la solution
du P. D.: Du,, = f dans Q,, u,, = g, sur I'y. Alors il suit du lemme 2.3 que u, €
€ Wi¥(Q,). Utilisant le lemme 1.2, on obtient (5.2) pour u, et Q.. On a

%

(6.1) (hai; — 2hay;) Outye e, 45 —
r. Ox; 0x;
= — | [may + 2(hay; — hay))] Oty Ot v dS.
r. 0x; 0x;

Le vecteur (h,a,; — hya;;) v, ou i est I'indice des cartes, j est fixe, est orthogonal 4 la
normale extérieure. Alors (h;a,; — ha;;) vi(0u/0x;) est une dérivée au plan tangent.
Pour les domaines en question, on peut trouver H de sorte que pour s assez grand
on ait: hy; 2 ¢ > 0.'1%) (Cfr. [9].) Alors on tire de (5.2) et (2.4):

n 2
62) (z Ot ) <
i=1 axi W 20X ()
< < Oug, 2 2
=¢ ZIerlwzm(rs) . + |f|Wz<°)(rs) + |g-"le(”(Fs) .
i=1 i |W200(r)

113y pour simplifier, on va supposer cette inégalité pour s = 1.
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Ici ¢ de dépend pas.de s. Ayant pouré >0

6u
0x;

on obtient de (6.2) et (6.3)

(6.4) y | Qs
i=1|0x;

| 2
2 Q‘f_s_t

lIA

1 .
(63) 2|gulwooay | T 2 |95,y

W2(O(I)

WL OX(ry ) i 0x;

= C[lgst‘Wz“)(I's) + [flwz“”(f?s)] .
W2 (O)(Is)

Si on laisse t — oo, on obtient par le prolongement continu la définition de du,/0x,
sur I',. Considérons spécialement du,/ov = a;;(duy/0x;) v;. On a alors
Jug
| ov

(6.5) < c[lglw,wwn + |flwaores] -

W10 (Iy)

Soit maintenant Y € 2(4,). Soit we 2(U,), choisi de maniére que pour s assez
grand

Y(X,) w(X,, a,(X,)) = ¥(X,) -

Désignons yw = v. Utilisant la formule de Green, on obtient .

frag = — [ Mpds + (ai,@a”wuu do.
o, r, Ov o\ 0x; 0x

Il.en découle en vertu du lemme 2.2 Pexistence du

66 .., 11:::0 L ‘;v (1 + 2 (ax,,>2)% X, .

Le lemme 1.1 nous garantit avec (6.6) I'existence du

(6.7) A fim | Mo (14 Z 90\ g, .
52w 4, dv i=1 5x,i

n—1

Les fonctions o(l + Y (da,/dx,)?)* forment un ensemble dense dans Wi%(4,).
: : i=1 o

Compte tenu de (1.10), de (6.5) et de (6.7), on est parvenu au lemme suivant:

Lemme 6.1. Soit Q, — Q la suite du lemme 1.1. Soit g e W'(I), fe W{(Q).
Soit g le prolongement de g donné, sur Q du lemme 1.7 .Soit ug solution du P.D.:
Du, = f dans Q,, u;, = g sur I'.

Alors la fonction duy/ov appartient @ Wi(I',), on a (6.5) et en la considérant par
projection comme élément de W5°(4,), du,/0v tend faiblement'®) vers une limite w,.

by pour Qe M0l 5 =0, Q4la fronuere regullere par parties, on peut demontrer azr/a» -
— 8ufdv dans WO (). Coas
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Définissons sur I’

a m
=3 oW, .
r=1

<

|

(6.8)

Q

vV

On a:

Théoréme 1. Soit Qe N, D Popérateur (2.1). Soit ge Wi(I), fe Wi(Q).

Soit u la solution du P.D.: Du = f dans Q, u = g sur I. Soit v e Wi"(Q).

Alors a chaque solution u on fait correspondre linéairement 0u/dv, définie par

(6.8) et on a
(6.9) i_i < dlglw.comy + [flwao@]
| dv Wwa0r) )
(6.10) fofdo = - | 0 Xds + a; oo ou + bou | dQ.
“Jo r ov a 0x; 0x;

Démonstration. Soit u; du lemme 6.1, v € £(Q). On a

v, fdQ = — | vp, s 45 + a;; Ave,) ouy + bog,u, | dQ .
o, I, v o, 0x; 0x

i J

En vertu du lemme 2.2 et du lemme 6.1 on.obtient

(6.11) J v, fdQ = — J vo,w,dS + j (aij %(p_,) ou + bvqo,u) dQ.
r Q '

0 i axi
m+1
Faisant sommation de (6.11): ) , on obtient I'assertion. .
r=1

Remarque 6.1. On peut construire un exemple qui montre qu’en‘ géﬁéral pour
QeN! g =0, espace W5°X(I') dans (6.9) ne peut pas étre remplacé par W ”(I),

p > 2.

Remarque 6.2. 11 suit de (6.10) que du/dv est définie d’une maniére unique. Pour
les questions de savoir comment du/dv dépend de opérateur D quand les coefficients

changent, cfr. [6].

Le procédé dual: Soitg = 0. Soit v la solution du P. D.: Dv = 0 dans Quv=nh

sur I' ou he WV/?(I).
Alors on a, tenant compte de (6.10):

(6.12) - ' J of dQ = —Jh@ds.'
Q r ov

De (6.9) et (6.12) on tire I'inégalité

(6.13) _ |UIW2(0)(Q) = clhlﬂz(o)lr) .
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En vertu du lemme 1.4, 1.5 et 1.7 on obtient que
W () = WS (1), 12)
alors on est parvenu au théoréme:

Théoréme 2. Soit Qe N, D Popérateur (2.1).

Alors il existe précisément une transformation R, linéaire et continue de W°(I')
dans Wi”(Q) de sorte que h € W"/?(I') = R(h) = v e Wi(Q) et v est la solution fai-
bledu P. D.: Dv = 0dans Q,v = h surI.

On obtient alors solution du P. D. généralisé.

Remarque 6.3. On peut construire un exemple qui montre que pour Q € N1,
Iespace Wi%(I') des conditions aux limites ne peut pas étre élargi sur W (I'), p < 2.
Cfr. Rem. 6.1. En ce qui concerne la régularité a I'intérieur de la solution du P, D.
génér., cfr. [13]; dans [11] on a obtenu les résultats concernant la convergence vers.
he W(I'). Le cas de Qe N* est en général ouvert. Pour le cas Q€ NP, cfr.
G. CimmINo [3a].

Remarque 6.4. Le théoréme 2 donne le prolongement de la transformation,
laquelle fait correspondre a la trace la solution correspondante du P. D. Il suit
immédiatement du lemme 6.1 que lopérateur R est aussi le prolongement de la
transformation (si elle existe) laquelle fait correspondre & la fonction continue
sur I' la solution classique du P. D.

Par la solution classique du P. D. on comprend une fonction u € C©°(Q), ue

€ C{Z(Q), Du = 0 au sens classique.

Soit v une solution du P. D.: Dv = 0, v e W{"(I'). Soit f = 0, g € W{(I'). Soit u
la solution du P. D.: Du = f dans , u = g sur I'. On a:

(6.14) ' jv—dS—JL~udS

En vertu du (6.9) on obtient de (6.14):
2

(6.15) |
OV lwyc~ry

é CIUIWz(o) ry-

Théoréme 3. Soit Q € N1 D Popérateur (2.1).

Alors a chaque solution du P, D. généralisé v, on peut faire correspondre linéai-
rement dv/dve Wi~ (Q) et on q (6.14) (pour u résolvant P. D.: Du = 0 dans @,
u e WiD(I)) et (6.15).

12y 11 suit du lemme 1.4 que W§1/2)(I") est strictement contenu dans WEO(I") avec une topo-
logie plus fine.
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7. Régularité de la solution du P. D. Soit Qe N1 et soit K une boule telle,
que Q < K. Supposons que D est défini dans K et jouit ici des propriétés mention-
nées.'3") Soit fe Wi*(Q), g € W,§”(I‘) et soit u la solutlon du P.D.:Du = f dans ,

u=gsur.Ona:K -0 = ZQ‘ouQ' gﬁ(o)letZF’-—F-i-K ou K est la

i=1 i=1
frontiere de K. Posons g = 0 sur K. Soient u; les solutions du P. D.: Du; = 0

dans Q', u; = g sur I'’. Posons U = u dans @, U = u, dans Q'. Il est manifeste (cfr.
th. 2.5 de [4]) que U € W3V(K). Soit maintenant ¢ € %(K). On a:

1
(71)f< fﬂa_Uer U)dK=f¢?dS+f¢fdQ+z oMigs .
r 2

v i=1 ) OV
r

En tenant compte des lemmes 1.3 et 1.4, on peut prolonger I’expression a droite
de (7.1) sur Wii),+1,(K) et I'on obtient par 13 une fonctionnelle de Wi, &, /(K). En
. vertu du lemme 2.4, on obtient que U € Wj,),—1,(K), alors a fortiori u € Wi,), - 1,(2).
On obtient I'inégalité

2

o3[

Wy i=1 ov

+ lflf"(o)zn/(nn)(ﬂ)] .

v

du
'(7'2) Iulfy(l)lnl("—l)(n) Sc [ a

W20)(rf)

Soient maintenant f € Wz‘,,/(,, +1)(2). 1l existe une suite des f, € Wi%(Q) de sorte que
fi — f dans WZ,,(,.H)(Q) Soit u, la solution du P. D.: Du, = f, dans Q, u, = g sur I".
On a u, € Wy),—1,(R). De (5.2)'*") on obtient, en tenant compte de ce que
Winn+1(Q) = Wi~ (Q) algébriquement et topologiquement:

(1.3)
Ou,?

dv = c[lngzm(r) + |f'!W‘°’2n/(n+1)(-Q) ,uf,W("zm(n-l)(m + Iftl'z"“"z"/("ﬂ)(m] :

W2(0)X(I)

Alors, en liant (7.2) avec (7.3), on obtient

IA

(7.4) ltew i S lglwanay + 1l @mmo-n@] -
Alors t — oo entraine

(1.5) (4] 1230 i = llglwacriry + [F @z ] -

La formule (7.3) et (7.5) nous donne

Ou

Py hY C[Iglwzu)(r) + |fIW(°)zm(..+1)(ﬂ)] .

W2O(I)

(7.6)

132 11 ne s’agit au fond que de prolonger a;j avec leurs premiéres dérivées et b sur un voisinage
de 2. . )
13) Pour justifier 'emploi de (5.2), il faut utiliser le procédé limite 2; — £ (cfr. lemme 1.1).
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On a par 1a démontré:

Théoréme 4. Soit Qe N1 D popérateur (2.1) défini dans une boule K o, Q.
Soit u la solution du P. D.: Du = f dans Q, u = g sur I otl f € Wighu+1)(Q), g €
e Wi(T). Alors u e Wi_ | (Q) et il vaut (1.5).

La transformation T(f, g) = du/ov peut étre prolongée contindiment sur espace
W;?:}(na- 1)(9) x W(Zl)(r) et 'on a (7.6).

Le procédé dual nous donne:

Théoréme S. La transformation R du th. 2 appliqgue WSO(I') dans Witk —1,(Q).

Soit maintenant k € W;,4), ;,(Q). Alors le procédé dual nous donne:

Théoréme 6. 11 existe une transformation M, linéaire et continue de W5, 1 (Q)
dans Wiy),_1)(Q) de sorte que si ke Wi~ (Q), allors M(k) e W{(Q), et donne la
solution du P. D.: Dv = k dans Q, v = 0 sur I'(Q e W)

Remarque 7.1. Il suit du théoréme 4 et du lemme 1.3 que pour n = 2, la solution
du P. D., envisagée au th. 4, appartient & C®-*(Q) et est alors classique pour les
conditions aux limites. On obtient facilement: Wi~ "(Q) = Wi, ) 1(Q).

Probléeme. Peut-on remplacer Wiy, _;)(Q) par Witk 1,(@)? Pour Qe NP Cest
vrai. '

On déduit sans difficulté du lemme 6.1 un théoréme sur 1"unicité:

Théoréme 7. Soit Qe N1 D Popérateur (2.1), Q la suite du lemme 1.1. Soit
u e W(Q,) pour chaque s, soit Du = 0 dans Q faiblement et

(7.7) _ lim [u|w 0y = 0.
Alors u = 0.

Démonstration. Soit f e Wi®(Q) avec support compact dans Q et ula solution
du P. D.: Du, = f dans Q, u, = O sur I',. En vertu du (6.10) on a

(7.8) J' uf 4Q = —J u s gs .
. Qs I

av
Mais (7.7) et (7.8) entrainent que [oufdQ = 0=u = 0.

Remarque 7.2. Il suffit p. ex. pour la validité du th. 7 de supposer u € W5, ), 1 1,(Q).
La supposition u e W{'(Q) pour p < 2n/(n + 1) ne suffit pas en général pour
Punicité (2 € ! seulement) ce qu’on peut montrer sur un exemple facile.

8. Probléme de Neumann. On va démontrer:

Lemme 8;5. Soit Q e N1, D Popérateur (2.1). Soit Q, la suite du lemme (1.1).
Soit f(%)Wz (Q), g e WEOI). Si b =0, on demande [ofdQ + [rgdS = 0. Soit
fseW2(R), g, WO(T ) du lemme 3.4. Soit u resp. u, les solutions du P. N.:
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Du = f dans Q resp. Du, = f, dans Q,, ou/0v = g sur I' resp. 0u,/0v = g, sur I'..
Si b =0, posons [o, u,dQ = [o udQ = 0. Alors u,€ Wi(Ir,) et on a

(8.1) [ugwroiry S cflgwr sy + £ slwroc@n]

ot ¢ ne dépend pas de s. En considérant uy(X,, a,(X,)) comme élément de Wi1(4,),
ona '

(8.2) ug—u dans WiY(4,)

(— désignant la convergence faible), et I'inégalité

(8.3) lulw, oy £ c[lglwson + [flwo@] -

Démonstration. Soit v, € C*)(Q,) une suite telle que g, = 0v,/dv — g, dans
Wio(I',). Lexistence d’une telle suite est garantie par le lemme 1.8. Si b = 0, soit
fu =1, + ¢y ol les constantes c,, sont choisies de sorte qu’on ait: [q f,, dQ +
+ {1, g5 dS = 0. Soit w,, la solution du P. N.: '

(8.4) - Dwg =f,, — Do, dans Q, 6:33 =0 sur T,.
v

Uy, = wy, + v, € WiP(Q) en vertu du lemme 3.5 et résout le P. N.: Du,, = f,,
dans Q,, duy/dv = g,, sur I'y. (Pour b = 0 on modifie, si c’est nécessaire, u,, de
fagon a avoir [, u, dQ = 0). On a alors (5.2) pour u, et Q. Mais il est valable:

Oug, Oug,

(8.5) J (heai; — 2hiay;) v dS =
s 0x; 0x;
Oug, 0
=j hovay 2ot st g g —.2f h, st g s .
J rs 0x; 0x; rs 0%;

Ayant hyy; Z ¢ > 0, nous tirons de (5.2) et (8.5):

" (O |
(8.6) Z — = C[IgstIWz(O)(rs) + Ifsthzw)(Qs)] y

i=1 (9x,- W2 (O)(Ty) )

1 - oo entraine (8.1) pour u,.
Cela entraine:
(8.7) ) |“sIWz(°>(Ar> = C[lgs'wzmm) + lf-\‘]Wz(O’(Qs)] .
Mais (8.7 )avec (3.5) donne (8.2) et (8.3) c.q.f.d. Le procédé dual: on a évidemment:

Lemme 8.2. Soit v la solution du P. N.: Dv = 0 dans Q, dv/ov = h sur I’ ou
he W{T'). Soit u la solution du P. N.: Du = f dans @, fe Wi*(Q); dujov = 0
surT.

Alors on a

®8)- J‘vfdQ;J‘lhudQ..
TR vt ; | 2 SV r
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(Si b =0, on fait les suppositions [ hdS = [ofdQ = [vdQ = [qudQ =0}
Linégalité (8.3) avec (8.8) donnent

(8.9) |0|w2<°>(n) = C|h|W2<—1J(r)-

Tenant compte du lemme 3.3 (si b = 0 et g(1) = 0, on peut évidemment trouver
g, — g dans W{~ (') de sorte que g,(1) = 0) on obtient:

- Théoréme 8. Soit Qe N', D Ilopérateur (2.1). Soit u la solution du P. N.:
Du = f dans Q, fe Wi2(Q), du/dv = g sur I', g € Wi(I'). (Si b = 0, on demande
[ofdQ + [rgdS = [qudQ = 0.) Alors on a (8.3).

Il existe précisément une transformation R, linéaire et continue de Wi~ "(Q)
dans WO(Q) telle que g € WP(I') = R(g) = v soit la solution du P. N.: Dv = O
dans Q, dv/dv = g sur Q. (Si b = 0, on demande g(1) = [ovdQ = 0 et on définit R
seulement sur le sousespace de Wi~ ")(Q) des éléments pour lesquels g (1) = 0.)

Remarque 8.1. On obtient comme conséquence immédiate de la note'?): Soit V-
le sousespace de (W4(Q))’ des éléments pour lesquels ¢ € 2(Q) = g(¢) = 0. Alors
V < W§™ () strictement, avec une topologie plus fine.

On a obtenu alors par théoréme 8 solution du P. N. généralisé.

Soit maintenant v, u les solutions du P. N.:

Dv = 0 dans Q, ?= hsur I', he W)

v
et
Du =0 dans Q, Z—u=g sur I', geWé‘”(l‘).
v
On a
(8.10) ng ds =Jhu ds.
. r . r

On tire de (8.10), utilisant (8.3):

(8.11) IUIW2(°)(T) = CIhIWz"“(r) :
(Si b =0, on suppose h(1) = [rvdS = 0.)
Alors on a: '

Théoréme 9. La solution du P.N. génér. est une solution du P.D. génér. et on
a (8.11).

9. Régularité de la solution. Soit u la solution du P. N.: Du = fdans @, f € Wi”(Q),
duldv = g sur I', g € Wi°(I'). Supposons que I'opérateur D est défini dans une boule
K > Q. ') L’inégalité (8.3) avec (7.5) nous donne u € Wi)),-1,(®). En appliquant
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(5.2) sur ug, (cfr. lemme 8.1), tenant compte de (3.2) et du lemme 3.2 et faisant les
limites t — o0 et aprés s — oo on obtient

(91) ]ulsz(”(I') < [lglszw’(I') + IuIW“’znun—x)(Q) ]flw(o)b-/(nn)(ﬂ) + lfla’(o)zn/(nu)(ﬂ)] .

La formule (7.5) avec (9.1) nous donne

c[|f|W‘°’2n/(n+x)(Q) + {giwz“’)(r)] [Cfr': 13b)]

IIA

(92) [u[W“)ZrII(n—l)(Q)

d’ou aussi

(93) luIWz(”(r) = c[’le“’)zn/(nﬂ)(Q) + Ingz“’)(r)] . hc)

IA

Nous avons alors démontré:

Théoréme 10. Soit Q € N1 @ = K ou K est une boule. Lopérateur D soit défini
par (2.1) dans K. Soit u la solution du P. N.: Du = f dans Q, fe Wiot s 1)(),
dujov = g sur I', g € WiO(I). Alors on a (9.2) et (9.3).

Le procédé dual nous donne:

Théoréme 11. La transformation R du théoréme 8 applique W{™'(I') dans
Winn-1)(€).

Soit n = 3. On peut prendre pour I'espace B’ = Wi, ,,(Q) (cfr. lemme 3.2).
Théoréme 10 nous donne:

Théoréme 12. Soit Q€ N', K 5 Q, K une boule ou est défini lopérateur (2.1),
n=3.

Alors il existe la transformation M, linéaire et continue de Wi\, .5(Q) '*)
dans Wip),_1\(Q) de sorte, que ke Wigh+2)(RQ)= M(k)e W(Q) et donne la
solution du P. N.: Dv = k dans Q, dv/ov = O sur I'. (Si b = 0, la transformation
est définie seulement pour k avec propriété [o k dQ = 0; on demande fovdQ =0.)

Remarque 9.1. Pour n =2, on peut remplacer I'espace W*(Q), p > 1 par
w{°(Q), ou par I'espace des mesures. :

A T’aide du lemme 8.1, on obtient

Théoréme 13. Soit Qe N1, D Popérateur (2.1). Soit Q, la suite construite au
lemme 1.1. Soit ve W2, (Q), Dv = 0 dans Q, lim |0v/0v|y,-1(r,) = O.

,loc
s 00

Alors v = 0 resp. v = const si b # 0 resp. b = 0.

13¢) §j b = 0, on demande pour (9.2) fqu d2 = 0, pour (9.3) [ u dS = 0.
14) Pour n = 3 on prend WI(JO)(.Q), p > 1, dailleurs quélconque.
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Remarque 9.2. Pour illustrer la remarque 8.1 et généraliser le lemme 3.2 on se
sert du lemme 1.3 pour n — 1. . _

n = 2: on peut prendre dv/dv = g ol g € W{°(I') ou est une mesure,

n = 3: on peut prendre g € WO(I'), p > 1,

n > 3: g € Wit 1y n(I)-

10. Probiéme de Newton. Soit u la solution du P. Nw.: Du = f dans 2, f € Wi”(Q),
ouldv + ou = g sur I', g € WiO(I'). En vertu du lemme 1.4, on a g — ou € W3°(I),

alors u est solution du P. N.: Du = f dans Q, du/dv = g — ou sur I'. Les inégalités
(4.1) et (8.3) nous donnent:

Théoréme 14. Soit Q e W', D Popérateur (2.1). Soit u la solution du P. Nw.:
Du = f dans Q, ou/dv + ou = g sur I'. '

Alors on a
(10.1) lulw.oiay < el|flwao@ + |glwaom] -

Le procédé dual. Soit u la solution du P. Nw.: Du = f dans Q, f€ Wﬁo)(Q),
dufov + ou = O sur I'. Soit v la solution du P. Nw.: Dv = 0 dans Q, dv/0v + ov = h
sur I ou h e Wi%(I'). Alors on obtient

(10.2) : J of dQ = J hudsS . .
Q2 r

L’inégalité (10.1), avec (10.2), entrajne _

(10.3) IUIWZ(O)(Q) = C‘h'wz(»n(r) .

On est parvenu alors au théoréme, tenant compte du lemme 3.3:

Théoréme 15. 1/ existe précisément une transformation R de Wy~ V(I') dans Wi(Q),
linéaire et continue, de sorte que h € Wi*(I') = R(h) = v & Wi (Q) et v est la solution
du P. Nw.: Dv = 0 dans Q, 0v/0v + ov = h surT. o

Par le procédé utilisé plusieurs fois on obtient:

Théoréme 16. La solution du P. Nw. génér. est une solution du P. D. géner. et on a
(10.4) [olw,orry = elhlw,c-ur -

Remarque 10.1. Les théorémes analogues aux théoremes du 9. sont une suite
immédiate du fait que la solution du P. Nw. est solution du P. N. correspondant et
la solution du P. Nw. génér. est solution du P. D. génér. correspondant.

Remarque 10.2. Pour les questions concernant la régularité de la solution du P.
N. génér. et du P. Nw. génér. a l'intérieur, cfr. [13]. Les problémes sur la conver-
gence vers les conditions aux limites restent ouverts pour Qe N®"! tant bien
pour P. N., P. Nw. que pour P. N. génér. et P. Nw. génér.
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Remarque 10.3. En se servant du poids, défini sur I' et a la croissance logarith-
mique, dans un nombre fini de points, on peut améliorer (6.9) pour g = 0 en rempla-
cant |6u/6v|fyz(o>(r)‘ par f r (0u/dv)? p dS. Cela entraine la possibilité de remplacer
|h]3,@ry dans (6.13) par [ h*p~*dS.
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Pesrome

O IN®PEPEHIIVAJIBHBIX YPABHEHUAX B YACTHUX
ITPOM3BOAHBIX SJIJIUIITUYECKOI'O TUIIA
BTOPOI'O INOPAOKA

VHAPXNX HEYAC (Jindfich Necas), ITpara-Haucst

Mpsi 3aHMMaeMcs B 3T0# pabote mpobnemoit dupuxne, Hefimanna u HeioToHa.
ITpu nomomm paseHcTBa Pejulnxa moJIy4aroTCsl PasHblE TEOPEMBI O PETYJIAPHOCTH
PELUeHNS, U AYyaJIbHBIM MOAXOJOM PELIeHB! YHOMSHYThIE IPOOJEMBI B 00001LeHHOMR
IIOCTaHOBKe 0€3 yCJIOBUS OTpaHMYCHHOCTH HHTerpasia upuxie. I'panunsl obnacrei
YIOBJIETBOPSIOT TOJIBKO YCIOBHUIO Jlumiuuma.

‘146



		webmaster@dml.cz
	2020-07-02T19:40:37+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




