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Чехословацкий математический журнал т. 14 (89) 1964, Прага 

SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES AUX DÉRIVÉES 
PARTIELLES DU TYPE ELLIPTIQUE DU DEUXIÈME ORDRE 

JiNDftiCH NEÖAS, Praha—Nancy 

(Reçu le P"" juin 1962) 

On étudie les problèmes de Dirichlet, de Neumann et de Newton à l'aide 
de l'égalité de Rellich et obtient de différents théorèmes sur la régularité de 
la solution. Par le procédé dual, on résout les problèmes en question généra
lisés sans supposer l'intégrale de Dirichlet finie. Les frontières des domaines 
considérés sont supposées seulement lipschitziennes. -̂  

INTRODUCTION 

Le présent travail est fondé sur l'égalité de Rellich, déduite par L. HÖRMANDER 
dans [5] et, dans un cas spécial, par F. RELLICH dans [15]. Légalité en question joue 
un rôle important dans les estimations de L. E. PAYNE et H. F. WEINBERGER (cfr. 

[14]). L'auteur a attaqué, utilisant ce type d'égalité, le problème de Dirichlet pour 
les équations du deuxième ordre resp. quatrième ordre dans [9] , resp. [10]. Les 
solution obtenues n'ont pas, en général, l'intégrale de Dirichlet bornée. A l'aide des 
espaces de Sobolev avec le poids, l'auteur a obtenu dans [11] quelques résultats sur 
la régularité de la solution, trouvée dans [9]. 

Dans ce travail, nous nous intéressons aux problèmes de Dirichlet, de Neumann 
et de Newton. Notre point de départ est la méthode variationnelle et la théorie des 
espaces de Sobolev. On démontre de différents théorèmes sur la régularité de la 
solution et spécialement des inégalités de Rellich (cfr. théorèmes 1, 4, 8, 10, 14). 
Par le procédé dual, on résout les problèmes en question pour les conditions aux 
limites qui ne fournissent pas en générai, la solution avec intégrale de Dirichlet 
bornée (cfr. théorèmes 2, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 11, 12, 13, 15, 16). On suppose seulement 
que les domaines ont la frontière lipschitzienne. On ne peut alors utiliser directement 
les estimations „à priori" (cfr. S. AGMON, A. DOUGLIS, L. NIRENBERG [1]), quoique 

ces estimations soient très importantes pour le travail. Pour quelques théorèmes, on 
peut aff'aiblir les suppositions, comme l'a fait M. J. KADLEC dans [6]. Au travail [3b] 
«de P. DOKTOR, la même méthode est utilisée pour considérer les fonctions harmoniques 
et leurs conjuguées. On a obtenu de cette manière une généralisation du théorème 
de Riesz. 
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• * ' ' I. LEMMES • i~ • .:-• . 

1. Les espaces fondamentaux. On désigne par £„ l'espace euclidien avec les coordon
nées [xi,X2, . . . ,x„ ] . 

On considère de différentes classes de domaines bornés. 

Soit /c ^ 0 un entier, soit 0 < /x ^ 1. On désigne par 91̂ ^̂  resp. gî ^ '̂̂  les classes 
des domaines, dont les frontières sont des variétés /c-fois continûment différentiables; 
resp. /c-fois continûment différentiables avec les Ic-èmes dérivées /i-holdériennes. Оп' 
se sert pour désormais de la notation suivante: Si ß e '^^^^ (resp. 9î̂ ^ '̂̂ ) on suppose 
que: 

1. Il existe m systèmes de coordonnées dans £„ et m fonctions a^ de sorte que l'on 
peut représenter tout point de la frontière sous la forme: [x^^, x̂ 25 •••? ^m-i? ^r-
.(x^i, . . . ,x^„_i)], en brévité [X^, Ö^(X^)]. Les fonctions a^ sont /c-fois continûment 

и - 1 

différentiables dans la fermeture de la boule A^ = \X^\ < a où |X^| == ( X ^н)^ 

(resp. les /c-èmes dérivées sont /i-holdériennes: iD^^a^X) — D^a^^)] й c\X — Y\^).^} 
2. Il existe im nombre 0 < j 5 ^ 1 tel que les points [X^,x,.J, X^GZJ ,̂ a,.{X,) — 

— ß < x^n < ar(X^) sont à l'intérieur de Q, tandis que les points [X^, x^„], X^ e A^„ 
a^(Xr) < Xrn < ciri^r) + ß sont à l'extérieur de ß . 

Il est démontré au travail de l'auteur [12] un théorème sur les domaines avec 
frontières lipschitziennes: 

Lemme 1.1. Soit Q e gi^^-'^ Soit p ^ l. 

Alors il existe une suite de sousdomaines Q^, Q^ cz 0^+^ a ...(Q est la fermeture 
de Q), lim ^5 = Q, и^еШ^'^К En désignant par a^^ les fonctions représentant la 

S-»oo 

frontière de Q^ on a: 

(1.1) \a,XXr) - arXY,)\ й \Xr - П| pour Z „ 7, e A, 

où с est indépendant de s, . 

(1.2) . lim (sup |a„(^,) - « r W D = 0 , 
Sj-> 00 Xreér 

(1.3) lim L da^.^ da^ 

ôx^i dx. 

p 

dX, = 0 , i = 1,2, . . . , n - 1, r = 1,2, . . . , m . 

R e m a r q u e 1.1. La démonstration du lemme 1.1 est assez délicate et compliquée. 
Le Lecteur qui n'aime pas les difficultés „inutiles" peut prendre (1.1), (1.2) et (1.3) 
commue les conditions posées sur les domaines du type 91^^^'^ D'ailleurs, au contraire 
à la démonstration générale, dans les cas pratiques, la validité du lemme 1.1 est ma--
iiifeste. 

^ ) On va désigner dans la suite la plupart des constantes par le même symbole c. 
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On désigne: . , . 

• Ü, = E(X = [X„ x„ ] , X,e A„ aXX,) -ß< x,„ < a^X,) + ß), 

n = E(X = [^„ x,„], X, e A„ aXX,) - ß < x^„ < a /X , ) ) . 
X 

m+1 

II existe une partition de l'unité de sorte que X e ß =?> 1 = ^ (/?ДХ), ç?̂  sont indé-

finiment continûment differentiabîes, 0 ^ (/?̂  ^ 1; pour r = 1, 2, ..., m les supports 
des (/?̂  sont dans U^, pour m + 1 dans X2. 

On utilise désormais souvent U^, F ,̂ (p^ sans répéter leurs définitions. 

Soit / c ^ 0 un entier, 0 < /̂  g 1. On désigne par 0^\Q) l'espace des fonctions 
réelles qui sont continues avec toutes leurs dérivées jusqu'à l'ordre к sur Q. On 
munit 0^\Q) de la norme : 

(1.4) 
y = 0 ii + i2 + ... + in = j XGQ 

dJu{X) 
дх\'дх\' ,..ôxlr 

On désigne par C'''^'^(Q) le sousespace de C^'^^Q) des fonctions, dont toutes les 
dérivées /c-èmes sont /i-holdériennes. On munit C^^^'%Q) de la norme: 

(1.5) |^|c('^).M(ß) — |^|c('*)(ß) + 

д^и(Х) дЫ(¥) 

+ Z sup _ 
ii + i2 + ... + in=k X4=Y,X,YeQ 

dxY . . .5xi" ^л;1\..(5х^" 

X - rr 
On désigne par ^ ( ß ) l'espace des fonctions indéfiniment continûnient differen

tiabîes sur Q, continues avec toutes leurs dérivées dans Q. 

On désigne par ^(Q) le sousespace de (^(Q) des fonctions à support compact dans Q. 

Soit p ^ l, к ^ 0 un entier. On désigne par W^'^^Q) l'espace des fonctions réelles 
qui sont avec toutes leurs dérivées (au sens des distributions) jusqu'à l'ordre к de 
/>ème puissance sommable. On introduit dans W^^\Q) la norme par 

( 1 . 6 ) ' • - - • • ^^" [^[жрС')« — ( 
ôxl' . . . dxlp 

dQ\p . 

Les espaces W^'^XQ) sont des espaces de Banach, complets, séparables. 

Pour p = 2, on obtient l'epsace de Hilbert avec le produit scalair: 

(1.7) (t/, I;)H.,(.)(0) = I Z ^ i, "" ^ t^ Vrr-^TZ. ^^ ' 
j=o ii + i2 + ... + i=jjQ oxi ... дх„ дх^... дх„" 

On désigne par Wp^XO) = ^(Q) où la fermeture est définie moyennant la norme 
deWH'XQ). 
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Il s'ensuit du théorème [2.1] du travail [4] de E. Gagliardo: 

Lemme 1.2. Soit Q e 9^(0). Alors I{üj = W^^^Q). {La /ermeture est définie moyen
nant la norme de W'^XQ),) 

Nous énonçons un cas spécial du théorème de S. L. Sobolev (pour démonstration, 
cfr. p. ex. [4]): 

Lemme 1.3. Soit Q e 5^(0)'^ p < n. Soit l/q = 1/p - 1/n. Alors Wl'\Q) et W^'^XO) 
et la trans/ormation identique de W^^XQ) dans W^^X^) ^^^ continue. 

Soit \jq > \lp — l/n. Alors la trans/ormation mentionnée est complètement 
continue. 

Soit p = n. Alors Vassertion vaut pour q > \, d'ailleurs quelconque. 
Soit p > n. Posons /г == 1 ~ n/p. Alors W^p^X^) ^ C^^^'^(Q) et la trans/ormation 

identique est continue. 
Soit О G W^^'4 On désigne par Г la frontière de Q. Soit Ä: = 0,1, P ^ 1 et / une 

fonction définie sur Г. S'il vaut pour chague r = 1, 2, ..., m:/(X^, aXXr))e W^^X^r) 
(cfr. définition de ß G ̂ ^^^'% on dit que / G Wf\r). 

On munit Wll'Xn àc la norme 

(1.8) | / к ш ( Г ) = 1 | / к (k)(Zlr) • 

R e m a r q u e 1.2. On peut facilement démontrer que l'espace W^^XH (^ = ^' 0 
et sa topologie ne dépendent pas du choix des cartes locales [X^, x^„]. 

Il est démontré p. ex. dans [4]: 

Lemme 1.4. Soit Qe^^'^^^K Soit p < щ l/q = 1/p - l/(n - l).(p - l)/p. Il 
existe précisément une trans/ormation Z linéaire et continue de Wp^X^) dans 
W^^Xn ^^ ^^ manière que и e S'{Q) =^ Z(u) = u. Si Ijq > Ijp — lj{n — 1) . 
, {p — l)lp, alors la trans/ormation Z est complètement continue. 

On appelle Z(w) trace de la fonction и de W^^X^)- ^^'^^ ^^ suite, on écrira sim
plement и de heu de Z{u). On désigne par Ж^^"^/^^(Г) l'espace des traces. Par une 
adaptation immédiate du théorème 2.6 de [9] on obtient: 

Lemme 1.5. Soit Q e 91(o),î  ^^^^^ W^^XH est dense dans W^^XH-

On obtient immédiatement, en utilisant pas à pas la démonstration du théorème 
2.5 du travail [9]: 

Lemme 1.6. Soit Q e ^l^o),!^ ^^^^^ ^ ^ ^(D^^^ ^ ^ ^ W^'X^l и = 0 sur Г. 
On a: 

Lemme 1.7. Soit Q e 5t(o)'\ ^lors 

(a) on peut prolonger/de W^p^XH sur < \ ß ) (on note ce prolongement encore/) 
de la manière que: 
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Я Х Л = / ( Z . , а,/ХЛ),е H/^^J,) (сГгЛеште 1.1) et 

(b) (^(Q) est dense dans W^^^F). 

D é m o n s t r a t i o n , (a) Dans Уг on pose fXX^, xj = f(X„ аХХ^)) cp^X,, xj. 
Evidemment 

m 

(1-11) / = 1 Л 

est un prolongement avec propriétés (1.9) et (1.10). 

(b) Posons дХХЛ=/{Хг,аХХг))ср{Х,,аХХ,)) et 

drh(Xr) = 
1 

Kh"~ 
X. - y. |2 

OU 

?c = exp -—i—!— dX . 
\X\<1 
XeEn-i 

IXP - 1 

Il est bien connu (cfr. p. ex. S. L. SOBOLEV [16]) que g^,^ ~> g^ dans И^У\/1^) pour 
A ^ 0 (of,, à support compact dans A^). 

Soit ф^ G ^(t/,.), iAr(X,) = 1 au voisinage du support de cp^. Posons dans V/. 
/,^(X^,x^„) = 1 '̂(Х^,х^„)е^,ДХ,), prolongeons /.^ d'une manière évidente à Q et 

m 

posons/,, = Y.U On a / , 6 ЦО) et/fc ^ / dans Й <̂1>(Г), c.q.f.d. 
r = l 

Lemme 1.8. Soif О e 9l<^*, gf e JFf >(Г). Soit [Я^ Я^, • • -, Aj мп recfeur défini sur Г 
п 

avec composantes dans С^^\ГУ) et soit X! ^/^i > с > 0 où [vj, V2, ..., v„] est le 

vecteur de la normale extérieure. 

Alors il existe une suite v^ e C^^'\Q) de sorte que ^ —- Я,- -> g dans W^^\r). 
i=l ÔXi 

m 

D é m o n s t r a t i o n . Posons g^ = X/n/t» ^^fn/t sont les fonctions de la démon-

stration précédente. On ^: gt-^g dans W^^Xr\ g^eS{Q). On peut trouver 
[^u^2f» •••Д/if]? ^it-^'^i dans Ö^\Q)^ ^i,^C^^\r) par le procédé mentionné. 
Soit k,eC^^\U,), avec le support dans (7„ choisie de sorte qu'on a dans les cartes 
[ X ^ x J s u r T : 

' • = 1 Ö X . ; 

^) Pour Üe ^Щ иеО^ЧГ) si «(X„ аД^Г,))е Ö^\A ) pour г = 1 , 2 , . . . , т. La topologie est 
évidente. " , , , ' „ ,> 
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où X\^ sont des cartes du vecteur [Я^, •••? >̂ «t] ^ans le système [X^, x^„]. Alors la 
fonction 

VrtiXr. x,„) = {aXXr) - ^n,) K{Xr, Xrn) e C^^\Q) 
et sur Г: 

1=1 OXfi 
m 

Evidemment î̂ t = X! ̂ n remplit les conditions du lemme. 
r = l 

Lemme 1.9. Soï7 0e9 l^°^ ' \ Q^ la suite du lemme 1.1 Alors il existe^ ^, un opérateur 
linéaire et continu {opérateur-prolongement) de Wl^^{Q^ dans Wl^^{Q) de sorte que 
pour X eQ^=> (P^w) (X) = u{X) et \P^\ ^ с où с ne dépend pas de s. 

D é m o n s t r a t i o n . Soit и e Wl^\Q^). Soit u^ = uxp^^ r -^ m, щ est bien définie 
dans V^s et on la prolonge sur U^^ par: 

x,„ > a.^X,) => uXX,, x,„) = uXXr, 2a,XXr) - x,„) . 

u^ ainsi prolongée appartient à W^^^iU^ et a fortiori à PF^^\£„). On a 

où с ne dépend pas de s. Posons i/^+i = ucp^+i. Alors w^+i e Жр^\£„) et on a 

(1 -12) |"m + l |^p(i)(£„) й с\и\цГр^Щи,) 

OÙ с ne dépend pas de s (s assez grand; pour simplifier on suppose 5 ^ 1). Evidemment 
m + l 

w = E "r jouit en vertu de (1.11) et (1.12) de toutes les propriétés, exigées du P. 
r = 1 

2. Problème de Dirichlet. On désigne par 

(la convention usuelle de sommation est utilisée) l'opérateur différentiel du deuxième 
ordre. On suppose a^ e C^^^Q), b e C^^\Q), a^ = ау ;̂ pour chaque [< î, <̂ 2, •••, ^«] ^ 

EE^^a.jUj-èt^l^b^Q.') 

On désigne par W^'^XQ) le dual de W^^^XQ) OÙ 1/p + 1/^ = 1. 

^) On peut affaiblir les suppositions. La condition âf̂ / = aji peut être supprimée et il suffit 
pour beaucoup de théorèmes qui suivront dans la partie II que aij soient lipschitziennes. (Cfr. [6].) 
Pour les théorèmes sur la régularité de II, cette condition paraît être trop faible. 
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Problème de Dirichlet (on dit désormais P. D.): Soit MQ e W^^XQ),fe W^'^Xù). 
On cherche une fonction и de W^^\Q) de sorte qu'il vaille 

(2.2) cp e D(ß) : 

(2.3) и -UoeWy\Q), 

и est la solution faible du P. D.: DM = / dans Q, и = UQ sur Г. 

Il est bien connu, le lemme suivant (cfr. p. ex. E. MAGENES, G. STAMPACHA [8]): 

Lemme 2.1. Soit Q borné. Il existe précisément une solution du P.D. et on a 

(2.4) |"|ж2(П(й) è ^[|"о|ж2(1)(гз) + | /k2(-n(ß)] • 

On déduit du lemme 1.6 que pour Q G 51^^^'^ la condition (2.3) peut être remplacée 
par 

(2.5) и = g sur Г où g G W^^^^\r) . 

On a le lemme sur la „stabilité""^) 

Lemme 2.2. Soit Q borné, Q,-^Q, Q, с Q. Soit UQGW^^XQ), feW^'^X^)-
On a alors UQ G W2^X^S)^ f ^ ^2~^^(Rv)- ^oit u^ resp. и la solution du P.D. sur Q^ 
resp. Q. Posons и^{Х) = UQ{X) pour X ф Q^, X G Q. ̂ ) 

Alors on a: u^ -^ и dans W2^X^)-

D é m o n s t r a t i o n . Il suffit de démontrer le lemme 2.2 dans le cas où UQ = 0. 

On tire de (2.4) que |w5|̂ 2<i)(ß) = -̂ ^^^is il suit de (2.2) que u^ tendent vers и 
faiblement dans W^^X^)- ^^ ^ Ж " — ŵ , w — u^) = f(u) — / ( M J , d'où u^-^ и dans 
w^2'X^)' 

R e m a r q u e 2.1. Comme nous l'avons déjà signalé dans l'introduction, nous 
utiliserons esentiellement les estimations „à priori" du type précisé ci-dessous. Pour 
beaucoup d'assertions qui suivront, il suffit de considérer le cas p = 2, dont la dé
monstration est élémentaire et on la trouve p. ex. dans L. NIRENBERG [13]. Nous 
n'aurons pas besoin directement du cas général p ф 2; il faut remarquer que la 
démonstration du lemme 2.4 peut être basée sur cette estimation et sur l'interpolation 
(cfr. J. L. LIONS [7]). 

Il est démontré dans [13]: , 

^) On peut démontrer beaucoup plus, cfr. L BABUSKA [2]. 

)̂ Plus précisément: ŵ  — UQG W^^HO^), alors (f^-^ Ug — UQ dans W2^H^s)y ^k^^(^s) ^ 
d ^(Q) => u^ — UQ =^ lim fit dans W2^Kü). En posant / = lim (pj^, le prolongement de ŵ  est 

k-*oo k-*ao 
donné p a r / + WQ. * . . • -v 
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Lemme 2.3. Soit Q e ^^^\ Uo^ Pff \ ß ) , / e Ж ^ \ a ) , D Vopérateur (2.1). 

Alors w, la solution du P.D.:Du = / dans Q, и = UQ sur Г appartient à WP^(Q) 
et on a: 

On a (cfr. Remarque 2.1): 

Lemme 2.4. Soit QeW^^. Alors l'opérateur D est un isomorphisme de Wp^\Q) 
sur W^P~^\QIP > 1. 

3. Problème de Neumann (P.N.). Soit В un espace de Banach tel qu'on ait: ^(ü) 
est dense dans Б, W2^\Q) a В algébriquement et topologiquement, l e B. Soit 
feB'^"") (dans le dual de Б), gs{W^2^\Q)y. Supposons (peQ){Q)=>g{q)) = 0, 
Q e 5l^°^'4 On cherche une fonction и G W2^\Q) telle qu'on ait: 

(3.1) . V 6 S{Ü) => B(v, u) = f{v) + g{v) . 

и est la solution faible du P. N.\ ТУи ~ f dans Q, dujdv — aij{du/dxj) v̂  = g sur F. 

Lemme 3.1. Soit Qedl^^^'^, Ь ф 0. Alors il existe précisément une solution и 

du P.N. et on a 

Si Ь = О, alors la condition nécessaire et suffisante pour Г existence de la solution 
est 

(3.3) / (1) + 0(1) = 0 . 

Dans ce cas, la solution est unique à une constante additive près. Si Von choisit и 
de sorte que J^ и àQ — 0, alors (3.2) vaut. 

Pour la démonstration cfr. [8]. 

Lemme 3.2. Soit ße^l^^^'^ Alors pour B' on peut prendre W^^(ß) où l/q^ = 
= 1/2+ Ifn.^'') On a W^^Xr) cz {}¥^2'ЩУ algébriquement et topologiquement 
où 1/̂ 2 = 1/2 + 172(w - l).^^') 

La démonstration du lemme 3.2 suit immédiatement des lemmes 1.3 et 1.4. 

On désigne par W^" ^\Г) le dual du W^^\r). Од a: 

l.emme33.W^^Xr) est dense dans W^~^\r). 

D é m o n s t r a t i o n . Soit g e W^~^\Q), h e W^^Xf). Posons h, = hep^. On a g(h) = 
m 

^^) C'est une question ouverte que de savoir s'il existe В „le plus petit". Cfr. [7]. 
^^) Pour n = 2 on prend ĝ  > 1, / = 1, 2, d'ailleurs quelconque. 
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Soit h E W2^\Ay). En identifiant manifestement #^1^(J^) avec le sousensemble 
correspondant de W^^\r), on a d'après le lemme 2.1 : 

(3.4) g{h) = f f X : ^ - ^ + /11..^ dX, où Щ e М'\А;) . 

Alors w, = lim и,, dans ï^i^^^,) où щ, e S){A,). Soit/ , , e Pff ^(Г) définie par: 

и х , , a,{X,)) = (-zlM,,(X,) + lUx;)) <plX„ a,{X,)) U + Д (^ {X,)\\ * . 

m 

Posons/ , = X;/rr On a / , - > ^ dans Pf2^"'\r) С q. f. d. 

R e m a r q u e 3.1. Soit g e ^2*^^(^) et soit ^^ la suite des domaines du lemme 1.1. 
On construit g^ e W^^\r,), „^^ -> g'' de la manière suivante: On pose 

m 

К,{Х„а,ХХ,)) = д{Х,,аХХ,))срХХ,,аХх;)) et 3 , = X й„ . 

Lemme 3.4. Soir Ü e îl^^),!^ j ) l'opérateur (2.1). So/r / e l^f \ 0 ) , ^ G PFf \ Г ) . ' ) 
iSi b = 0, on suppose J ^ / d O + Jĵ  ̂  dS" = 0. Soient Q^ les sousdomaines du lemme 
1.1, g^e W2^\r^) définies dans remarque 3.1. Pour b ^ 0 on pose f^ = f dans Q^; 
si b = 0, on pose f s = f ~\- c^ et on choisit les constantes c^ de sorte que Jß^/s dû + 
+ ^,^g,dS = 0. , / 

Soient Ug resp, и les solution du P.N.: 
Du^ = fs dans Q^ resp. Du = f dans Q, dujdv = g^ sur Г^ resp. dujdv = g sur Г . 

Pour b = 0, on demande que J^^ u^ dQ = J^^ и dû = 0. On prolonge u^ sur Q 
parV,.^) 

Alors u^-^ и dans W2 \Q) (-^ signifie la convergence faible) et on a^..-

(3.5) \^ [ |i/,(X„ a,lX,)) - t/(X„ aiX,))\ dX, -> 0 . 

D é m o n s t r a t i o n . En vertu du (3.2), on a |ws|vr2(i)(ß) = -̂ ^^i^ ^ ^ ê{Q). On a: 

Г (a,j ^ ^ + bvuAdQ = f i;/,dO + j vg^dS + 

^ü ди^ 
ij + ^̂ w^ 1 d ß . 

En tenant compte de la remarque 3.1, on obtient: 

(3.6) VQs àS = Y \ v(X,, a,,(X,)) g{X,, a^X^ <pX^,, a.(X.))" 

2 \ i {- тмИ' 
)̂ On peut affaiblir ces conditions, cfr. lemme 3.2. 
)̂ Cfr. lemme 1.9. 
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Il en découle: j^^ vg^ dS -> jr ^9 ^ 5 , ce qui entraîne ĉ  -> 0 si Ь = 0. Alors J^^ vf^ éQ ~> 

-^ Jß vf dû. Evidemment 

Jß-ß.A 
Êl^J^ + bvuAdQ 
dXi dxj 

= <^|^s|^2<l>(ß) r | ^ 2 ( l > ( ß - ß s ) "^ ^ 

Alors Us -^ и dans Р^з^^С )̂-

La transformation identique de W2^XQ) dans W[^\r) étant complètement continue 
en vertu du lemme 1.4, on obtient: uJ^X^, a^X^))-^ u{X^, ar{X^)) dans W[^\A^). 
D'autre côté: 

\uXX„ a,XXr)) - щ{Х„ aXX,))\ dX, ^ c|w,|^^(i)(^_^^) ^ 
J Ar __ 

ce qui achève la démnostration du lemme.^) 

Lemme 3.5. Soit Q e ^^^\ D Vopérateur (2.1), / e W^^\Q) (si b = 0 on demande 
J ß / d ß = 0). Soit и la solution du P.N.: Du = f dans Q, ôujdv = a^ (ôujdxj) v̂  = 0 
sur Г, (Si b ^ 0, on demande JQ и dÜ = 0.) 

Alors и e Wi^\Q) et on a: 

(3 .7 ) Г|Ж2(2)(Й) ^ C|/|^2<0>(ß) • 

Pour la démonstration, cfr. [13]. 

4. Problème de Newton (P. Nw.). Soit Qe^^^'^^K Soit aeW^^Xr), '°) d ^ 0, 
Ö- Ф 0. En conservant les notations du 3, on dit que и e W^^\Q) résout le P. Nw.: 
DM = / dans Q, ôu/dv + au = g sur Г si 

V G é'(Q) => B(v, u) + avu dS = f(v) + g(v) (% w) + I < 

Lemme 4.1. Soiï OG91^^^ '^ , D Vopérateur (2.1). v4/örs i/ existe précisément une 
solution и du P. iVw. et on a: 

(4-1) |"|ж2с̂ >(Л) ^ C [ | / | B ' + kU2ci)(ß))'] • 

Pour la d é m o n s t r a t i o n cfr. [8]. 

R e m a r q u e 4.1. Naturellement, le lemme 3.2 reste en vigueur pour le P. Nw. 

^) Tenant compte des propriétés de Popéraieur F ,̂ on peut, sous les conditions du lemme, 
démontrer: ŵ  -> w dans W^^'^{Q), 

^ )̂ On peui beaucoup affaiblir cette condition. If suffit de considérer au lieu de l'opérateur av 
(sur Г), l'opérateur G{V) tel que Sr^(v) ^ dS soit une forme bilinéaire sur W^^\Q) x W^^\Q). 
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II. L'ÉGALITÉ DE RELLICH 

5. L'égalité fondamentale. Soit иЕУ1^^\ H = [h^, h2, ...,h„'] un vecteur avec 
composants dans C^^\Q). Soit и e S'(Q). On a l'identité 

/^ .4 ^ Г/. T̂ . du du^ ^, ^w ^ ^, du , 
(5.1) — ( V . 7 - 2Й Ay) - - — = 2/,, - - Du - 2/1, — èM + 

+ 1—^0-2—^«.; + 

(Cfr. L. E. PAYNE, H. F. WEINBERGER [14].) 

La formule de Green nous donne: 

daij\ du du 

dx/^J dxi dXj 

(5.2) 

Jß ' S^i 

jr dXidxj 

DudQ \ ^^ 1 1 ^ Г 7 ^u du ,^ hi — budQ + \ bu dû. 
dXi dXj 

Ici bij est la parenthèse à la droite de (5.1). 

6. Problème de Dirichlet. Soit Q e Ш^'^^'К Soit g e Ж^^^Г), / G W^^XQ). Soit g le 
prolongement du g donné par lemme 1.7. On a Ö' e ^^^^ (̂Г )̂ en vertu (1.10). Soit м̂  
la solution du P. D.: Du^ = f dans Q^, u^ — g sur Г^. Soit g^^ e S{Q^, g^^ -^ g dans 
W^^^{r^', l'existence d'une telle suite est garantie par le lemme 1.7. Soit u^^ la solution 
du P. D.: DM^J = / dans Q^, u^t — g^t sur Г^. Alors il suit du lemme 2.3 que u^^e 
€ ^ 2 ^ \ ß J . Utilisant le lemme 1.2, on obtient (5.2) pour u^^ et Q^. On a 

(6.1) 

' [ft,a,, + 2ih,a,j - h,a,j)] ^ ^^' v, dS . 

Le vecteur (hia,^j — hj^Uij) v̂^ où i est l'indice des cartes, j est fixe, est orthogonal à la 
normale extérieure. Alors {hia^j — hj^a^j) Vi^dujdx^ est une dérivée au plan tangent. 
Pour les domaines en question, on peut trouver H de sorte que pour 5 assez grand 
on ait: /î v̂  ^ с > 0.^^") (Cfr. [9].) Alors on tire de (5.2) et (2.4): 

(6.2) 

*"[,?i 9st\w2^^\rs) 

[ = 1 

du^t 

du^ 
dXi W2^ЩГs). 

dXi Ж2<0>(Г; 
+ |/|ж2<о)(г^) + \9st\w2^'4rs) 

s) J 
^ ) Pour simplifier, on va supposer cette inégalité pour ^ ^ L 
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Ici с de dépend pas de s. Ayant pour e > 0 

(6.3) 'A9st\w2^^4rs) 
du^ 

dx: 
< E' 

Wi^^Kfs) dxi 
+ -^2 Wst\w2^'4r,) 

on obtient de (6.2) et (6.3) 

\du 
(6.4) E dXi 

< ^W9st\w2^'\rs) + | / k 2 ( 0 ) ( f i , ) ] • 

W2^^\rs) 

Si on laisse t -^ oo, on obtient par le prolongement continu la définition de dujdx, 
sur r^. Considérons spécialement dujdv = aij{dujdxj)vi. On a alors 

(6.5) 
dv 

~ ^[к|ж2(1>(Г,) + |/k2(0)(ß,)] • 
|Ж2<о)(Г,0 

Soit maintenant ф e S){A^. Soit w e SJ{U^, choisi de manière que pour s assez 
grand 

iA(X,) w(X„ a,,(X,)) = (A(X,) . 

Désignons xj/w = Ü. Utilisant la formule de Green, on obtient : ; 

dv du. 

dXi dxj 
+ bvu^ 1 dû . 

Il en découle en vertu du lemme 2.2 l'existence du 

Le lemme 1.1 nous garantit avec (6.6) l'existence du 

(6.7) 

Les fonctions f(l + ^ (^^r/^^rO^)^ forment un ensemble dense dans W2^\A^), 
• i = 1 ' •• • ' 

Compte tenu de (1.10), de (6.5) et de (6.7), on est parvenu au lemme suivant: 

Lemme 6.1. Soit Q,-^ Q la suite du lemme 1Л. Soit g e W^^Xr), f e W^^XQ), 
Soit g le prolongement de g donné, sur Q du lemme 1.7 .Soit u^ solution du P.D.: 
Dug = f dans Qg, u^ = g sur Г^. 

Alors la fonction dujdv appartient à ^^^^(Г^), on a (6.5) et en la considérant par 
projection comme élément de Wz^X'^rX ^ujdv tend faiblement^ ^^) vers une limite w^. 

^^^) Pour De yi^^^'^, ^ = 0, X? à la frontière régulière par parties, on peut démontrer ^;/öi>-
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Définissons sur Г 

(6.8) 

On a: 

du ^ 
OV r=l 

Théorème 1. Soit Oe91^^>'S D Vopérateur (2.1). Soi7 .̂  e Ж^'^(Г), / e Ж^^(Г2). 
Soiï w /a solution du P.D.: Du == f dans Q, и = g sur Г. Soit v e W2^\Q). 

Alors à chaque solution и on fait correspondre linéairement du/dv, définie par 
(6.8) et on a 

I du ! 
(6.9) 

dv 
= < [̂кк2(1>(Г) + |/|ж2(0)(^)] 5 

|ТГ2(0)(Г) 

(6.10) ' {vfdQ= - {v^dS+ f ( a , j ^ ^ + bvÀdQ. 
JD Jr v̂ J^V dXidxj J 

D é m o n s t r a t i o n . Soit u^ du lemme 6.1, v e ^{Q). On a 

d(v(p,) du. 
vcpJdQ = v(p, —'dS + 

dv dXi dXj 
+ hvç^u, \dQ . 

En vertu du lemme 2.2 et du lemme 6.1 on obtient 

(6.11) I vcpJdQ = v(p,w,dS + [aij -^-^ — + bv(p,u\dQ . 
]r J A ^^i ^Xj J 

Faisant sommation de (6.11): ^ , on obtient l'assertion. » 
r = l 

R e m a r q u e 6.1. On peut construire un exemple qui montre qu'en général pour 
QG^^^^^\ g = 0, l'espace Wi^\r) dans (6.9) ne peut pas être remplacé par W^f\r% 
p > 2. 

R e m a r q u e 6.2. Il suit de (6.10) que du/dv est définie d'une manière unique. Pour 
les questions de savoir comment du/dv dépend de l'opérateur D quand les coefficients 
changent, cfr. [6]. 

Le p r o c é d é dua l : Soit g = 0. Soit v la solution du P. D.: Dt; = 0 dans Q, v = h 
sur Г où heW^^^^\r). 

Alors on a, tenant compte de (6.10): 

(6.12) \vfdQ ^h^dS. 
г ^y 

De (6.9) et (6.12) on tire l'inégalité 
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En vertu du lemme 1.4, 1.5 et 1.7 on obtient que 

alors on est parvenu au théorème: 

Théorème 2. Soit Q e W^>'S D Vopérateur (2Л). 

Alors il existe précisément une transformation R, linéaire et continue de ^2^^(Г) 
dans W^2^\Q) de sorte que h e W^^^^\r) => R{h) = ve W^2^\Q) et v est la solution fai
ble du P. D.iDv = 0 dans Q, v = h sur Г. 

On obtient alors solution du P. D. généralisé. 

R e m a r q u e 6.3. On peut construire un exemple qui montre que pour Q e 9l^^^'\ 
l'espace W^^\r) des conditions aux limites ne peut pas être élargi sur Pf^^^(r), p < 2. 
Cfr. Rem. 6.1. En ce qui concerne la régularité à l'intérieur de la solution du P. D. 
génér., cfr. [13]; dans [11] on a obtenu les résultats concernant la convergence vers. 
he W^2^\r). Le cas de Qe^^^^'^ est en général ouvert. Pour le cas Qe^^^\ cfr. 
G. CiMMiNO [3a]. 

R e m a r q u e 6.4. Le théorème 2 donne le prolongement de la transformation, 
laquelle fait correspondre à la trace la solution correspondante du P. D. Il suit 
immédiatement du lemme 6.1 que l'opérateur R est aussi le prolongement de la 
transformation (si elle existe) laquelle fait correspondre à la fonction continue 
sur Г la solution classique du P. D. 

Par la solution classique du P. D. on comprend une fonction и e C^^\Q\ we 
e Cfo^c(ß), Dw = 0 au sens classique. 

Soit V une solution du P. D.: Dt; = 0, t; e PFf ^(Г). S o i t / = 0, g e W^^\r), Soit и 
la solution du P. D.: Dw = / d a n s Q, и = g sur Г. On a: 

(6.14) f i ; — d S = 
Jr Sv 

En vertu du (6.9) on obtient de (6.14): 

— и aS. 
f dv 

(6.15) 

Théorème 3. Soit Q e 9l^^>'^ D l'opérateur (2.1). 

Alors à chaque solution du P. £). généralisé v, on peut faire correspondre linéai
rement ôvidve W^~^\Q) et on a (6.14) (pour и résolvant P. D.: DM = 0 dans Q, 
ueW^2^\r))et(6Ä5), 

^ )̂ Il suit du lemme L4 que W^^/^-\r) est strictement contenu dans И̂ ^̂ С̂Г) avec une topo-
logie plus fine. 

138 



7. Régularité de la solution du P. D. Soit Qe^^^^'^ et soit К une boule telle, 
que D CI i^. Supposons que D est défini dans К et jouit ici des propriétés mention
nées/^') S o i t / G W^'^XQ), g G W^^\r) et soit и la solution du P. D.: Dw = / dans Q, 

i i 

и ^ g sm Г.Опа: К -Q = Y. ^' ^ù Q' G ^Î^^^'^ et Xi Г^' = Г + К, où 7̂  est la 

frontière de K. Posons g =Q sur K. Soient ŵ  les solutions du P. D.: Dw^ = 0 
dans ß ' , Ui = g sur Г. Posons U == и dans Q,U = Ui dans Q^, Il est manifeste (cfr. 
th. 2.5 de [4]) que U G Р7^^^(А;). Soit maintenant cp e 9{K). On a: 

(7.1) 
dcp^ du 

+ bcpU У"'!; du 
dv 

dS + (pfdQ + d S . 

En tenant compte des lemmes 1.3 et 1.4, on peut prolonger l'expression à droite 
de (7.1) sur ^2„7(n + i)(^) et l'on obtient par là une fonctionnelle de W^niln-i){^)- En 
vertu du lemme 2.4, on obtient que U G PF2„7(«-I)(^) ' ^^^^^ ^ fortiori и e ^2„7(„-i)(ß). 
On obtient l'inégalité 

(7.2) |w|^(u,„,,_,,(ß) g с + z 
Ж2(0)(Г 

+ |/k(0)2„/(,4.i)(ß) • 

Soient maintenant /G ^2«/(n+i)(^)- И existe une suite des/^ G Ж^^^(^) de sorte que 
/^ - ^ / dans 1^2^/(/I+I)(^)- Soit ŵ  la solution du P. D.: Dw, = /^ dans Q,Ut = g sur Г. 
On a Wf G Pfj„7(/i-i)(^)- De (5.2)^^^) on obtient, en tenant compte de ce que 
Щп/(п+1)(^) <= W^'^XQ) algébriquement et topologiquement: 

(7.3) 

= ^ [ к к 2 < 1 ) ( П + | / f k ( 0 ) 2 n / ( n + l ) ( ß ) Гt\w(i)2n,(rг-l)(^) "^ | Л к ^ г и Д п + i ) ( ß ) ] ' 
|Ж2(0>(Г) 

Alors, en liant (7.2) avec (7.3), on obtient 

Alors ^ -> 00 entraîne 

C^-^) l"k<^>2n/ („ - l ) (ß ) = ^ [ к | ж 2 ( 1 ) ( Г ) + | / | r (u )2n / ( r .+ l ) ( ß ) ] • 

La formule (7.3) et (7.5) nous donne 

<7.6) 
ТГ2(0)(Г) 

^ ^[Ьк2<1)(Г) + |/k(0)2h/(n-H)(ß)] 

^^ )̂ Il ne s'agit au fond que de prolonger ац avec leurs premières dérivées et b sur un voisinage 
de Q. 

13b> ') Pour justifier l'emploi de (5.2), il faut utiliser le procédé limite Q^-^ Ü (cfr. lemme 1.1). 
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On a par là démontré: 

Théorème 4. Soit ^е5Н^^>'\ D l'opérateur (2.1) défini dans une boule К ID^Q. 
Soit и la solution du P. D.: Bu = f dans Q, и = g sur Г où f e Wi^J^„ + ^^{Q\ g e 
G Wi'\r). Alors и e W^IJ^,^^^(Q) et il vaut (7.5). 

La transformation T(f, g) = dujov peut être prolongée continûment sur Vespace 
W%n^,iQ)xW'^'\r)etVona{l.e). 

Le procédé dual nous donne: 

Théorème 5. La transformation R du th. 2 applique W^^\r) dans Tfi^/(n-i)(^)-

Soit maintenant к G Р^2«/(П+1)(^)- Alors le procédé dual nous donne: 

Théorème 6. Il existe une transformation M, linéaire et continue de W2niln + i){^) 
dans ^i^/\„_i)(ß) Je sorte que si keW[~^\Q\ allors M{k) e Wi^\Q\ et donne la 
solution du P. D.: Bv = к dans Q, v = 0 sur r(Q e 5»l̂ ^ '̂̂ ). 

R e m a r q u e 7.1. Il suit du théorème 4 et du lemm.e 1.3 que pour n = 2, к solution 
du P. D., envisagée au th. 4, appartient à C^^^'^(ß) et est alors classique pour les 

conditions aux limites. On obtient facilement: W2'^\ü) = У^2п/(п+1){^)' 

Problème. Peut-on remplacer P f i X - i / ^ ) par ï^2„7(n+i)(^)? Pour Qe^^^^ c'est 
vrai. 

On déduit sans difficulté du lemme 6.1 un théorème sur l'unicité: 

Théorème 7. Soit ^бШ;^°^'^, D l'opérateur (2.1), Q^ la suite du lemme 1.1. Soit 
и e W2^\Q^) pour chaque s, soit Bu = 0 dans Q faiblement et 

(7.7) lim |w|^,(o)(r,) = 0 . 

Alors и = 0, 

D é m o n s t r a t i o n . S o i t / e W2^\Q) avec support compact dans Q et ŵ  la solution 
du P. D.: Bu^ = / d a n s O ,̂ u^ = 0 sur Г^. En vertu du (6.10) on a 

(7.8) ufdQ = ~ f u^-^dS. 

Mais (7.7) et (7.8) entraînent que J^ w /dß = 0 => i/ = 0. 

R e m a r q u e 7.2. Il suffit p. ex. pour la validité du th. 7 de supposer и e Pf27(« +1)(^)' 
La supposition ueW^^Xü) pour p < 2nl{n + 1) ne suffit pas en général pour 
l'unicité (Q e 9];̂ ^ '̂̂  seulement) ce qu'on peut montrer sur un exemple facile. 

8. Problème de Neumann. On va démontrer: 

Lemme 8Д. Soit iQe 9г^^^'^ D Vopérateur (2.1). Soit Q, la suite du lemme (1.1). 
Soit / e ï^f X^), g ç pff >(r). Si b = 0, on demande j^féQ + jr9 àS = 0. Soit 
f,eW[ (Я), g,sW[^\r^ du lemme ЪЛ. Soit и resp. щ les solutions du P. N.: 
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Du = f dans Q resp. Du, = / , dans Q,, dujdv ^ g sur Г resp, dujdv = g^ sur I\. 
Si b = 0, posons Jßj и, dQ = J^^ и dQ = 0. Alors u, e W^^\r,) et on a 

OÙ с ne dépend pas de s. En considérant u^^r, arsi^r)) comme élément de W^^^(A,), 
on a 

(8.2) щ--и dans W^^\A,) 

{-^ désignant la convergence faible), et Vinégalité 

(8-3) ГЧ»̂ 2(1>(П й cWg\w2^^4n + 1/^2(04«)] • 

D é m o n s t r a t i o n . Soit v^^e 0^\Q^ une suite telle que g^^ = dvjdv -^ g^ dans 
W^2^\rs). L'existence d'une telle suite est garantie par le lemme 1.8. Si Ь = 0, soit 

Jst = fs + Cst où les constantes с,̂  sont choisies de sorte qu'on ait: Jß^/^^dß + 
+ f̂̂^ g^t dS = 0. Soit w^^ la solution du P. N.: 

(8.4) Dw,, = f,, - Dv,, dans O, , ^^-^ = 0 sur Г , . 
cv 

^st = '̂st + ^st^ ^2^X^) ^^ vertu du lemme 3.5 et résout le P. N.: Du^^ = fst 
dans ß^, dujdv = g^t sur Г^. (Pour Z? = 0 on modifie, si c'est nécessaire, u^t de 
façon à avoir Ĵ ^ u^t ^^ = Ö). On a alors (5.2) pour u^^ et Q^. Mais il est valable: 

(8.5) Г ( f t ^ « , . . _ 2 M . . ) ^ ' f ^ ' v , d S = 
J r . 8x, dxj 

Jr^ ^^i ^^j Jrs ^^i 

Ayant /îiVi à с > 0, nous tirons de (5.2) et (8.5): 

«.6) -1^» 
dXi 

i -> 00 entraîne (8.1) pour 1/5. 
Cela entraîne: 

Mais (8.7 )avec (3.5) donne (8.2) et (8.3) c.q.f.d. Le procédé dual: on a évidemment: 

Lemme 8.2. Soit v la solution du P. N.: Du = 0 dans Q, dvjdv = h sur Г où 
he PFf^(r). Soir и la solution du P. N.: Du =f dans Q, fe W^^\Q), du/dv = 0 
sur Г. 

Alors on a 

\vfdQ=: f/1 (8.8)- I vfdQ=. \ hudQ, 
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(Si b = О, on fait les suppositions JV h éS = j^f^^O = jß vâQ = f̂  и àQ = 0.) 
Пinégalité (8.3) avec (S.S) donnent 

(8.9) Нж.(о>(г.) й c\h\ ̂ 2 < - i H O ' 

Tenant compte du lemme 3.3 (si Ь ~ 0 et ^̂ (1) = 0, on peut évidemment trouver 
Çt -^ g dans W^'^Xr) de sorte que д^{1) = 0) on obtient: 

Théorèmes. Soit QE^^^^'\ D l'opérateur (2.1). Soit и la solution du P. N.: 
Du =f dans Q,fE Fi^^(ß), du/dv = g sur Г, g e FFf ^ 0 - i^i b = 0, on demande 
J ß / d ß 4- jVâ^ dS = Jß udQ = 0.) v4/ors on a (8.3). 

/ / ex/sfe précisément une transformation R, linéaire et continue de W^~^\Q) 
dans Prf ^(ß) telle que g e Wi^\r)=>R(g) = v soit la solution du P. N.: Dv = 0 
dans Q, dv/ôv = g sur Q. (Si b = 0, on demande g(l) - j^véQ = 0 et on définit R 
seulement sur le sousespace de W2~^XQ) des éléments pour lesquels g (1) = 0.) 

R e m a r q u e 8.1. On obtient comme conséquence immédiate de la note^^): Soit V 
le sousespace de (^2^Y^))' <ies éléments pour lesquels ç e ^(Q) => g{(p) = 0. Alors 
V с W[~^\r) strictement, avec une topologie plus fine. 

On a obtenu alors par théorème 8 solution du P. N. généralisé. 

Soit maintenant f, и les solutions du P. N.: 

et 

On a 

(8.10) [vgéS = j /iMd5. 

On tire de (8.10), utilisant (8.3): 

(8.11) 

(Si b = 0, on suppose h{\) = Jĵ  г; dS = 0.) 

Alors on a: 

Théorème 9. La solution du P. N. génér. est une solution du P. D. génér. et on 
a (8.11). 

9. Régularité de la solution. Soit и la solution du P. N.: Du = / d a n s QJe Pff \ 0 ) , 
dujdv = g sur Г, g e W^^\r). Supposons que l'opérateur D est défini dans une boule 
К z:> Q. ^^ )̂ L'inégalité (8.3) avec (7.5) nous donne и e H^2^/(n-i)(^)- ^^ appliquant 
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= 0 dans Ü, 

dv 
— = /i sur Г, 
dv 

du _ — = ö' sur Г, 
dv 

h 6 Pff >(r) 

^еЖПг). 



(5.2) sur Ust (cfr. lemme 8.1), tenant compte de (3.2) et du lemme 3.2 et faisant les 
limites ^ -> oo et après 5 -> oo on obtient 

( 9 . 1 ) |w|ff2<^)(r) й [ к | ж 2 ( 0 ) ( П + | " k ( l ) 2 n / ( n - l ) ( ß ) i / k ( ° > 2 n / ( n + l ) ( ß ) + | / | ^ ( 0 ) 2 „ / ( „ ^ . i ) ( ß ) ] • 

La formule (7.5) avec (9.1) nous donne 

(9.2) 

d'où aussi 

(9-3) Hw2^^n è ^[\f\wio,,^nn.Ы^) + Ьк2(0)(г)] . ' ' ' ) 

Nous avons alors démontré: 

Théorème 10. Soit Q e 91^^^'^ Q a К où К est une boule. Eopérateur D soit défini 
par (2.1) dans K. Soit и la solution du P. N.: Du = f dans Q, fe Wi^„\n+i){^)y 
du/dv = g surr, g e ^ f ^(Г). Alors on a (9.2) et (9.3). 

Le procédé dual nous donne: 

Théorème 11. La transformation R du théorème 8 applique W^~'^\r) dans 

wiX-i)(ß)-
Soit и ^ 3. On peut prendre pour l'espace B' = ^2^/(„ + 2)(ß) (cfr. lemme 3.2). 

Théorème 10 nous donne: 

Théorème 12. Soit Q e 91^^^'^, К :D Q, К une boule où est défini l'opérateur (2.1), 
n ^ 3. 

Alors il existe la transformation M, linéaire et continue de W^^Jf^^+^^(Q) ^^) 
dans Ж1„7(„_1)(Г2) de sorte, que ke W^X + 2)(^) =^ M{k) e W^'\Q)\t donne la 
solution du P. N.: Dv = к dans Q, dv/dv = 0 sur Г. (Si b = 0, la transformation 
est définie seulement pour к avec propriété fß к dQ = 0; on demande L v dQ = 0.) 

R e m a r q u e 9.1. Pour n = 2, on peut remplacer l'espace И^р^^О), p > l par 
W[^\Q), OU par l'espace des mesures. 

A l'aide du lemme 8.1, on obtient 

Théorème 13. Soit ß e 5 l ^ ° ^ ' \ D l'opérateur (2Л). Soit Q^ la suite construite au 
lemme 1.1. Soit ve H îfiocC )̂» Dt̂  = 0 dans Q, lim Idv/dvl^r^i-Df^rs) = 0. 

S-* <x> 

Alors V = 0 resp. v = const si Ь Ф 0 resp. b = 0. 

1 3 c ) Sib ~ 0, on demande pour (9.2) Jß и dQ = 0, pour (9.3) Jj^ w dS* = 0. 
''•) Pour /г = 3 on prend IV^^\Ü), P > 1, d'ailleurs quelconque. 
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R e m a r q u e 9.2. Pour illustrer la remarque 8.1 et généraliser le lemme 3.2 on se 
sert du lemme 1.3 pour n — l. 

n = 2: on peut prendre dvjdv = g oix g e W[^\r) ou est une mesure, 

n = 3: on peut prendre g e Ж^^^(Г), p > 1, 
n > 3:^GFf/27„-i)]/(. + i)(r). 

10. Problème de Newton. Soit и la solution du P. Nw.: Du = / d a n s Q,fe W^^\Q), 
du/ôv + au = g sur Г, g eW^^\r). En vertu du lemme 1.4, on a g - au e W^^\rX 
alors и est solution du P. N.: DM = / dans Q, dujov ~ g — au sur Г. Les inégalités 
(4.1) et (8.3) nous donnent: 

Théorème 14. Soit Q e 51^^^'\ D Vopérateur (2.1). Soit и la solution du P. Nw.: 
Du = f dans Q, du/dv + au = g sur Г. 

Alors on a 

Le p r o c é d é dual . Soit и la solution du P. Nw.: DM = / dans ß , fe W^^\Q), 
du/dv + au = 0 sur Г. Soit v la solution du P. Nw.: Di; = 0 dans ß , dv/dv + av = h 
sur г ой he W^^\r), Alors on obtient 

(10.2) j Vf dû = j hudS . , . . 

L'inégalité (10.1), avec (10.2), entraîne 

(10.3) р|ж2^о>(̂ ) = ^|^|ж2(-'>(г)' 

On est parvenu alors au théorème, tenant compte du lemme 3.3: 

Théorème 15. Il existe précisément une transformationR de W2~^\r)dans W2^\Q), 
linéaire et continue, de sorte que h e И^2^\Г) => R(h) = véW2^^(Q) et v est la solution 
du P. Nw::Dv = 0 dans Q, dv/dv + av = h sur Г. 

Par le procédé utilisé plusieurs fois on obtient: 

Théorème 16. La solution du P. Nw. génér. est une solution du P. D. gêner, et on a 

(10.4) Hw2i^4n = ^\^\w2(-'4n' 

R e m a r q u e 10.1. Les théorèmes analogues aux théorèmes du 9. sont une suite 
immédiate du fait que la solution du P. Nw. est solution du P. N. correspoiiidant et 
la solution du P. Nw. génér. est solution du P. D. génér. correspondant. 

R e m a r q u e 10.2. Pour les questions concernant la régularité de la solution du P. 
N. génér. et du P. Nw. génér. à l'intérieur, cfr. [13]. Les problèmes sur la conver
gence vers les conditions aux limites restent ouverts pour iQeîl^^^'^ tant bien 
pour P. N., P. Nw. que pour P. N. génér. et P. Nw. génér. 
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Remarque 10.3. En se servant du poids, défini sur Г et à la croissance logarith
mique, dans un nombre fini de points, on peut améliorer (6.9) pour g = 0 QÏÏ rempla
çant \Su/ôv\^2io)(^r) P^r jf {dujdvY p dS. Cela entraîne la possibilité de remplacer 
|/î|̂ 2<o>(r) ^^ns (6.13) par Jĵ  h^'p~^ dS, 
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При помощи равенства Реллиха получаются разные теоремы о регулярности 
решения, и дуальным подходом решены упомянутые проблемы в обобщенной 
постановке без условия ограниченности интеграла Дирихле. Границы областей 
удовлетворяют только условию Липшица. 
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