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YEXOCJIIOBALIKUIN MATEMATUYECKHUI XYPHAI

Mamemamuueckuit ym Yexoc. i Axademuu nayx
T. 15 (90) IIPATA 19.XI. 1965 r., No 4

UBER DIE TRANSFORMATION UND AQUIVALENZ
HOMOGENER LINEARER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
VON HOHERER ALS DER ZWEITEN ORDNUNG

ZpENEK HustY, Brno

(Eingelangt am 18. Januar 1962, in neuer umgearbeiteter Form am 3. Juli 1964.)

Diese Arbeit besteht aus drei Teilen. Im ersten Teil wird die Transforma-
tion homogener linearer Differentialgleichungen — kurz Gleichungen —
studiert. Wenn wir in der Gleichung

n
(a) " =k .
(i)

x € I, die Substitutionen y = uz, t = T(x) verwenden, wo die Funktionen
u(x), T(x) gewiBe Eigenschaften besitzen, erhalten wir eine Gleichung (2),
die wir das Bild der Gleichung (a) in I, der Koordinaten T'(x), u(x) nennen.
Die Menge aller Bilder der Gleichung (a) im Intervall I, , bezeichnen wir mit
dem Symbol O,(I;,). In der vorliegenden Arbeit werden die Eigenschaften
der Menge O,(/,) studiert. Von wesentlicher Bedeutung in der Theorie der
Transformation sind gewiBe Polynome mit Dimension, deren Eigenschaften
in dieser Arbeit angefiihrt werden. Der zweite Teil beschéftigt sich mit der
Aquivalenz reguldrer Gleichungen. Im dritten Teil werden notwendige und
hinreichende Bedingungen fiir die Aquivalenz regulirer Gleichungen mit
stetiger Dimension abgeleitet, die ohne Beweis in einigen Arbeiten von
Mathematikern des 19. Jahrhunderts angefiihrt sind.

I. TEIL. TRANSFORMATION REGULARER GLEICHUNGEN
VORBEMERKUNGEN

Anstatt ,,homogene lineare Differentialgleichung® sagen wir kurz ,,Gleichung*.
Die Symbole f*, f® [ f, f"1] bedeuten die Ableitungen der Funktion f nach x oder ¢
[t oder ]. Die Funktion x = T_(¢) ist die zu ¢ = T(x) inverse Funktion. Insofern
kein MiBverstindnis zu befiirchten ist, werden wir kurz ,,T¢ statt ,,T(x)“ schreiben.
Ist g eine nichtnegative ganze Zahl, so bedeutet das Symbol T(x) e C(I 1), daB die
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Funktion T im Intervall I, stetig ist. Mit E; bezeichnen wir die Menge aller (end-
lichen) reellen Zahlen.

Bemerkungen 0.1. a) Es sei T(x)e C4(I;), T' # 0 in I,. Der Ausdruck {T, x} =
= T"|T") — AT"|T")%, xel,, heiBt die Schwarzsche Ableitung der Funktion
T(x) nach x im Intervall I,.

b) Es habe t = T(x) die in der Bemerkung a) angefiihrten Eigenschaften, 1, =
= T(x,), xo €I,. So ist

o1 L

c) Es sei X(1) € C4(I,), X # 0inI,, wo I, = T(I,). Dann gilt fiir die Schwarzsche
Ableitung der Funktion X[T(x)] nach x die Formel

(0.2) {X,x} ={X,t} T*+ {T,x}, xel,,

wo t = T(x) gesetzt wird.
Unter einer allgemeinen Gleichung versteht man den Ausdruck

(a) Y (n) afx) y" P (x) =0 a;eCo(l,),i =0,1,....,n,a4x) £0.
i=0\ 1

Wenn der Koeffizient ao(x) in I, eine Nullstelle hat, so ist (a) eine singulire Glei-

chung. Die Gleichung (a) ist im Intervall I, reguldr, wenn a;lag € Co(I), i = 1,2, ...

~.on. Ist ay + 0, so ist die Gleichung (a) reguldr. Wenn a, = 1 (a; = 0) [a; = 0,

i = 1,2], so wird die Gleichung (a) normale (halbkanonische) [kanonische] Glei-

chung genannt. Ist die Gleichung (a) in I, regulir, so wird

o () o
i=1\i/a,
die Normalform der Gleichung (a) genannt. Die Normalform der Gleichung (a)
bezeichnen wir mit dem Symbol (a,,). Der Koeffizient a; wird auch der i-te Koeffizient
genannt.

Es sei die Gleichung

(b) ) () bix) " () =0

in I, definiert und es sei I = I, n I, * 0. Die Gleichungen (a), (b) sind in I identisch,
wenn a{x) = by(x), xel, i =0,1,...,n. Bezeichnung: (a) = (b), xel. Es sei
(a) [(b)] in I, [I,] regulér. Die Gleichungen (a), (b) sind in I quasiidentisch, wenn sie
in I dasselbe Hauptsystem haben. Bezeichnung: (a) = (b), x € 1.

Bemerkungen 0.2. a) (a) = (b) <> eine beliebige Losung von (a) in I auch eine
Losung der Gleichung (b) ist.

b) (a) = (b), xel<«(a,) = (b,), xel.

480



c) (a) = (a), xel;(a) = (b), xel=(b) = (a), xel:(a) = (b),(b) = (c),xel =
=(a) = (c), xel

1. DIMENSION

Definition 1,1. Eine zweigliedrige Folge [ f(x), i], wo f(x) € Co(I;) und i eine ganze
nichtnegative Zahl ist, nennt man eine Funktion mit Dimension. Die Zahl i ist die
Dimension der Funktion f(x).

Fiir Funktionen mit Dimension gelten folgende Operationen:

1° [f(x), i] = [g(x), k] < f(x) = g(x) in I, i = k;
2°0 + cekEy, ff(x),i] = [ef(x), i];
3° [f(x). i] - [9(x): k] = [f(x) - g(x), i + K];

i 2k, g(x)+0in I, [f(x),i]:[g(x), k] = [JE—)J - k:l;

g(x)
5 [f(x). i] + [9(x), i] = [£(x) + g(x), 1]
) e cyn) di [/(x). ] = [%” i 1].

Die Dimension bei den Funktionen mit Dimension bezeichnen wir nicht; statt
[f(x), i] schreiben wir kurz f(x). Oftmals wihlen wir eine derartige Bezeichnung
der Funktion mit Dimension mit Hilfe eines Indexes, so daB der Index gleichzeitig,
die Dimension bezeichnet.

Es sei pfx) e C,(I,) eine Funktion mit Dimension i,

(1,1) i<k, k—i<n.

Die Funktion mit Dimension k

r

(12)  flp) Z Do (P (PR e By j= 1,200,

wobei 5.0 + 8;4(i + 1) + ... 4 s;,-;k = k ist, nennen wir ein Polynom des
k=i

Elementes p; mit Dimension k. Die Zahl N; = ) s; , wird Grad des j-ten Gliedes
=0

und die Zahl N = max {N, N,, ..., N,} Grad des Polynoms (1,2) genannt. Ist i = 1,
so gilt N < [k/i]. Die hochste Ordnung M der Ableitung von p;, die in (1,2) vor-
kommt, wird Ordnung des Polynoms (1,2) genannt. Es ist immer M < k — i.

Es sei ferner pj(x) € C,(I,) eine Funktion mit Dimension und es gelte (1,1), j < k,
k — j £ m. Die Funktion

flpo I’j) = i (P ) 0( )Sv t (1’(1'1‘_”)‘%"‘—i (pj)dv'o .

v=1

(1,3) APy ()i e, e By, v=1,2,..,q,
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wobei s,0.0 + s,,(i + 1)+ oo+ sk +o0f o+ )+ .o, k=k
ist, nennen wir ein Polynom der Elemente p;, p; mit Dimension k. Ahnlich wie in
(1,2) wird der Grad und die Ordnung des Polynoms (1,3) eingefiihrt.

Entsprechend konnen wir den Begriff eines Polynoms der Elemente p;, p;, ps, ---» P,
mit Dimension k definieren.

Definition 1,2. Dic Gleichung (a) wird eine Gleichung mit Dimension genannt,
falls der Koeffizient af{x) die Dimension i, i = 0,1,...,n und die Funktion y(x)
die Dimension Null hat.

GemiB der Definition 1,2 hat jedes Glied in der Gleichung (a) die Dimension n;
daher sagen wir, daB} jede Gleichung n-ter Ordnung mit Dimension die Dimension n
hat.

Definition 1,3. Der Koeffizient a; der Gleichung mit Dimension (a) hat in I, die
stetige Dimension, falls a; € C,_(I,) ist.

Definition 1,4. Die Gleichung (a) wird reguldre Gleichung mit stetiger Dimension
in I, genannt, falls a;fage C,_{(I,), i = 1,2, ..., n, ist.

2. POLYNOME MIT DIMENSION

2,1. POLYNOM ¢

Esseit = T(x) e C(I,), T'(x) # 0in I, und es habe T’(x) die Dimension 0. Dann
hat die Funktion

"

2,1.1 n=-—eC, (I
( ) 1 T 2(14)

die Dimension 1 und wir schreiben T(I) = I,.

Hilfssatz 2,1.1. Es sei die Funktion Z(x) e C(I,),

(2,1.2) Z(t) = Z[T_,(1)], tel,.
Dann ist
(2,1.3) z(t) € C,,([Z) ,

2o /m
(2,1.4) zZm(x) = ¥ <u> o) [T'()]" " 270 (1), x ey,
W=
(2,1.5) Ph=1,¢i=0"=0,5=1,2,...:m=0,1,....n;
v=..,=-2, -lm4+1,m+2 ...,
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wo (p":'(n) das m-te Polynom des Elementes  mit Dimension u, der Ordnung pu — 1,

des Grades p ist. Die Funktion (m) (pZ’(n) ist eine Losung der Differenzengleichunygy
u

(2,1.6) (m: 1) optt(n) = ( )(p,l(n)
+(m+1— u)(ﬂrf > nei_y(n) + (H’_n 1)[«)27—1(11)]':

1
xel;,, m=12,..,n; wu=0,1,...m—1.

Die Behauptung (2,1.3) ist bekannt. Die Formeln (2,1.4)—(2,1.6) werden mittels
Induktion in bezug auf m bewiesen.

Bemerkungen 2,1.2. a) Nach (2,1.6) ist

(2.1.7) ('Z) ouln) =n Y (m + 1 - p) (# " ) @y-1(n) +

1
DI GO

m=1,2,...,n, u=0,1,...m—1,

wo ¢y =1,¢,=0filirpu=1.
b) Aus (2,1.7) folgt

(2,1.8) oin) = “——n, o) =

-1 o"(n m — 2 3m—5'72 -
= — e .
2 : 3 4

Hilfssatz 2,1.3. Es habe die Funktion A(x) € C,_,(I,) die Dimension 2,

2,1.9 n==-n+ 6 A, xel;.
1

Dann ist

"
(2,1.10) <r:> ohn) = Y "7V fiMA), xel,, m=0,1,..,n,

v=0
(2,1.11) 90 = 1, fim = b = frk = frmmiis o pms

m=12,..,n; u=0,1,...m—1;s=12,..,

wo f",”"‘(A) fir gegebenes m das p-te Polynom des Elementes A mit Dimension v,
der Ordnung hochstens v — 2, des Grades hichstens [v|2] ist, das der Differenzen-
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gleichung

(QL12) e (a) = o (d) + =Y st ()

2m + 1 —p
2
6(p —v+1)

AfTETE(A) + [ ()], xel,,
n+1

+
m=12..,n;u=01..m—-1;v=0,2,3,...u

geniigt.

Die Formeln (2,1.10)—(2,1.12) werden mittels Induktion in bezug auf m vermoge
(2,1.8), (2,1.6) und (2,1.9) bewiesen.

Bemerkungen 2,1.4. a) Nach (2,1.12) ist

2m + 1 —pu
2______—

(2,1.13) fron(A) = ST (A) +

gﬁ%:l) ATSEH(A) + T (A + ¢,

4

m=12...,n;p=01..m—-1;v=0,2,3,..,pu,

wo ¢ =1,¢,=0firpu=> 1.
b) GemiB (2,1.13), (2,1.11) ist

(2,1.14) %4 =1, m=0,1,..,n.
¢) Nach (2,1.12) ist

(2,1.15) farin(a) = fon(4) + 2 +2] =Eprt(a),

Hilfssatz 2,1.5. Fiir p¢ =0, 1,...,m — 1 gilt

(2,1.16) frn(4) = (’:) (’"ﬂ‘ ]> pl2r

Die Formel (2,1.16) wird mittels Induktion in bezug auf m vermoge (2,1.14),
(2,1.15) bewiesen.

Bemerkungen 2,1.6. a) Nach (2,1.13) ist

(2,1.17) frH(4) = ;1—%-] AL (A) + XL (A)]
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b) Vermdge (2,1.17), (2,1.16) beweisen wir mittels Induktion in bezug auf m, daB

m 6
2.1.18 ™ (4) = —A®TD 4
(2.118) = ()

n=273..,m-—1.
gilt.

2.2. POLYNOM gy

Es sei u(x) e C,(I,), u(x) # 0 in I, und es habe u(x) die Dimension 0. Dann hat
die Funktion

(2.2.1) {=—¢€ Cn~1(11)

die Dimension 1.

Hilfssatz 2,2.1. Es gelten die Gleichungen
(2,2.2) u® = ug(0), 2l)=1, k=0,1,..,n, xel,,
(223) W) = Cote-a(O) + 1e-1(0), k=1,2,...m,

wo xk(C) das Polynom des Elementes { mit Dimension k, der Ordnung k — 1, des

Grades k ist.
Die Formeln (2,2.2), (2,2.3) werden mittels Induktion bewiesen.

Hilfssatz 2,2.2. Es seien u, v € C,,(Il) und es haben die Dimension 0. Dann ist
ko(k
(2.2.4) wu +v)= Y < )Xk—v(u) w@), k=01,..,n, xel,.
v=0\V
Die Formel (2,2.4) wird mittels Induktion vermdge (2,2.3) bewiesen.
Bemerkung 2,2.3. Aus (2,2.3) folgt
(2,2.5) ul@) =0 Q=03+
Hilfssatz 2,2.4. Es gelte (2,1.9). Dann ist

n—1

(226) 1 ( -

ho(A) = 1, hi(A4) = h* (4) = hE, (A) =0, k=1,2,..,n,s=12

k
n) =Y P hi(A4), xel,, k=0,1,...n,
n=0

3 e s

wo h(A) das k-te Polynom des Elementes A mit Dimension p, der Ordnung hichstens
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1 — 2, des Grades hichstens [p[2] ist, das der Differenzengleichung
-k - 6(k — 1
(227) KAy = = TTET K ki w—)mﬁ_i( A) +
2 n+1
S TREAAT S xel,,
k=1,2,...,n; 0=0,2,3...k

geniigt.
Die Formel (2,2.7) wird mittels Induktion in bezug auf m vermdoge (2,2.5), (2.2.3)
und (2,1.9) bewiesen.

Bemerkung 2,2.5. Nach (2,2.7) ist

k

(2,2.8) W) = = "TEHTNA), k=12

(229)  H(4) = ,--§_Ah: A) + [RNA] . k=23 n.
n

Hilfssatz 2,2.6. Es gelten die Gleichungen
(2,2.10) ho(A) =0,

k —
(2,2.11) h(A) = <~ %) (” ) 1) K, k=01,...,n—1.

Beweis. Wenn wir in (2,2.8) k = n setzen, erhalten wir (2,2.10). Die Formel
(2,2.11) wird mittels Induktion vermoge (2,2.8), (2,2.6) bewiesen.
Nach (2,2‘9), (2,2.11) ist

(2,2.12) hi(4) = -3 T ) 3,..,1.
n+1

2,3. POLYNOM o

Es seien T(x), u(x), {(x), n(x), Z(x), z(¢) Funktionen mit den in 2,1 und 2,2 ange-
fithrten Eigenschaften.

Hilfssatz 2,3.1. Es gelten die Gleichungen

e () ez = 3 (1 )( )[T'<x)]"*f.

2" () @75, €) 5 x
=0,1,...,n
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wo P k(n, {) fiir gegebenes n das i-te Polynom der Elemente 1, { mit Dimension
i — k, der Ordnung i — k — 1, des Grades i — k ist, das der Gleichung

(232) U (N U PAGE

entspricht.

n

n—k . k
) (uz)nh = <Z) y <” )ll(n--k—\') 70
v=0 vV

n—k _ k N
=Uu <n> z <n >Xn—k v z ( >(pl‘: }'[) )V—ﬂ‘ Z[V_ll]' Wenn wir v = n — j,
v=0 ©=0

k v

w=i-j, my(n k(= =("\("\('~ k) setzen, so konnen wir die letzte
k)\n—j)\i—j i)\kJ\j -k
n n ;o k .
Gleichung auf die Form( )(uZ R =y Y < )( )( k> xi-0) @1 Z3(n) .
j=ki=j J—

(T - ”é ( )@ e ZkC: ’;) @"=i(n) %;-4(¢) bringen.

Daraus folgt (2,3.1) nach (2,3.2).

Beweis. Nach (2,2.2), (2,1.4) ist(

Bemerkungen 2,3.2. a) Nach (2,1.5) ist
(2,3.3) D" (1, 0) = tw-il0), k=0,1,....,n, xely.

b) Mittels (2,1.5), (2,1.8), (2,2.2), (2.2.5), (2,3.2) erhalten wir die Formeln

(2.3.4) w%@=1.wmﬂ=ﬁgh+c,www=

_(n—=9)Bn-3i+1) p?
12

=D+ )+ 2+, i=01,...,n.

c¢) Wenn wir @74, (n) = &7, (n, —(n — 1)[2. n) setzen, so ist nach (2,3.2), (2,3.4)

(235) o) = Z < 2)(9, 1('7)11"k<—‘n;1’1>, xel,,

i

i i -1 n,i
(236) ) = 1. B =~ 93 =
n+3*-7+3, n+2-3,
= r[_ ']~
12 6
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Hilfssatz 2,3.3. Es seien p, 4, r ganze Zahlen. Wenn sie die Ungleichungen

(2.3.7) p—12g2r20,

erfiillen, so ist

(2,3.8) sg'o(_l)sc) (crz B ss> _(—1y (p +r —r q - 1)_

Wenn
(2,3.9)

gilt, so ist

(2,3.10) éo(—us (i’) (‘i - z> =0.

Die Formeln (2,3.8), (2,3.10) werden mittels Induktion in bezug auf g bewiesen.

1 s

S|
It
=
v
v

Hilfssatz 2,3.4. Es gelte (2,1.9). Dann ist

i—k

n,i 1 i—k— n,i n,i,i
(23.11) Doy(n) = - Yot FytHA), Foti(4) =1,
n — k\ ¢=o

xel,,i=01,..,n; k=0,1,...,i,

wo F%"*(A) fiir gegebene n, i das k-te Polynom des Elementes A mit Dimension g,
der Ordnung hichstens ¢ — 2, des Grades héchstens [Q/Z] ist, das den Gleichungen

: & & fn—k . .
(23.12) Fytia) = % X (T ) a) b a).
v=0j=k\Jj —k
i=1,2,..,n—1;k=0,14...,i;0=0,1,..,i — k,
(2,3.13) FymMA) = 7 8A4), k=0,1,...n;0=0,1,...,n—k

entspricht.
Die Formeln (2,3.11)—(2,3.13) werden mittels (2,3.5), (2,3.3), (2,1.10), (2,1.11),
(2,2.6) bewiesen.

Hilfssatz 2,3.5. Es gelten die Formeln

(2.3.14) Fgt(4) = (Z B 1;) (— —;—)i—k(i - L)(i — k)",

i=1,2..,n; k=12 ..1i,

(2,3.15) Fyio>A4) =0, i=1,2,..,n.
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Beweis. Nach (2,3.12), (2,3.13) ist

(2,3.16) FIik(4) = 2 (” )f" 1 A) hiTHA)
j—
i=1,2..,n— 1l;k=01L..1,
(2,3.17) Fy" A) = hy 8 A4), k=0,1,...n

Wenn wir (2,1.16), (2,2.10), (2,2.11) in (2,3.16), (2,3-17) einsetzen, erhalten wir
. 1 — 1 —Jj-1
=) S\l (A | G ¢
(_,)vzlk j—k i~ j
i=1,2,..,n—1:k=01,..1i,
n—k .
2319 ) = (= (" TN -0 k=120,
2 n—k
(2,3.20) F2m0(4) = 0 .
Wenn wir in (2,3.18) s = j — k setzen, erhalten wir
i ) LI n-—N\/n—-—k—-1-s
2321)  Frika) = (RN ,
(2321 KA (n——i)!2i""s;)( s i—k—s
i=1,2,...,n—1;k=0,1,...,i
Setzenwirp:n—l’qzn—1—k,r:i—k,SOgeItenfurkg1[k=0]die

Ungleichungen (2,3.7) [(2,3.9)]. Wenn wir die Formeln (2,3.8), (2,3.10) auf (2,3.21)
anwenden, erhalten wir

(2.3.22) FyikA4) = M(- l>l k( a l), i=1,2..,n-1,

(n — i) 2 i—k
k=1,2..i
(2.3.23) Fg%(4) =0, i=12,...,n—1.

Nach (2,3.22), (2,3.19) gilt (2,3.14), nach (2,3.23), (2,3.20) gilt (2.3.15).
Bemerkung 2,3.6. GemiB (2,3.12), (2,1.18), (2,2.12) ist

F(A) = z (2 = (7 v,
) + 1 )+ (T ) ) )
<n - k)k(n “) =D gy,

n+1)(i—k+1)
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3. TRANSFORMATION
3,1. BILDER

Definition 3,1.1. Es sei I,, # 0 ein Intervall. Mit dem Symbol M(I,,) bezeichnen
wir die Menge, deren Elemente folgendermafBen definiert sind: ein geordnetes Paar
von Funktionen {T(x), u(x)} € M(I,,), falls

(3,1.1)  T(x)eC,(I,,), T'(x) + 0 in I,,; T'(x)hat die Dimension 0,
(3,1.2) u(x)e C(I,), u(x) 0 in I, ; u(x)hat die Dimension 0 .

Bemerkungen 3,1.2. a) Wenn I, < I, so ist M(I,,) o M(I,).
b) Es sei {T(x), u(x)} € M(I,,), so ist {T_,(z), 1/(u[ T-(1)])} € M(15,), wo

(3,1.3) T(1,,) = I, .

c) {T(x), u(x)} e M(I,,), {X(t), uy(t)} € M(1,,) = {X[T(x)], u(x) u, [ T(x)]} € M(I,,).
Es sei

(a) L] = 3 () a(x) y"P(x) = 0

k=0 \k

eine reguldre Gleichung mit Dimension im Intervall I, und es sei I,, < I,. Wéhlen
wir das Element {T(x), u(x)} € M(I,,). Wenn wir in der Gleichung (a) die Substitution

(1) (x) = u(x) Z(x)
verwenden, so erhalten wir eine Gleichung von der Gestalt
(a) L[2(x)] = 0.

Wenn wir ferner in der Gleichung (&) die Substitution

(1) t = T(x)

verwenden, so erhalten wir die Gleichung
@) i) = 5, (7) a0 =% = o.
i=0 [

wobei (2,1.2) gilt.

Definition 3,1.3. Die Gleichung (@) wird das Bild der Gleichung (a) in I, der Koor-
dinaten T(x), u(x) genannt und mit (a) {7(x), u(x)} bezeichnet. :

Bemerkung 3,1.4. Die Funktion T(x) [u(x)] wird als erste [zweite] Koordinate
des Bildes (a) betrachtet.
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Definition 3,1.5. Wenn die Gleichung (@) halbkanonisch [kanonisch] ist, so nennen
wir sie halbkanonisches [kanonisches] Bild.

Definition 3,1.6. Mit dem Symbol 0,(1,,) [P(I,,)] {K,I,,)} bezeichnen wir die
Menge aller Bilder [halbkanonischer Bilder] {kanonischer Bilder} der Gleichung (a)
in I, deren Koordinaten Elemente der Menge M(1;,) sind.

Bemerkungen 3,1.7. a) K,/I,,) < P(I,,) = O,(I,).

b) Die Menge M(I,,) [0,(1,,)] werden wir die Menge der Koordinaten [der Bilder]
nennen.

¢) [1y=l,= Oa(.ilx) = Oa{llx)'

d) (a) {x, 1} € 0,1,,).

Definition 3,1.8. Es seien {T(x), u(x)} € M(I,,) die Koordinaten des Bildes (d) e
€ 0,(I,,). Dann nennen wir die mittels der Formeln (2,1.1), (2,2.1) definierten Funk-
tionen n, { die transformierte Koordinaten des Bildes (a).

Hilfssatz 3,1.9. Es gelte (2,1.1), (2,2.1). Die zweigliedrige Folge {T(x), u(x)} ist
genau dann ein Element von M(I,x). wenn die Funktionen n, { die Dimension 1 ha-
ben und ne C,_,(1,,), (€ C,_(I,,) gilt.

Den Beweis kann man dem Leser iiberlassen.

Satz 3,1.10. Das Bild (a) {T(x), u(x)} € O,(I,,) ist im Intervall (3,1.3) eine reguldre
Gleichung mit Dimension, die sich in der Gestalt

(a) 5 (’:) a(t)z"" (1) =0, tel,

i=o

mit

(3,1.4) aft) = u(x) [T'(x)]""' i <;€> x) @10 [nlx), {(x)] .
x=T_(t), i=0,1,...,n

schreiben ldft, wo (2,1.1), (2,1.2), (2,2.1), (2,3.2) gilt.

Beweis. Die Transformationen (I), (II) iiberfiihren (a) in eine Gleichung, die
wir mit Hilfe der Formel (2,3.1) auf die Form (&) bringen konnen, wo (3,1.4) gilt.
Nach dem Hilfssatz 3,1.9 ist ne C,_,(I,), {€C,_(I;,), so daB gemdB (2,3.2),
(2.3.3) %1, 0) € Coripun(I1y) < CO(I,,‘ i=01,.on—1, k=0,1,....1,
" (n, 0) e C(Iy,) = Co(Iyy), k =0,1,...,nist und die Funktion

ak(x

(3.1.5) )

Py lk['l(x) {(x) ] € Co(I1y)
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die Dimension i hat. Wenn wir in (3,1.5) x = T_,(t) setzen, dann schlieBen wir nach
(3,1.4), (3,1.5), daB die Funktion a(r) die Dimension i hat und

(3,1.6) éi(‘t) = - ! - i (;)2% ‘D?Lik [?7, C] € Co(IZt) , x=T_ 1(1) s

i=12,..,n

ist. Nach (I), (2,1.2) hat z(¢) die Dimension 0. Der Satz 3,1.10 ist somit bewiesen.

Folgerung. Jedes Element der Menge O,(I,,) hat in I, seine Normalform.

Hilfssatz 3,1.11. Es sei ayx)/ag(x)eC,_(I1,), k=1,2,..,r; 1 <r<n,
(a) {T(x), u(x)} € 0(I,,), wo T(x)e C,,(I,,). Dann ist a(1)]a(t)e C,_(I5,), i =
=1,2,...,r.

Beweis. Nach dem Hilfssatz 3,1.9 ist n, e C,_4(I;,), so daB ®%i(n,{)e
€Cpoipilli) = Coi(ly), i =0,1,..,n; k= 0,1, ..., gilt und (3,1.5) eine Funk-
tion der Klasse C,_(Iy,) fir i = 1,2,...,n, k =0,1,..., i ist. Daraus folgt leicht
nach (3,1.6) die Behauptung des Hilfssatzes 3,1.11.

Folgerung. Es sei (a) in I, eine reguldre Gleichung mit stetiger Dimension. Dann
ist das Bild (a) {T(x), u(x)} € O (I.), wo T(x) € C,,4(I,), im Intervall (3,1.3) eine
reguldre Gleichung mit stetiger Dimension.

Bemerkung 3,1.12. Wenn wir in (3.1.4)i = 0, 1 setzen, erhalten wir im Hinblick auf
(2,3.4) die Beziehungen

(3,1.7) ao(t) = u(x) [T'(x)]" ao(x). x = T_y(1),

(B8) (D) = u(x) [T {aom [i’-—;l ) + c(x)] + cn(x>},
x = T_(1).

Definition 3,1.13. Den Intervall (3,1.3) betrachten wir als Definitionsbereich des
Bildes (a) {T(x), u(x)} € O,(1,,).

Definition 3,1.14. Zwei Bilder, die in ihren Definitionsbereichen quasiidentisch
(identisch) sind, nennen wir quasiidentische (identische) Bilder.

Bemerkungen 3,1.15. a) Wenn z(¢) eine Losung von (&) ist, so ist gemaf (2,1.2), (1),
(IT) die Funktion u(x) z[ T(x)] in I,, eine Losung von (a).

b) Ist y(x) eine Ldsung von (a), so ist nach (2,1.2), (I), (II) die Funktion
(1/u[T_4(1)]) y[T- ()] im Intervall (3,1.3) eine Losung von (a).
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c) Ist y(x) = u(x) z[ T(x)], so gilt in I, [I,,] nach (2,3.1) die Formei

619) 0 =9 3 (YIreor 0 et o).
k=0,1,...,n,

wo wir t = (Tx) [x = T_,(1)] setzen. Wenn zU1,) =0, j=0,1,...k — 1,
z%(t,) = 1 gilt, so ist

(3,1.10)  ¥®(x) = u(xo) [T'(x0) ], k=1,2,..,n, xo = T_(t,).
d) Das Hauptsystem Z{1), i = 1,2, ..., n von (a) ist im Punkt , €I,, normiert,
wenn
(3,1.11) Z{to) = Z{to) = ... = 25N tp) = 2 (1) — 1 =
W) = ... =2ty =0, i=1,2,..,n
gilt.
e) Mit dem Symbol W[y(x)] resp. W[y(x)] bezeichnen wir die Wronskische

Determinante der Funktionen {y,(x), ys(x), ..., »,(x)}, wo in der zweiten bis n-ten
Zeile deren Ableitungen nach x resp. ¢ stehen, wobei wir x = T_(¢) setzen.

f) Es bilden die Funktionen Z{t), i = 1,2, ..., n ein Hauptsystem von (&), welches
im Punkt t, € I,, normiert ist. Dann ist

(3,1.12) W[z(to)] = 1.

Die Funktionen y(x) = u(x) Z[T(x)], i = L, 2,..., n bilden in I, ein Hauptsystem
von (a), weil mit Riicksicht auf (3.1.9)—(3.1.11)

(3.1.13) W[i(xo)] = [u(xo)]" [T'(xo)]"" V"2, x¢ = T-4(t0)

ist.
g) Es gilt im Intervall I,.{I,,} die Formel

(3.1.14)  W[y(x)] = [u(x)]"[T' ()] "2 W[z(1)], = T(x){x = T_ (1)} .
Beweis. Nach der Liouvilleschen Formel und (3,1.7), (3,1.8) ist

,W[Z(t)] — expJ —n Cn = 1T [T_\(s)] | w'[T_y(s)]
Wz(to)] "{ f( 2 T T o]

M AL ol ) B ) B R R

(3.1.15) WLy(o)] = e[ue)] [T() T2 Wz(0)]

(3.1.16) ¢ = ! Wh(xo)]
[u(xo)]" [T (xo)]"" ™72 W[z(to)]
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Da die Funktion W[y(x)]/W[z(t)] in bezug auf die Wahl des Hauptsystems von (a)
invariant ist, konnen wir voraussetzen, dal das Hauptsystem zi(t), i=1,2,...,n
im Punkt f, normiert ist, so daB nach (3,1.12), (3,1.13), (3,1.16) ¢ = 1 ist. GemiB
(3,1.15) gilt (3,1.14), wo z{t), i = 1, 2, ..., n ein beliebiges Hauptsystem von (a) ist.

h) Die Bilder (3;) {T(x), u{x)} € 0,(1,,), i = 1,2 sind quasiidentisch dann und
nur dann, wenn

(3.1.17) uy(x) =c.uy(x), 0%+cekE,, xel,,
gilt.

Beweis. Sind die Bilder (&;), i = 1, 2 quasiidentisch, so sind ihre Normalformen
identisch und nach (3,1.7), (3,1.8) gilt die Bezichung

(3,1.18) wi[T_ ()] _ wy[T_,(1)]

= tel,,.

ul[T_ 1(l)] uZ[T t)]

|
Wenn wir ¢+ = T(x) in (3,1.18) einsetzen, so erhalten wir die Gleichung Uitz 0,

uy, us

|1 2
xel,, woraus (3,1.17) folgt. Der Beweis der notwendigen Bedingung ist nach der
Bemerkung b) trivial.

Hilfssatz 3,1.16. Es sei (a) {T(x), u(x)} € 0,(I;,), (a) {T- (1), 1/u[ T_ ()]} € O,1,,).
Wenn wir den Intervall I, als Deﬁmtwnsbereich des Bildes (3) {x, 1} € 0,(1,,)
betrachten, so sind die Bilder (3), (a) identisch.

Beweis. Es bilden die Funktionen z{r), i = 1,2, ..., n ein Hauptsystem von (a).
Nach der Bemerkung 3,1.15 a) resp. b) sind die Funktlonen u(x) z[ T(x)] Losungen
der Gleichung (&) resp. (a). Die Gleichungen (&), (a) sind in I, quasiidentisch, denn
gemiB (3,1.14) sind die Funktionen u(x) z;[ T(x ], i=1,2,...,nin I, linear un-
abhingig. Wenn wir a,(x), k = 0, 1, ..., n als Koeffizienten der Gleichung (a) bezeich-
nen, erhalten wir durch Vergleich der Normalformen von (&), (a) die Bezichungen

(3.1.19) alx) _ adx) xel,, k=1,2,..,n.
ao(x)  ao(x)

Da gemiB (3,1.7)in Iy, ao(x) = [1/u(x)] {T_ [T(x)]}" @[ T(x)] = ao(x)ist, folgt aus
(3,1.19) ay(x) = ay(x), xel,, k= 1,2,...n.

Hilfssatz 3,1.17. Es sei (b) eine reguldre Gleichung mit Dimension in I, und es sei
I,n1, =1 % 0. Es seien die Gleichungen (2), (b) in I quasiidentisch und es sei
{T(x), u(x)} € M(I). Dann sind die Bilder (3) {T(x), u(x)} € 0(I), (b) {T(x), u(x)} €
€ 0,(I) quasiidentisch.

Der Bewelis ist trivial.

Folgerung. Wenn die Glzichungen (a), (b) in I identisch sind, so sind die Bilder
(@) {T(x), u(x)} € 0,(I), (b) {T(x), u(x)} € O,(I) identisch.
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Hilfssatz 3,1.18. Es sei O,1(;,) die Menge der Bilder der Gleichung (a) {T(x), u(x)} €
€ 0,(1,,), deren Koordinaten Elemente der Menge M(I,,) sind. Dann ist O(I,,) =
= 0 (Iy)

Be\()veis. I Es sei (a) {X(t), uy(t)} € O(I,,). Wahlen wir (a,) {X[T(x)], u(x).

u,[T(x)]} € 0,(I,,). GemiB der Folgerung des Hilfssatzes 3,1.17 sind die Bilder
(a,), (a) identisch. II Es sei (a,) {X(x), u,(x)} € O(I,,). Wihlen wir (a) {X[T_,(1)],
uy[T-,(t)]Ju[ T- ()]} € O,(I;,). Nach dem Hilfssatz 3,1.16 und der Folgerung des
Hilfssatzes 3,1.17 sind die Bilder (&, ), (a) identisch.

Folgerung. P(I,,) = P.(I,,), K(I;,) = KJ(I,,).

3,2. HALBKANONISCHE BILDER

Hilfssatz, 3,2.1. Das Bild (a) {T(x), u(x)} € O,(I,,) ist halbkanonisch dann und
nur dann, wenn seine transformierten Koordinaten 1, { die Gleichung

n~171+i_f+£l—l= , x€lg,

3,21
(3.2.1) 5 o

erfiillen.
Der Beweis wird mittels (3,1.8) leicht erbracht.

Hilfssatz 3,2.2. Die Bilder (a) {T(x), u(x)} € P(I,), (a;) {T(x), us(x)} € P(I,,)
sind quasiidentisch.

Beweis. Laut (3,2.1), (2,1.1), (2,2.1) geniigen die Funktionen u(x), u,(x) der
Gleichung
n—1T" a,

— 4+ 0, xel,,,
T a0>y !

(3,2.2) y + <

sodaBu,(x) = cu(x), 0 & c e E, ist und unsere Behauptung folgt nun unmittelbar
aus den Bemerkungen 3,1.15.

Definition 3,2.3. Das Bild (A) {x, u(x)} € P,(I,,), wobei u(x) eine beliebige Funktion
mit der Eigenschaft (3,1.2) ist, nennen wir das halbkanonische Hauptbild der Glei-
chung (a) oder auch die halbkanonische Hauptform der Gleichung (a) im Inter-
vall I,,.

Bemerkungen 3,2.4. a) Aus dem Hilfssatz 3,2.2 folgt, daB alle halbkanonischen
Hauptbilder von (a) in I, quasiidentisch sind.

b) Ist die Gleichung (a) halbkanonisch, so hat sie in I, ein halbkanonisches Haupt-
bild (3) {x, c} € P(I;), 0 % c € E,.

c) Es sei (b) eine regulire Gleichung mit Dimension in I, und es sei I; n I, =
= I #+ 0. Wenn die Gleichungen (a), (b) in I quasiidentisch sind, dann sind nach den
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Hilfssdtzen 3,1.17 und 3,2.2 die halbkanonischen Bilder (A) {T(x), u(x)} € P,(I),
(B) {T(x), uy(x)} € P,(I) quasiidentisch.

Hilfssatz 3,2.5. Die Gleichung (a) hat in I, eine halbkanonische Hauptform
dann und nur dann, wenn

(3.23) Dec, ().
ag

Der Hilfssatz 3,2.5 folgt leicht aus der Gleichung (3,2.1), wo wir n = 0 setzen.
Hilfssatz 3,2.6. Das Bild (a) {T(x), u(x)} € O(I,,) hat im Intervall (3,1.3) eine

halbkanonische Hauptform dann und nur dann, wenn

-1
(3,24) ’1"2'"' r’ + ( + ﬁl € Cn—l(llx) >

do
wo 1, { die transformierten Koordinaten des Bildes (&) sind.
Beweis. Nach dem Hilfssatz 3,2.5 und den Formeln (3,1.7), (3,1.8) schlieBen wir,

daB die Gleichung (a) in I,, dann und nur dann eine halbkanonische Hauptform hat,
wenn

n—1 a
e (e Cuy(Lyy).
2 do

(3,2.5)

wo x = T_,(t) ist. Wenn wir in (3,2.5) t = T(x) einsetzen, erhalten wir (3,2.4).

Definition 3,2.7. Mit dem Symbol y(I,,) bezeichnen wir die Menge der Funktionen
der Klasse C,,H(le‘), deren erste Ableitung in I, von Null verschieden ist und die
Dimension Null hat. Mit dem Symbol m(1,) bezeichnen wir die folgendermafen
definierte Menge: das Element {T(x), u(x)} € M(I,,) ist ein Element von m(I,,),
wenn T(x) € u(1,,).

Definition 3,2.8. Mit dem Symbol o,(I,) [p.(I;,)] bezeichnen wir die Menge der
Bilder [der halbkanonischen Bilder] der Gleichung (a) in I;,, deren Koordinaten
Elemente der Menge m(I,,) sind.

Bemerkung 3,2.9. Esist m(I,,) = M(I,,), 0,(I,,) = O/I.), p{I;.) = PI;).

Hilfssatz 3,2.10. Es gelte (3,2.3). Das Bild (a) {T(x), u(x)} € O(1,,) hat dann und
nur dan eine halbkanonische Hauptform, wenn

(3.2.6) (@) {T(x), u(x)} € 0,1 15)
ist.

Beweis. I. Wenn das Bild (a) {T(x), u(x)} € O,(I,,) eine halbkanonische Haupt-
form hat, so gilt (3,2.4). Nach (3,2.4), (3,2.3) und dem Hilfssatz 3,1.9 ist n € C,_4(I,,).
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so daB gemdB (2,1.1) T(x) € u(I,,) ist und (3,2.6) gilt. 1. Es gelte (3,2.6). Wenn wir
die Funktion

oy < AT @2 T al) (A x e
W= o p{ J()d} Feek

wihlen, so ist das Bild (a) {¢, u,(1)} € p(I,) eine halbkanonische Hauptform der
Gleichung (a) im Intervall 1,,.

Satz 3,2.11. Es sei (a)e 0,(I,,) = O,(I,,). Jedes Element (a)e 0,1,,) hat dann
und nur dann eine halbkanonische Hauptform, wenn O0(1,.) < o,(1,,) ist und
(3,2.3) gilt.

Es folgt aus den Hilfssidtzen 3,2.5 und 3,2.10.

Folgerung. Jedes Element (a) € o,(I,,) hat dann und nur dann eine halbkanonische
Hauptform, wenn (3,2.3) gilt.

Bemerkung 3,2.12. Wenn die Menge p/1,.) wenigstens ein Element hat, so ist
P(l1x) = PJI,). Beweis. Es sei (@) {T(x), u(x)} € p,(I,,). so daB T(x) e u(I,,) ist.
Nach (3,2.1) gilt (3,2.3). Es sei (a,) ein beliebiges Element der Menge P,(1,,). Gemil
der Bemerkung 3,2.4 b) und des Hilfssatzes 3,2.10 ist (@,) € p,(I;,). so daB P,(I,,) =
< pa(I;,). Nach der Bemerkung 3,2.9 ist p,(I,,) = P,(I,.).

Folgerung. Wenn (3,2.3) gilt, so ist p(/,.) = PI,).

Bemerkung 3,2.13. Es gelte (3,2.3), (a) {T(x). u(x)} € 0,(1,,). GemiB der Hilfssitze
3,1.11, 3,2.10 und der Bemerkung 3,2.12 ist p,‘I,,) = P.(I,,).

In den weiteren Betrachtungen werden wir uns nur mit solchen Gleichungen be-
schiftigen, welche halbkanonische Bilder haben und wir werden nur sclche Bilder
zulassen, welche halbkanonische Hauptformen haben. Es geniigt also gemdf des
Satzes 3,2.11 vorauszusetzen, daB die Gleichung (a) in I,, die Eigenschaft (3,2.3)
hat und daB ihre Bilder in I, nur derartige Koordinaten haben, welche Elemente
der Menge m(I,,) sind. Nach demselben Satz schlieBen wir, daBl diese Vorausset-
zungen auch notwendig sind.

Im folgenden setzen wir voraus, daf3

a;

(3,2.7) —eC,_4(1y)
o

gilt. Aus (3,2.2) folgt, daB wir als zweite Koordinate des halbkanonischen Haupt-
bildes der Gleichung (a) in I, die Funktion u(x) = c.exp {—[¥(a,/a,)ds}, 0 *
+ ce€ E, wihlen konnen. Wenn wir in (2,3.2) n = 0, { = — a,/a, setzen, erhalten
wir die Bezichung @7, (0, — ay/ag) = xi—x (— ay/a,) . Ist

(3.2.8) Afx) = Y (;) a(x) xiol(— aifap), i= Q, L...n,xel,

k=0
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so konnen wir gemdB (3,1.4) und der Gleichung (@) das halbkanonische Hauptbild
(A) {x, cexp (—[%(as/ao) ds)} € p(I,), 0 * c € E, in der Form

(A) cexp ( - J Z_:) ds) [Ao(x) Z0(x) + ,-\;2 (’:) A(x) z<~-i>(x)] ~0, xel,

schreiben, wo nach (2,2.2), (2.2.5), (3,2.8) 4y = ag, A; =0,
2 ’
(3,2.9) Ay _ax _(a\ (4
Ay ag ay ay
ist.
Definition 3,2.14. Die Funktionen

(3,2.10) ai) = A 03 n, xel,,

Aq(x) ’

wo die Koeffizienten 4;, i = 0, 2, 3, ..., n mittels der Formeln (3,2.8) definiert sind,
nennen wir Hauptkoeffizienten der Gleichung (a).

Wenn (3,2.7) gilt, so werden wir die Elemente der Menge p,(I;,) meistens nur mittels
der ersten Koordinate bestimmen. Wenn z.B. das Bild (a)p, €(I,) die erste Koordinate
T(x) hat, so ist seine zweite Koordinate U(x) durch die Formel

(3.2.11)  U(x) = oT|" 72 exp{—J‘ ay(s) ds} , OFfceE,, xel,,
Xo ao(s)

gegeben und statt (a) {T(x), U(x)} € p(I,,) schreiben wir kurz (a) {T(x)} € p(I,).

Satz 3,2.15. Es gelte (3,2.7). Das halbkanonische Bild (A) {T(x)} € p(I,,) ist
von der Gestalt

& U] [zo(t) ) + éz <’:>Zi(t) zr"-il(t)] —0, tely,
mit

(3.2.12) Aoft) = [T/(x)]n ao(x), x=T_(1),

(3,2.13) Aft) = [T'(x)]° Z (;) Alx) 975 [n(x)]

k=0

x=T_(t), i=23,..n,

wo (2,1.1), (2,1.2), (2,3.5), (3.2.8), (3.2.11) gilt.
Beweis. Es sei (A) {T(x)} € p(I,,). Nach dem Hilfssatz 3,2.1 erfiillen die trans-
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formierten Koordinaten des Bildes (A) die Gleichung (3,2.1), so daB die zweite Ko-
ordinate U(x) mittels der Formel (3,2.11) bestimmt wird. Wenn wir
a;, n-—1

3214 = — 21 _
( ) ¢ a, 2

'1 b

in (3,1.4) einsetzen, so kénnen wir mit dem Ausdruck D(x) = Y <l> a, ¥ (n, ¥)

r=0 \71

im Hinblick auf (2,3.2), (2,2.4), (3,2.8) folgende Umformungen durchfiihren:

2= 3 X ()2t (-3 0)-

()0 et 2)e (52

Wenn wir v =j — k, (;) (; - :) <]’ - 1:) = (’:) (J‘) (i) setzen, so ist Dx) =
B0 0o (5 £ (e (2)-

=Yy <l) A .Y (l : k) @124 (n) xj_k<— H—;—l n). Daraus folgt (3,2.12),

k=0 \k =k \J
(3,2.13) nach (2,3.5), (3,1.4), wenn wir A1) = [T'(x)]""'D{(x), x = T_(1),
i=0,2,3,..., nsetzen.

Bemerkung 3,2.16. Gemii (3,2.12), (3,2.13), (2,3.6) ist

<

(32.15) A1) = [T(x)]"> {Ao(x) - ! E n2(x) — n’(x)] + Az(x)},

x = T_(1).

Satz 3,2.17. Es gelte (3,2.7) und es sei (a) {T(x), u(x)} € 0(I,,). Dann ist die
Gleichung (A) die halbkanonische Hauptform des Bildes (a), wobei (2,1.1), (2,1.2),
(2,3.5), (3,2.8), (3,2.11)—(3,2.13) gilt.

Beweis. Es seien (3,1.4) die Koeffizienten des Bildes (a). Nach der Definition 3,2.3
ist das Bild (&) {t, U,(t)} € p(I,,) das halbkanonische Hauptbild von (a) in I,, mit

Uy(t) = cexp {— J-t a(s) ds}, 0+cek,.

to ao(s)

Laut (3,1.7), (3,1.8) ist
1

= c|T[T- (]2, ———— exp{d— e a4(s) st
6219 00 =TT O ot e (- [ o e
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GemiB des Hilfssatzes 3,1.17 sind die Bilder (A) {t, U(¢)} € p,(1,,), (&) {T(x), |u(x)| -
.U, [T(x)]} € p./I,) im Intervall (3,1.3) identisch. Laut (3,2.16), (3,2.11) ist |u(x)| .
. Uy[T(x)] = U(x), so daB die Bzhauptung des Satzes 3,2.17 in Kraft ist.

Folgerung. Halbkanonische Hauptbilder aller Bilder von (a) in I,,, die dieselbe
erste Koordinate haben, sind quasiidentisch.

Bemerkungen 3,2.18. a) Wenn die Gleichung (a) halbkanonisch ist, d.h. a; =0
in I, so ist das halbkanonische Bild (&) {T(x)} € p,(I,,) von der Gestalt

(3217)  Uy(x) {[T’(x)]" ao(x) 2(1) + 22 (':) 20 () [T ()]
(1) o0 e} <o, rera,

wo wir x = T_,(t) und
(3,2.18) Uy(x) = ¢|T'(x)|" ™2, 0 #ceE,

setzen.
b) Es sei (A) {T(x)} € p,(Iy,). Dann ist p,(I,,) = p4{I,,). Die Behauptung beweist
man #dhnlich wie den Hilfssatz 3,1.18.

3.3. KANONISCHE BILDER

Hilfssatz 3,3.1. Es gelte (3,2.7). Das Bild (o) {T(x)} € p(I,,) ist dann und nur
dann kanonisch, wenn

(3.3.1) Lec, oI,
ao
(3,3.2) {T, x} = 3 A, , xel,,
n+1

gilt, wobei W, der Hauptkoeffizient von (a) ist.
Beweis. Es sei das Bild (o) {T(x)} € p,(I,,) kanonisch. Laut (3,2.15) gilt die Glei-

chung
6

3,3.3 "= 1y? + A, ,
(3,3.3) =t
woraus

(3’3'4) Ay e C,y(I1y)

folgt. Aus (3,3.4), (3,2.10), (3,2.9), (3,2.7) folgt (3,3.1). Wenn wir (2,1.1) in (3,3.3)
einsetzen, erhalten wir (3,3.2). Den Beweis der notwendigen Bedingung kann man
dem Leser iiberlassen.
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Im folgenden setzen wir voraus, daf
(3.3.5) Sice, (1), i=1,2.

do
gilt. Dann ist nach (3,3.5), (3.2.9) %, € C,_, (I,).

Definition 3,3.2. Mit dem Symbol pug(1,,) bezeichnen wir die Menge, deren Ele-
mente folgendermaBen definiert sind: T(x) € p(I,,) ist ein Element der Menge ug(1,,).
wenn T(x) in I, eine Losung von (3,3.2) ist.

Definition 3,3.3. Mit dem Symbol k,{I,,) bezeichnen wir die Menge der kanoni-
schen Bilder der Gleichung (a) im Intervall I .

Bemerkungen 3,3.4. a) Es ist k,(I,,) = p(I,,). GemidB des Hilfssatzes 3,3.1 ist das
Bild (o) {T(x)} € p,(I,,) dann und nur dann kanonisch, wenn T(x)e py(I,,) ist.

b) Wenn wir in der Gleichung (3,3.2) die Substitution T(x) = [, (1/y?)ds,
x, €1, verwenden, so erhalten wir die Gleichung

N,y =0.

2,9, y .
(3,3.6) "+
i n+ 1

Diese wird die die Gleichung (a) begleitende Gleichung bezeichnet. Wihlen wir
eine Losung v,(x) von (3,3.6), die in I, von Null verschieden ist und setzen wir

337 T =" ) = cntexp {~ J a ds}, rel,.,

vy(x) xo 40

wo die Funktionen v(x), v,(x) ein Hauptsystem von (3,3.6) bilden. Wenn (3,3.4) gilt,
so ist T(x) € py(1,,), (o) {T(x), u(x)} € k(I,).

Satz 3,3.5. Es gelte (3.3.5). Das kanonische Bild (o) {T(x)} € k(1I,,) ist von der
Gestalt

(@) U[T_ (1] [ao(t) A1) + és <?>&,~(t) z["-“(t)] _0, tely,

mit

(3,3.8) %o(1) = [T'(x)]" ao(x), x = T_y(1),

(33.9) &(n) = [T'(x)]"" Z "y —<~>—~A;—u(&) Ft [ A(x)]

v=0 uv<n—l+,u>
I

x=T_((1), i=3,4,...n,
wo (2,1.1), (2,1.2), (2,3.12), (2,3.13), (3,2.8), (3,2.11), (3,3.3) gilt.
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Beweis. Laut (3,3.3), (3,2.15) ist &@,(t) = 0 inI,,. Da (2,1.9) gemdB (3,3.3) gilt,
konnen wir (2.3.11) in (3,2.13) einsetzen und erhalten wir

(33.10) & =(T)y Y (‘) At Y z piTETe FRkL) |
k=0 \k —k
()
. i=3,4,...,n
Wenn wir ferner in (3,3.10) k =i — pu, @ = p — v, x = T_(¢t) einsetzen, erhalten

wir leicht (3,3.9). Die Formel (3,3.8) gilt nach (3,2.12).

Satz 3,3.6. Wenn die Gleichung (a) kanonisch ist, d.h. a; =0 in I,, i = 1,2°

so ist das kanonische Bild (o) {T(x)} € k(I ,) von der Gestalt (o), wo wir (3,3.8),
(3,2.18) statt (3.2.11),

(311 &) = [T ZZ " (_ %)(:) (i “v 1). War () )

x=T_(t), i=3,4,...n
setzen und (2,1.1), (2,1.2)
(3,3.12) {T,x} =0.
gilt.

Beweis. Da gemdB der Voraussetzung und der Gleichungen (3,2.10) %, = 0
ist, kénnen wir (3,3.9) in der Form

(3,3.13) =(T')y" '2 n’ ——_gl—
)
i=34,.

schreiben. Wenn wir die Formeln (2,3. 14) (2 3. 15) in (3,3.13) einsetzen, erhalten wir
(3,3.11).

a;_, Fyh'™ (‘uz) >

Bemerkungen 3,3.7. a) Es sei (A) {T(x)} € p/(I;,). Dann ist k(I,,) = ky(I,,), wobei
k4(1,,) die Menge der kanonischen Bilder der Gleichung (&) ist, deren erste Koordi-
naten in I,, die Gleichung

(X, 1t} =[T'(x)]” [ le(x) —A{T, x}:‘ x = T_4(1)

erfitllen. Die Behauptung beweist man dhnlich wie den Hilfssatz 3,1.18.

b) Es sei (@) {T(x)} € k(I,,). Dann ist k(I,,) = ky(I,,), wobei k{(I,,) die Menge
der kanonischen Bilder der Gleichung (o) ist, deren erste Koordinaten in I, die Glei-
chung {X, t} = 0 erfiillen.

(Fortsetzung)

502



		webmaster@dml.cz
	2020-07-02T20:08:06+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




