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Yexoc10BaANKHA MAaTeMAaTHYECKHH xKypHaa, T. 15 (90) 1965, IIpara

EINIGE\EIGENSCHAFTEN DER SOBOLEVSCHEN RAUME
MIT BELEGUNGSFUNKTION

Avrois KUFNER, Praha

(Eingegangen am 28. Dezember 1964)

In der Arbeit wird ein Typ Sobolevscher Raume mit spezieller Belegungs-
funktion definiert und einige Eigenschaften dieser Raume studiert: es wird
gezeigt, wie die Rdume mit Belegungsfunktionen mit den gewdhnlichen So-
bolevschen Raumen zusammenhédngen und dass die glatten Funktionen in die-
sen Rdumen dicht sind, und hauptsiachlich werden fiur diese Rdume einige
Einbettungssitze bewiesen.

EINFUHRUNG

In den letzten Jahren hat sich die Theorie der Banachschen Riume W (Q) —
d.h. der Rdume der auf einem Gebiet Q definierten Funktionen, die mit allen Ableitun-
gen der Ordnung 1,2, ..., k mit der Potenz p und der Belegungsfunktion r*(X)
integrierbar sind — ziemlich stark entwickelt. Es erschien eine ganze Reihe von Ar-
beiten, in denen die Gewichtsfunktion nicht nur als Hilfsmittel dient, sondern eine
wesentliche Rolle spielt. Systematische Untersuchungen auf diesem Gebiet der Funk-
tionentheorie begannen mit den Arbeiten von L. D. Kubpriavcev (vgl. [5]), und
es folgte bisher eine ganze Reihe von Arbeiten weiterer Autoren.

In der vorliegenden Arbeit werden einige Eigenschaften der Rdume W *)(Q) fiir
beschrinkte Gebiete Q2 abgeleitet; dabei ist die Belegungsfunktion r“( X) eine Potenz
der Entfernung des Punktes X aus Q von einem festen Punkte auf der Grenze des
Gebietes. Das Artikel gliedert sich unmittelbar an die Arbeit von J. Ne¢as [7] an,
wo allerdings als Gewichtsfunktion die Potenz der Entfernung von der Grenze des
Gebietes auftritt. Es zeigt sich, dass die Behauptungen aus [7] auch fiir unsere, Ge-
wichtsfunktion erhalten bleiben, wobei man aber die Voraussetzungen iiber das
Gebiet, iiber die Potenz o usw. abschwichen kann. Die hier beniitzten Methoden
sind den Methoden in [7] analog.

In der Arbeit [7] wird auch die Losung des Dirichletschen Problems auf dem
Raume W*)(Q) untersucht. In einer weiteren Arbeit wollen wir zeigen, dass man die
entsprechenden Resultate auch auf die hier erwihnten Riume iibertragen kann.
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Die Ergebnisse dieser Arbeit sind (ohne Beweise) im ersten Teil der vorldufigen
Mitteilung [6] zusammengefasst.

1. EINIGE DEFINITIONEN UND HILFSSATZE

Es sei Ey (N = 2) der N-dimensionale Euklidsche Raum und es seien X =
= [Xy, X2, ..., Xy] die Punkte aus Ey.

Es sei weiter @ ein beschrianktes Gebiet in Ey mit der Grenze S; wir werden vor-
aussetzen, dass der Punkt P = [0, o,..., 0] auf der Grenze S liegt, und bezeichnen

N
mit r(X) = (), x7)'/? die Entfernung des Punktes X € Ey von dem Punkte P.
i=1

Wir werden sagen, dass ein solches Gebiet vom Typ £(* ist (und schreiben dann
Qe 8), wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

A. Das Gebiet Q@ hat im Punkte Pe S die Kegeleigenschaft von aussen, d.h. es
existiert ein endlicher Kegel K mit dem Scheitelpunkt im Punkte P, der mit dem
Gebiet Q keine gemeinsamen Punkte hat.

B. Es existiecren m Koordinatensysteme in Ey: [X; ;5 X 25 .3 Xen—15 X ] (kurz
[Xex])(k=1,2,. m) und m Funktionen a,, die auf (N — 1)-dimensionalen Ku-

geln 4, = {|X| = (Zx,“)”2 <9} (y > 0) definiert sind und die ermdglichen,

jeden Punkt X der Grenze S in der Form

[xk,l; Xp,25 o> Xk,N=15 ak(xk,l; X, 25 +o0s xk,N—l)] (kurz [Xk’ ak(Xk)])
zu schreiben.

C. Die Funktionen a, aus der Bedingung B, die die Grenze S lokal beschreiben, sind
stetig in 4, (k = 1,2, ..., m).

D. Es existiert eine positive Zahl f so, dass die Punkte [ Xy, X;x], wo X, € 4, und
a(Xy) — B < xun < a;(X,) ist, im Innern des Gebietes Q liegen und dass die
Punkte [X,, x;x], wo X, € 4, und a(X,) < X < ay(X;) + B ist, ausserhalb Q
liegen.

Wir werden sagen, dass ein beschrinktes Gebiet Q vom Typ N ist (vgl. J. Netas
[8]), wenn die Bedingungen B, C und D erfiillt sind, und vom Typ N©®-!, wenn die
Bedingungen B, C und D erfiillt sind und wenn die Funktionen a, nicht nur stetig
sind, sondern auch die Lipschitz-Bedingung erfiillen, d.h.:

C*. Es existiert eine positive Zahl ¢ so, dass fiir beliebige zwei Punkte X, Y; € 4y
(k = 1,2, ..., m) die Ungleichung [a,‘(X,,) - ak(Yk)| < c]Xk — Y,J gilt.
Offensichtlich erfiillt ein Gebiet vom Typ M1 schon die Bedingung A.
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Wir fiithren nun folgende Bezeichnungen ein:

(1-1) Vi = E{[Xk,ka]; Xy € 4y, ak(Xk) - B < xn < ak(Xk)}s
U, = E{[Xk ka]§ X, € 4,, ak(Xk) —B<xn < ak(Xk) + B}

(k= 1,2, ..., m; B ist die Zahl aus der Bedingung D). Die ,,Zylinder* ¥, liegen also

im Innern von Q und die ,,Zylinder* U, bilden eine Bedeckung der Grenze S.
Weiter sei U,, , ; eine solche offene Menge, dass U, ; = Qist und dass die Mengen

U,U,,...,U,, U,,, das Gebiet Q bedecken. Dann ist auch Q =Y. V; + U, 4, -

i=1
Die Koordinatensysteme [ X;, X,y| und die Zahl y aus der Bedingung B kann man
so wihlen, dass noch folgende Bedingungen erfiillt sind:

E. Der Punkt P liegt genau in einer von den Mengen U, und zwar in dem Bereich U,,
und hat von den iibrigen Mengen U; (i = 2,3, ..., m + 1) eine positive Entfer-
nung.

F. Der Punkt P ist auch der Ursprung des Koordinatensystems [X 1 X1 N] und die
Koordinatenachse x,y bildet gleichzeitig die Achse des Kegels K aus der Bedin-
gung A.

Esseii = (il, iy ..., iy)ein Vektor mit ganzzahligen nichtnegativen Komponenten.

Wir bezeichnen mit |i die Summe der Komponenten i; und mit D’ die partielle Ab-

leitung

. olil
D‘ = —_— .
Oxy 0x5 ... OxpY

Weiter sei p = 1, o eine reelle Zahl, k eine ganze nichtnegative Zahl. Dann bezeichnen
wir mit W¥(Q) den Raum aller komplexwertigen, auf Q definierten Funktionen u,
deren partielle Ableitungen D'u der Ordnung |i| < k (im Sinne der Distributionen)
mit der Potenz p und der Gewichtsfunktion r*(X) integrierbar sind:

f]Diu]P r(X)dX <o (0L i< k).
2

Fiir o = 0 schreiben wir W(Q) — das sind die bekannten Sobolevschen Riume
(vgl. S. L. SoBoLEv [9]); fiir k = 0 schreiben wir L, ,(Q), fiir & = 0 und k = 0 schrei-
ben wir L,(Q).

Der Raum W)(Q) mit der Norm

k . I 1/p
(1.2) lullw, oo = [HZOJ’ ID'“l” r(X) dX]
i1=0Jg

ist ein Banachscher Raum.
Bevor wir die Eigenschaften der Riaume W *(Q) untersuchen werden, fithren wir

zwei Hilfssidtze an:
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Hilfssatz 1. Es sei Qe 89, X;ed,, yw < xiy £ ay(X,), X = [X,, x1y],
Y=[X,yw] X =[Xy,aX))] ri(Xy) = (X), ry(X) = ay(X,) — x,y. Dann
existieren solche positive Zahlen ¢, und c,, dass fiir alle X | € A, die Ungleichungen

rX) _ .
(1.3) ;(7) <¢
und
(1.4) o[ ri(Xy) + ra(X)] = H(X) = ri(Xy) + ra(X)
gelten.

Beweis. Die Ungleichungen sind eine Folgerung der Kegeleigenschaft A. Wenn
der Kegel K durch den Winkel w bestimmt ist (d.h.  ist der Winkel zwischen der
Oberfliche des Kegels und seiner Achse) und wenn 0 < w < =/2 ist, kann man leicht
zeigen, dass ¢, = 1/sin w und ¢, = sin (0/2) ist.

Hilfssatz 2. Es sei u eine komplexwertige Funktion, die auf dem Intervall (0, )
stetig differenzierbar ist. Weiter sei p = 1, a + p — 1 und es gelte entweder

I) « < p — 1 und die Funktion u(t) verschwindet in der Umgebung des Punktes
t =0, oder

1) « > p — 1 und die Funktion u(t) verschwindet in der Umgebung des Punktes
t = 0.

Dann gilt die Hardysche Ungleichung

0 B p P oo'dup
1.5 Prrdt £ [ o —
(19 [ o emears (L V[T

t* dt.

Es sei weiter ¢ > 0. Dann gilt auch die Ungleichung

(1.6) K|u(t)|"(t + ) Trde £ <~—4p——>I,J‘G0 ’d_y_i"(t + ¢t dt.

lo — p + 1)) J, |dt]

Beweis. Die Ungleichung (1.5) folgt aus dem Satz 330 in [3]; die Ungleichung
(1.6) bekommen wir, wenn wir die Ungleichung (1.5) fiir die Funktion v beniitzen,
die folgendermassen definiert ist:

u(t) = u(0) fir te0,c),
o(t) = u(t — ¢) fir tec, o).

2. DIE RAUME w{®)

Die Sobolevschen Rdume W¥(Q) sind ein Spezialfall der Riume WH(Q): man be-
kommt sie fiir « = 0. Beide diese Raumtypen sind auch sehr dhnlich; jede Funktion
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u € W(Q) ist gleichzeitig ein Element des Raumes W(Q*), wo Q* ein beliebiger
Teilbereich des Gebietes Q ist, der von dem Punkte P auf der Grenze S des Gebietes Q
eine positive Entfernung hat (denn dann ist fir X € @* r%(X) = ¢, > 0%)). Jede
Funktion aus W*)(Q) verhilt sich also in einer positiven Entfernung von P wie eine
Funktion aus W, ¥(Q) und der Raum W*)(Q) beschreibt dazu noch das Verhalten
der Funktion in einer Umgebung des Punktes P.

Da das Gebiet Q beschrankt ist, gilt sogleich fiir o« > 0 die Ungleichung
lllr, aoray < exlue]lw o0y d-h.

(2.1) O WR(Q) = W(Q) fir a>0.

Die Réume W*)(Q) sind also fiir « > 0 reicher als die Sobolevschen Riume W(Q);
dabei ist die Inklusion in (2.1) scharf, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel. Es sei Q < Ey ein Kugelsektor mit der Spitze im Punkte P. Wenn wir
fiir p = 1 die Funktion u folgendermassen wéhlen:

u(X) = r=""(x),
dann gilt u ¢ L,(Q), aber u € L, ,(Q) fiir jedes « > 0.
Fiir « < 0 gilt die umgekehrte Inklusion:
(2.2) W9Q) = W¥(Q) fir a<O0.
Aus dem oben erwihnten Beispiel folgt, dass man die Inklusion (2.1) fiir & > 0
nicht umkehren kann. Es gilt aber

Satz 2.1. Es sei Q ein beschrinktes Gebietin Ey, P€ S, p > 1,0 < a < N(p — 1),
1 < g < Np/(N + «). Dann ist

(23) WraQ) = w(Q)
und es existiert eine positive Konstante c so, dass fiir alleu € W,f":(Q) die Ungleichung
(24) Il o0 = elulw, .o o)
gilt.
Beweis. Das Integral [or"(X)dX konvergiert bestimmt fiir t > —N. Wenn wir

nun voraussetzen, dass v € L, ,(Q) ist, und das Integral

I =f [p(X)|"dX (1 <q<p)

*) Mit ¢; (i = 1,2,3,...) bezeichnen wir im weiteren positive Konstanten, deren Wert wir
nicht préazisieren werden; diese Konstanten konnen im Allgemeinen von der Dimension N, von
den Potenzen p, «, von k, von 2 usw. abhingen, aber nie von den Funktionen aus den Ridumen,
die untersucht werden.
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mit Hilfe der Holderschen Ungleichung mit p, = P/q und q; = p/(p — q) ab-
schitzen, bekommen wir sogleich

(25) I- f o[ #02(X) r*47(X) dX <

< [ f ) ) dX]q/p. [ f () dx]“’"”’” .

Das letzte Integral ist endlich fiir —ag/(p — q) > —N, d.h. fir ¢ < Np/(N + a) = g*;
dabei ist ¢* > 1, denn o < N(p — 1). Aus (2.5) folgt also die Ungleichung [|v] ., o) <
< cI[u”LM(m. Wenn wir hier v = D'u setzen (M < k), bekommen wir (2.4) und daraus
auch (2.3).

Ganz #hnlich kann man zeigen, dass fiir ein beschrianktes Gebiet  und fiir
1<g<p («+N)(B+N)>0und g/(f + N) < p/(x + N) die Inklusion

Wpa(@) = Wili(2)

giit.

Es sei 6(Q) der Raum aller in Q unendlich differenzierbaren Funktionen, die mit
allen Ableitungen in Q stetig sind. Dann gilt:

Satz 2.2. Es sei Q€ 8%, p > 1, a > 0. Dann ist die Menge &(Q) dicht in
W(Q), d.h. es gilt (Q) = W(Q) (wir haben die Abschliessung in der Norm (1.2)
im Sinne).

Beweis. Es existieren Funktionen ¢; (i = 1,2,..., m + 1), die folgende Eigen-
schaften haben: 1) sie sind unendlich differenzierbar in Ey; 2) es ist 0 < ¢, < 1
und ¢; verschwindet ausserhalb eines Kompaktes M < U, (d.h. die Funktion ¢; hat
einen kompakten Triger in U,; die Bereiche U, sind in (1.1) definiert); 3) fiir X € Q

m+1
ist Y ofX)=1.

i=1

Zu einer Funktion u € WI,(";(Q) werden wir nun eine Funktion v € () konstruie-
ren, die die Funktion u mit gewiinschter Genauigkeit approximiert. Es sei also u €
€ W¥(Q); wenn wir nun u; = u ¢; nehmen, ist offensichtlich auch u; e W)(Q).

A) Zuerst seii = 1. Fiir X = [X,, x,5], H = [0,0,...,0,1] und 2 > 0 geniigend
klein fithren wir die Funktion u,, folgenderweise ein:

uy(X) = uy(Xy, Xy — 4) = uy(X — AH).

Wir werden zeigen, dass lim u,; = u, in W*)(Q) ist. Bs sei also j = (jy, jo, ..., jn)
150
ein Vektor mit ganzzahligen nichtnegativen Komponenten, 0 < |j| < k; wir bezeich-
nen mit g die partielle Ableitung
5lilu1
oxr ... axiy
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Aus u, € W*(Q) folgt g € L, (). Fiir das Integral
1/p
1) = < j la(X) — g(X — AE)P r(X) dX)
Vi

gilt nach der Ungleichung von Minkowski

(2:6) 1(4) < 1"(2) + 1"(%),

1) = j l9(X) r7(X) = g(X — AH) IR(X — 2H)]? dX
und

I,(2) =f lg(X — AH)|? |r*/2(X) — r*/?(X — AH)|” dX =

=Ll|g(X — AH)[? (X — iH) h[(_r(__x)_’)],,, B

X — AH

P
dXx

ist (in allen diesen Integralen kann man iiber Q integrieren, denn die Funktion g
verschwindet ausserhalb V7).

Die Funktion g(X) r*/?(X) ist ein Element des Raumes L,(V;) und es existiert also
eine solche Zahl 1, > 0, dass fiir A < A, die Ungleichung

(2.7) 1) < (f>p

2

gilt (vgl. [9], S. 16). Es sei weiter K, der Durchschnitt des Gebietes 2 und einer Kugel
mit dem Mittelpunkt P und dem Radius ¢ und es sei K,; die Menge aller X =
= [ Xy, x;y], fiir die X + AH € K, gilt. Nach der Ungleichung (1.3) des Hilfssatzes

1ist
|1 - [_ r(X) ] <
WX —H)| | T

und daraus folgt (mit Hilfe der Substitution X — 1H = Z)

P

L lo(x = AH)|? (X — AH) ‘1 _ [~_'(’9_]“/” &X

(X — AH)

I,4(4)

IIA

IIA

CIJ !g(Z)|" (2)dz .

Es existiert also eine solche Zahl ¢, > 0, dass fiir ¢ < g,
1 /e\?

2.8 L, () <=(=

(23) 2023 (3)
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ist. Weiter ist

I5(3) = J\V » ‘Q(X - )"H)lp (X — AH) il - [;()’{%:Ia/pde <

Es sei ¢ eine feste Zahl, fiir die (2.8) gilt; dann gilt

1 — [&TW -0 fir 1-0
(X — AH) !

Max

XeV1—K,

und wir konnen A so klein wéhlen, dass die Ungleichung
1 /e\?
(29) L) < @

gilt. Aus (2.9) und (2.8) bekommen wir die Ungleichung I,(1) = I,,(4) + I,5(4) <
< (&/2)?, die zusammen mit (2.7) dieses Resultat gibt:

(2.10) 1) = |lg = galr, v <&
Da g eine beliebige Ableitung (der Ordnung l]] < k) der Funktion u, ist, haben wir

(2.11) 1nn; ug =u, in WHQ).
Die Funktion u,, ist auch ausserhalb @ definiert, und zwar im Bereich W, =
= E{[X(, xx]; X;€4,, ay(X;) £ x,y < ay(X,) + 2} . Es gilt sogar fiir |j| < k

j " |Dug)P (X)) dX < oo,
VitW, ‘ )

wo ¢(X) die Entfernung vom Punkte P + AH = [0,0,...,0, 4] ist. Es ist also
ug; € Wil(Vy + W), wo die Gewichtsfunktion natiirlich nicht r*(X), sondern ¢*(X)
ist. Das Gebiet V; + W, hat fiir 0 < u < A von dem Punkte P + AH eine positive
Entfernung. Es ist also — wie schon am Anfang dieses Abschnittes erwdhnt wurde —
auch u,; € W¥(V; + W,). Wir konnen nun die Funktion u, ; regularisieren, d.h. wir
werden fiir X € V; und fiir geniigend kleine h > 0 die Funktion

1
uy(X) = — K(X — Y3 h) ug,(Y)dY
Kh 1X=Y|<h

konstruieren, wobei
2
K(Z; h) = exp {#Z—I_—hz} fir |Z| <h
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und
~ =J K(Z:1)dz
1Z]<1
ist. Die Funktion u;;, verschwindet auf @ — ¥, und ist ein Element des Raumes
&(Q); weiter gilt (vel [9]) lim u,,, = u,, in W(V,), da aber o = 0ist, gilt diese
h=0

Beziehung laut (2.1) auch in W)(V,), was endlich mit (2.11) dieses Resultat ergibt:
Zu einem beliebigen positiven ¢ existiert eine Funktion u;;, € é"([)) so, dass

&

(2.12) ”“m. - “1"W,,,(k)(n) = n~1 1

ist.

B) Es sei nun i = 2. Die Funktion u; = ug; verschwindet ausserhalb U; und die

Bereiche U; haben von dem Punkte P eine positive Entfernung; es gilt also

(2.13) "”i"Wp.a“‘)(ﬂ) s CZH“i”Wp(k)(!z) = Csliuillw,,,mm-

Demnach sind die Funktionen u; auch Elemente des Raumes W*(Q); da der Satz 2.2
fiir o« = 0 gilt (vgl. [2]), existieren Funktionen v; € &(Q) so, dass

&
s — vl oy S e
” Ith'( () (n’l + 1) C2
ist, und aus (2.13) folgt
&
(2.14) “u, —_— Uinwp,a(k)(g) é I 1 .
m+1 m+1 m+1

Die Funktion v = u,,, + 3, v; ist aus &(Q); weiter ist Y u; =u Y ¢; = u und
i=2 i=1 =1

13

aus (2.12) und (2.14) folgt
lu = olw, o) <&,
womit der Satz bewiesen ist.
Mit L, ;,(Q) bezeichnen wir den Raum der komplexwertigen, fast iiberall auf Q
definierten Funktionen, die auf jeder kompakten Menge M < Q mit der Potenz p
integrierbar sind.

Satz 2.3. Es sei Qe 8, p> 1, 0 20, ue L, ,,(Q), 0ufox; € L, (Q) (die Ab-
leitungen im Sinne der Distributionen). Dann ist u € L, (Q) und also u € W )(Q).

Beweis. Nach den Resultaten von DENy und Lions [1] kann man die Funktion u
auf einer Menge vom Mass Null so dndern, dass sie auf fast allen mit der Achse x;y
parallelen Geraden absolut stetig ist; dann sind die Ableitungen du/dx;y im normalen
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Sinn und im Sinne der Distributionen identisch. Fiir fast alle X;e 4; und fiir
a(X;) — B <s <t<afX,) istdann

(Xia y) dy .

(2.15) WX, t) = u(Xys) + f r aa”

XiN

Da nun mit Hilfe der Holderschen Ungleichung

[l
j"" u
ai—p 0

XiN

IIA

(X5 ) r*®(X s, p) . P (X, y)dy] <

t a P
_uA (Xiv y) dy(
s OXin

0X;y

p—1

IIA

(X, J’)

p t
ra(Xi’ y)dylif r_a/(p_l)(Xi’ y)dy]
ai—p

ist, folgt aus (2.15)

iu(Xi’ t)lp < ¢ {lu(Xi, s)ll’ +

a; P t p—1
+f " (X y) dy.[f ro ey, y)dy:' }
a;— ax:N ' ai-p

Wenn wir diese Ungleichung nach der Variablen s von a,(X;) — B bis a,(X;) —p/2
integrieren, das Resultat mit r*(X,, ) multiplizieren und dann nochmals nach der
Verdnderlichen ¢ von a,(X;) — B bis a/X;) integrieren, bekommen wir endlich die

Ungleichung

(2.16) f:_ﬂlu(x,., P r(X,, 1) dt < c, U:::ﬂ]u(x,., s)|” ds.. ‘[ (X, t)dt +
+£“_ﬂ lja e

a; t p—1
(X, 5)ds. f [r’(/\’,, 1) <f ro® =X, s) ds) ]dt} .
ai—p ai—p
Das Integral

I, =f‘ (X, 1) dt

ai—f

ist endlich, denn r(X ) ist eine beschrinkte Funktion und « ist positiv. Das Integral

a; t p—1
I, =f (X, 1) ,:f roe=O(x,s) ds] dt
ai—f ai—f

ist offensichtlich endlich fiir i = 2, 3, ..., m, denn dann liegen die Punkte [X i t]
und [X;, s] in ¥; und dort ist die Funktion r(X) von unten und oben durch positive
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Konstanten beschrankt, so dass I, < c3(1/P) B? ist. Fiir i = 1 schreiben wir das Inte-
gral I, in der Form

ay t X, t) /-1 p-1
I, = f j [L\)] ast” .
ar—p a;—p r(Xl’ S)

Da X,€4, und s <t ist, gilt nach der Ungleichung (1.3) des Hilfssatzes 1
(X4, 1)[r(Xy, s) < ¢, und daraus folgt I, < c(1/p) pP. Auch das Integral I, ist also
endlich und aus (2.16) folgt

f X ) (X 1) de <
ai—p

ai— /2 ag | ou i
Cs {J‘ |u(Xi, t)l" dt -I—f (X5 1) r(Xut) dt} .

ai—p ai—p laxiN

IIA

Wenn wir diese Ungleichung iiber den Bereich 4; integrieren, bekommen wir

f 0 P ax 5 s [ j 5 lu(X)[? dX + f

Vi

du |?

XiN

r“(X)dX:‘
mit
V= E{[X,., t]; Xied;, a(X)— B <t < a(X,) - g}

Es ist u € Ly, (Q) und V; = Q; darum ist das erste Integral auf der rechten Seite
endlich. Auch das zweite Integral ist endlich, denn du/dx;y€ L, (R), und wir
haben also

(2.17) f a0 P(x) 4 <

i

firi=1,2,...,m.DaU,,, < Qist, gilt auch
(2.18) f |[u(X)|? (X)) dX < oo
Um+1

Esist Q=Y V; + U, und aus (2.17) und (2.18) folgt u € L, (Q), was mit der
i=1
Voraussetzung du/0x; € L, () das Endergebnis u € W))(Q) gibt.

Wir werden jetzt einen Einbettungssatz vom Typus

WidQ) = Wi)(Q)
beweisen.

Satz 2.4. Es sei Qe 89, p= 1, ue Wp(‘a)(Q); weiter sei ¢ eine beliebige positive
Zahl Esseia* = o — p fira > p — lunda®* = —1 4 ¢ fir0 < o £ p — 1. Dann
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ist u€L,,(Q) und es existiert eine solche positive Konstante ¢, dass fir alle
ue WXQ) die Ungleichung

(2.19) lule, e = clullw, cone
gilt.

Beweis. I) Esseio > p — lund u € W')(Q). Daa = 0ist, kénnen wir den Satz
2.2 beniitzen und alle weiteren Schritte nur fiir u € £(Q) durchfiihren. Es seien ¢,
(i=1,2,...,m + 1) die Funktionen aus dem Beweis des Satzes 2.2.

A) Zuerst sei i = 1. Wir werden das Integral

I =f |uy(X)]? 7 7(X) dX
Vi
abschitzen. Aus der Ungleichung (1.4) des Hilfssatzes 1 folgen die Ungleichungen
(220) (X)) £ Cl[rl(xl) + ay(X,) — ’T_pQ [rl(xl) + al(Xl) - t]a S ¢ "a(x)

(X = [Xy, t], ri(Xy) = H(X), X = [X,, ay(X,)]). Es ist also
I < ¢ dX, " (X, )P e Xy a(X,) —t]*"Pdr.
[Laxi [ o aptrion + ax) - e

Wir bezeichnen mit J das innere Integral auf der rechten Seite der letzten Ungleichung.
Nach der Substitution a,(X) — t = s haben wir

J = fﬁlu,(Xl, ay(X,) — s)|" (r(X,) + s)* 7 7ds.

Die Funktion u(s) = u,(X,, ay(X,) — s) verschwindet in der Nihe des Punktes
s = f, denn die Funktion u, hat einen kompakten Trédger in U,. Wir konnen also
im letzten Ausdruck fiir das Integral J von 0 bis oo integrieren und das Integral J
mit Hilfe der Hardyschen Ungleichung (1.6) aus dem Hilfssatz 2 abschdtzen (wir
schreiben in (1.6) r (X,) statt ¢ und beniitzen die Alternative II des Hilfssatzes 2):

fmwbmnwwwmuo+wvmé

2 (B ou p
< P |94, (X1, ay(X,) = s)
a—p+1 O}BXIN

(ri(X,) + s)Pds.

Die Substitution t = a,(X,) — s und die zweite Ungleichung aus (2.20) ergibt

Ou,

J = csf
ay—p 0

P
r(X,, t)dt

(X1, 1)
X1N
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und nach der Integration iiber 4, haben wir endlich

|
J |uy(X)|P 7 7(X) dX < c4j U (x)| r(x)dx,
Vi v, axm
d.h.
(2'21) ”ulnl—n,aw(ﬂ) S Cs““l“w,,,a(l)(m = cs"”“wl,,au)(g, .

B) Es sei nun i = 2,3,...,m + 1. Es ist ue W) und also auch u; = ug,c
€ L, ,(Q). Da die Bereiche U, fiir i > 2 eine positive Entfernung von dem Punkte P
haben, ist fiir X € U; **7?(X) < ¢, r%(X) und also

222)  uile,. o = csluille, @ < cslltilw, o < collu]w, o -

m+1
Aus (2.21) und (2.22) folgt "“an,a-,(ﬂ) = | Y uile, . @ = crolu]w, .re »dhes
i=1

gilt (2.19) und folglich ist W' (Q) = L, , (@) fira > p — 1.
M Essei0<a=<p—1 und & = p — 1 + & Da ¢ > 0 ist, ist auch & > « und
fiir X € Q gilt r%(X) < ¢4 r*(X) und folglich ist

(2-23) H““W,,,;u)(m < Cu”“llwp,au)(m s

dh. WXQ) = W,7(Q). Esist ¢ > 0 und also & > p — 1; im Teil I dieses Satzes

haben wir bewiesen, dass dann W;I;)(Q) < L,;-,(Q)ist und dass die Ungleichung

(2.24) lele, -0 = clulw, s

gilt. Dad@ — p = —1 + ¢ st, folgt die Ungleichung (2.19) aus (2.23) und (2.24) und
esistalso Wi (Q) = L, _, . (Q).
Der erste Teil des Satzes 2.4 gilt nicht nur fiir « > p — 1, sondern auch fiir & >

> p — N, wenn wir allerdings noch einige weitere Voraussetzungen iiber das Ge-
biet Q machen.

Es sei Q€ 8); wir werden voraussetzen, dass die Funktion a,, die die Grenze S
in der Umgebung des Punktes P beschreibt, nicht nur stetig ist, sondern auch die
Lipschitz-Bedingung erfiillt (vgl. die Bedingung C* aus dem Abschnitt 1 fiir k = 1).

Wir definieren eine Abbildung T(Y) = X durch die Gleichungen

(2.25) X, =Yy Xy =y + a(Yy).
Es handelt sich also um eine Abbildung des Zylinders
C= E{[Yl’ le]; Yied,, —B < yy <0j

auf den ,,Zylinder* V,. Die Transformation T erfiillt zusammen mit der Umkehr-
abbildung T~ ! die Lipschitz-Bedingung; der Punkt P = [0, 0, ..., 0] entspricht wie-
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der dem Koordinatenursprung in den Variablen [Y;, y,;y| und der Entfernung
r(X) = | X| entspricht die Funktion o(Y) = r(T(Y)). Da aber die Transformationen T’
und T~! die Lipschitz-Bedingung erfiillen, gilt

(2.26) e (Y) oY) £ epr(Y),

d.h. die Funktion ¢(Y) und die Entfernung r(Y) = |Y| sind 4quivalent.

Aus (2.26) und aus der Lipschitz-Stetigkeit der Abbildungen T'und T~' folgt nun,
dass fiir u € L, ,(V4) bzw. u € W 1)(V;) auch die Funktion o(Y) = u(T(Y)) ein Element
des Raumes L, ,(C) bzw. W.})(C) ist und dass die Ungleichungen

(2.27) eslole, 0 = Nl .00 = vl 0
und
(2.28) eslloflw, oy £ Nulw, comn = csllvllw, .o

gelten (L, ,(C) und W{)(C) sind die Rdume mit der Belegungsfunktion r(Y)!).

Satz 2.5. Es sei Qe 8 und die Funktion a, erfiille die Lipschitz-Bedingung.
Weiter sei « > p — N. Dann ist

W;,la)(g) < Ly.-4(Q)
und es existiert eine solche positive Zahl c, dass fiir alle u € W ')(Q) die Ungleichung
(2.29) ””“L,,a-pm) s C”“”Wp,wxm
gilt.
Beweis. Es seien ¢, die Funktionen aus dem Beweis des Satzes 2.2.

A) Zuerstsei i = 1 und u, = ug,; weiter sei X = T(Y) die Abbildung (2.25) und
v(Y) = u,(T(Y)). Wir werden das Integral

- j (X)) #7(Y) dY

abschitzen (C = T7'(V;)). Da die Funktion u, einen kompakten Triger im Bereich
U, hat, verschwindet die Funktion v(Y) = v(Y;, y,y) fiir Y; ausserhalb 4, und fiir
Yin £ —p; wir kénnen also im Integral I iiber den Halbraum y;y < O integrieren
und nach dem Ubergang zu den sphirischen Koordinaten [, r], wo © ein Punkt
auf der Einheitskugel und r die Entfernung vom Koordinatenursprung ist, bekommen
wir

o0
I= j d@f lv(@, r)|” PN gy
. 0
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Nach der Ungleichung (1.5) des Hilfssatzes 2 ist fir « + N — 1 > p — 1 und also
fira > p — N

ro P (*©
[o(®, )P r*=7 ¥ dr < “—I)——>J Ql‘)(@ )
o «—p+NJJo|or

Wenn wir diese Ungleichung nach der Variablen O iiber die Halbkugelfliche o inte-
grieren und dann zu den kartesischen Koordinaten [Y;, ym] zuriickkehren, bekom-
men wir

[ v s e [

C

r N
Nl qp,

ov\?

p
r(Y)dY,
or| (¥)

N
r(Y)dY szl_[
i= c

fg
0y,
dh o]z, . ) = esolw, e Aus dieser Ungleichung folgt mit Hilfe der Unglei-
chungen (2.27) (mit & — p statt o) und (2.28):

(2.30) "“lllbp,a-pm) = 64"”1"%,1“)(9) = cs"“"Wp.a“)mr

B) Es sei nun i = 2,3, ..., m + 1. In gleicher Weise wie im Teil B des Beweises
des Satzes 2.4 kann man zeigen, dass auch fiir « > p — N die Ungleichung (2.22)
gilt.

Aus (2.30) und (2.22) folgt dann (2.29) und der Satz 2.5 ist bewiesen.

Wir werden jetzt voraussetzen, dass 2 € R(*! ist, und bezeichnen mit L, ,(S) den
Raum der fast iiberall auf der Grenze S des Gebietes Q definierten Funktionen, fiir
die das Flachenintegral

I =I]u“’r"d$
N

endlich ist; r ist wieder die Entfernung von dem festen Punkte P € S. In dem Raum
L, 5(S) fithren wir die Norm folgendermassen ein:

(2.31) lull, oo = [117.

Wenn die Funktion u fast iiberall auf S definiert ist, sind die Funktionen vi(X )=
=u(X,a(X)(i=12..., m) fast iiberall auf 4; definiert und man kann die Norm
in L, §(S) auch folgenderweise einfiihren:

(2.32) ”u”,‘p,é(m = [iilf A'M(Xi, ai(Xi))|P r(X;, a(X))) dxi]””;

die Normen (2.31) und (2.32) sind dquivalent.

Fiir Q € N1 hat es Sinn von der Spur einer Funktion u € W;.)(2) auf der Grenze
S zu sprechen; es gilt
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Satz. 2.6. Es sei Qe N, « > 0, « > p — N. Dann existiert genau eine stetige
lineare Abbildung Z des Raumes W ')(Q) in den Raum L, ,_,.(S) so, dass fiir
ue &) Z(u) = u ist, und es existiert eine solche positive Zahl c, dass fir alle
u € WiLX(Q) die Ungleichung

(2.33) 1ZW)le, ..y i) = €llttlw, oo

gilt.
Beweis (in dieser Form stammt der Beweis von J. Nedas). Es sei ue &(Q),

X;ed;und a(X;) — Bp<s <a(X;)(i=12,..,m). Dann ist

(X)) ou

0x iy

(234) u(Xs afX) = u(Xs s) + f (Xo 1) dt .

A) Zuerst sei i = 1. Wir bezeichnen ry(X,) = r(X, a;(X,;)) und wihlen se
€(ay(X,) — ry(X,), ay(X,)), d.h. 0 < ay(X,) = s < ry(X,). Nach der Hélderschen
Ungleichung ist

{

'ay 'p o
J‘ ou (Xl’ t) dy < (al — s)p-—lf aau

XN

p
(X, 0)| dt <

X1N

lIA

ay Ip
(X)) [ L% (x,, z)’ dt
Jai—ry !axlN
(dies gilt auch fiir p = 1). Aus dieser Ungleichung und aus (2.34) folgt

p
Ou dr .

(X, 1)

Iu(Xl, al(X,))I” <c {Iul(Xl,s)lp + 7 (X,y)

ag—ry

X1N

Wenn wir diese Ungleichung nach der Variablen s von a,(X,) — r((X,) bis a,(X,)
integrieren, bekommen wir

(2.35) lu(Xy, ay(X )P ri(Xy) S ¢y U [u(Xy, s)|7 ds +
ay | [p
+ ri(X,) Ou (X4, s)l ds}.
ay—ry X1N ’

Da Q e N1 ist, erfiillt die Funktion a, die Lipschitz-Bedingung und die Grenze S
hat also im Punkte P die Kegeleigenschaft (vgl. die Bedingung A im Abschnitt 1).
Wir kénnen also den Hilfssatz 1 beniitzen; aus der Ungleichung (1.3) und aus der
Dreiecksungleichung fiir das Dreieck X = [X,,s], X = [X,, a,(X,)] und P folgt
nun
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und aus dieser Ungleichung bekommen wir:

A

(2.36) (X)) lu(Xy, s)|P ds < c3j [u(X 1, 5)|P 7 P(Xy, 5) ds 5
aj—ry ai—p

[ j

a1—p
Wenn wir (2.35) mit r{~?(X,) multiplizieren und dann die Ungleichungen (2.36) be-
niitzen, bekommen wir

|u(X 1> ay(XD))[Pri72 4 (Xy) <

cs {J l lu(Xl,s\I” r*7P(X,, s)ds +j
ay—p

1= a =B

ou

0x N

ds

IIA

ay a P
#(X,) j 0 (x,s)

XN

(X4, s)!pr“(Xl, s)ds .

ay

ou

IIA

(Xl’ S)

" (X, 5) ds} .

X1N

Nach einer weiteren Integration iiber 4, ist

(2-37) J\A |“(X1’ al(Xl))|p rl—pH(Xla al(Xl)) dX, =

s eof[ ook e ax + |

Vi

“ (x) dX} .

X1N

Beide Integrale auf der rechten Seite dieser Ungleichung konnen wir durch den Ausdruck
lull%, .o abschitzen: bei dem ersten Integral folgt dies aus der Ungleichung
(2.29) des Satzes 2.5, bei dem zweiten ist es offensichtlich. Es gilt also

(2-38) j |“(X1, al(xl))lp "a_pH(Xla al(Xl)) dx, = ce”““fv,,,am(m .
44

B) Es sei nun i = 2,3, ..., m. Aus (2.34) folgt wieder

|u(X,, a( X)) < C;{|u(xi, g + B”_lr

a;—B

ou

iN

(Xa t)i!” dt} .

Wenn wir diese Ungleichung erst nach s von a; — f bis a; und dann nach X;
iiber 4; integrieren und die Tatsache ausniitzen, dass fiir [ X, s]e V; (i = 2) die
Ausdriicke r(X;, a(X;)) und r(X;, s) von unten und oben durch positive Konstanten
beschriinkt sind, bekommen wir eine Ungleichung vom Typ (2.37), wo wir allerdings
statt Xy, a; und V; X;, a; und V; schreiben; aus dieser Ungleichung folgt dann

(2.39) f (X, ai(Xp))|]7 172X a (X)) dX; < cqlulll, o -
4;

Aus (2.38), (2.39) und (2.32) folgt also

(2.40)

ulle, . psie = eslulw, .o
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fiir u € £(Q). Es sei nun u € W)(Q). Aus dem Satz 2.2 folgt, dass eine Folge von
Funktionen u, € £(Q) existiert, die in W ;(Q) zu u konvergieren. Es existiert auch
v = limu, inder Norm des Raumes L,,_,.(S). Die Abbildung Z ist so definiert:

n—*oo
Z(u) = v; offensichtlich ist fir u € &Q) Z(u) = u und die Ungleichung (2.33) folgt
aus (2.40).

Bemerkung. In den Sidtzen 2.4, 2.5 und 2.6 kénnen wir die Voraussetzung u €
€ W1)(Q) durch die schwichere Voraussetzung u € L, 1,(2), 0u/dx; € L, ,(Q) ersetzen,
denn aus dem Satz 2.3 folgt dann schon u € W1)(Q).

3. DIE RAUME W)

Es sei 9(2) die Menge aller Funktionen aus &(Ey), die einen kompakten Triger
in Q haben, d.h. u liegt in 2(Q), wenn eine solche kompakte Menge M < Q existiert,
dass die Funktion u ausserhalb M verschwindet.

Wir bezeichnen mit W*)(Q) die Abschliessung der Menge 2() in der Norm (1.2):

W Q) = 2(Q); in WM(Q) fithren wir folgenderweise eine Pseudonorm ein:

i 1/p
(3.1) lule, oo = [HZJ |Diul? r(X) dX]
H= 2

(zum Unterschied von der Norm (1.2) wird hier also nur iiber Vektoren i der Lange k
summiert). Offensichtlich gilt die Ungleichung

(3.2) H“va',,,wﬂ(m = ”“"W,,M)mr

Ahnlich wie bei den Raumen W*)(Q) kénnen wir fiir k = 0 L, (Q) statt W ()
schreiben; es ist aber ”””13,,,03 = “u“Lp_“ und bekanntlich ist die Menge 2(Q) dicht in
dem Raume L,(Q) und also auch in L, ,(€) und darum ist

i‘p,a(g) =L,A{9Q).
Wir werden jetzt einen wichtigen Einbettungssatz beweisen:
Satz 3.1.. Es sei Q€ 8 p >1,a + p — 1. Dann ist
Wy2(Q) = Loa Q)

und es existiert eine positive Zahl c so, dass fiir alle Funktionen u € WIEI,)(Q) die Un-
gleichung

(33) ”“HLP,,;—,,(Q) = C"”"v"v,,,,(l)(n)

gilt.
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Der Ausdruck ||ully, .o, ist eine Norm in WSI)(Q), die fiir ue W’fla)(Q) der Norm
lullw, .o dquivalent ist.

Beweis. Da die Menge 2(Q) in WS')() dicht ist, kénnen wir alle Schritte nur
fiir u € 9(Q) durchfiihren.

A) Zuerst sei X € V. Ahnlich wie bei dem Beweis des Satzes 2.4 kann man zeigen,
dass aus dem Hilfssatz 1 die Ungleichung

f |u(X)[7 r*=2(X) dX <

1

Il

ll/\

f dXJ u(Xy, )7 [ry(X,) + ay(X,) — t]* 77 dt

mit r,(X,) = r(X;, a,(X,)) folgt. Das innere Integral J kdnnen wir wieder mit
Hilfe der Hardyschen Ungleichung (1.6) abschitzen: da die Funktion u aus 2(Q) ist,
verschwindet die Funktion u(s) = u(X,, a,(X,) — s) in der Nihe des Punktes s = 0
und auch fiir geniigend grosse s. Darum kénnen wir beide Moglichkeiten des Hilfs-
satzes 2 beniitzen und bekommen dann fiir « + p — 1 die Ungleichung

J= le |u(X1* t)lp [rl(xl) + al(Xl) - t]“—”dt <
ar—p
= J‘wlu(Xl’ a,(X,) - 5)|p (ri(Xy) + s Pds <
= ( £ >”J‘“ |2 (X1, ay(Xy) — S)i’p(rl(xl) + s)*ds.

‘oz—p+1| 0 !axm

Wenn wir nun nochmals die Ungleichung (1.4) des Hilfssatzes 1 benutzen (nach
vorhergehender Substitution s = a,(X,) — t) und dann iiber 4, integrieren, bekom-
men wir endlich:

I'<e J‘ de e X,,t) (X4, t) dt <
0xqy
=< J. ‘axlN (X)1 X = Ca]lulll}vma“)(ﬂ) .
Da I = ”u“‘lj‘p.,_p(yl) iSt, gllt also
(34) “u”LP»ﬂ’P(Vl) é C41|u“ﬁ/p,a“)(9) :

B) Es sei nun XeV, i = 2,3, ..., m. Das Gebiet Q ist beschrinkt und die Be-
reiche V; haben eine positive Entfernung von dem Punkte P; darum ist fiir X € V;
(iz2)

(3.5) 0<es =r(X)Scq.
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Fiir afX;) — B < xiv < afX;)ist

ai(Xi) ou

(X, t)de,

u(Xia xiN) = - j‘
xin XiN

denn u ist aus 2(Q) und darum ist u(X;, a(X;)) = 0. Mit Hilfe der Holderschen Un-

gleichung bekommen wir

a; |

|u(Xi7 fo)"’ < prt J l ’al (X: t)

a;—fp| XiN

P
dt

(dies gilt auch fiir p = 1). Wenn wir diese Ungleichung erst nach x;y von
a; — B bis a; und dann nach X; iiber 4, integrieren und die Ungleichungen
r*7P(X;, xy) S ¢, und (X, t) = cq beniitzen, die aus (3.5) folgen, bekommen wir
endlich

J .[u(X)lP rPX)dX < cgf A iu Pra(X) dx,
dh. ' o
(3.6) [ull, . oo = crollullir, .o@ (22).

C) Es sei endlich X € U,,, ;. Wir konnen voraussetzen, dass die Grenze des Be-
reiches U,, ., geniigend glatt ist, z.B. dass U,, ,, € (! gilt. Dann ist

m
(3.7) "”“me(vmm = Cn[”“||ﬁ'pm(v.m) +i§1 ““”LP(UM.AV.»)]

(vgl. J. Negas [7]). Die Ungleichungen (3.5) gelten auch fiir X € U,,,; und mit ihrer
Hilfe bekommen wir aus (3.7) die Ungleichung

68 ol S ol oo + [ty revmrral.
Esist U,y . V; = V;; aus den Ungleichungen (3.4) und (3.6) folgt

lely amswmerov < [uleyepo < cusluli, o -
Mit dieser Ungleichung bekommen wir aus (3.8)
(39) ltlley ey S €xa(l + mci3) [ulli, Loy -
DaQ=U,,, +.§1 V, ist, folgt aus (3.4), (3.6) und (3.9) die Ungleichung
(3.10) lulley .- pio < craluliv, .o -

womit die Ungleichung (3.3) bewiesen ist.
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Weiter ist fiir alle X €Q r%(X) < ¢;5 r* " ?(X) und daraus’ folgt |uf,, o =
< ¢y6 |||z, o) Diese Ungleichung ergibt zusammen mit (3.10)

(3.11) ““”L,,_m(m < eqqflulli, wone) -

Da aber Hu“ﬁ,p’am(g) = "u[lim(m + Hu“:,?p’a“)m) ist, folgt aus (3.11) die Ungleichung

[u ”W,. Lo = (1 + cfp)t? ”“"W,, L) -

Aus dieser Ungleichung und aus (3.2) folgt, dass die Normen ” “W Lo und
[ullw, . auf dem Raum W{)(Q) dquivalent sind, und der Satz 3.1 ist damit be-
wiesen.

In dem Satz 3.1 mussten wir o« & p — 1 voraussetzen, um die Hardysche Unglei-
chung (1.6) beniitzen zu konnen. Wir kénnen den Satz 3.1 fiir « # p — N beweisen,
wenn wir die sphéirischen Koordinaten beniitzen, und da N = 2 ist, gilt dann der
Satz 3.1 fir alle Werte des Parameters o.

Satz 3.2. Der Satz 3.1 gilt fiir alle a.

Beweis. A) Es sei X € V, und u € 2(Q). Wenn wir im Integral

[ =f |u(X)|? r*~7(X) dX

zu den sphirischen Koordinaten [ @, r] iibergehen, bekommen wir

I gfd@j lu(@, r)|” PPN gy
o [

Da u € 9(Q) ist, verschwindet die Funktion g(r) = u(©, r) in der Nahe des Punktes
r = 0 und fiir geniigend grosse r. Wir konnen also die Ungleichung (1.5) des Hilfs-
satzes 2 beniitzen und bekommen fiir « & p — N die Ungleichung

J‘mlu(@ |p a=p+tN-1 qp < < (_p_)p‘[oo‘@p
0 |oc+N—p| o |Or

Wenn wir hier iiber den Teil ¢ der Einheitskugelfliche integrieren und wieder zu den
kartesischen Koordinaten zuriickkehren, haben wir

Ny

T~
IIA

do #(X)dX <

% x)

® |0ul? |ou
il ra+N—ldr§clj p
elor

X)dX = cz||u”

IIA

()

d.h.

"“"Lp.a-.,(v.) = Cs”“”%,«ﬂ)(!z)-
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Das ist wieder die Ungleichung (3.4), die diesmal fiir « & p — N gilt. Der Rest des
Beweises gleicht wortlich den Teilen B) und C) des Beweises des Satzes 3.1. Damit
sind alle Behauptungen des Satzes 3.1 auch fiir « = p — 1 bewiesen und gelten also
fir alle a.

Im Grenzfall, wenn der Kegel K aus der Kegeleigenschaft A (vgl. Abschnitt 1)
in ein Intervall <0, c¢) auf der Koordinatenachse x, y iibergeht, konnen wir den Teil A)
des Beweises des Satzes 3.1 nicht beniitzen, denn dort brauchten wir wesentlich die
Ungleichung (1.4) und deren linker Teil gilt in diesem Grenzfall nicht (es ist @ = 0
und also ¢, = sin w/2 = 0). Wir kdnnen nur die sphérischen Koordinaten beniitzen
und konnen also sagen, dass alle Behauptungen des Satzes 3.1 in diesem Fall nur
fir « £ p — N gelten. Man kann nun fragen, ob sie auch fiir « = p — N gelten.
V. A. KONDRAT’Ev zeigte in der interessanten Arbeit [4], dass gerade in diesem
Grenzfall die Einbettung

(3.12) WED(Q) = L,,_5(9Q)

gilt, was ein Spezialfall der Einbettung W (Q) < L,,_(®) fir p =2 und « = 0
ist; dabei machte er diese Betrachtungen auf ebenen Gebieten, d.h. fiir N = 2, und
esist also @ = p — N. Die Einbettung (3.12) kann man ziemlich leicht ableiten, wenn
man die Polarkoordinaten beniitzt.

Es sei nun u € W*(Q) und v = D'u mit |i| = k — 1. Dann ist v € W{)(Q) und aus
dem Satz 3.2 folgt, dass ve L,, () und also u e W )(Q) ist. Aus dem Satz 3.2
folgt also, dass

Wi(Q) = W (@)

p,a—p

ist und dass man auch alle weitere Behauptungen des Satzes 3.2 analogisch erweitern
kann. Aus dem Satz 3.2 folgt also augenblicklich dieser wichtige Satz:

Satz 3.3. Es sei Q€ 8, p > 1, « eine beliebige reelle Zahl. Weiter seien k und s
nichtnegative ganze Zahlen, s < k. Dann ist.

WydQ) = Wy(@)

und es existiert eine solche positive Zahl c, dass fiir alle Funktionen u e W,%)(Q)
die Ungleichung

[4l#, .-y = cluli, oo
gilt. Die Normen ||u[y, ) und |u]w, o sind fir ue W(Q) dquivalent.

Schlussbemerkung. In allen vorhergehenden Betrachtungen wurde die Belegungs-
funktion wesentlich nur in einer Umgebung des Punktes P ausgeniitzt, und zwar fiir
X € V. In den Bereichen U,, ., und V; fiir i = 2 spielte die Belegungsfunktion keine
Rolle. Hieraus folgt die Moglichkeit einer Verallgemeinerung der hier erwihnten
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Ergebnisse auch auf Riume W*)(Q) mit einer anderen Belegungsfunktion als gerade
r“(X). Wenn man z.B. voraussetzt, dass in den Punkten Py, P,, ..., P; auf der Grenze
S das Gebiet Q die Kegeleigenschaft von aussen besitzt, gelten die hier erwdhnten
Sitze auch fiir die Rdume W %).(Q) aller Funktionen, fiir die

k . 1/p
[thynim = | %[ Pl ax|” <o
iI=0 J o

ist, wobei
(3.13) o*(X) = min [X — P}
1=isj
oder
(3.14) o(X) = |X = P |X = Py*.....|X = P|¥
ist.

Literaturverzeichnis

{11 J. Deny, J. L. Lions: Les espaces du type de Beppo-Levi, Ann. Inst. Fourier 5, 1953—1954
(1955), 305—370.

{21 E. Gagliardo: Proprieta di alcune classi di funzioni in piu variabili, Ricerche mat., 7, 1 (1958),
102—137.

[31 G. H. Hardy, J. E. Littlewood, G. Pélya: Inequalities, Cambridge 1934.

[4] B. A. Konopamoeg: OueHKH NPOU3BOAHBIX PELICHUI UIMNTHYCCKUX yPaBHEHH BOJIM3M I'paHuU-
wel, Joxiaget AH CCCP 7146, 1 (1962), 22—25. )

{5] JI. . Kyopseyes: IlpsiMbie 1 OOpaTHBIE TEOPEMBI BIOKEHHS. IIPHITOKECHUS K PELICHAIO Bapua-
LIMOHHBIM METONOM JJUIMIITHYECKUX ypaBHeHui, Tpyasl MaT. uHCT. uM. B. A. Ctekitosa 55 (1959).

[6] A. Kufner: Uber Sobolevsche Riume mit Belegungsfunktion und das Dirichletsche Problem,
Comm. Math. Univ. Carolinae 6, (1965), 105—110.

{71 J. Necas: Sur une méthode pour résoudre les équations aux dérivées partielles du type el-
liptique, voisine de la variationelle, Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa, ser. 3, 16, 4 (1962),
305—326.

[8] M. Heuac: O6 o6nactsx tuna N, Yex. mart. xxypuai 12 (87), (1962), 274—287.

[9] C. JI. Coboses: HexoTopsle npuMeHeHrs HYHKIMOHAIBHOTO aHaJIN3a B MaTEMAaTHYECKOM (usnke,
Jlenunrpaz 1950.

Pesrome
HEKOTOPBIE CBOVICTBA INPOCTPAHCTB COBOJIEBA C BECOM

AJIOUC KY®HEP (Alois Kufner), I[Tpara’

B paGote ucciezoBanbl npocrpancrsa W *)(Q) (QyHKIMA ONpeieNeHHbIX MOUTH
BCIOZIy B OrpaHM4YeHHO# obyactu Q2 N-mepHoro EBkimugosa mpocrpanctsa Ey, yacT-
HBIC IPOM3BOJHBIE KOTOPHIX A0 HOpsiAKa k BIJIFOYUTEILHO MHTETPUPYEMBI HA £ co
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crenenbto p 2 1 u ¢ BecoM r¥(X), rae r(X) paccrosinue Touku X € Q 1o uckuposan-
HoM Touku P, nexaiueit Ha rpanune S obsactu Q.

B npocrpanctee W *)(Q) onpezeena oGbikHOBeHHbIM 06pa3oM HopMa GOpMyIoH
(1..2). O o6nactu npeanonaraercs, 4To ona Tuma £, T.e. — rpy6o rosops — uTo
rpaHuily S MOXHO JIOKQJbHO 3aMUCAaTh C TIOMOIIBIO HENPEPBIBHBIX (GDYHKUMH M 4TO
B Touke P € S obsanaer €2 CBOMCTBOM KOHYcCa U3BHE.

B n. 1 paboTel npuBeeHbI Be TeMMbl, Kacaroiuecs Gyukuuu r(X) (HepaBeHcTsa
(1.3) u (1.4)) u nepasencrsa Xapu (nepaencrsa (1.5) u (1.6)).

B 1. 2 nccaeoBaHbl CBOMHCTBA BeCOBBIX mpocTpancts Wi%(Q). IMokasana cBssh
MEXy BECOBEIMU NMPOCTPAHCTBAMU U 0OBIKHOBEeHHBIMU npocTpaHcTBamu C. JI. Co-
GoJieBa (KOTOpbIE SBJISIOTCS YACTHBIM CILy4aeM BECOBBIX IIPOCTPAHCTB i a = 0) —
BiumoueHue (2.1) u (2.2) u Teopema 2.1. B Teopeme 2.2 moka3ako, 4To s o = 0
MPOCTPAHCTBO cS’(Q) byukiuii 6eckoHeyHo U depeHIUpyeMbIX B 2 U HENMPEPHIBHbIX
CO BCEMY NIPOU3BO/HBIMH BIUIOT [0 IPAHUIBL SBIseTCs WIOTHBIM B W )(Q). B Teo-
peme 2.4 moka3zaHo, YTO UMEET MECTO BIJIOKEHUE

(*) W (Q) = Ly0i(@)

rnea* =a—paaia>p—1uoa*= —1+ & c npousBojibHbiM ¢ > 0 st 0 <
Sas<p-1

EcJTH JOTOJIHUTENBHO MPEIIIONOXKUTh, YTO TPAHUIA S YIOBIETBOPSACT B OKPECT-
HOCTH Touku P ycioswio JIunumua, To Biokenue (*) ¢ o* = o — p UMeET MecTo
mgasto > p — N.

Hust Q € RO (1. e. B ciydae, 4TO rPaHULy S MOXKHO JIOKAJIbHO 3AMUCATD C MO-
MOLBIO (YHKIWIA, YAOBJIETBOPSIOUIMX YCIOBHIO JIUIUIMIQA) MMEeT CMBICI FOBOPUTD
o crenax dynxuit u3 W.,)(Q) Ha rpannue S u gus o = 0, ¢ > p — N uMeer mecto
Bioxenne Wi (Q) = L, ,_ . 1(S) (teopema 2.6).

B 1.3 uccrnenosaHp! IpoCTpaHCTBA W(")(Q) SIBJISIFOLLMECS 3aMBbIKAHUEM (DMHUTHbBIX
B Q q)ym(m{ﬁ no HopMe mpocrpanctsa Wi(Q). 31ech nmokasaHo, 4TO BhIpaXeHHe
] @) onpeaenenHoe (opmynoii (3.1), sBaSETCH HOPMOH NPOCTpaHCTBA

)(Q) paBHocwibHOM HopMme (1.2), wuto npr Q € 8 umeer 115 Beex BelecTBeH-
HBIX 0 MECTO BJTOXKEHHE

WyQ) = Wi=3,(Q)
(0 < s £ k uenoe).
B KOHIE YKa3bIBAETCSI, YTO PE3YJbTATH paGOTHI MOXKHO COOTBETCTBYOLUM 06pa-
30M PaclpoOCTPAaHUTh U HA CIIydail BECOBBIX MPOCTPAHCTB ¢ Becamu (3.13) u (3.14).
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