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Ч Е Х О С Л О В А Ц К И Й М А Т Е М А Т И Ч Е С К И Й Ж У Р Н А Л 
Математический институт Чехословацкой Академии наук 

Т. 16 (91) ПРАГА 18. VI. 1966 г., No 2 

ÜBER DIE TRANSFORMATION UND ÄQUIVALENZ HOMOGENER 
LINEARER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN VON HÖHERER 

ALS DER ZWEITEN ORDNUNG 

ZDENEK HUSTY, Brno 

(Eingelangt am 24. Januar 1962, im umgearbeiteter Form am 3. Juli 1964) 

(Ende) 

Ш. TEIL. ÄQUIVALENZ REGULÄRER GLEICHUNGEN MIT STETIGER DIMENSION 

VORBEMERKUNGEN 

Wir stellen fest, daß 

(a) /"\х) + 1^(^^Ф)/"-'\х) = 0, xel,, 

(b) zW(0 + Д Q bit) z^"-'\t) = 0 , tel, 

reguläre Gleichungen mit stetiger Dimension sind, s. [4], I. Teil, Definition 1,4 — kurz 
[4-1; 1,4]. Wenn wir in der Gleichung (a) die Transformation y(x) = u{x) Z(x), 
T = T{x), wobei {T{x), u{x)} e m(l^^), I^^ с I^, s. [4-1; 3,2.7], verwenden, erhalten 
wir eine Gleichung von der Form 

(â) и{тгр"^(т) + i^ Q^ zt"--^(T)(Г)-'X Q «*ф?-̂ ('/' о ] = 0, 1̂  e -/гт. 
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die wir als Bild der Koordinaten {Т{х), u{x)} von (a) im Intervall / j ^ bezeichnen, 
wobei wir x = T_I (T) , Z(T) = Z[T_ I(T)] , 

(0.1) J2, = T(I,;), 

(0.2) '? = Ш ' "̂̂ -̂

(0.3) C = ^ ^ , xel,^ 
U\X) 

setzen, s. [4-1; 3,1.10]. Das Bild (ä) ist in J2T ^^^^ reguläre Gleichung mit stetiger 
Dimension, s. [4-1; 3,1.11 Folg.]. 

Das halbkanonische Bild (Ä) {Т(х)} e Pa{lix) ist von der Gestalt 

(Ä) C7(T')" U"\r) + t(^) ZC"-«(T) (Т')- 'Т/.Ф"-' .( ' / )1 = 0 T e J,, 

mit 

(0.4) U{x) = c | r (x)P-">/2 . exp I - Г ai ds j , 0 Ф с G E^ , 

wo X = r_i(T), ÄQ = 1, Л1 = 0, (0.1), (0.2) gilt und Д , /с = 2, 3 , . . . , ?Î die Haupt
koeffizienten von (a) sind, s. [4-1; 3,2.15]. 

Das kanonische Bild (ä) {T(x)} e kj^l^^ ist von der Gestalt 

(ä) и{ту \z^^\.) + i (':) ẑ "-x̂ ) (Г)-- zn' i [(')/(" " '̂ ^ ^)1. 

mit X = T^^{x), wo T{x) eine Lösung der Gleichung 

(0.5) {T,X} = ^ 2 , X G / i , 
и + 1 

ist und (0.1), (0.2), (0.4), gilt, s. [4-1; 3,3.5]. Die Gleichung (0.5) können wir mit 
Hilfe von (0.2) umformen und finden 

(0.6) n' = W + - ^ A ^ , xeh,, 
П + 1 
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Das kanonische Bild (a) {T{C)} e kJ^J^^), J^^ a Jj ist von der Form 

т е J'2T 

mit ^ = r_i(T), C7,(x) = c|T'(^)|('-">/2, 0 Ф с 6 JSj, ao = 1, «i = a^ = 0, wo T ( 0 
eine Lösung der Gleichung 

(0.7) 

ist und (0.2), 

(0.8) 

gilt, s. [4-1; 3,3.6]. 

{r ,^} = 0 , ^ej,^ 

1. HILFSSATZE 

Hilfssatz 1.1. Die Beziehung 

(1-1) (a) / i , ~ (ß) УзЛП^)} 

gilt dann und nur dann, wenn 

i i 

(1.2) ßlTix)][r{x)y = ^r,^l 
V = 0 n = v 

\ (^ — l + ß 
^i-H^ß-v ( ^ 2 ) > 

i = 3, 4, ..., n , X e Iix 

mit (0.2) in Kraft ist, wobei T(x) der Gleichung (0.5) genügt. 

Folgt aus [4-II; 2.17]. Es ist zu bemerken, daß in (1.1) I^^ с I^, J^^ с J^, (0.1) 
vorausgesetzt wird, s. [4-II; 2.16a)]. 

Hilfssatz 1.2. Die Beziehung 

(1-3) ( a ) A , ~ ( ß ) J , . { T ( ^ ) } 

gilt dann und nur dann, wenn 

(1.4) мг(a][r(^)]'• = IY-~YГ'ïï'':^Y^'«.-v(0'?^ ^ -л , . 
v=o \ 2/ \v / \ V 

/ = 3, 4, ..., /Î , 

mit Ц = r ' ( ^ ) / r ( ^ ) Ш Kraft ist, wobei T{C) der Gleichung (0.7) genügi. 
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Folgt aus [4-II; 2.18]. 

Hilfssatz 1.3. Es gelte (1.1). Dann ist 

(1-5) ßV'Ui^ [Г(.)]-^- = l 4"\ii_iA,,..., A,_,J n\ xsl,^, 
v = 0 

i - 2 è ix^^j = max (0, v - j} , j = 3, 4 , . . . , и ; ; = 0 ,1 , ..., n - г, 

wo ÎP";'/,, /ЙГ gegebene n, i das j-te Polynom der Elemente Л^, A^,..., Л;_ mit 
Dimension i+j-v ist, das der Differenzengleichung ' ""'' 

(1.6) 

+ 

+ 
6(v + 1) 
~^^ A^'\iU_XA„..., Л,_,„,, J + \4>\l;l_iA„..., /1,._,J]', 

X 6 / i ^ , i = 3 ,4 , . . . ^„^ ; = 0, 1 , . . . , и - / - 1 , v = 0, 1, ..., г + J + 1 

genügt und 

(1.7) 

(1.8) 

|f^«.iJ „ JJ/n,ïj _ u/n,i,j _ ГЧ « _ 1 9 
^ - r ^ i + j + y — ^1 — U , r — 1 , Z , . . . , 

^v-sj = l^y,j + s, 5 = 0, ± 1 , ± 2 , . . . 

(1.9) y'":^;V2,...M,.-,j = i: ^.-д^^'-'МЛ,) 

éTi/f. 

^i\ l/n — i + n 

•1\HJI[ H 

г = 3,4, ..., n , v = 0, 1 , . . . , j ; / - 2 ^ A(„,o = v 

Г « Л ' ' ' ' ^ Л Г ? Л ^ t = ^ ^ ' № ) F 4 n ^ ) ] ^ ^ ^ ^ ^ ^ O â / < „ ^ / . Dann ist 
M ' = ^p-^i](T')-^^ + ̂  + {i + j) nßy\Ty-\ so daß 

(1.10) £ /"^ = - ( / + ; ) ; ; ß f + [ f i f ] ' , y = 0 , l , . . . , n - / - l , x e / , , 

gilt. Wir stellen fest, daß (1.5) in Kraft ist. Dann ist nach (1.10) mit Rücksicht auf 
(0-6) . 

Sf+i = 

+ 

V 

^0 2 
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Wenn wir in den beiden ersten Summen v — 1 statt v, in der dritten Summe v statt 
V -- 1 setzen, so können wir die letzte Gleichung im Hinblick auf (1.7) in der Form 

(1.11) Bf' = " E " j - ^^ ' ""^ 'V"^ 4"liU^iA2,...,A,^,^_J + 
v = o l 2 

n + l ) + 

schreiben, d.h. 

(1-12) ВГ' ="T'ï'";%V-v(^2,.-, ^i-...,..) n', 
v = 0 

i - 2 ^ fiyj + i = max {О, v - J - 1} , xel^^, 

denn gemäß (1.8) ist ju,j+i = i"v-ij- Laut (1.2), (1.9), (1.5), ( l . l l ) , (1.12) schließen 
wir, daß der Hilfssatz 1.3 mittels Induktion in bezug auf y bewiesen ist. 

Bemerkung 1.4. Aus (1.6) folgt 

(1.13) ^l:lf:^iÄ2, ..., Л,) = - ^ ^ , ï ^ - % , ( ^ „ ..., Л,_, , J + 

Laut [4-1; 2,3.6], (1.9), (1.13) ist 

(1.14) r^i{A2,..., A,) = A^> - 3 ^ Л Г ' ~ ' ^ + rii{Ä2,-^, ^ . - i ) , 
i + 1 

wobei Wl'+'/ das Polynom der Elemente A2, ^ 3 , •.., ^ i - i mit Dimension i + ; ist, 
dessen jedes Glied mindestens den Grad 3 hat und 4^1+'f{0, A^,..., Ai^^) = 0, 
i = 3, 4, ..., n; 7 = 0, 1, ..., n — i gilt. 

Hilfssatz 1.5. Es gelten die Beziehungen 

£2 

V = 0, 1, •••, i + 7 - 3 , x e / j ^ , 

(1.16) • P ^ ; V : , ( 0 , ^ 3 , . . . , ^ ; _ , J = 0 , v = . - + j - 2 , i + i - 1 , J + 7 , 

( = 3 , 4 , . . „ и , j = 0 , 1 , . . . , « - i , c} ' j+--ve£^, x 6 / i ^ , 

(1.17) 81 = max {0, 3 + V - г} , 8i g gj = min {v, j} , 
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(1.18) с}-:-,. = суХ-'^ _ 2{i+j)-^s-k+l_ ^,^_, ^ ,. ^ 3, 4, ..., « ; 

, к = О, 1,..., г; i = О, 1, •••, п - ' - 1 , 

(1.19) c'oУ = (-^^Qf^-^Уl, / = 3 ,4 , . . . ,п ; v = О, 1, . . . , / - 3 , 

(1.20) cj- j ; '= с);};* = О , / = 3,4, . . . , и ; /с = 0 , 1 , . . . , / ; 

j = О, 1 , . . . , W — Ï ; ^ = 1 , 2 , . . . 

Beweis. 1st7 = О, so ist nach (1.17) ĝ  = £2 = s = О, so daß 

(1.21) Г:/ЛО, Лз, Л4,..., ^,-v) = С^:О'Л:,,, i = 3,4,..., M, 
V = О, 1, . . . , / - 3 

gilt Aus (1.9) folgt 

Laut [4-1; (2,3.14)] ist 

(1.22) W^:!f(0, Лз, Л , •.., ^.-v) = f" ^"j (") (" ^ "̂j VÎ Л,_„, 

/ = 3, 4, ..., П , V - 0, 1, . . . , / - 3 , 

laut [4-1; (2,3.15)] gilt 
(1.23) П'^''(0) = 0 , /==3,4 , . . . , / t . 

Da ^"{^'^(О) = Ч'^/'^О) = О ist, gih (1.15), (1.16), (1.17) für./ = 0. Gemäß (1.21), 
(1.22) gelten die Formeln (1.19). Nehmen wir an, daß (1.15)-(1.17) für j ^ 0 in 
Kraft ist Nach (1.15), (^^7) gilt (1.20). Aus (1.6) unter Beachtung von (1.15) folgt 

• --1.1 / А \ ~ 2(f + j) — V + 1 л • ^.,.3._y+l ( j - s ) 

£2 

+ Z с;.;Г-'-мй 

wobei (1.17), e'i = maX {0, 2 + v - /}, s[ й E'I = min {v - 1,;} gilt. Wenn wir in 
der ersten Summe s - 1 ̂ t^" '• ̂ ^t^^"' ^''^^Iten wir 

. .^, , d V - - ^ ( ' + •̂ ) - " + ^ y i.i + s-v.O-^.v + 1) + 

S —Ei 
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mit 

(1.24) г[ = max {1, 3 + v -- f} , г'; й ^г = min {v, j + 1} . 

Laut (1.20) können wir in der ersten [zweiten] Summe 5 = 0 [s = j -f 1] zulassen, 
so daß 

(1.25) * î + }+l-v(Ö' ^ 3 ' ^45 • ••? ^i-/zv,j+i) ~ 2^ ^/+l,s ^i + s-\ 

mit 

(1.26) ëi = max {О, 3 + v -- /} , £1 ^ 2̂ = min {v, / + 1} 

ist und (1.18) mit ^ = v — 5 gilt. Ferner folgt aus (1.6) bei Beachtung von (1.23) 

(1.27) П'̂ '̂ '̂ ЧО) == - ^ - ^ П''''(0) = 0 , j =-- 0, 1, ... 

Da 'FÏ'^'^'^'(O) - ^F '̂̂ '-̂ -̂ ^O) = 0, folgt mit Rücksicht auf (1.27) 

(t-28) ^^^V-v lO , ^ 3 , ^4, . . . ^z - . . , , . . ) = 0 , 

V = / + 7 - 1, i +У, г + 7 + 1 . 

Wenn wir die Formeln (1.15) —(1.17), (1.25), (1.26), (1.28) vergleichen, schließen wir 
leicht bei Beachtung von (1.22), (1.23), daß der Hilfssatz 1.5 mittels Induktion in 
bezug auf j bewiesen ist. 

Bemerkung 1.6. Aus (1.18), (1.19) folgt 

(1.29) c}:l = - ''^^' + ^ " ^) , c} ; -^ - - i /(/ - 1) , 

c};o = 1 , i = 3, 4, ..., /2 ; j = 0, 1, ..., n — i . 

2. KANONISCHE GLEICHUNGEN 

Satz 2.1. Die Beziehung (1.3) gilt dann und nur dann, wenn 

(2.1) ßlT{^)] [TX^)Y - аз(0 = 0 , c e J,,, 

(2-2) МП^)] [ПО]^ - «.(̂ ) + 

+ 1 {~^у п —~|^^^^ {М-\[г(е)] [тхт' - ^^т = о. 
v=i i=/-v (г ~ j)(z + J ~ 1) 

^е J^^, г = 4, 5, ..., п , 

wo Т((^) eine Lösung von (0.7) /sf. 
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Beweis. I. Es gelte (1.3), so daß (0.8) in Kraft ist. Gemäß des Hilfssatzes 1.2 gilt 
(1.4) mit fj = T"{i)lr{0, wo T((^) eine Lösung von (0.7) ist. Wenn ?; = 0 in Jj^, d.h. 
r((^) = c^^ + C2, Ci e E i , i = 1, 2, so ist nach (1.4) ßr{ci^ + C2) c\ = a (̂(J) und 
gelten die Formeln (2.1), (2.2). Also stellen wir fest, daß ?/ ф 0 in Jj^. Ist â^ = 0 
in Ji^ für alle fe = 3, 4 , . . . , n, so ist nach [4-II; 2.18 Folg. 1] /4 = 0, fe = 3, 4, ..., ?i 
und wieder gelten die Formeln (2.1), (2.2). Nach diesen Vorbereitungen und allen 
Folgerungen des Satzes 2.18, der in [4-II] hergeleitet wird, können wir annehmen, 
daß аз Ф 0 in Ji^ ist. Laut (1.4) gelten in J^^ die Beziehungen 

г = 3, 4 , . . . , 1, 4 ̂  i ^ n , 

so daß (2.1) in Kraft ist. Wenn wir in (2.3) die erste Gleichung (г -- 3)-mal, die zweite 
(i — 4)-mal, allgemein die s-te (i — s — 2)-mal differenzieren, erhalten wir gemäß 
(1.5) und des Hilfssatzes 1.5 ein System der (i — 2) Gleichungen mit (i — 3) Unbe
kannten rj, rf-, ...,rj^~^ von der Gestalt 

(2.4) Ä' -^r"-= X »7̂  Z c^_^+,гV'^г;-7^ ^^JH 
v = 0 s = ei 

mit 

(2.5) Si = max {0,3 + v — r} , ê  ^ 82 = min {v, / — r} 

r = 3, 4, ..., f, 4 S i й n , 
das mindestens eine nichttriviale Lösung hat. Daraus folgt, daß die Matrix, die aus 
der Koeffizientenmatrix von (2.4) hervorgeht, wenn man als (i — 2)-te Spalte 
^ßU-r}jfi _ Q^(i~f)^^ r = 3, 4, ..., г hinzufügt, singular ist. Ihre Zeilen sind linear 
abhängig, so daß in J^^ die Identitäten 

(2.6) tc^lßr^^T"-аГ"] = 0, 

(2.7) ic,tc-.:X:-4\7-:'=0, v= l ,2 , . . . , i -3 ; 4 ̂  i ̂  n 

gelten, wo mindestens eine der Zahlen C ,̂ r = 3, 4, ..., i von Null verschieden ist. 
Setzen wir in (2.7) v = 1 ein. Laut (2.5) ist ê  = ĝ  = 1 für r = 3, ĝ  = 0, £2 = 1 
für 4 ̂  r ^ г - 1, ê  = ß2 = 0 für r == i. Da a2 = 0 [C^^Q = 0] ist, können wir 
in (2.7) 5 = 0 [s = 1] für r = 3 [r = i\ zulassen und die Gleichungen (2.7) lassen 
sich also im Falle v = 1 in der Gestalt 

(2.8) ic,icr4:z-'a<;,-:ip = o 
r = 3 s=0 
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Scheiben. Setzt man v = i — s — r + 1 in (2.8) ein, so folgt 

i - 3 

v = l 
(2.9) S o^'{Ci-.c^r~' + c,_,^ic::;V--0 = 0. 

Wenn die Gleichung (2.9) in J^^ für beliebige Funktionen â^ e C„_fc(Ji), /c = 3 ,4 , . . . , ?i 
gelten soll, so muß 

(2.10) C ,_Xy '^ -^ + C,_,+ i c i : \ t o ' ' " ' = 0 , v = 1,2,..., f - 3 ; 4 ^ f ^ n 

sein. Die Gleichungen (2.10) bilden das System (f — 3) homogener Gleichungen 
mit (i — 2) Unbekannten C3, C4, . . . , C .̂ Wenn wir C^ = 1 wählen, so erhalten wir 
mittels der Cramerschen Formeln 

(2.11) Q _ , = ( - l ) ^ n ^ % = ^ ^ , v = l , 2 , . . . , f - 3 ; 4uiun 
j=i~v C^Lj^i 

Wenn wir Cf = 1 und (2.11) in (2.6) einsetzen, erhalten wir bei Benutzung der 
Bemerkung 1.6 die Gleichungen (2.2). 

IL Es gelten umgekehrt die Formeln (2.1), (2.2), wo T{C) eine Lösung von (0.7) ist. 
Es sei ferner (ß) {Щ)} e K{J^^ und es gelte (0.8). Dann ist (a) J^^ - (ß) J2T{T{C)} 
und laut I. gelten die Gleichungen 

(2.12) Ш | ] [ Г ( 0 ] з _ а з ( ^ ) = 0 , iej,„ 

(2.13) ШШ. \ГШ - а/а + Е ' ( -1) ' ff ^^^^^ . 
himr ^ -̂' ^^ vtl^ \ . i l _„ ( j_ j ) ( ,+ j_ l ) 

{(™Я^^^^'-^^-4=^' ^ 6 J i , , г = 4, 5 , . . . , « , 

wobei )Sy, j = 0, 3, 4 , . . . , и die Koeffizienten von (ß) sind. Bei Beachtung von 
(2.1), (2.2), (2.12), (2.13) gilt 

(2.14) № ( ^ ) ] = ^ g ^ , .- = 3 , 4 , . . . , « , ^ е Л , . 

Wenn wir in (2.14) <J = T_I (T) setzen, erhalten wir 

(2.15) ßj^=.Ua^ f = 3 , 4 , . . . , n ; т е / , , . 
ßo\y) 

Nach (2.15) schließen wir, daß die Gleichung (ß) in J2r mit dem Bild (ß) {Т((^)} e 
e K{Jid quasiidentisch ist, so daß gemäß [4-II; 1.5], [4-II; 2.5a] die Beziehung (1.3) 
in Kraft ist. Der Satz 2.1 ist damit bewiesen. 
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Bezeichnen wir 

(2.16) ^ з Ы = ^ з , % з , . . . а / ) = ^. + ^ i : ( - l ) ^ a i ! ^ / n 7 4 ! " ^ ^ ^ \^^ 
v=i j=i-v{i - j){i + 7 - 1 ) 

f = 4, 5, ..., w . 

Dann können wir statt (2.1), (2.2) die Gleichungen 

(2.17) B,{ßlT{^)l..., ßlrm InOY = ^ b ' •••' «0 ^ 
Ï = 3, 4, ..., /Î , ^ G J]_^ 

schreiben. Die Funktion ^^(аз, ..., â ) ist gemäß (2.16) ein Polynom der Elemente 
^3, «4, ..., a,; mit Dimension /, der Ordnung / — 3 und vom ersten Grad. 

Bemerkungen 2.2. a) Laut (2.17) und [4-II; 0.3] schließen wir, daß die Funktion 
а9,(аз, ..., a^), i = 3, 4, ..., n die kanonische Invariante von (a) der Dimension und 
des Gewichtes г ist. Da die Funktion ^^(аз, ..., <x^ vom ersten Grad ist, wird sie auch 
die lineare Invariante genannt. 

b) ö/аз , ..., a )̂ = 0, 7 = 3, 4, ..., i <=> ocj = 0, j = 3, 4 , . . . , i, (̂  G J^ , / = 3, 4, ..., n. 

c) д /аз , ..., a )̂ = 0, 7 - 3, 4, ..., / - 1, ^.(аз, ..., а,) ^ О о ocj = О, j = 
= 3, 4, ..., / — 1, Oil ф О, с G J j , / = 3, 4, ..., п. 

d) Œj = О, / = 3, 4, ..., f — 1, а̂  ф О =^ а̂  = Э/(аз, ..., а^). 

Die in den Bemerkungen b) —d) angeführten Behauptungen ergeben sich aus den 
Formeln (2.16). 

e) Gemäß der Bemerkung b) schließen wir, daß alle linearen Invarianten von (oc) 
genau dann verschwinden, wenn die Gleichung (a) von der Gestalt 

(2.18) z(">(^) = 0 

ist. 

f) Die Gleichung (a) ist von der Gestalt (2.18) dann und nur dann, wenn die 
Funktionen 

(2.19) ^ ' - \ i = 1,2, . . . , n 

ein Hauptsystem (von Lösungen) der Gleichung (a) bilden. 

g) Gemäß der Bemerkungen e), f) schheßen wir, daß alle linearen Invarianten 
von (a) genau dann verschwinden, wenn die Funktionen (2.19) ein Hauptsystem 
von (a) bilden. 
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Setzen wir der Einfachheit halber 

Jij + 1) i-i i-i 

П = П .. , . .^ . ,. 
/ - 1 

Laut (2.16) können wir 

(2.20) Ha„ ..., ai) = " ' " £ " ' ' п oé^l - П o^^i ^ / = 3, 4 , . . . , „ 
v = 0 j=i — 2v j'= i~ 2v— 1 

mit «2 = 0 schreiben. 

Da 
'YI ~ ( / • - 2 v ) ( / - 2 v - l ) ^ ^ 

j=i-2v-l 2(2V + 1 ) ( / - V — 1) j = i - 2 v 

(2 21) ff ._. ( f - 2 v - 2 ) ( . - - 2 v - l ) ^ ( / - 2 v ) t J 
^ • ^ i = i - 2 v - 2 4(V + 1) (2V + l ) ( i ~ V - l ) ( 2 l - 2V - 3 ) i = / - 2 v 

ist, können wir statt (2.20) die Gleichung 
[ ( i -3) /2] 

(2.22) % 3 , . . . , a , ) = = S Л,,, '^(2v) _ (/ - 2V) (f - 2V - 1) ,2v+l ) ' 

2(2y + 1) (f - V - l) 

mit Л,-,, = J^ , AiQ = 1, schreiben so daß laut (2.21) 
j=i~2v 

^ ^ ''̂ "^^ 4(v + 1) (2v + 1) (/• - V - 1) (2/ - 2v - 3) '-' 

ist. Die Formeln (2.22), (2.23) sind ohne Beweis in [5; S. 197] (hier ist ein Zeichen
fehler) und in [2; S. 235] angeführt. 

3. A L L G E M E I N E G L E I C H U N G E N 

Hilfssatz 3.1. Es seien die Funktionen ^ = X(x), т = Т(х) Elemente der Menge 
li{lix), s. [4-1; 3,2.7]. Die Beziehung 

(3.1) , {a)J,,~{^)J,,{T[X_,m 

gilt dann und nur dann, wenn 

(3.2) 9г{Дз[Г(х)], ..., ßlT{x)-]} lT'{x)Y = 

= 9,{a,[X{x)l ..., « , № ) ] } [X'(x)]'-, / = 3, 4, ..., « , xel,,, 

(3.3) {T,x} = {X,x}, x e / i , , 

(3 .4 ) r ( / i , ) = J2.<=^J2, X{I,,) = J i j C= J, . 
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Beweis. Es gelte (3.2) —(3.4). Wenn wir in (3.2) x = X^i{^) einsetzen, erhaltea 

wir 

(3.5) s,{ß,{T[x-mi'-^ ßinx-Ш)} Щх^ШУ = 
= 3|аз((^), ..., a^(^)], i = 3, 4, ..., и , ^ej^^ 

mit (T, ^} = 0. Gemäß des Satzes 2.1 bei Beachtung von (2.17) gilt (3.1). Den 
Beweis der hinreichenden Bedingung kann man dem Leser überlassen. 

Folgerung. Es sei 

(3.6) ( a ) / i , ~ ( ß ) / 2 . { r ( x ) } . 

Die Beziehung 

(3.7) (a) 7 i , ~ (a) J i , № ) } 

gilt dann und nur dann, wenn (3.2) in Kraft ist und die Funktion X[x) die Gleichung 
(0.5) befriedigt. 

Satz 3.2. Die Beziehung (3.6) gilt dann und nur dann, wenn 

(3.8) ß,[T{x)]lT'{x)Y = A,-iA',, xel,,, 

(3.9) 9,{)?з[Г(х)],..., ßlT{x)-]} [r{x)Y = 0 , (^2 , . . . , Л,) , 

г = 4, 5, ..., n , X ^hx 

mit 

(3.10) eiA„..., Л;) = E cXi''-'~%^2, ••; A;) , 

i = 4, 5, .,,, n , X e/i^. 

in Kraft ist, wobei T(x) der Gleichung (0.5) genügt und (2.11), (1.6) gilt. 

Beweis. I. Es gelte (3.6), so daß (0.1) in Kraft ist. Gemäß des Hilfssatzes 1.1 gilt 
(1.2) mit (0.2), wobei T{x) der Gleichung (0.5) genügt. Wenn wir i = 3 in (1.2) 
einsetzen, erhalten wir laut [4-1; 2,3.4] die Gleichung (3.8). Verwenden wir die im 
Hilfssatz 1.3 eingeführte Bezeichnung, so ist laut (1.2), (1.9) 

(3.11) ßlT{x)] [T'{x)J = t r--f(A2,.. ; A,_,J n\ , 
v = 0 

Г = 3, 4, ..., f ; 4 ^ г ^ w , x G /^^ 
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mit t]r = Т"{х)1Т'{х). Aus (3.II) folgt bei Beachtung von (1.5) 

(3.12) ß^'W^y^ 1т'{х)у = t Г'-Г^л,,..., л,_,„,. J n\, 
v = 0 

r = 3, 4, ..., / ; 4 ^ / ^ n , X e / 1 ^ . 

Es seien Q , r == 3, 4, ..., i — 1 die durch die Formeln(2.11) eingeführten Konstan
ten, Ci = 1. Multiplizieren wir in (3.12) die erste Gleichung mit C3, die zweite mit C4, 
allgemein die (r — 2)-te mit Q , r = 3, 4, ..., i und dann addieren wir dieselben. 
Laut (2.16) erhalten wir 

(3.13) Si{ß,[T{x)i..., ßlT{x)]} [TXx)Y = 16^u-v(^2,..., ^.-v) ^T, 
v = 0 

i = 4,5, ...,n, X GI^^ 

mit 

<3.14) 0,, ,_,(^2. •••, ^i-v) = t С,^1::Г'(А2,..., Л - , „ , _ . ) , i = 4,5,...,n. 

Es sei Q eine beliebige Zahl und es sei X(x) eine Lösung von (0.5), die in einem behe
bigen Punkt XQ e I^^ die Anfangswerte 

(3.15) X{xo) = ^0 e J2r. XXxo) = 1 , X\xo) = Q 

erfüllt und die in I^^Q ^ hx definiert ist. 

Setzen wir X(li^^ = J^^^ und es sei ferner die Gleichung (a) in J^^^ die Normal
form des kanonischen Bildes (öc) {^(л;)} G kj^îi^^, so daß {г)!^^^ ^ (а) J^^J^X{x)\. 
Gemäß des Hilfssatzes 3.1 gelten im Intervall I^^^ die Gleichungen (3.2) und laut 
(3.13) ist 

(3.16) ^ , { а з № ) ] , ..., a,[Z(x)]} {Х^х)]' = t 0 M - V ( ^ 2 , .••, ^ .-v) ^x , 
v = 0 

г = 4, 5, . . . , 7Î, xel^^^ 

mit 

(3.17) r,^ = ̂ ^ . 

Wenn wir (3.16) und (3.2) vergleichen, erhalten wir ' 

(3.18) 4ßlT{x)l..., ßlT(x)]] \Т'{х)У = i 0,,_.(Л„ ..., Л,_0 ni, 
v = 0 

/ = 4, 5, ..., n ; xel^^^, 
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Wenn wir in (3.18) x = Xo einsetzen, erhalten wir unter Berücksichtigung von (3.17), 
(3.15) 

(3.19) 4ß^lT(^o)l . •., ßMxo)-]} [T'{xo)Y = 
i 

= E ^i,i'v[Ä2{xo),.-; Ai_Xxo)] Q\ г = 4, 5, ..., n . 
V = 0 

Da Q eine behebige Zahl ist, muß im Punkte XQ el^^ 

(3.20) (9,,,_X^2, . . . ,^^-v) = 0 , v = l , 2 , ..., i ; / = 4, 5, ..., n 

und (3.9) gelten, wobei wir kurz 0i statt 0ij schreiben. Da XQ ein beliebiger Punkt 
des Intervalles I^^ ist, gelten die Gleichungen (3.20) und (3.9) für alle x el^^. 

II. Es gelte umgekehrt (3.8)-(3.10), wobei T(x) eine Lösung von (0.5) ist. Wählen 
wir eine beliebige Lösung X(x) von (0.5), so daß (3.3) in Kraft ist und es sei die Glei
chung (a) im Intervall X(/i_^) = J^^ die Normalform des kanonischen Bildes 
(ä) {X(x)} G /c^(/i^), so daß (3.7) in Kraft ist. Laut I. gelten die Beziehungen 

(3.21) а з № ) ] [Х'{х)У = Лз - iA', , д,{аз[Х(х)], ..., « ; № ) ] } [X'{x)Y = 

= 0i[Ä2, ..., Al) , X G / J ^ , f = 4, 5, . . . , n . 

Wenn wir r ( / i^ ) = J2r setzen, so gih (3.4) und laut (3.21), (3.8), (3.9) gilt (3.2). 
Gemäß des Hilfssatzes 3.1 gilt (3.1), so daß laut (3.1), (3.7) die Beziehung (3.6) in 
Kraft ist. Der Satz 3.2 ist somit bewiesen. 

Es seien Bi, i ~ 2, 3, ..., n die Hauptkoeffizienten von (b). Setzen wir ferner 

^3v^25 ^ з ) — A^ ~ jAz-

Satz 3,3. Die Beziehung 

(3.22) ( a ) / i , ~ (b ) /2 ,{ r (x )} 

gilt dann und nur dann, wenn 

(3.23) 01{Вг1Т{х)1..., ß,[r(x)]} [Г'(х)]' = в,(А„ ..., А) , 

i — 3, 4, ..., п , X G/^^ , 

wobei Т(х) eine Lösung der Gleichung 

(3.24) {T,x} + ~^B,[T{x)-][r{x)Y = ^ A , , XBI,, 
n + 1 n + 1 

ist. 
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Beweis. I. Es gelte (3.22), so daß T(/i^) = ht ^ h ist und laut [4-11; (2.14)] mit 
i = 2 die Funktion T{x) in I^^ der Gleichung (3.24) entspricht. Es sei ferner die 
Funktion T = X{t) eine Lösung der Gleichung 

(3.25) { X , r } = : - ^ ß , , f G / , , , 
и + 1 

so daß die Funktion Х[Т(х)] der Gleichung (0.5) genügt. Es sei (a) resp. (ß) die 
Normalform des kanonischen Bildes (öc) {Z[r(x)]} G kj^l^^ resp. (ß) {X{t)] e 
G /сД/2,). Setzen wir X(l2t) = Jzr Laut [4-II; 2.20] ist (a) J2, - (ß) J i t j^j . so daß 
gemäß des Satzes 2.1 und der Formel (2.17) 

(3.26) .9,[аз(т), ..., а,(т)] = ^,[^з(т), • •., ßti^)] , / = 3, 4, ..., п , те J,, 

m Kraft ist. Da (a)/^^ - (a) J2г{Х\Т{х)']}, {b)l2t -^ (ß) J2z{X{t)} ist, gelten gemäß 
des Satzes 3.2 die Gleichungen 

(3.27) Ца,{Х[Т{х)]), ..., а,(Х[Г(х)])} {Г[Т{х)]У = (9,[^2(x), ..., A^x)] , 

X G / I ^ , г = 3, 4, . . . , n , 

(3.28) ^,{i^3WO]' • • •' i^/WO]}[^(0]'' = ̂ .[^2(0' • • •' ̂ .W] ' 
/ G / 2 f , / = 3 , 4 , . . . , П . 

Die Gleichungen (3.28) können wir in der Form 

(3.29) 4ßA^l4x)]l ..., ßlX[T{xm {Г[Т{х)]У = 

= 0,{В2[Т{х)1...,В1Цх)]}[Г{х)]\ XG/,,, / = 3,4,...,n 

schreiben. Laut (3.29), (3.26), (3.27) schließen wir, daß (3.23) in Kraft ist. II. Es 
gelte umgekehrt (3.23), wobei T(x) eine Lösung von (3.24) ist. Setzen wir T^I^^) = l2n 
so daß l2t ^ h ist. Wählen wir eine beliebige Lösung X(t) von (3.25), so daß die 
Funktion Z [ T ( X ) ] eine Lösung von (0.5) ist. Es sei (a) resp. (ß) die Normalform des 
kanonischen Bildes (öc) {Х[Т(х)]} G k^hx) resp. (ß) {X{t)} e k^{l2t)- Setzen wir 
X{l2t) = hv Nach dem Satz 3.2 gilt (3.27), (3.29), so daß mit Rücksicht auf (3.23) 
die Beziehungen (3.26) in Kraft sind. Gemäß des Satzes 2.1 gilt (a) /2^ ^ (ß) J2x{A 
also auch (a) /21 ~ (ß) •^ITI'^}' SO daß laut [4-II; 2.20] die Beziehung (3.22) in Kraft ist. 

Bemerkungen 3.4. a) Laut (3.23) und [4-II; 0.2] schließen wir, daß die Funktion 
0i{Ä2, Ä2, ..., A^, i = 3, 4, ..., n die Hauptinvariante von (a) der Dimension und 
des Gewichtes i ist. 
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b) Aus (3.10), (1.14) folgt 

(3.30) в,{А„ ...M^^'i САГ" - 34'-'^ i С, ' - ^ + 

+ t СгП"'-\А„ A,,..., Л_0 = AlA2, A,,..., A,) + DlA„ ..., A,_,) , 

mit 

(3.31) AiA„ A„ ...,A^ = t СЛ'-' - ЗЛГ" t c / - ^ , 
r=3 «•=3 r + 1 

(3.32) DlA2,Az,.-;Ai-i)^tCrW'"'{A„A„...,Ar-i). 
r = 3 

c) Laut (2.11), (2.16) ist 

(3.33) AlA2, Лз, .,., Л,) = ,9,(Лз, ^4, .../^О - 34^"-̂ > i С, ̂  . 
г=3 Г + 1 

d) Gemäß der Bemerkung 1.4 ist ^^(0, Л3, ..., ^^_i) = 0, gemäß der Bemerkun
gen 3.4b), c) ist 0^(0, Л3, ..., A,) = 5,(^3, Л4, ..., Л )̂. 

e) Die Funktion Ai{D,) bezeichnen wir als den hnearen (den nichtlinearen) Teil 
der Invariante 0^. 

f) Laut (3.30) ist 

(3.34) 0IA2, ..., A,) = Л, + HIA2, Л3, ..., A,_,) , 

wobei Hj(^2, ^3, .,., Ai-i) das Polynom mit Dimension i der Elemente ^2, A^,..., 
.,.,Ai_^ ist. 

h) Nach (3.34), [4-1; (3,2.8)] schließen wir, daß 

(3.35) 0i{Ä2,..., ^i) = ai + /ii(ai, 02, ..., ^.-i) 

gilt, wobei /ii(ai, 02.'••» «i-i) <ias Polynom mit Dimension i der Elemente 
a^, «2, ..., cii-i ist. 

Hilfssatz 3.5. Es seien p, q natürliche Zahlen mit p ^ q ̂  1. Es sei ferner r eine 
ganze nichtnegative Zahl. Ist 

(3.36) rup-q, 

so ist 

|<-Ч:)(:::)=<-"'С 
Ist 

(3.37) • r> p-q, 
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so ist 

(3.38) t(-irh('y) = 0. 
s=0 \S/ \r + S/ 

Der Hilfssatz 3.5 wird mittels Induktion in bezug auf p bewiesen. 

Hilfssatz 3.6. Es gelte 

(3.39) y ( - i ) ' ' L l l i W XL±i) = 0 , i - 3 , 4 , . . 
^ ^ .t̂ 2̂  ^ , + l M ( , - _ ^ - ) ( / + y _ l ) 
mit 

i - l 

П ^̂ ±̂ ^ = 1 

Beweis. Bezeichnen wir 

,él^ ' r+lK\{i-j){i+j-\) 
Dann ist 

(3.40) ; , ( ^ ^ i ) ( , - 2 ) n " - f ; ^ - - ^ - É ( - i ) - f - ? ) ( ' - ^ - - ^ 
2 i=2 XJ + 1) r=2 \ ^ r - 2 / V ^ + 1 / 

Wenn wir 

5 = r - - 2 , q = i -• 2 , p = q + 2 , r = 3 

setzen, so gelten nach (3.37), (3.38), (3.40) die Formeln (3.39). 

Satz 3.7. £5 gelte 
i~2 

(3.41) AlA„ A„ ..., Л,) = ^, + S {-iyA<^2, П ^ ^ - ^ ^ 
v=i j=i-v(i - j)(i + j - 1) 

Beweis. Mit Rücksicht auf die Formeln (2.11), (2.16), (3.33) genügt es zu zeigen, 
daß 

(3.42) _ЗУ(_1)'--1:11'ГТ JO + 0 ^ 
.t^/ ^ , + l M ( , - _ J ) ( , + J _ l ) 

= (-i)'-n .-2'fr' X; +1) 
2 (i - i) ( ( • + ; • - 1 ) 

in Kraft ist. Wenn wir die Gleichung (3.39) mit —3(—l)'"^"" multiplizieren, erhalten 
wir nach Umformung (3.42). 

Die Gültigkeit der Formel (3.42) wurde ohne Beweis in [5; S. 197] und in [2; S. 35] 
vorausgesetzt. 
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4. EINIGE EIGENSCHAFTEN REGULÄRER GLEICHUNGEN 
MIT STETIGER DIMENSION 

Es sei 

(a) /"\x) + t^(^)alx)/"-'\x) = 0, xel, 

eine reguläre Gleichung mit stetiger Dimension im Intervall /^ und es seien Ai, 
i = 2, 3, ..., и die Hauptkoeffizienten von (a). Die Gleichung 

3 
(4.1) {t,x}= A2, X G l i 

n + 1 

bezeichnen wir als die die Gleichung (a) begleitende Gleichung dritter Ordnung 
und ihre Lösungen sind erste Koordinaten der kanonischen Bilder von (a). Durch 
die Transformation 

ds , XQ el^ (4.2) * = Г 1 
J Xo У 

geht (4.1) in eine Gleichung von der Gestalt 

(4.3) / + - 1 — ^ 2 ^ = 0 , XG/i 
n + 1 

über, die wir als die die Gleichung (a) begleitende Gleichung zweiter Ordnung 
bezeichnen. Wenn wir eine Lösung v{x) ф 0 in / j ^ cz I^ von (a) wählen und 

(4.4) T(x) = Щ 
v{x) 

setzen, wobei w(x), v{x) unabhängige Lösungen von (4.3) sind, so ist die Funktion 

(4.4) in Ji^ eine Lösung von (4.1) und das Bild (ä) e оД/^^) mit den Koordinaten 

(4.5) № , c[v{x)J-' exp f- f a, ds^j , 0 Ф с G £ , , x« G / , , 

ist kanonisch. 

Hilfssatz 4,1. Die Funktionen 

(4.6) expi— a i d s l w " ~ V ~ \ /c = 1,2, . . . , и , XQEI^ 

bilden genau dann ein Hauptsystem von (a), wobei u, v unabhängige Lösungen 
von (4.3) sind, wenn alle Hauptinvarianten von (a) in I^ identisch verschwinden. 
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Beweis. Es sei /^ = <a, b). Dabei darf b = oo sein. I. Es verschwinden in /^ alle 
Hauptinvarianten von (a). Wählen wir ein behebiges Integral v(x) von (4.3) und es 
sei {x^}, V = 1,2, ..., 5 die Folge der Nullstellen von î̂ (̂ )) in / | , wobei XQ == Ö, 
x̂  + j = b ist (bei b = oo kann auch s = oo sein; dann setzen wir nur XQ = a). 
Bezeichnen wir j \ = (x^, x^ + J , v = 0, 1, ..., s und es seien u{x), v(x) unabhängige 
Lösungen von (4.3). Die Funktion T[x) = u{x)lu(x)Efi^J^j^), s. [4-1; 3,3.2], v = 
= 0, 1, ..., s und es sei T{j^) = i^. Es sei ferner (ä) e ка{]\) ^^^ den Koordinaten 
(4.5), wobei XQ — (Л> Da (a)7y -- (a) i^{u{x)lv{x)}, verschwinden gemäß der Voraus
setzung und des Satzes 3.2 in i^ alle Hauptinvarianten von (ä). Nach der Bemerkung 
2.2g) schließen wir, daß die Funktionen 

(4.7) z, = t^~\^ k = l , 2 , . . . , n 

ein Hauptsystem von (öc) im Intervall i^ bilden. Laut (4.5) und [4-1; 3,1.15a), g)] sind 
die Funktionen (4.6) unabhängige Integrale von (a) in jedem Intervall j^ und daher 

s 

auch in (J jv E>̂  die Funktionen (4.6) von der Klasse C„(/i) sind, bilden sie ein 
v = 0 

Hauptsystem von (a) im ganzen Intervall I^. II. Es bilden in /^ die Funktionen (4.6) 
ein Hauptsystem von (a), wobei w, v unabhängige Lösungen von (4.3) sind. Betrachten 
wir die Gleichung 

(4.8) /"> + (Л fl,/"-i) + {Л агу'-'^ + 1(Л hia„ а,) / "" '> = О , 

mit 

йз(а1, «2) = -/^з(<^ь ^i) . hla^, a^) = -hi\a^, ^2, h^{a^, «2), ..., hi_i{ai, «2)̂ « 

г = 4, 5, ..., П , 

wobei die Funktionen hi durch die Formeln (3.35) bestimmt sind. Laut (3.35) ver
schwinden alle Hauptinvarianten von (4.8), so daß nach I. die Funktionen (4.6) ein 
Hauptsystem von (4.8) bilden. Die Gleichungen (a), (4.8) sind /^ quasiidentisch und 
daher äquivalent. Gemäß des Satzes 3.3 verschwinden in /^ alle Hauptinvarianten 
von (a). 

Bemerkung 4.2. Aus dem Hilfssatz 4.1 ergibt sich die folgende Behauptung: Wenm 
die sämtlichen Hauptinvarianten einer halbkanonischen Gleichung (A) y^"^ -i~ 

+ S ( • )^i}^^"~*^ = ö verschwinden, so ist das allgemeine Integral von (A) eine 

binäre Form des (n — lyten Grades mit konstanten Koeffizienten aus den Elemen
ten u, V eines Hauptsystems der Gleichung zweiter Ordnung y" + [3(n + l)/^2]y = 0. 

Dieser Satz wird ohne Beweis in [5; S. 204-205] und in [2; S. 237] angeführt. 

Hilfssatz 4.3. T>ie Gleichung (a) ist genau dann in I^ iteriert, wenn die Funktionen 
(4.6) in II ein Hauptsystem von (а) bilden. 

Der Beweis wird in [3; 8,1] angeführt. 
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Satz 4.4. Die Gleichung (a) ist genau dann in /^ iteriert, wenn in I^ alle Haupt
invarianten von (a) verschwinden. 

Folgt aus den Hilfssätzen 4.1 und 4.3. 

Folgerung. Es gelte (3.22). Die Gleichung (b) ist im Intervall Ijt iteriert dann und 
nur dann, wenn die Gleichung (a) im Intervall I^^ iteriert ist. 

Bemerkungen 4.5. a) Die Gleichung (a) ist im Intervall /j iteriert dann und nur dann 
wenn sie in /j mit einer regulärer Gleichung mit stetiger Dimension quasiidentisch 
ist, die wir in /^ durch (n — l)-fache Iteration der Gleichung 

(u) u^-y' + \a^u^ — {n — 1) MM'] У = 0 . 

erhalten, wobei и eine beliebige Lösung von (4.3) ist. Siehe [3; 7,1]. 

b) Es gelte (3.22) und es sei 

(4.9) z(0 + - ^ ^ 5 2 ( 0 < 0 = O, tel^ 
/1 + 1 

die die Gleichung (b) begleitende Gleichung zweiter Ordnung. Wenn die Gleichung (a) 
in / i ^ mit einer regulären Gleichung mit stetiger Dimension quasiidentisch ist, die wir 
durch die (n — l)-fache Iteration der Gleichung (u) erhalten, so ist die Gleichung (b) 
in lit quasiidentisch mit einer regulären Gleichung mit stetiger Dimension, die wir 
durch die (n — l)-fache Iteration der Gleichung 

(w) w'^z + \b^w^ — {n — \) ww'\ z = 0 

erhalten, wobei w{t) eine beliebige Lösung von (4.9) ist, und es gilt 

(4 .3) / i , ~ ( 4 . 9 ) / 2 , { r ( x ) , C i | r ( x ) | - * } , 0 + c , 6 £ i , 

(u) /,. ^ (w) /,, |T(X). C, ( ; ; ~ ^ ) " " • ê P [ j ' (biCn^)] n^) - «i(^)) ds]|., 
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Р е з ю м е 

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ И ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ ОДНОРОДНЫХ 
ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ПОРЯДКА 

ВЫШЕ ВТОРОГО 

ЗДЕНЕК ГУСТЫ (Zdenëk Husty), Брно 

1-АЯ ЧАСТЬ. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ 

Сначала выведены свойства полиномов с размерностью ф, х? ^? ^м. абз. 2, 
при помощи которых описана формула, которая выражает отношение между 
производными функций u{x)Z{x) и z{t) = Z|[T_i(^)], где х = T_^(^t) является 
обратной функцией к функции t = Т(х), см. 2,3.1. Формула (2,3.1) имеет суще
ственное значение при преобразовании однородных линейных дифференциаль
ных уравнений — короче уравнений. Пусть 1^^ Ф 0 является интервалом. 
Символом M(Ii^) обозначаем множество, определенное следующим образом: 
Т{х), и{х) G C„(/i^), Т(х), и{х) Ф О => {Т(х), и(х)} е M(/i J . Пусть дано уравне
ние 

(а) t (") Ф) /"-'Ь) = О , ajao е C^ih) , /с = 1, 2, ..., п 
к = 0 \к/ 

и пусть I^^dl^. Возьмем элемент [Т{х),и{х)] е М{1^^. Если применить 
к уравнению (а) преобразование у(х) = и{х) Z(x), t — Т(х), получим уравнение 

где X = Т.,it), äii) = и ( Г ) " - ' t (Л а,ФТ-\(п, Q, i = 0,l,...,n, х= T^,{t) 
к=о\к/ 

ц = Т"1Г, Ç = u'ju. 
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Уравнение (â) называется образом уравнения (а) в интервале/^^ с координата
ми r(x), и{х), и вводим обозначение (а) {Т{х),и{х)}. Символом 0^(/i^) обозна
чаем множество всех образов уравнения (а) в интервале /i^? координаты кото
рых являются элементами множества М{1^^. Если Ü^IÜQ е C„-i( / i ) , то полука
нонические образы уравнения (а) в интервале /^^ должны иметь первую ко
ординату Т{х) со свойством Т{х) G C„+i(i^ix)- Символом 0^(/i J [PflC l̂jc)] {^a( l̂jc)} 
обозначаем множество всех образов [полуканонических образов] {каноничес
ких образов}, которые принадлежат к 0^ ( / i J и первые координаты которых 
являются функциями класса C„ + i(/i^). Образ (а) {Т'(х), и{х)] е o^hù является 
полуканоническим тогда и только тогда, если 

(1) V{x) = c | r f ^~">/2 ехр 1 ^ Г {aJao)ds\ , О Ф с G Е^, ХЕТ,,. 

Из (1) следует, что полуканонический образ определен первой координатой 
и поэтому вводим вместо (а) {Т(х), U(x)} е p^Ii^) более короткое обозначение 
(а) {Т(х)} е p^(/i^.), которое предполагает, что справедливо (1). Полуканони
ческий образ (А) [х] G Pa(li) называется фундаментальным, и можно его запи
сать в виде 

(А) сехр^"- r(aJao)ds\ÏAo{x)Z^^\x) + t('']A,^^^ х ^h^ 

где 

(2) Л{х) = Y.\]]^k{^)^i-k{-^ilao)^ / = 0, 1, . . . , п , X G / J . 
k=o\kJ 

Функции %i = ÄI/AQ, / = 2, 3, ..., п называются фундаментальными коэф-
фциентами уравнения (а). 
Полуканонический образ (А) {Т(х)} G Paihx) имеет вид 

(К) и ïloit) zi"\t) + Д f^] Alt) z^"-'\t)] = О , tel,,= Т{1,^), 

где z(0 = Z[r_i(0], Alt) = {ту-' t f ! ) A^V-^M i = 2, 3 , . . . , n, x = T.,{t\ 
k=o \kj 

rj = T'jT' и справедливо (1), (2). Легко проверить, что (А) является фунда
ментальным каноническим образом уравнения (а). Если a-Ja^ G C „ _ J ( / I ) , i — 1, 2, 
то полуканонический образ (öc){T(x)} G p^(/i^) является каноническим тогда 
и только тогда, если первая координата Т(х) удовлетворяет уравнению (выра
жение {Т, х} = i ( T 7 T ' ) - 1{Т"1ТУ называется производной Шварца) 

(3) {Т, х} = [3/(п + 1)] 2Г, , XG/, , , 
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и MOJiCHo его записать в виде 

(а) и Гао(0 ^^"40 + .Е ( Л öc,(0 zt"--^(0l = о , r e / , , , 

гЭе z(0 = Z[T_,(0] , âo(0 == (Т')" ao(x), 

(4) äit) = (ry-^t п' t \C\ii'' ~ ' "" )̂1 ̂ .-Л'-Г4^2), 
v = 0 A. = v WllJl V M / J 

i = 3, 4, ..., n , 

jc = T_i(r), f/ = 7'YT' w справедливо (1), (2). Если уравнение (a) каноническое, 
имеем ai = a 2 = 0 = > ^ 2 = 0H потом вместо (4) получим формулы 

(5) -ф) = {TJ-'Ï^ rf (- ^ ) Т ) Г ~ )̂ î̂ ^̂ -v, -̂ = 3, 4, ..., п . 

П-АЯ ЧАСТЬ. 

ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ РЕГУЛЯРНЫХ УРАВНЕНИЙ С РАЗМЕРНОСТЬЮ 

Пусть кроме (а) дано уравнение 

(Ь) %^1Л bit) zf"-^XO = о , h-Jb, е Coih), 1 = 1, 2 , . . . , п 

и пусть выражения 0^(12t), Of,(l2t), Pbi^it)^ Kiht}^ ^ь ®г имеют то же самое зна
чение, как аналогические выражения, определенные для уравнения (а). Уравне
ния (а), (Ь) являются квазиидентическими, если имеют ту же самую фундамен
тальную систему решений,, обозначение (а) = (Ь). Множества 0«(/i J , ^^(/гО 
являются квазиидентическими, обозначение Oj^î^^ = Ofjijit)^ если существуют 
элементы (а) е 0«( / i J , (Б) е 0^(12t) такие, что (а) = (Б). Уравнения (а), (Ь) 
эквивалентны в интервалах Iix^l2t^ если Oa{lix) = 0^,(/2t)- Если OJ^I^^) = 
Obiht)^ то для эквивалентности уравнений (а), (Ь) со свойствами aJuQ е С„^Цу), 
bi/bç) е С„_^(/2), i = 1, 2 вводим обозначение 

(6) (а)1,^^{Ъ)1,.{Т(х)} 

которое предполагает, что справедливы следующие отношения: 1^^ с 1^, 
ht ^ h, n^ix) = h,, (b) = (â) {T(x), u{x)}, 

u{x) = c | r f i-'•>/2 exp IГ[(bi[T(s)]/bo[T(s)]) r{s) - ai(s)/ao(s)] ds 

0 Ф c e £ i . 

Об эквивалентности уравнений (a), (b) справедливы следующие теоремы: 
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Теорема 1. Отношение {6) справедливо тогда и только тогда, если 

^1Т{х)-\ = [ Г ' ( х ) ] - - 1 i:\ilx) Ф-АЫАЛ . '• = 3, 4 , . . . , п, X El,,, 
/с=о \к/ 

где функция t = Т(х) есть решение уравнения 

(7) {t, х] + - ^ Ъ,{1) t'^ = - ^ Ж,{х) , X 6 / , , . 
п + I и + 1 

Теорема 2. Пусть уравнение (Ь) каноническое (это значит hi = О, i = 1, 2). 
Отношение (6) справедливо тогда и только тогда, если 

v = 0 ß-vl\pJI \ р / J 

Ï* = 3, 4, ..., ?î, X ^Iix -> 

где функция t = Т{х) •— решение уравнения (3). 

Теорема 3. Пусть уравнения (а), (Ь) канонические. Отношение (6) справедливо 
тогда и только тогда, если 

»,[П^)] = 1ТЬ)Г% ( - -^([^ ( ' ~ ^) ''• ̂ i-y ' '• = 3, 4, ..., „ , X е / , . , 

г<)е функция t = Т(х) есть решение уравнения (Г, х} = 0. 

Ш-ЬЯ ЧАСТЬ. ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ РЕГУЛЯРНЫХ УРАВНЕНИЙ 
С НЕПРЕРЫВНОЙ РАЗМЕРНОСТЬЮ 

Пусть даны уравнения 

(а) z<">(0 + É ("""l а , (а г'"~ '^(а = о , «,: е С„_,(/,) , « = 3, 4 , . . . , « , 

(ß) 2'"\t) = £ ("") ßiz) z^"->\x) = о , i9, e C„_,.(J,) , 1 = 3, 4 , . . . , « , 

(a) j;("'(x) + t f " ) «-^W J'^""*'W ' «* e C„_,( / , ) , fc = 3, 4 , . . . , и , 

fb) 2^(0 + I (Л bit) z^"-'\t) = 0 , b, 6 C„_,(/,) , j = 3, 4,..., и . 
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Теорема 4. (а) J^^ ~ (ß) J,,{ ТЦ)} о 

(7) М П а ] [ П « ) Г - « з ( а = 0, ^eJ,,, 

(8) ßiT(0] ШОУ - «.-(О + ' l ( - i r П ^^•' ^ ^^ 
v = i j=i-^ (i - j){i + j - 1) 

•{М- \ [Па] [ГШ] ' ' -«1 - \Ю} = 0, ;- = 4 ,5 , . . . ,n , ^ e J „ , 

где Г((̂ ) — решение уравнения {Т, ^} = 0. Если мы положим ^з{^з) ~ ^з^ 

.9 ,(аз, . . . ,а , )==а,+?(-1Га; .! .>/п ,. ^[^'.^ ^̂  , , . f = 4 ,5 , . . . ,n , 
v= i j = ^ - v ( / - 7 ) ( / + J - 1) 

то вместо (7), (8) возможно написать 

4ß^lT(0l •••> У5^[П0]} ШОУ = 4^3, ••; «,) , г = 3, 4, ..., п , <̂  6 J i^. 

Функция i9^(a3,..., а̂ ) называется каноническим инвариантом уравнения (ос) 
размерности и веса i. 

Теорема 5. Отношение (6) справедливо тогда и только тогда, если 

0i{B2inx)l ..., BlT{x)-]} {Т'{х)У = elA^,..., Л,) , i = 3, 4, ..., и , X e / i , , 

где А^В^, i = 2, 3, ..,, п являются фундаментальными коэффициентами уравне
ния (а), [(b)] и функция t = Т(х) — решением уравнения (7), где пололсено ^2 = ®2> 
Л2 = ^2- Функция 6>(̂ 2> •••5^i) называется фундаментальным инвариантом 
уравнения (а) размерности и веса /. 

Теорема 6. Уравнение (а) имеет все фундаментальные инварианты равными 
нулю тогда и только тогда, гели функции 

e x p J - I a i d s l t / " " ^ - ^ Je = 1, 2, ..., ?г M}' 
образуют фундаментальную систему уравнений (а), где w, y являются независи
мыми решениями уравнения 

(9) / + - ^ Л 2 з ; = = 0 . 
п + 1 

В этом случае уравнение (а) является квазиидентическим с уравнением, которое 
возникло (п — 1)-краткой итерацией уравнения w^j' + [а^и^ — {п — \)ии'~\ у = 
= О, где и — любое решение уравнения (9). 
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