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YexocnoBauknii MaTeMaTuyeckuii xypnai, 1. 16 (91) 1966, Ilpara

DIE UNGLEICHUNGEN FUR DIE MABZAHLEN
DER GESCHLOSSENEN KANALFLACHEN

ZBYNEK NADENIK, Praha

(Eingelangt am 25. Mai 1965)

Es sei C eine geschlossene Kurve des n-dimensionalen euklidischen Raumes (n = 3),.
welche eine Parameterdarstellung dritter Klasse x = x(s) und durchwegs positive
erste Kriimmung k = k(s) besitzt; dabei ist s bzw. | die Bogen-bzw. die Gesamt-
linge von C. Die Ableitungen nach s werden stets durch Striche gekennzeichnet.
Weiter sei ¢ = ¢(s) eine periodische Funktion zweiter Klasse mit der Periode / und

mit folgenden Eigenschaften:
®) os) >0, |o'(s)] <1, 1 —(e@) — ke[l —¢”]'*>0.

Wir werden eine verdnderliche (n — 1)-dimensionale Kugelfliche mit dem Mittel-
punkte in dem Punkte der Kurve C mit dem Ortsvektor x(s) und mit dem Radius g(s)
betrachten. Thre Charakteristik ist wegen [¢'(s)| < 1 eine (n — 2)-dimensionale
Kugelfldche. Wir bezeichnen sie mit ,_,(s) und die durch 7, _,(s) begrenzte (n — 1)-
dimensionale Kugel mit ,_(s). (Fiir n = 3 ist freilich 7,(s) bzw. x,(s) eine Kreislinie
bzw. ein Kreis.)

Der Gegenstand dieser Note ist der Kanalkorper A" = {J {x,_(s) : s € €0, [)} und
seine Berandung & = {J {m,_,(s) : s €0, I)}. Diese geschlossene Kanalfliche ist
(im differentialgeometrischen Sinne) singularitdtenfrei (s. Abschn. 1) und besitzt
durchwegs stetige Hauptkriimmungen 1/R; (i =1,2,...,n — 1) (s. Abschn. 3).
Wir werden noch voraussetzen, dafl der Korper 4" sich nicht durchdringt.

Es sei W, das Volumen von ¢, weiter W, die mit 1/n multiplizierte Oberfléche
von & und endlich W; (i =2,...,n) das mit [n(}2})]"" multiplizierte i-te
Kriimmungsintegral von S; also

@) Wi=———1—-—f {-}-...‘L}dy (i=1,2...n)
. " n—1N\Jgs (R R;_
n—i

in der Bezeichnung aus [1], S. 62, 63 und mit {R;* ... R} = 1 fiir i = 1. DaB man
gewisse Vielfache der Kriimmungsintegrale benutzt, wird spiter durch einen engen:
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Zusammenhang mit den QuermaBintegralen eines konvexen Korpers motiviert
werden.

Das Volumen dés Kanalkdrpers & wird in dem Abschn. 1 berechnet und die
Abschn. 2 und 3 enthalten den Beweis, daB fiir die Funktionale W; (i =0,1,...,n — 1)
folgende Formeln gelten:

— i ! .
(I) W,-=w,,_1n IJQ"_'_I(S)P(S)dS (i=01,...,n—1),
noJo

)
n—3

* _ v (=1 T, 2mt2 () S () -
() Py =1+ (n l)mZ=0 (2m +1)(2m + 2) 2 |e (s) > 0;

m

o, bedeutet das Volumen der (n — 1)-dimensinalen Einheitskugel.

Diese Integraldarstellungen erméoglichen — ahnlich wie in der von A. DINGHAS [2]
entwickelten Theorie der MaBgeometrie der konvexen Rotationskorper — allgemeine
lineare Ungleichungen fiir W; (i = 0, 1, ..., n — 1) nach dem folgenden Hauptsatze
zu gewinnen (s. Abschn. 6):

Es sei
n—1
(3) Q(x, y) = .;Oli(n _ l) yixn—i—l

ein Polynom in x und y (mit konstanten Koeffizienten A;, die nicht alle gleich Null
sind), welches zugleich fiir gewisse y und fiir min o(s) < x < max g(s) nichtnegativ

se(0,1) s€<0,1)
ist. Dann ist fiir diese y
n—1 X
(1) 2 AW,z 0
i=0
und das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn der Kanalkorper A
n—1
ein Rohrenkorper ist, dessen Halbmesser g der Gleichung ) ii(n - i) "t =0
i=0

geniigt.

In (II) sind besonders folgende Spezialfille enthalten:
Es seien o, f,7 ganze Zahlen,0 < o« < B <y < n — 1. Fiir beliebiges positives y

ist dann

(1) B o 4 728 “=7 oy z 0,
n—y n—a n—p
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fiir jedes positive y < min os) ist
se<0,1)

(Iv) B—=a)y'W, + (v = B) YW, + (. —7) ¥*'W; 2 0

und wieder fiir beliebiges positives y ist

B —« =B . o0 — 7y
\' LW, + W, + ——— YW, > 0.
( ) (n _ }’)2 YWy (n _ a)2 y (n ~ /),)2 Y Wg
Endlich ist noch
(VI) wirwrmeweP < (n — o) (n = BT (n — )P

Die zugehérigen Extremalkdrper sind in den Fillen (II), (IV), (VI) immer die
Rohrenkgrper, in (111) und (IV) noch mit ¢ = y.

Die Ungleichungen (III) —(VI) haben den dhnlichen Aufbau wie die Ungleichungen
von H. HADWIGER [5] fiir die QuermaBintegrale der konvexen Rotationskdrper und
sie werden in Abschn. 4—6 bewiesen.

Im Falle des dreidimensionalen Raumes resultieren aus (I) und (I*) fiir das Volu-
men V, die Oberfliche O und das Integral M der mittleren Kriimmung des Kanal-
korpers " die Integralformeln

! 1 !
4) M= nj (14 0?%)ds, 0= 271‘[ ol +¢?%)ds, V= n‘[ (1 + %) ds
0

0 0

und aus (V1) die Ungleichung
(5) 4MV — 0> 2 0.

Weitere Abschnitte enthalten die Beweise der in dieser Eihleitung angefiihrten
Behauptungen und Sitze.

1. Wir setzen t(s) = x'(s), ny(s) = k™ '(s) t'(s) und wihlen weitere belicbige
Einheitsvektoren n,(s), ..., n,_,(s) erster Klasse so, daB

t(s). nf(s) =0, ny(s).n(s) =0, n(s).n(s) =0 (i,j=2,3,...,n—1;i%+)).
Dann besitzt der Kanalkorper 2 folgende Parameterdarstellung:

(1,1) Y Aoy, @,-0) = X(s) — o(s) 0'(s) t(s) +
a1 = 6] 20 01 0),

s€<0,1); 2€0,1>; ¢,€0,2n); @y, ..., P,—r €40, 1>,
v
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wo
n—1

(1,2) z=Y z{(Pg, ..., 0_2) ns)
i=1

die Parameterdarstellung der (n — 2)-dimensionalen Einheitskugelfliche ist und
@y ..y ©,_, ihre Polarkoordinaten bedeuten.
Aus (1,1) und (1,2) folgt erstens

: oY nol
(1,3) Sty (),
gs i=1
mit
(1L4)  f=f(s A @i pun) = 1= (00) = Jzike[l = 0]'? >0,

und zweitens

o] A

(1,5) E—Y = Jo[1 _sz]x/z:f_z (j=12..,n-2),
09; 00;

6 Dot g7,
él

die Ungleichung in (l,,4) ergibt sich wegen Izll <1und0 =2 < 1aus(l).
Die Parameterdarstellung der Kanalfliche & bekommt man aus (1,1) fir 2 = 1.

Aus (1,3)—(1,5) mit A = 1 und aus den ersten Ungleichungen (1) folgt, daB die
Flache & singularititenfrei ist.

Aus (1,3)—(1,6) gewinnt man

(17) 1[81 vor oy ] _

Los 0209, 0p,,

I

— /1"—2@"_1[1 _ QIZ](n—l)/Z {1 _ (QQ/)’ _ ;:1kQ[] _ 912]1/2} .

[ oz az]j
- tz — ... —— | -
L de1 a2l

Weil das iiber die ganze Oberfliche der Einheitskugelflidiche (1,2) erstreckte Integral
von z, evident gleich Null ist, so bekommt man aus (1,7) fiir das Volumen W, des:
Kanalkorpers 4" nach einfachen Rechnungen die Formel ’

1
(19) Wo = o, | 0= @) = o1 as:

0

o, bedeutet das Volumen der (n — 1)-dimensionalen Einheitskugel .
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2. Nach (1,8) ist wegen zweiter Ungleichung (1) und wegen der Periodizitit der
Funktion o(s)

1

- WO — {Qn—l(l _ QIZ)(n+,[)/2 _ Q”(] . Q'Z)(n—l)/l QU} ds =

&
1
s

E
u[\/]s

' ntl n= 0\ [
— j n—1 (_ l)m 2 /Zm ds — Z (___ l)m 2 J Qng/Zm Q” dS —
0 0

m

3

2m+ 1

! n+1 1 n—1 .
=J "‘Z(l)’” 2 ’Z”J Z(—l)'" 2 |-

3

. l‘:) Qn~19/2m+2 ds =

" e RS\ UES
— Qn—l 1+Z (_1)m+l 9 +(_])m 2“_ n Qr2m+2 dS;

= 1
0 l m=o m + 1 m 2m +

S

man bestétigt nimlich wieder wegen |o'(s)] < 1, daB die gliedweise Integration hier
mdglich ist. Daraus folgt schon die Formel (I) fiir i = 0 mit (I*), wo noch die letzte
Ungleichung zu beweisen bleibt.

Wir betrachten die fiir |x| < I konvergente Potenzreihe

(=) n=3
(2.1) F(x) = Z oCm+2m+2)| 2 )

2m+2

Wir haben F(0) = 0, [d F(x)/dx],=o = 0 und offensichtlich d? F(x)/dx* =
= (1 = x*)"=3/2 > 0 fiir |x| < 1. Es ist also auch F(x) = 0 fiir |x| < 1. Daraus
und aus (2,1) folgt wegen der zweiten Bedingung (1) auch die Ungleichung in (I*).

3. Der Kiirze halber nehmen wir in diesem Abschnitt an, daB in (1,1), (1,3)—(1,5)
durchwegs A = 1 gesetzt wird. Dann ist Y in (1,2) der Ortsvektor des Punktes der
Kanalfliche % und der Normalenvektor von & ist

G.1) N='(x-v).
Q
Demgeméif
1 1 ,
(3,2) dN = — - dY + ~(t — ¢'N)ds.
Q Q
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Aus (3,1) und (1,1) mit (1,2) ergibt sich die Orthogonalitdt der Vektoren t — o'N
und N und nach (1,1)-(1,5) und (3,1) ist deshalb
, 1 — ’2 aY n—2 aY
(33) t—oN=""2" ¥y
f 0s j=17 0o
die Skalarfaktoren y; werden uns nicht interessieren. Nach dem Einsetzen aus (3.3)
in (3,2) folgt schon leicht, daB auch

1 1 — ’2 =2 . 1 — ’2 oY
(3.4) dN=(-——+ ¢ )dY+Z(&ds———d<p_,>0—
0 of i=1\e of d9;

& &

Die Relationen (3,2) und (3,4) bestimmen nach den mehrdimensionalen Analogien
der Formeln von Rodrigues die Hauptkriimmungen 1/R, ..., 1/R,_; (und freilich
auch die Hauptkriimmungsrichtungen) der Kanalfliche #; es ist nimlich mit Riick-
sicht auf (1,4)

" _iyi2
(3,5) - = _1 1 o+ z. k(1 — ¢'%) '
Ri Rn-z Y Rn—l f

Dies ist eine n-dimensionale Analogie eines Satzes von A. Voss [7] iiber die Unab-

hingigkeit der Hauptkriimmungen einer Kanalfliche im dreidimensionalen Raum
von der Windung der Kurve C.

Wegen

92 Z g (=1 n—2)+ )

a%‘ . 09,

(3.6)

14Bt sich die Diskriminante A* der ersten Grundform der Einheitskugelfliche (1,2)
folgendermaBen ausdriicken:

oz oz
i=109; 00;
Aus (3,2) und (1,2), (1,3), (1,5) folgt

(3.7) A =

(3.8) —dv.dN = Lar.ar - Lag

Q Q

und nach einfacher Rechnung erhalten wir gemiB (3,6)—(3,8) folgende Relation
zwischen den Diskriminanten 4 und B der ersten und zweiten Grundform der Kanal-
fliche &:

1 n—3 12\n—
(39) B=——A—fo' (1 - g2y 2 a*.
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Weiter ergibt sich aus (3,5), daB

(3,10) B:A = —[o" + z;k(l — @?)'*] : fo"=?
und somit kénnen wir nach (3,9), (3,10) und (1) schlieBen, daB3
(3.11) A = fo 21 = @A) g%

Die Formeln (3,5) und (3,11) ermdglichen eine direkte Bestimmung der Kriim-
mungsintegrale von . (vgl. dazu [6]); nach kurzer Rechnung erhalten wir ndmlich
dieses Ergebnis:

! —_ .
J’i ...~~1~} d¥ = (n — ])w"“lj {(n 2> o it (1 _ Q/Z)(n—l)/l _
K lRl Ri-y o l\i—1
. (” - 11>Qn—igu(1 _ 0/2)(,1—3)/2} ds
i —

(i=1,2..,n); {R7'...R{!} =1 fir i=1. Unterwirft man diese Formel
dhnlichen Umformungen wie die Formel (1,8) fir das Volumen im Abschn. 2, so
bekommt man mit Riicksicht auf (2) die Integraldarstellungen (1) mit (I*) auch fiir
i=1,2,....,n— 1und noch [, R{"...R ! d¥ = 0.

Will man auf die explizite Berechnung der Kriimmungen (3,5) verzichten, so kann
man auch anders verfahren.

Es sei v eine Zahl. Bei geniigend kleinem lv] > 0 erfiillt die Bedingungen (1) auch
die Funktion o(s) + v. In der Konstruktion des Kanalkorpers #" ersetzen wir jetzt
die Funktion g(s) durch o(s) + v und kommen so zu einem anderen Kanalkdrper.
Wir bezeichnen ihn mit #® und seine zu W,, W,, ..., W,_, analogen Funktionale
mit WP, w®, ..., w* . Die Korper # und ' sind freilich parallel und wegen
der Stetigkeit der Hauptkriimmungen (3,5) der Begrenzungsfliche % von " gilt
fiir das Volumen W(” von " die Steinersche Formel (s. [4])

n i 1
(3.12) wo —w+ 3 UL I e
i=1 i Jg Ry Ri_4
Gleichzeitig folgt aus (I) fiir i = 0 und (I*) mit g(s) + v statt o(s), daB W = W, +
n—1 . o )
+ Wy Y (n ] 1> v’ [" 1 (s) P(s) ds und durch den Vergleich mit (3,12) erhilt
i=1 1
man wegen (2) wieder (I) mit (I*) auch fiir i = 1,2,...,n — 1 und W, = 0.
4. Jetzt wollen wir diesen Hilfssatz beweisen: Es seien o, 8, y und r ganze nicht-

negative Zahlen, 0 < o < B <y < r. Weiter seien V,, V,, ..., V, positive Zahlen.
Dann aus ’

(4,1) Vio,Vaz2 Vo, fir 6=2,3,..,r

302



folgt

(4.2) viTtyimeaysTh <t
Die Ungleichung

(43) Vi, z vy

gilt fir f =y — 1. Nehmen wir an, daB (4,3) auch fiir beliebiges f# zwischen o + 1
und y — 1 gilt! Aus Vy_,V, = V', folgt V;Z4" Vi P+ 1 = V3O T#* D Multipliziert
man diese Ungleichung mit (4,3),s0 ergibt sich V;24"'V, = ViZ{** sodaB (4.3)
auchfiralle f =a + 1, o + 2,...,y — 1 gilt.

Die Ungleichung

(4.4) A=

gilt fir f# = o« 4+ 1, o + 2. Setzen wir voraus, daB (4,4) auch fiir 8 zwischen o + 2
und y — 1 gilt! Aus V. V,_, = V} folgt VTTVEZT = V3%~ multipliziert man
diese Ungleichung mit (4,4), so gewinnt man V,V477 = V§7*"", sodaB (4,4) fiir
alle f=o + 1, 0+ 2,...,7 — 1 gliltig ist.

Die Elimination von V,_ aus (4,3) und (4,4) liefert schon den Hilfssatz.

Nach der Schwarzschen Ungleichung ergibt sich aus (1) mit (I*), daB

2
W”[” L/ W“f’ fir 0=23,...n—1
n—0+2 n—9 n-—20+1

ist und dal} in (4,5) das Gleichheitszeichen dann und nur dann gilt, wenn g(s) =
= konst. Daraus folgt nach dem Hilfssatze sofort das Ungleichungssystem (VI)
einschlieBlich der Behauptung iiber die Extremalkdrper (s. dazu auch die folgende
Bemerkung iiber den Hilfssatz).

Es ist klar, daB bei den umgekehrten bzw. scharfen Ungleichungen in (4,1) die
umgekehrte bzw. scharfe Ungleichung in (4,2) eintritt.

Vv

(4.5)

Daraus folgt, da8 die von H. Hadwiger in [5] lediglich fiir die QuermaBintegrale
Wo, Wi, ..., W, eines konvexen Rotationskorpers bewiesene Ungleichung

(4.6) WEIWy T Wl = 1

fiir beliebige konvexe Kdorper gilt; den aus den Ungleichungen W;_,W; < Wi,
von W. FENCHEL [ 3] folgt nach unserem Hilfssatze und nach obenbesagter Bemerkung
sofort (4,6). '

Gleichfalls ergibt sich aus [n — (6 —2)][n — ] <[n — (0 — 1)]* fiir 0 =
=2,...,n — 1 die Ungleichung

*7) (n — o) =7(n — By ~*(n — ?)"” > 1.
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5. Folgender Hilfssatz 148t sich elementar beweisen: Es seien a, f,y ganze
Zahlen, 0 £ o« < f <y < n — 1und 4, B, C beliebige positive Zahlen. Wir setzen

(5.1 F(z) =(x— B)Cz" + (B —y) Az" + (y — ) Bz# fiir z >0

und noch z, = (B : C)"“~". Die Funktion z~* F(z) nimmt im Intervall (0, z,) zu,
im Intervall (z,, c0) ab und fiir z, erreicht sie ihr Maximum

=z

(5.2) [@] = (y — B) A{(4* B OD

Daraus ergeben sich folgende :Spezialféille:

a) Fir 4 = B = C = 1 folgt die schon in [5], S. 226, 227, benutzte Behauptung,
daB

(5.3) O<z=@@—-PB2Z+B-7z+(r -2z <0

und das Gleichheitszeichen gilt nur fiir z = 1.
b) Fir A=n—o B=n—f, C=n—y ist z,>1 und wegen F(1) =0
ergibt sich sofort, daB
(5’4) O<z=1l=>
=@-pm-27+B-O -+ —a)(n-p)#<0

und das Gleichheitszeichen gilt wieder nur fiir z = 1.

¢)Fird=(n—a)"",B=(n—p)~", C=(n—y)" ist nach (4,7) das Maxi-
mum (5,2) der Funktion F(z)z™* und deshalb auch der Funktion (5,1) negativ;
daraus folgt, daB

(5.5) 0<z=>a_ﬁz’+ﬁ_yz“+y—az”<0.
n—y n—a n—2p

6. Wir kehren zum Polynom (3) mit dén in dem Hauptsatze in der Einleitung
definierten Eigenschaften zuriick und mittels (I) bilden wir die Summe

Z/Ly W, = —=2=1 {Zl(n — i) y'e" " (s)} P(s)ds.
o i=0
Wegen (I*) ergibt sich also die Ungleichung (II), in der das Gleichheitszeichen dann
und nur dann gilt, wenn Z Afn — i) y'e" 7 '(s) = O fiir alle s ist. Hieraus folgt der

in der Einleitung ausgesprochene Hauptsatz iiber die allgemeine Bildung der lmearen
Ungleichungen fiir die MaBzahlen W,.
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Es bleibt noch die Ungleichungen (III) — (V) zu beweisen. Nach der Folgerung (5,3):
bzw. (5,4) bzw. (5,5) mit z = x~ 'y ist fiir alle x > Ound alle y > 0

(6.2) B=a)yx" 7" (y = B)y X"k (x— ) X" 20
bzw. fiir alle x > OQund alle 0 < y < x

(6’3) (/3 - OC) (n — y) yixnTrl 4 (y — B) (n _ oc) paxnmat 4
+@—y)(n=p)yx 20

bzw. fiir alle x > Ound alle y > 0

—a o _ _
f—o yrxnTrTl 4 it yixmTel 4 2= yex"Pl > 0,
n—y n— o n—p

Gleichzeitig ergibt sich aus den Zusitzen iiber das Gleichheitszeichen rechts in
(5,3) und (5,4), daB die Polynome links in (6,2) und (6,3) dann und nur dann ver-
schwinden, wenn x = y. Daraus folgen nach dem Hauptsatze die Ungleichungen
(IIT) — (V) einschlieBlich der Bestimmung der Extremalkorper.

Setzt man in (III) speziell y = [((n — y) W,)/((n — «) W,)]"/?~®, so bekommt man
nach unschweren Umformungen wieder die Ungleichung (VI).
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Pe3wowme

HEPABEHCTBA OJ1 UHTEIPAJIOB KPMBU3HBI
3AMKHVYTBIX KAHAJIOBBIX TTOBEPXHOCTEWN

3BBIHEK HAJZIEHUK (Zbynék Nadenik), ITpara

B n-mepHom eBKiMIOBOM mpocTpaHcTBe nyctb W, — oOvem, W; —Ha 1/n

) n— 1\ y

YMHOXeHHast Tuiowane u W; (i =2,...,n) — Ha |:n (n z)] YMHOXKCHHBILH

MHTErpajl KPpUBU3HBL 3aMKHYTOW KaHaJIOBOM TMOBEPXHOCTH, TOMEOMOpP]HOI Topy,

1.e. W, = 0. INpuseneH obumumit METOJ MOCTPOCHUS JIMHEHHBIX OJHOPOIHBIX Hepa-

BeHCTB o Wy, Wy, ..., W,_;. CreuuajbHble cilyyad TakuMX HEPABEHCTB — OJTO He-

pasencrsa (III)—(VI), B xotopsix o, f, 7 — wenbreuncna(0 S o < f <y < n — 1)u,
3a vckirouenueM (V), 9KCTpeMasibHble TI0BEPXHOCTH TPYOUATEI.

.
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