
Czechoslovak Mathematical Journal

Ladislav Procházka
Раcширения абелевых групп при пoмoщи групп периoдичеcких

Czechoslovak Mathematical Journal, Vol. 17 (1967), No. 1, 12–27

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/100756

Terms of use:
© Institute of Mathematics AS CR, 1967

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/100756
http://dml.cz


Чехословацкий математический журнал, т. 17 (92) 1967, Прага 

РАСШИРЕНИЯ АБЕЛЕВЫХ ГРУПП 
ПРИ ПОМОЩИ ГРУПП ПЕРИОДИЧЕСКИХ 

LADÎSLAV PROCHÀZKA (Ладислав ТТрохазка), Praha 

(Поступило в редакцию 18/Х 1965 г.) 

Под словом группа будем всюду понимать аддитивно записанную группу 
абелеву. 

Свои исследования начнем со следующего определения. 

Определение 1. Группу G будем называть группой локально конечного г-ран-
га, если для каждого простого числа р группа GjpG конечна. 

Лемма 1. Если G - группа без кручения локально конечного г-ранга, то для 
камсдого натурального числа п будет группа GjnG конечной. 

Доказательство. Поступаем индукцией по п. 
Для п = 1 утверждение тривиально; итак, пусть п > 1 и пусть лемма имеет 

место для каждого натурального числа меньшего чем п. Если п — простое 
число, то GjnG конечна по определению. В другом случае будет п = рт, 1 < 
< m < п, я р — простое число. Итак, по предположению индукции группа 
G/mG конечна. Так как G — группа без кручения, то G = mG, и, следовательно, 
группа mGlp{mG) — mGjnG конечна. Таким образом из изоморфизма 

{GjnG)l{mGjnG) ^ GjmG 

следует, что группа GjnG служит расширением конечной группы mGjnG при 
помош[И конечной группы GjmG, значит, она конечна. Доказательство индук
цией завершено. 

Лемма 2. Пусть G — группа без кручения локально конечного г-ранга, пусть 
п — натуральное число и пусть H — подгруппа в G такая, что nG Я H ^ G. 
Тогда H такж:е является группой локально конечного г-ранга. 

Доказательство. Пусть р — простое число. Так как G — группа без кручс-
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кия, то G/H ~ pGlpH. По лемме 1 группа G/nG конечна, значит, в силу nG ç Я, 
конечна также группа G/H и группа pG/pH. Из соотношения 

{GlpH)l{pGlpH) ^ GlpG 

и из конечности групп GlpG и pGjpH уже следует конечность группы G/pH и ее 
подгруппы Н/рН, Этим лемма доказана. 

Лемма 3. Пусть G — группа без кручения, пусть п — натуральное число 
и пусть H — подгруппа в G такая, что nG ^ H ^ G. Группа G будет локально 
конечного г-ранга в точности тогда, когда будет H группой локально конечного 
г-ранг а. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если G — фуппа локально конечного г-ранга, то доста
точно применить лемму 2. Итак, пусть подгруппа Я — локально конечного 
г-ранга. Так как, очевидно, пН ^ nG ^ Н, то по лемме 2 группа nG локально 
конечного г-ранга. Доказываемое утверждение теперь следует из изоморфизма 
G ^ nG. 

Лемма 4. Пусть H — подгруппа в группе G. Если группы GjH и H являются 
одновременно группами без кручения локально конечного г-ранга, то G так:>1се 
является группой без кручения локально конечного г-ранга. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если положим G = G/H, то будет pG = {pG,H}IH; 
р — опять некоторое простое число. Отсюда следует 

(1) GlpG = iGIH)li{pG, H} I H) ^ (GlpG)iapG, H}lpG) . 

Так как GjH является группой без кручения, то Я служит сервантной подгруп
пой в G. Следовательно, имеем И С) pG = pH. То первой теореме об изо
морфизме будет 

(2) {pG, H}lpG ^ НЦН п pG) = HlpH, 

или, {pG, H}lpG является конечной группой. Таким образом из (1) следуем, 
что группа GlpG представляет расширение конечной группы {pG, H}lpG при 
помощи конечной группы GlpG. Значит, группа GlpG конечна и лемма пол
ностью доказана. 

Только что доказанную лемму можно еще следующим образом обобщить. 

Лемма 5. Пусть G — группа и пусть 

{0) = Go^G,S...^G„_,çG„ = G 

некоторая ее конечная цепь подгрупп. Если все GJGi^i (j = 1, 2 , . . . , и) — группы 
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без кручения локально конечного г-ранга, то G такэюе является группой локаль
но конечного г-ранга. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Лемма доказывается методом полной индукции по п, 
причем используется лемма 4. Притом надо напомнить, что все Gj (/ = 1, 2,.,.,, п) 
будут группами без кручения. 

Лемма 6. Если G — группа локально конечного г-ранга, то то jfce самое МОЭФСНО 
утвермсдатъ о каждой ее сервантной подгруппе Н. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если р — простое число, то конечность группы HjpH 
следует из соотношения 

Н1рИ = И1{Н п pG) ^ {Я, pG}lpG ^ GlpG 

и из конечности группы G/pG. 

Лемма 7. Если G ~ группа локально конечного г-ранга и H — сервантная 
подгруппа в G, то GjH maKJtce является группой локально конечного г-ранга. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если положим GjH ~ G, то будут выполнены соотноше
ния вида (1). Отсюда и из конечности группы GjpG следует уже в силу (1) ко
нечность группы GlpG для каждого простого числа р. 

Если р — простое число, то символом ^ ^ обозначаем аддитивную группу 
целых р-адических чисел. О группе G скажем, что она является группой типа 0^^\ 
если суш.ествует такое простое число р, для которого G = ^р , 

Замечание . Последние леммы 5, 6 и 7 мы сформулировали прежде всего 
для того, чтобы показать, каким образом можно построить из данных групп 
локально конечного г-ранга новую группу того же рода. Еш.е напомним, что 
каждая группа без кручения конечного ранга и каждая группа типа ^ ^ являются 
группами локально конечного г-ранга (см. [1], доказательство теоремы 43Л). 

Определение 2. Группу без кручения А будем называть К-группой, если она 
обладает следующим свойством: Для произвольной перцодической группы Q 
является каждое расширение G группы И = А + Q при помопди периодической 
группы с ограниченными в совокупности порядками элементов расндепляемож 
группой. 

В статье [3] было доказано, что каждая группа без кручения конечного ранга 
служит примером К-группы; в [2] было это утверждение еще обобщено. 

Лемма 8. Пусть G — группа вида G =^ А + Р, где Р — периодическая группа 
и А является К-группой. Если H — подгруппа в G такая, что GjH обладает 
ограниченными в совокупности порядками элементов, то подгруппа H расще
пляема. 

14 



Доказательство. Ввиду предположения существует натуральное число п 
такое, что nG ^ H ^ G. Притом nG = пА ^ пР. Так как Л является группой 
без кручения, то пА = А, значит, пА является iC-группой. Отсюда уже следует 
расщепляемость группы Я, так как порядки элементов из H/nG ограничены 
в совокупности. 

Лемма 9. Пусть А — группа без кручения и пусть В — подгруппа в А такая, 
что пА ^ В ^ А для некоторого натурального числа п. Группа А будет К-груп-
пой точно тогда, когда будет К-группой подгруппа В. 

Доказательство. Сначала предположим, что В является 7^-группой. 
Пусть Р — периодическая группа и пусть G — такое расширение группы H = 
= А -i- Р, что порядки элементов группы G/H ограничены в совокупности. Если 
положим я * = {в, Р} = В ^ Р, то имеем 

HIH"" - (Л 4- Р)1{В + Р) ^ AjB 
и одновременно 

G/H ^ {Gim)i{Him), 

Отсюда в силу предположения леммы уже следует, что порядки элементов 
группы GjE"^ ограничены в совокупности. Так как В является Х-группой, то 
группа G расщепляема. Но этим уже доказано, что А также является К-группой. 

Если теперь группа А сама является Х-группой, то в силу изоморфизма 
пА ^ А такой же будет группа пА. Так как В ^ А, то пВ ^ пА ^ В, ж доста
точно применить первую часть доказательства, чтобы получить, что группа В 
является К-группой. 

Теорема 1. Всякая группа без кручения локально конечного г-ранга является 
К-группой. 

Доказательство. Пусть А — данная группа без кручения локально конеч
ного г-ранга, пусть Q — периодическая группа и пусть G — расширение группы 
H = А + Q при помощи группы с ограниченными порядками элементов. 
Значит, для некоторого натурального числа п будет nG ^ H ^ G. Покажем, 
что группа G расщепляема. 

Если Р — периодическая часть группы G, то положим Ĝ  = {А, Р} — А + Р; 
очевидно, Я Ç Gl Ç G и, следовательно nG ^ G^ ^ G. Отсюда следует, что 

(3) n{GIP)^GJP^ GIP; 

притом G/P является группой без кручения. Так как G^IP ^ А, то G^/P явля
ется группой локально конечного г-ранга, и в силу (3) можно применить 
лемму 3. Итак, G/P является группой без кручения локально конечного г-ранга. 
Отсюда по лемме 1 следует, что группа {GlP)ln{GjP) будет конечной; но в силу 
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(3) такой же должна быть группа {GIP)I{G^IP) и одновременно группа GjG^. 
Так как группа Ĝ  = А ^ Р расщепляема и группа GjG^ конечна, то по теоре
ме 3 из [4] группа G также расщепляема. Этим теорема полностью доказана. 

Следствие. Пусть G — группа без кручения и пусть 

(0) = G o ^ G , ç , . . ç G , . , ^G,==G 

некоторая цепь ее подгрупп. Если калсдая из групп GJGi^i {i = 1,2, ...,л) 
является или группой без кручения конечного ранга, или группой типа î "*", 
то G будет К-группой. 

Доказательство. Достаточно применить лемму 5 и теорему 1. 
Как вытекает из следствия, теорема 1 обобщает теорему 3 из [3]. Теперь 

докажем теорему, которая будет обобщением теоремы AI и в силу леммы 8 
также теоремы А2 из [2]. Доказательство теоремы будет подобно доказатель
ству упомянутой теоремы AI и поэтому мы его сделаем менее подробно. 

Теорема 2, Если группа А является прямой суммой К-групп, то группа А так:нсе 
будет К-группой, 

Доказательство. Пусть Q — периодическая группа и G — расширение 
группы H = А + Q при помощи группы с ограниченными порядками элемен
тов; значит, nG ^ H ^ G для некоторого натурального числа п. Покажем, что 
группа G расщепляема. 

Группу А представим в виде А = Yj ̂ а^ где а ~ порядковое число; притом 

каждая из групп А^ {ос < а) является J^-группой. Итак, имеем Я = ^ Л̂  + Q. 
а<сг 

Если Р — периодическая часть группы G, то для каждого ß й (^ положим 
Hß = {Р, А^ (ос < î )} = X! ^а + Р' Легко видеть, что имеют место следующие 
соотношения: '̂ ^̂  

(4) Я, = Я ,̂ + X Л, для /? < 7 ^ (J ; 
Рйос<у 

(5) Ну = \J Н^ для предельного у ^ а ; 

(6) • nG ^ H ^ Н^ ^ G . 

Если для каждого ß ^ а будет группа GßlP представлять наименьшую сервант-
ную подгруппу группы GjP, которая содержит подгруппу HßlP, то можно 
вывести следующие формулы: 

(7) Gß^Gy и GpnHy = Hß для ß й У й (т 1 

(8) ^у — и G^ для предельного у ^ а , * 
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Теперь построим методом трансфинитной конструкции подгруппы Bß (^ g а) 
такие, что Gß = Bß + Р ж Bß я, В^ для ß ^ у й а. 

Так как Go = Рг, то положим BQ = (О). Пусть О < у ^ а и пусть определены 
подгруппы Bß iß < у), удовлетворяющие следующим условиям: 

(9) Gß = Bß + P {ß<y), 

(10) B.^Bß для auß <У^ 

Если у — изолированное число, то по (9) и (7) имеем Ау^^ п {В^__^ + Р) = 
= Ау_1 о Gy-i = (v4y_i n Н^) n Gy_i = Лу_1 n Яу_1 = (О), или, если поло
жим Ну = {Л^_1,Бу_1 4- Р}, то в силу (7) и соотношения Ay.-i ^ Ну я Gy 
можем писать 

(11) Я* = Ау^, 4- Ву^, + Р = Л,_1 + Gy^.^Gy, 

Далее, по (6) nGy ^ uG Я H я Я^; итак, ввиду (7) nGy ^ Gy п Н^ == Ну. Из (4) 
и (И) получаем Ну = Ну_^ + Л^.^ ç Gy_i + Л^.^ = Я* ^ G ,̂ или, имеем 
nGy ^ Я* Ç G .̂ Отсюда следует 

(12) n{GylBy^,) я (Я*/Б,_,) Я GyjBy^, . 

В силу (11) имеем Ну1Ву_^ ^ Ау^-^ + Р; но по предположению группа Л^.^ 
является Ж-группой, итак, из (12) вытекает, что группа G^/ßy-i расщепляема. 
Можно убедиться в том, что периодической частью группы GylBy_^ служит 
группа Gy^iJBy^^, поэтому можно писать 

(13) GyjBy^^ = Ву1Ву_, + Gy^JBy., , 

где By — удобная подгруппа в Gy. Из (13) следует, что Gy = {By,Gy_^} = 
= {By, Б,_ 1, Р} = {By, Р}. Так как Р Ç Gy_. 1 то в силу (13) и (9) имеем By п Р = 
= Вусл (G,_i n Р) = {By n G,_i) nP = By,^ nP = (O), или, Gy = By + P; 
притом Bß ^ By_i ^ By для ß < y. 

Для предельного у положим Р ,̂ = (J ^д- Очевидно, By п Р = (О); итак, 

{Ру, Р} = Р^ 4- Р- Если ^ G Gy, то по (8) будет g eGß для некоторого ß < у, 
значит, ^ е Р^ 4- ^ ^ ^у 4- *̂- Так как By ^ Gy, то отсюда уже следует требуемое 
равенство G^ = Р^ 4 î -

Построение трансфинитной индукцией завершено; имеем G = G^ = Р^ 4 -f*? 
и теорема доказана. 

Теорема 3. Пусть G — группа с периодической частью Р, пусть H — ее под
группа с периодической частью Q и пусть GjH — группа с ограниченными в со
вокупности порядками элементов. Если одна из групп GjP и H/Q является 
прямой суммой групп локально конечного г-ранга, то группа G расщепляема 
в точности тогда, когда расщепляема подгруппа Я . 
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Доказательство. Пусть одна из групп GIP ж HjQ является прямой суммой 
групп локально конечного г-ранга. По теоремам 1 и 2 это значит, что одна из 
этих групп является Х-группой. Если положим Я* = {Я, Р}, то имеет место 
изоморфизм 
(14) miP - {Я, Р}1Р ̂  Н1(Н пР) = HIQ , 

следовательно, можем также утверждать, что одна из групп О/Р и Н'^/Р будет 
i^-группой. Так как Я Ç я* , то порядки элементов группы G/H*' и одновре
менно группы (GIP)I(H^^IP) ограничены в совокупности. Если применим лем
му 9, то можем утверждать, что обе группы GjP и Н'^/Р, и в силу (14) обе 
группы G/P и Я/б, являются i^-группами. Если теперь группа Я расщепляема, 
то из определения Х-группы уже следует, что G также расщепляема. Если 
расщепляема группа G, то расщепляемость группы Я следует из леммы 8. 

Следствие. Пусть группы G, H удовлетворяют условиям теоремы 3. Если 
одна из групп GjP и H/Q является прямой суммой групп типа ^'^ и групп ко
нечного ранга, то группа G расщепляема в точности тогда, когда расщепляема 
подгруппа И. 

Лемма 10. Пусть G ~ группа без кручения и пусть H — ее подгруппа локально 
конечного г-ранга. Если GjH — редуцированная периодическая р-примарная груп
па, то GjH является конечной. 

Доказательство. Пусть G^ — такая подгруппа в G, что Я ^ Ĝ  и GiJH 
служит нижним слоем для группы GjH. Тогда имеем 

(15) pG.^H^G, 

и в силу леммы 3 группа Ĝ  будет локально конечного г-ранга. Это значит, что 
группа G'iJpGi конечна и такой же будет по (15) и группа GJH. Но если редуци
рованная р-примарная группа обладает конечным нижним слоем, то она сама 
будет конечной, так как всякая ее базисная подгруппа конечна. Этим лемма 
доказана. 

Лемма 11. Пусть G — группа без кручения и пусть H — ее подгруппа локально 
конечного г-ранга. Если GjH — редуцированная периодическая группа, то всякое 
примарное слагаемое группы GjH конечно. 

Доказательство. Всякое примарное слагаемое группы GjH редуцировано, 
следовательно, достаточно применить лемму 10. 

Лемма 12. Пусть G — группа с периодической частью Р и пусть H = А + Р — 
— подгруппа в G такая, что А является прямой суммой счетного числа групп 
без кручения локально конечного г-ранга. Если GjH — редуцированная периоди-
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ческая П-примарная группа, где П — конечное мноэФсество простых чисел, то 
группа G расщепляема. 

00 

Доказательство. Пусть А. = X! ^п? гд^^« ('̂  = U 2, ...) - группы без кру-

чсния локально конечного г-ранга. Для каждого натурального числа п положим 

(16) Я„ = ^1 4-^2 + ... + Л + ^ 

и символом G„ обозначим подгруппу в G такую, что Н^ ^ G„ я GJP является 
наименьшая сервантная подгруппа в G/P, содержандая Н„1Р. Легко видеть, 

сю 

что Ĝ  ^ G„ + i (п = 1, 2,...) и G = и Gm так как Я„ ç Я„ + 1 {п = 1, 2, ...), 
00 П = 1 

я = и Я„ и G/P сама является наименьшей сервантной подгруппой в G/F, 
/1 = 1 

содержащей H/Р. Очевидно, имеем 

(17) G^nH^ = Я„ {п й т). 

Теперь определим группы Б„ (п = 1,2,...) так. чтобы было G„ =^ В^ + Р 
и Б, Ç -ßn+i Д̂ ^̂  каждого натурального числа /?. 

Прежде всего заметим, что 

(18) G^nH = Н, (п= 1,2,...). 
00 ОО 00 

так как в силу (17) имеем G^n H = G,, n(\J Hj,) = G,, n ( \J Hj.) = (J {G„ n H).) = 
fe=l k=^n k-n 

= Я,,. Из (18) следует 

GJH„ = GJ{G, пН)^ {G„, H}IH ^ Gl H , 

значит, GJH„ (n = 1, 2,...) является редуцированной периодическойЯ-примар-
ной группой. Далее, имеем 

(19) G„IH„ ^ iGJP)liHJP) ; 

притом GJP является группой без кручения и группа Н^/Р локально конечного 
г-ранга, так как HJP ^ А^ -i- А2 + .-- + Л„. Если применим к группам GJP 
и HJP лемму Н и если напомним, что множество Я конечно, то из (19) полу
чим, что группа GJH„ конечна. Тогда из теоремы 1 следует, что группа G„ 
расш,епляема. 

Группа Gl распдепляема, значит, G^ = В^^^ + Р для некоторой подгруппы В^. 
Пусть п > 1 и пусть определены группы Б^,..., B„_i так, что Б^ ^ ... ^ Б„_1 
И притом Gi = Bi + Р (i = 1,..., n — 1). Построим группу Б„ так, что будет 
G^ = В„ + РиБ„_1 с Б„. В самом деле, имеем Л„ n G^_i = (Л„ n Я) n G„_i = 
=: А„ п{Н n G„_i); итак, по (18) будет А„ п G„_i = А^ n H„^i = (О). Следо-

19 



вательно, можем писать {G„„i, А„} = G„_i + Л = ^п- Отсюда H^jB^^^ ^ 
^ G„_JB^^I-\- А„^ Р + /1„, значит, группа Я*/Б„„1 расщепляема. Далее, имеем 

{GJB^^,)l{HTiB^^,) ^ (GjH^HtlH,) 

и притом, как мы уже доказали, группа GJH^ конечна. Итак, G„/B„„i служит 
расширением расщепляемой группы Н^1В„_^ при помощи конечной группы, 
т. е., в силу теоремы 3 из [4] группа G„/J5„_i сама расщепляема. Легко убе
диться в том,что G„_|/ß„_i служит для G„/ß„_i периодической частью. Следо
вательно, группу GJB„_^ можно представить в виде 

(20) GJB„_, = ß„/ß„_i + G„_i/ß„_i , 

где В„ — удобная подгруппа в G, ß„-i Ç В„. Из (20) вытекает, что G„ = 
= {ß„,G„_i} = {ß„,ß„_i,P} = {ß„,F}. Так как ß„/ß„-i и ß„_i являются 
группами без кручения, то то же самое имеет место для В„, значит, G„ = 

00 ОО 

Если теперь положим В = \J В„, то будет G = \JGn = B + PH лемма до-

казана. 

Теорема 4. Пусть G ~ группа с периодической частью Р и пусть H = А -{-
4- Ô — подгруппа в G такая, что А является прямой суммой счетного числа 
групп без кручения локально конечного г-ранга и Q ^ Р. Если GjH — редуциро
ванная периодическая П-примарная группа, где П — конечное MHoofcecmeo прос
тых чисел, и если цорядки элементов группы PjQ ограничены в совокупности, 
то группа G расщепляема. 

Доказательство. Если положим К = {А, Р} = А + Р, то имеем К/Н = 
= (А + Р)1{А 4- б) = PIQ^ значит, порядки элементов группы К/Н ограниче
ны. Так как GjK ^ {GIH)I(KIH) и так как G/H — редущгрованная периодичес
кая группа, то G/K также будет редуцированной периодической Я-примарной 
группой (см. [5], лемма 19). Теперь достаточно применить к группам G к К 
лемму 12. 

Теорема 5» Пусть G — группа с периодической частью Р и пусть H = А ^ 
4- ß — подгруппа в G такая, что А является прямой суммой групп без кручения 
локально конечного г-ранга и Q ^ Р. Если G/H ~ счетная редуцированная перио
дическая П-примарная группа, где Я — конечное множ^ество простых чисел, 
и если порядки элементов группы PjQ ограничены в совокупности, то группа G 
расщепляема. 

Доказательство. Если положим К = (Л, Р} = А + Р, то, по тем же 
причинам, как в доказательстве теоремы 4, группа GjK будет счетной редуци-
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рованной периодической Я-примарной группой. Пусть А = X ^п ^Д^ ^t 
let 

(iel) — группы локально конечного г-ранга; значит, К = Y^^i + Р- ^ каждом 
tel 

классе фактор-группы G/К определим некоторого представителя и символом M 
обозначим их множество. В силу счетности группы Gl К множество M счетно. 
Для всякого а G M существует натуральное число к такое, что ка е К = Y,^i + 

tel 

4- P. Отсюда следует, что существует счетная часть /̂  ^ ! такая, что для каждо
го а е M и соответствующего числа к уже будет ка EY^^L -f Р- Положим Ж| = 

teil 

= ^ ^4 + Р И i^* = ^ У4̂ , где /* = / -^ /^; итак, К = К^ + Ж*. Кроме того 
leli tel* 

определим Ĝ  = {К^, M}. Очевидно, имеем 
(21) G = {К, М} - {К,, М, К*} = {Gl, К*} . 

Если g е G^, то существует натуральное число к так, что kg е К^; значит, для 
g Е Gl п К'^ будет kg Е К^ п К^ = (О), или, g Е К* п Р = (О). Таким образом 
мы получили G^ п К"^ = (О), или, в силу (21) 

(22) G = Gl + X* . 

Так как К = К^ -{- К'^ я К^ ^ G ,̂ то по (22) можем писать 

GIK = (Gl + X*)/(iCi + К^) ^ GJK, . 

Это значит, что к группам G^ я К^ можем применить теорему 4, итак, Ĝ  = 
= Л* + Р, или, в силу (22) G = Л* + X* 4- Р- Теорема полностью доказана. 

Лемма 13. Пусть G — група без кручения локально конечного г-ранга и пусть 
H — такая подгруппа в G, что GjH является редуцированной периодической 
р-примарной группой. Тогда группа GjH конечна. 

Доказательство. По предположению группа GjpG конечна; итак, она будет 
прямой суммой к циклических групп порядка р. Теперь предположим, что 
редуцированная группа G = GjH бесконечна. Но тогда всякая базисная под
группа группы G также будет бесконечной и в силу теоремы 29.3 из [1] 
можно представить группу G в виде прямой суммы G=Ci4- - . . 4 -G/^4-
+ Gfc+i + G ĵ, где Cl (г = 1, 2,. . . , /с + 1) — ненулевые циклические группы. 
Непосредственно отсюда следует, что существует подгруппа Къ G такая, что 
H ^ К ^ GvL GjK является прямой суммой /с + 1 циклических групп порядка р. 
Порядок любого ненулевого элемента из GjK равен р, следовательно, pG ç К. 
Из соотношения (G/pG)l(KlpG) ̂  G/К получаем, что число циклических прямых 
слагаемых группы G/K не превышает к, так как по предположению, к есть число 
циклических прямых слагаемых группы G/pG. Этим мы пришли к противо
речию, значит, группа G/H конечна и лемма доказана. 
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Лемма 14. Пусть G — группа без кручения локально конечного г-ранга и пусть 
H — такая подгруппа в G, что GjH является редуцированной периодической 
группой. Тогда каж:дое примарное слагаемое группы GjH конечно. 

Доказательство. Лемма является простым следствием леммы 13. 
Теперь докажем теорему, которая является обратной к теореме 4. 

Теорема 6. Пусть G — расщепляемая группа вида G = А -]- Р, где Р — перио
дическая группа и А — группа без кручения, являющаяся прямой суммой счетного 
числа групп локально конечного г-ранга. Пусть H — подгруппа в G с периодичес
кой частью Q. Если GjH — редуцированная периодическая П-примарная группа, 
где П ~ конечное мнолсество простых чисел, и если порядки элементов груп
пы PIQ ограничены в совокупности, то группа H расщепляема. 

00 

Доказательство. Пусть А •= ^ Л„, где Л„ (п = 1, 2, ...) являются группами 

локально конечного г-ранга. Для каждого натурального числа п положим G„ = 
= v4i + ... + ^„ + ^, Я„ --= G„ п Я и Х„ = {Я„, Р}. Так как подгруппа Р слу
жит прямым слагаемым для всей группы G, то она служит прямым слагаемым 
для каждой К^ : 1С„ = У4* 4- Р (^ = 1, 2, ...). Для каждого п имеем 

С„/Я„ ^ GJ{G, пН)^ {G„, Н}1Н ^ Gl И , 

значит, GJH^ является редуцированной периодической Я-примарной группой. 
Далее, имеет место изоморфизм 

(23) (GJP)I{KJP) ^ iGJH„)l{KJH„) ; 

притом KJH„ является группой с ограниченными порядками элементов, так как 

KJH„ = (Я„, Р}/Я„ ^ Р1(Н„ пР)=^ PIQ . , 

Отсюда в силу (23) следует, что фактор-группа (GJP)I{KJP) является редуци
рованной периодической Я~примарной группой (см. [5], лемма 19). Так как 
GJP ^ А^ ~\~ ... + А„, то группа GJP локально конечного г-рана, значит, по 
лемме 14 в силу конечности множества Я группа (GJP)I(KJP) конечна. Восполь
зовавшись леммой 2, можем утверждать, что также группа KJP, или, груп
па Л* является группой локально конечного г~ранга. По теореме 1 группа А^ 
будет К-группой и так как KJE^ — группа с ограниченными в совокупности 
порядками элементов, то в силу леммы 8 подгруппа Я„ расгцепляема. 

Очевидно, подгруппа Q служит периодической частью для каждой группы 
Я„ {п = 1, 2,...). Теперь определим группы В^ {п = 1, 2,...) так, чтобы было 
Н, = В„ + QKB„^ В,^, (п = 1, 2, .. .). 

Как мы уже доказали, группа Я^ расщепляема, следовательно, существует 
группа В^ такая, что Н^ = В^ 4- Q- Пусть п > 1 ж пусть определены подгруп-
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пы Bi, ...,^„-,1 так, что Hi = Bi + Q (i = 1, ..., п - 1) и ßj ^ ... ç ß^_j. 
Так как H„_i/B„_i ^ g, то Я„_|/Б„_1 содержится в периодической части груп
пы HjBn^i. Далее, имеем 

(24) {HJB,_,)l{ün~ilBn-,) ^ HJH,_, , 

Притом Я„_^ = H п G„_i^ = Н^ п G^^i, значит, можем писать 

(25) HJ^_, = HJ(H„ n G„_0 ^ (Я„, G,_ J/G„_, ^ 

^({Я„,0„_1}/Р)/(0„_1/Р). 

Последняя группа из соотношения (25) является группой без кручения, так как 
группа G^^JP служит прямым слагаемым для группы без кручения GjP и, 
следовательно, для группы без кручения {Я„, G^,^^]!?. Но этим в силу (24) уже 
доказано, что периодической частью группы HJB^^^ является в точности группа 
H^-JBn-i- Теперь покажем, что группа H^B^-i расщепляема. Для этой цели 
положим я * = {Я„, An] и Я** = {Я„_1, А^}. Так как Н„_^ п Л„ ^ G„_i п А^ = 
= (О), то Я** = Я„_1 + Л„. Очевидно, имеем 

я: /яГ =={я„,л}/{я„_„л}^ 
Ç {G„, Л}/{Я„-1, Л} = 0„/(Я,_1 + Л) = 

= (G„_i + Л)/(Я„_1 4- Л ) ^ Gn-,iHn_, , 

и далее, можем писать 

G,_JH„_, = G„_i/(H n G„_0 s {G„_i, Я}/Я ç GIH . 

Отсюда и из предположений теоремы следует, что H^jH"^^ является редуциро
ванной периодической Я-примарной группой. Если g* — периодическая часть 
группы Я*, то Я** ^ {Я**, Q*} ^ Я*; притом порядки элементов группы 
{Я*"̂ , 0*}/Я** ограничены, так как 

(26) {яГ, е*}/яГ = о*/(яГ п Q*) = ô*/ô £ P/ô, 

Далее, имеем 

(27) Hti{HT, Ô*} - (я„*/(яГ)/({яГ, о*}/^Г) ; 
итак, из (27) и (26) следует (см. [5], лемма 19), что Я*/{Я**, О*} и (Я*/о*) : 
: ({Я**, Q}lQ* - редуцированные Я-примарные группы. Но (Я**, ß*} = 
= ß„_i 4- ö* + ^и" значит, {Я**, Q*}lQ* ~ группа без кручения локально ко
нечного г-ранга. Применением лемм 14 и 3 можно в сили конечности П дока
зать, что группа (Я„*/0„*)/({Я„**, 0*1/6*) и группа Я„*/{Я„**, Q*} конечны. Итак, 
группа Н*1Н** обладает ограниченными порядками элементов. Если теперь 
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взять группы Н„ ^ {я„, Ö*} с я*, то опять порядки элементов группы {Я,̂ , g*} : 
: Я„ ограничены. Так как 

H:IH„ Ç С, /Я„ ^ {G„ Я}/Я ÇI G/Я, 

то H^JH,^ — редуцированная Я-примарная группа и такими же будут группы 
(см. [5], лемма 19) 

(н:/я„)/({я„, о*}/я„), (я„*/о*)/({я„, ô*}/ô*) • 

Как мы уже ранее заметили, Я„ — расщепляемая группа вуда Я„ = Д̂  + Q, где 
Б* локально конечного г-ранга. Так как Б* ^ {Я„, ô*}/ô*, то применением 
лемм 14 и 3 можно убедиться в том, что группа (Я*/о*)/({Я„, Ô*}/Ô*) и также 
группа Н^1{Н„, Ô*} конечна. Итак, порядки элементов группы H^JH^ также о-
граничены. 

Этим мы доказали, что обе группы 

обладают ограниченными порядками элементов. Так как Н^^^1В^^_^ ^ 
^ А„ 4- Hfi-il^n-i. и группа H„^^JB„_^ - периодическая, то по теореме 1 и лем
ме 3 группа Я*/Л„_| расщепляема и ее слагаемое без кручения должно быть 
локально конечного г-ранга. Применяя опять теорему 1 и лемму 8, получим 
расщепляемость группы Я„/В„-_1. Так как Я„_1/Б„_1 — периодическая часть 
группы HjB„_iy то существует подгруппа В„ такая, что В^^^ Ç Б„ и притом 

Отсюда следует, что Я„ ={ß„, Я^.^} = {В„, Б„_1, Q} = {В„, Q}. Обе группы 
Б„„1 и BJB^_^ являются группами без кручения, следовательно, группа В„ 
также будет группой без кручения. Но это значит, что Я„ == {Б„, Q} = В„ + Q. 

Этим мы доказали, что существуют подгруппы Б„ (п = 1, 2, ;..) такие, что 
00 

Н„ = В„ + Q и ß,j ^ В„+1 {п = 1, 2,...). Если теперь положим В == [J В^, 
00 П= 1 

то будет H = В + Q, так как Я = (J Я„. 
/1 = 1 

Теорема полностью доказана. 

Лемма 15. Если группа G не является редуцированной и если H — произвольная 
редуцированная подгруппа в G, то GjH тож;е не является редуцированной 
группой. 

Доказательство. Пусть D — некоторая ненулевая полная подгруппа в G. 
Так как Я п D ^ Я, то группа H п D редуцирована, итак, H г\ D ^ D; следо
вательно, Dl{H гл D) — ненулевая полная группа. Из изоморфизма 1>/(Я п D) ^ 
^ {Я, D}jE следует, что {Я, D]jH служит ненулевой полной подгруппой для 
группы GjH, 
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Лемма 16. Если H - редуцированная подгруппа группы G и если GjH также 
редуцирована, то G mojice будет редуцированной группой. 

Доказательство. Если бы G не была редуцированной группой, то в силу 
леммы 15 GjH также не была бы редуцированной. 

В заключение докажем следующую теорему. 

Теорема 7. Пусть 4̂* — такая подгруппа группы без кручения А, что А/А'^ 
является редуцированной периодической П-примарной группой, где П — конечное 
множество. Пусть далее А„ {п = 1,2, ...) — группы без кручения локально 
конечного г-ранга. 

00 

a) Если Л* = Yj-^n* ̂ ^ ̂  является К-группой. 
00 

b) Если А = YJ ^п> ^0 v4* является К-группой. 
00 

Доказательство, а) Пусть Л* = Х п̂* Д^лее, пусть Р — некоторая перио-

дическая группа и пусть G — расширение группы И = Л -}- Р при помощи 
группы с ограниченными порядками элементов. Если положим X = Л* + ^ ^ 
Ç Я, то Н/К ^ Л/Л*, значит, Н/К — редуцированная периодическая Я-при-
марная группа. Из соотношения G/H ^ (GIK)l(HjK) в силу леммы 16 (порядки 
элементов группы G/H ограничены в совокупности) следует, что группа G/K 
редуцирована. Очевидно, Gl К является периодической Я*-примарной группой, 
где Я* — некоторое конечное множество простых чисел, Я ^ Я*. Если Р* — пе
риодическая часть группы G, то Р^/Р = Р'^КН п Р*) ^ {Р*, Щ/Н Ç G/H, или, 
порядки элементов группы Р'^/Р ограничены в совокупности. Если применим 
теорему 4 к группе G и ее подгруппе К, то получим расщепляемость группы G. 
Этим доказано, что А является i^-группой. 

00 

Ь) Пусть теперь Л = ^ Л„, пусть Р — периодическая группа и пусть дано 

расширение G группы Я* = А^ -i- Р при помощи группы с ограниченными 
порядками элементов. Итак, для некоторого натурального числа п будет 
nG ^ Н^ = А^ + Р ^ G. Если положим i^ - Л + Р, то Я* Ç 1̂  и К/Н^ ^ 
^ AIA"^. Так как Х/Я* = (X/nG)/(Я*/nG) и так как порядки элементов группы 
H^jnG ограничены, то по лемме 16 KjnG — редуцированная группа. Притом 
группа KjnG Я*-примарна, где Я* — некоторое конечное множество простых 
чисел, Я Ç Я*. Если Q — периодическая часть группы G, то nß служит перио
дической частью для nG и из соотношения nG ^ А^ ^ Р ^ G следует, что 
nß ^ Р Ç g; итак, порядки элементов группы P/nß ограничены в совокуп
ности. Теперь применим теорему 6 к группе Х и ее подгруппе nG и получим 
что группа nG расщепляема. Отсюда в силу теоремы 50.5 из [1] уже следует 
расщепляемость группы G. Но это значит, что Л* является i^-группой. 

Теорема полностью доказана. 
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Zusammenfassung 

ERWEITERUNGEN ABELSCHER GRUPPEN 
DURCH PERIODISCHE GRUPPEN 

LADISLAV PROCHÂZKA, Praha 
Unter einer Gruppe ist überall eine abelsche Gruppe zu verstehen. 
Eine torsionsfreie Gruppe Ä heißt eine K-Gruppe, falls für eine beliebige perio

dische Gruppe P jede Erweiterung G von H = A 4- P durch irgendeine ordnungs
beschränkte Gruppe immer eine spaltbare Gruppe bildet. Eine Gruppe G wird von 
lokal endlichem r-Range genannt, wenn für jede Primzahl p die Gruppe GJpG 
endlich ist. 

So könenn wir die folgende Sätze formulieren. 

Satz 1. Jede torsionsfreie Gruppe von lokal endlichem r-Range ist eineK-Gruppe. 

Satz 2. Jede direkte Summe von K-Gruppen stellt wieder eine K-Gruppe dar. 

Ist G irgendeine Gruppe, so wird durch G^ ihre maximale periodische Untergruppe 
bezeichnet. 

Satz 5. Es sei G eine Gruppe und H eine ihrer spaltbaren Untergruppen, für die 
HJHf als eine direkte Summe von Gruppen lokal endlichen r-Ranges dargestellt 
werden kann. Ist GJH eine abzählbare reduzierte Fl-primäre Gruppe mit einer 
endlichen PrimzahlmengeП und ist G^JH^ ordnungsbeschränkt, so ist die Gruppe G 
ebenfalls spaltbar. 

OD 

Satz 6. Es sei G eine spaltbare Gruppe der Form G = Y, A„ 4- Ĝ , wo A„ {n = 

= 1, 2, ...) torsionsfreie Gruppen von endlichem r-Range sind, und sei H eine ihrer 
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Untergruppen. Ist GJH eine reduzierte П-primäre Gruppe mit einer endlichen 
Primzahlmenge П und ist G^JHt ordnungsbeschränkt, so muß die Untergruppe H 
spaltbar sein. 

Schließlich ist der folgende Satz bewiesen. 

Satz 7. Es sei A eine torsionsfreie Gruppe und Л* eine ihrer Untergruppen, für 
die AJA^ eine reduzierte П-primäre Gruppe mit einer endlichen Primzahlmenge П 
bildet. Es seien weiter A„ {n = 1, 2, ...) torsionsfreie Gruppen von lokal endlichem 
r-Range. 

00 

a) Ist Л* = ^ An, so ist A eine K-Gruppe. 
n=l 
OD 

b) Ist A — Y, ^я' ^^ ̂ ^^ ^* ^^^^ K-Gruppe. 
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