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GLOBALDIFFERENTIALGEOMETRIE
DER UNTERMANNIGFALTIGKEITEN IN E, UND S,

Leo BocCek, Praha

(Eingegangen am 23. Oktober 1965)

Es sei M cine n-dimensionale reelle differenzierbare Riemannsche Mannigfaltig-
keit mit der Metrik (X, Y>. Den Operator der absoluten Differentiation der Rie-
mannschen Ubertragung bezeichnen wir mit V. Fiir die differenzierbaren Vektor-
felder X, Y, Z auf M gilt dann

Z(X, Y)Y = (V X, YD) + (X, V,Y), Vi¥— VyX =[X, Y]

und VyxVyZ — V,VyZ — Vix vyZ = R(X, Y, Z) ist der Kriimmungstensor der Rie-
mannschen Ubertragung ([X, Y] bezeichnet die sog. Poisson-Klammer).

Es sei weiter Q eine r-dimensionale reelle differenzierbare Mannigfaltigkeit
und ¢ eine differenzierbare Abbildung von Q in M, das Differential der Abbil-
dung ¢ bezeichnen wir ¢@’. Wir werden immer voraussetzen, dass ¢ reguldr ist, d.h.
dim ¢'(T(Q)) = r fiir alle u € Q. Daraus folgt unmittelbar, dass die Abbildung ¢
lokal eineindeutig ist. ¥ = ¢(Q) braucht keine differenzierbare Mannigfaltigkeit zu
sein und wenn wir auch in spiteren lokalen Betrachtungen (p(Q) als eine differenzier-
bare Untermannigfaltigkeit ansehen werden, werden wir damit eigentlich die Mannig-
faltigkeit (p(U) verstehen, wo U so gewihlt ist, dass ¢ auf U umkehrbar eindeutig ist.

Der lineare Unterraum '0,,,, = ¢'(T(Q)) = T,,(M) heisst der Tangentialraum
oder auch Oskulationsraum erster Ordnung der Mannigfaltigkeit ¥ im Punkte ¢(u).
Wenn -X ein differenzierbares Vektorfeld auf Q ist und Ye T,,(Q), kann der Vektor
V,n®'(X) eindeutig als eine Summe, bestehend aus dem Vektor y,(X, Y) e 0,
und dem zu '0,,, orthogonalen Vektor ¢,(X, Y) dargestellt werden. Den linearen
Raum, der durch alle Vektoren ¢2(X , Y) gebildet ist, wo X ein differenzierbares
Vektorfeld auf Q ist und Ye T,(Q), bezeichnen wir mit 0, und den Raum
10,0 ® *0,q, nennen wir den Oskulationsraum zweiter Ordnung der Mannig-
faltigkeit ¥V im Punkte (p(u) Fiir zwei differenzierbare Vektorfelder X, Y auf Q
sind auch die Abbildungen u — (X, Y), u > ¢,(X, Y) differenzierbar. Wenn wir
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diese Betrachtungen fortsetzen, bekommen wir unter der Bedingung dim "Ow(“) =
= const. fiir differenzierbaren Vektorfelder X;, X,, ... auf Q und Ye T,(Q)

(1) @'Y = ¢,(Y),
V¢'Y‘P1(X1) = ‘//1(X17 Y) + 0,(X;, Y) s

Vor@dXps o0 X = Ui(X 1 o X Y) + @pia(X 1, o X X))
. -
Wo @i 1( X1 e0s Xio ¥) X100, Vil Xy . Xp Y) € ® 70,0 *0py und 0,
k i=1
sind fiir k # [ orthogonal und der Raum @ "Oq,(,,) heisst Oskulationsraum k-ter
i=1

Ordnung der Mannigfaltigkeit ¥ im Punkte ¢(u). Sind Y;, Y5, ... auch differenzier-
bare Vektorfelder auf Q und [ < k — 2, dann ist auf V identisch ((pk(Xl, e X0),
@Yy, ..., ¥})> = 0, woraus wegen (1) unmittelbar <Y(Xy,.... Xp Y), @(Yis ..,
..., Y})> = 0 folgt und deshalb Y (X4, .... Y) €* 710, ® *O,, ist. Verwenden wir
auf die Gleichungen (1) den Operator V, bekommen wir
&) WX, Y) = U(Y, X), 94(2)) = <ou([Y: X]), 04(2)) »

<(p2(X9 Y) - (pZ(Y’ X)9 (pZ(ZIa ZZ)> =0 >

NVoris o X1s oo Xiw s ¥) = Vorrlis o(Xgs oo Xii 20 2), 0(Yis -0 Ya)> =
=<R(Q'Z, @'Y, gy 2(X1, s Xir2))s @Yo -0, Vi)
Vo 1(X 1y oo Xir 1o ¥) = Vorles t(X 1o oo Xiw 10 Z2), 0(Yy, -0 Yo =
=W 1(Xps oo Xos 1 [Z,Y]) + R(O'Z, @'Y, ¢ /(X 1o oo s Xiw 1)) @(Yis -5 i),
VWX 1y o X ¥) = Vol X 4, o, X Z), @Yy, .0, YD
+ Wer1Xps s X , Z2) = e 1 (X gy oo X Z.Y), (Y, oo i) =
= W(X1s o0 X [Z, Y]) + R(9'Z, @'Y, 9 X1, .. X)) @Y1, -, YD

<'/’k+1(X1, v Xp Y, Z) - l/’k+1(X1, v Xy Z, Y), Pr+ 1(Y1, cees Yk+l)> +
+ <V¢‘ZWk(X1’ ey Xka Y) - V(p'y'llk(Xp "'-Xka Z), (pk—{-l(Yl, LR Yk+1)> =
= <(pk+1(X1’ . [Z’ Y]) + R((p'Z, (PIY, ¢k(X1’ ERR) Xk)), ‘Pk+1(Y17 EER Yk+1)> s

<(Pk+2(Xla v X 1, Z) = ¢k+2(X1a v Xiw Z, Y)’ (Pk+2(Y1’ oo Yk+2)> =
= <R((plz’ (PIY’ ¢k(X1’ v Xk))’ (Pk+2(Yl* M Yk+2)> .

Aus der zweiten und der letzten Gleichung ersieht man, dass die Werte (X1, .- X ¥)
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im Punkte u € @ nur von den Werten der Vektorfelder in diesem Punkt abhédngen.
Fiir alle k und fiir jeden Punkt u € Q istalso ¢, eine multilineare Abbildung von T,(Q)
auf ¥0 .
Definition. Die 2k-lineare Form

(3) hk(Xla '-~:Xk; Yh ceny Yk) = <¢k(X1’ --'3Xk)s (Pk(Yla ccey Yk)>

heisst der k-te metrische Tensor der Abbildung ¢ resp. der Mannigfaltigkeit V' = q)(Q)
Der Rang des k-ten metrischen Tensors ist im Punkte u € Q gleich der Dimension
des Raumes “0,,,).

Satz 1. Ist M der euklidische Raum E, und C eine Kurve auf Q mit dem Tangen-
tenvektor X im Punkte u € Q und besitzt die Kurve ¢(C) <= V im Punkte ¢(u) die
Kriitmmungen %, %,, ..., dann ist

heo(X, X, .., X X, .., X)
[A: (X5 X))

(%1 . %y ... g sina)? =

wo o den Winkel zwischen der k-ten Normale der Kurve ¢(C) und dem Oskulations-
raum der k-ten Ordnung der Mannigfaltigkeit V im Punkte ¢(u) bezeichnet.

Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des Satzes von MEUSNIER und auch der
Beweis ist ganz analog. Der Satz zeigt die geometrische Bedeutung der Tensoren h;.

Die Ubertragung V definiert auf dem Tangentialbiindel (M) mit der Projektion 7,
eine n-dimensionale Distribution H : X — Hy so, dass Tx(7(M)) = Vy @ Hy fiir
alle X € 7(M) gilt, wo Vydersog. Vertikalraum ist, der durch alle Tangentenvektoren
der zugehorigen Faser gebildet ist, Hy nennt man den Horizontalraum des Tangen-
tialbiindels im Punkte X. Es gilt 7y (Hy) = T,,,x(M), n3(Vx) = 0. Jeder Vektor
We Ty(7(M)) kann eindeutig in der Summe W, + W, dargestellt werden, W, € Vy,
W, e Hy. W, resp. W, heisst die Vertikal-, resp. Horizontalkomponente des Vek-
tors W. Jedem Vertikalvektor We Vy kann man eindeutig durch eine Abbildung ¢
einen Vektor (We T,,M(x)(M) zuordnen, der durch die folgende Bedingung definiert
ist: («W) f = WF fiir jede differenzierbare Funktion f auf M und F auf 7(M), die
wieder durch die Gleichung F(Y) = Yf gegeben ist. Die partielle Abbidlung ¢/Vy ist
ein Isomorfismus. Wir bezeichnen noch vW = «W,, hW = n),,W. Es gilt dann das

Lemma 1. Der Vektor We 7 (7 (M)) ist eindeutig durch die Vektoren vW, hW und
oW gegeben.

Bemerkung. Fiithren wir auf 5’(M) die Riemannsche Metrik {Wi, W,> 7 SO
ein, dass Wy, W50 = oWy, oW, + (W, hW,) ist, wir bekommen die
Metrik, die S. SASAKI in [3] betrachtet.
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In Lokalkoordinaten kann man leicht folgende Behauptungen beweisen.

Satz 2. Es sei B eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und w eine differenzier-
bare Abbildung von B in 7(M). Dann ist das folgende Diagramm kommutativ:

) Ty

B - (M) M
%M
Ty (M) -T(M) Tp
h
w/
g (B) '7(7 (M)) ‘l\—» 3~(M)

Satz 3. Wenn die Abbildung ¢ = my; o @ lokal eineindeutig ist, gilt
(Vo) D = V,po .
‘Wenn ,, w, zweidifferenzierbare Abbildungen von Bin 7 (M) sind, die die Bedin-
BUNE Ty 0 Wy = Ty o @, erfiillen und wenn D € T,,(B) ist, dann gilt
(4) D{wy, 0,) = v o@D, wy(u)y + {@4(u), vo @3D)
(5) holwy+ @) =hoo] =howy, vo(wy + @) =Vow] + Vo).

Setzen wir noch voraus, dass A eine differenzierbare Funktion auf B ist. Wir konnen
dann zu der Abbildung w die Abbildung Aw durch (Aw) (b) = A(b) . w(b) definieren
und fiir diese erwiahnen wir noch die Formel

(6) [ve(0)] D = A(nyD) . (vea’) D + (DA) . w(mzD).

Wenn D ein differenzierbares Vektorfeld auf B ist, sind ho @D, v o w'D wieder
differenzierbare Abbildungen von B in J(M) und fiir ein weiteres differenzierbares
Vektorfeld C gilt dann

(7) vo(how' D) C—vo(how'C) D=how[C,D]
vo(0o@D) C—vo(vewC)D=0vow[C, D]+ RhowC,howD,w(nyC))

Die Beweise der letzten Formeln bekommt man wieder durch direkte Berechnung
in Lokalkoordinaten.

Es sei & ein Faserbiindel iiber Q mit der Projektion 7, dessen Faser ng (1) = S(u)
Vektorrdume der Dimension m sind. 4 soll jetzt die Menge aller Linearabbildungen
der Rdumen S(u) in T,(M) bezeichnen. Auf # kann man wieder die Struktur eines
Vektorraumbiindels mit dem Basisraum Q x M und mit der kanonischen Projektion
v = vo X v, einfithren dessen typische Faser der Vektorraum G,, aller Matrizen
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des Types (m, n) ist. Die Strukturgruppe ist die Gruppe GL(m, R) x GL(n, R), die
auf G,,, links nach der Regel
(A, 4;) € GL(m, R) x GL(n, R), G € G, = (A;, 4;) G = A,GA;"

wirkt. Jeder Schnitt s des Faserbiindels % (eine differenzierbare Abbildungs: Q@ - &
heisst ein Schnitt, wenn sie der Bedingung npos = id o geniigt) induziert die diffe-
renzierbare Abbildung w,, w(®,,) = P,.(s(u)) der Mannigfaltigkeit % in 7 (M).

Wenn D ein Tangentenvektor des Faserbiindels 2 im Punkte &, ist, dann sind
durch D die Vektoren vyD e T(Q), vy D e T(M) und fiir jeden Schnitt s auch
(vow]) D e T(M) gegeben. Es gilt aber auch umgekehrt das folgende Lemma, das
wir wieder wegen der Einfachheit ohne Beweis erwidhnen.

Lemma 2. Es seien X € T,(Q), Ye T(M) und Z, e T(M) fiir jeden Schnitt s auf &
so gegeben, dass

Zsy =Zy +Z,, Z;y=MNu)Z,+ (X2). D,(s(u))

gilt. Dann existiert genau ein Vektor D € Ty, (%), fiir den voD = X, vyyD = Y und
(vow)) D = Z,ist.

Weiter beschrianken wir uns auf den Fall, dass M der euklidische Raum E, oder
die n-dimensionale Sphire S, ist. Esistdann R(X, Y, Z) = ¢[KY, Z) X — (X, Z) Y],
¢ = 0 fir E,, ¢ = o2 fiir S,, wo ¢ den Radius bezeichnet. Die Formeln (2) haben
dann die Gestalt

(®) (X, Y) = §3(Y, X), 04(2)) = <oa([Y, X]), 04(2))
<V¢'z‘//k+2(X1» s Xia2s Y) - Vw’ylllk+2(X1’ oo Xkt 2o Z)> (Pk(Yl’ cees Yk)> =0,

<V¢'z'l’k+1(X17 coes Xiv 1o Y) - V¢'Y¢k+1(x1’ v Xpv s Z), (Pk(Yl’ sy Yk)> =
= <l//k+ I(Xb sees Xk9 [Z, Y])a (Pk(Yla L) Yk)> >

V(X ¥) = Vot (X, 2) + 4a(X, Y, 2) = ¥s(X, 2, Y) -
- l/JI(X’ [Z’ Y])’ (Pl(U)> =
= e[ {@1(X), 04(Y)) <04(Z), 9:1(U)> — <o1(X), 94(2) <os(Y), @1(U))],
VX s oo X Y) = Vol X s oo Xio Z) + Yea (X4, .., Y Z) —
— l//k+1(X,, e X Z, Y), (pk(Yl, e Yk)> =
= <!//k(X1> . ¢% [Z7 Y]): (Pk(Yn cees Yk)> >
el X s oo X L Z) = Y (X s o s X0 Z,Y), @i (Yis s Y ))D +
+ <V¢’Z¢’k(X1’ B, % Y) - Vq»'y'//k(Xla R, ¢ Z): (Pk+1(Y1! cees Yk+1)> =
= <¢k+1(X17 oo X [Z: Y]), (Pk+1(Y1a cees Yk+1)>
O 1Xps o X, VZ) = @iy X1s s X4-1, 2, Y) .



Aus der letzten Gleichung folgt schrittweise fur k = 1, 2, ... dass die Abbildungen ¢,
inallen Argumenten und die Abbildungen ¥/, in den ersten k Argumenten symmetrisch
sind und deshalb auch der k-te metrische Tensor h, in der ersten und auch zweiten
Gruppe der Argumenten symmetrisch ist. Wegen {@(Xy, ..., X}), ¢p—1(Yy, ...
.oy Yi_1)> = 0 gilt auch

(9) <¢’k(X1: [ERE] Xka Z)9 (Pk—l(Yls LR} Yk~1)> = _hk(XIs R Xk; Y17 CRRT) Y'I(Ab Z)
und aus der Bedingung <Y(Xy, .., Xp» Z), @—2(Yss ..., Yi—3)> = 0 bekommen wir

Vol X gy oo X0 Z), pr—a(Yis oo Vo)) = B(X 4, o, Xy Yy oo, Yy, Y, Z),

woraus wieder die Aquivalenz (8), und (8), folgt. Wenden wir auf die Funktion
hy(X; Y) den Vektor Z an (X, Y zwei differenzierbare Vektorfelder), bekommen wir

Zh1(X§ Y) = <¢1(Xa Z)’ (Pl(Y)> + <<P1(X)’ l//1(Y, Z)> .

Daraus durch zyklische Umtauschung unter Benutzung von (8)1 erhalten wir, wenn Z
auch ein differenzierbares Vektorfeld ist,

(10) 201(X, Z), @4(Y)) = Xhy(Y, Z) + Zhy(X, Y) — Yhy(X, Z) +
+ (X, [Y, Z]) + hy(Z, [ Y, X]) — hy(Y, [X, Z]).

Wir haben also die Funktion g,(X, Y, Z) = <y(X, Y), ¢;(Z)) durch den ersten
metrischen Tensor h; ausgedriickt. Setzen wir voraus, dass wir schon die Funktion
Il Xy s X Z, Yy, o0 X)) = Ul X s o, X, Z), @Yy, <., Y,)) durch die ersten k
metrischen Tensoren hy, ..., h, ausgedriickt haben. Wegen (9) kénnen wir dann
auch die Funktionen f(X,,....,Xy, Y, Z; Y, ..., Y, U) = Yy (Xq, .o, X YV, Z),
YY1, ..., Yi, U)> durch die metrischen Tensoren hy, h,, ..., by, berechnen. Aus
WX gy oo Xio Y¥), 0 i(Yis s Yirn)> = 0 folgt dann <V, (X, ..., X, Y),
Peir(Yer oo Yew1)) = —fil Yoo oo Y1, Z; X4, .., X, Y). Weiterhin folgt aus (3)
und (8)4 .

(1) 294 i(X iy oo Xi 13 Z3 Yiu ooy Yiwd) = Zhysi(X s oo Xii 13 Yy, ooy Yigg) +
k+1

+ ZXihk+1(Xi+l3 ""Xk+19 Yls seey y’xa Yi+1’ L] Y’k+la Z’X17 ---in—l) -
i=1
k+1

=2 Yiheos(Yiers oo Yer s Z, X s oo Xim 5 Xy oo X, Yo, o, Vi) + A4,
i=1

wo A eine Summe von Werten der Funktionen h; und f; bedeutet. Die Funktionen
Ji+1 sind also, wenn sie der Gleichung

(12) Ger1 (X oo Xew 1o Z5 Yy ooy Yigy) +
+ gk+1(Yla v Yer1, 25 Xy, ---,Xk+1) = th+1(X1a D ST AT Yu+1)
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und gleichzeitig (8)6 geniigen sollen, eindeutig durch die metrischen Tensoren be-
stimmt. Aus (8)—(10) ergibt sich, dass die Vektoren y, fiir jeden Punkt u € Q ein-
deutig durch die Abbildungen ¢; in diesem Punkt und durch die Werte der Tenso-
ren h; in der Umgebung dieses Punktes gegeben sind. Wir konnen also durch die
metrischen Tensoren auch die Werte

<l//k(X19 LERT Xk+1)a l/’k(Yl’ M Yk+l)> = dk(Xla L] Xk+1’ Yl’ LR Yk+1)

ausdriicken. Ein mechanischer Kalkiil zeigt, dass man die Gleichungen (8),, (8)s
und (8)s in der Form
(13)  Zg,(X, Y, U) — d|(X, Y, U, Z) — hy(X, Y; U, Z) — Yg,(X, Z, U) +
+dy(X,Z, U, Y) + hy(X, Z, U, Y) =
=g,(X,[Z, Y], U) + e[h(X; Y) h(U; Z) — hy(X; Z) hy(Y, U)],

Ger1(Xps s X Y, Z3 Y, oo, YVist) — Geei(X s oo X Z, Y5 Yy, o, Yegy) +
+ (Yoo Y1 i Xy o s X Z) — fil(Yis oo s Vs b Z5 Xy o0 X Y) =
=Moy(Xgs oo, X [Z, Y] Ve oo Yerq), Zg(Xys oo X V3 Yy, o0, Y) —
—d(Xpy e X i Yo, Yo Z2) 4 (X oo X0 Z5 Yy, o, Y Y) —
—Yo(Xy, X Z5 Yy, Y + d( Xy X Z5 Y, L YY) —
= hi(Yes oo Y Z5 Xy oo X Y) = gl(Xys oo X [Z, Y] Yy, oo, Y)
schreiben kann und dass die Formeln (8); und (8)s zugleich gelten. Die Gleichungen
(13) sind gewisse Bedingungen fiir die metrischen Tensoren h;, die wir die Integrabili-
tatsbedingungen nennen.

Es seien jetzt umgekehrt auf der Mannigfaltigkeit Q die Tensoren h; definiert, die
die folgende Eigenschaften besitzen:

D) WXy, .o Xps Yio oo Y) = B(Yy, .., Yis Xy, ..., X,) sind fiir differenzierbare
Vektorfelder auf @ differenzierbare Funktionen, symmetrisch in der ersten und
zweiten Gruppe von Argumenten;

2) sie geniigen den Integrabilititsbedingungen (13) und der Bedingung (12);
3) es existiert [ so, dass h;4 4, B, 45, ... Nulltensoren sind;
4) die Ringe aller Tensoren h; sind konstant und fiir ihre Summe s gilt s < n;

5) wenn (X4, ..., X5 Yy, ..., ¥) = Ofiiralle X, ..., X, ist, dann ist auch g,(X, ...,
s Xpr 3 Yoo ) =0, M (Xps ooy X3 Xtz Yioow Yi) = 0 fiir alle
X1y oo Xpsne

Wir konstruieren iiber Q das Vektorraumbiindel % mit den Fasern S(u) =

1
= @ (®'T,(Q)) und bezeichnen mit # die Mannigfaltigkeit aller Linearabbildungen
i=1
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der Rdumen S(u) in T,(M) mit den Projektionen vg, vy auf Q und M. Es sei B = #
die Untermenge der Abbildungen @, € 4, die den Beziehungen
(14) 0 (k +1)
(DX ®...0X,), Pi(V, ® ... Y))) = <
WXy X Yy, oo X)) (kK =1)

geniigen.

Lemma 3. B ist eine differenzierbare Untermannigfaltikeit von . Der Beweis
folgt bei der Benutzung des Satzes fiir implizite Funktionen unmittelbar aus den
Bedingungen 4) fiir die Tensoren h;.

Wir definieren weiter auf B eine Distribution 4 so, dass wir fiir alle &,, € B eine
Linearabbildung von T,(Q) in Ty, (B) konstruieren und der Wert der Distribution 4
im Punkte ®,, soll das Bild dieser Abbildung sein: jedem Vektor Z e T,(Q) ordnen
wir den Vektor D € Ty, (B) zu, der nach dem Lemma 2 durch die Vektoren v,D, =
= Z,viyDz = ®,(Z), (v o w}) Dy fiir jeden Schnitt s auf & gegeben ist. Die Vektoren
(v o w;) Dy sind fiir jeden Schnitt s = X, ® ... ® X, (X, X,, ..., X, differenzier-
bare Vektorfelder auf Q) so festgestellt, dass

k+1

(15)  (vow)) Dy e_:ia_ 1qb,,x(@fT,,(Q)) ,

<(U ° w;) Dy, q)ux(Yl ®..® Yk—l)> = _hk(Yla v Y, Z3 X4, 0 X))
o) Dy @, (Y1 @ ... ® V)> = g X1s oo s Xio Z; Yy, .., Vo),
<(D ° (,L);) DZ, ¢llx(Yl ®..0® Yk+1)> = hk+1(X1’ AR Xk9 Za Yla T Yk+1)

ist. Die Bedingungen des Lemma 2 sind dann erfiillt und nach (12) ist wirklich
Dy e Ty, (B).

Satz 4. Die Distribution A ist auf B r-dimensional und involutiv.

Beweis. Die erste Behauptung folgt aus der Bedingung voD, = Z. Fiir zwei
differenzierbare Vektorfelder X, Y auf @ ist nach (13) [ Dy, Dy] = Dpx y; und das
gibt die zweite Behauptung.

Aus den letzten Satz folgt, dass es fiir jeden Punkt B eine einzige maximale zu-
sammenhédngende r-dimensionale Integralmannigfaltigkeit W der Distribution 4
gibt. Genau wie in der Arbeit [2] kann man beweisen, dass vo(W) = Q. Da vy, ein
Isomorfismus zwischen Ty, (W) und T,(Q) ist, ist Weine Uberlagerungsmannigfaltig-
keit Q. Die Abbildung v, ist eineindeutig auf jeder zusammenhédngenden Komponente
der Menge W n vgl(U), wo U ein einfach zusammenhidngender Gebiet auf Q ist.
Die Abbildung v,, ist wegen des konstanten Ranges r auch lokal eineindeutig, aber
nicht notwendig eineindeutig. Deswegen werden wir sagen, dass V = vy(W) eine
verallgemeinerte Uberlagerungsmannigfaltigkeit der Mannigfaltigkeit Q ist. Wenn
Xy, ..., X, differenzierbare Vektorfelder auf @ sind, ueQ und Ze T(Q), ¢ =
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= vy/Wovg', dannist 9'Z = ®,<(Z) und wegen (15) folgt aus dem Satz 3

k
VorPu X, ® ... ® X)) = 20X, @ ... ® X, ® Z) mod @ &,(®'T,(Q)).
i=k—1
Die gegebene Tensoren h; sind also die metrischen Tensoren der Mannigfaltigkeit V.
Wir fassen zusammen

Satz 5. Wenn die Tensoren h; auf Q die Bedingungen 1)—5) erfiillen, dann
existiert in M, abgesehen von der rdumlichen Lage, genau eine differenzierbare
verallgemeinerte Uberlagerungsmannigfaltigkeit V, deren metrische Tensoren die
gegebenen Tensoren h; sind.

Bemerkung 1. Die Bedingung Rang h; = const. kann man durch die Bedingung s
ist gleich n oder n — 1 ersdtzen. Wenn aber die Menge der Punkten, in denen s = n
nich zusammenhingend ist, gilt im Satz 5 nicht die Eindeutigkeit.

Bemerkung 2. Beim Beweis des Satzes 5 konnten wir uns auf die Differenzierbarkeit
der Klasse C'*? beschrinken.
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Pesrome

TEOMETPUS B LIEJIOM JU®PEPEHIIUPYEMBIX
TMMOJIMHOT' OOBPA3UI E, U S,.

JIEO BOYEK (Leo Bodek), ITpara

B pabote ompeeneHsl MeTprieckue TeH30phl AubdepeHnupyeMoro oTo6paxkeHus
MHOTroo0pa3uss B puMaHOBO MHOT000pa3ue ¥ MOKa3aHO TeOMETPUUYECKOE 3HAYCHHE
3THX TEH30pOoB. B ciydae eBKJIMAOBAa TPOCTPAaHCTBA WIM N-MEpPHOM LIapOBOM TO-
BEPXHOCTHM [[0Ka3aHO, YTO ITUMH TeH3opamu muddepeniupyeMoe oTobpaxkenue
B 9TO MPOCTPAHCTBO ONpEAESeHO IJI00adbHO M OJHO3HAYHO IO NePEeMeLICHNS.
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