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Czechoslovak Mathematical Journal, 17 (92) 1967, Praha 

GLOBALDIFFERENTIALGEOMETRIE 
DER UNTERMANNIGFALTIGKEITEN IN E„ UND S, 

LEO BOCEK, Pralia 

(Eingegangen am 23. Oktober 1965) 

Es sei M eine и-dimensionale reelle differenzierbare Riemannsche Mannigfaltig­
keit mit der Metrik <Z, 7>. Den Operator der absoluten Differentiation der Rie-
mannschen Übertragung bezeichnen wir mit V. Für die differenzierbaren Vektor­
felder X, Z Z auf M gilt dann 

Z<X, 7> = <VzX, F> + <Z, VzF) , VxY - V^Z = [X, У] 

und Vjŝ VyZ ~™ VyV;fZ -- Vĵ x.Y]2̂  = ^(^? Y, Z) ist der Krümmungstensor der Rie-
mannschen Übertragung ([X, 7] bezeichnet die sog. Poisson-Klammer). 

Es sei weiter Q eine r-dimensionale reelle differenzierbare Mannigfaltigkeit 
und cp eine differenzierbare Abbildung von Q in M, das Differential der Abbil­
dung (p bezeichnen wir (p\ Wir werden immer voraussetzen, dass cp regulär ist, d.h. 
dim c/)'(T„(ß)) = r für alle и e Q. Daraus folgt unmittelbar, dass die Abbildung cp 
lokal eineindeutig ist. V = (p(Q) braucht keine differenzierbare Mannigfaltigkeit zu 
sein und wenn wir auch in späteren lokalen Betrachtungen (p{Q) als eine differenzier­
bare Untermannigfaltigkeit ansehen werden, werden wir damit eigentlich die Mannig­
faltigkeit (p(U) verstehen, wo U so gewählt ist, dass cp auf U umkehrbar eindeutig ist. 

Der lineare Unterraum ^0^(„) = (p\T^^{Q)) с T^^^>J(^M) heisst der Tangentialraum 
oder auch Oskulationsraum erster Ordnung der Mannigfaltigkeit F im Punkte (p{u). 
WennX ein differenzierbares Vektorfeld auf Q ist und Ye T„(ß), kann der Vektor 
V '̂(y)Ç)'(X) eindeutig als eine Summe, bestehend aus dem Vektor iAi(X, Y) e ^0^(„) 
und dem zu ^0^(„) orthogonalen Vektor ^2(^5 Y) dargestellt werden. Den linearen 
Raum, der durch alle Vektoren ^2(^5 Y) gebildet ist, wo X ein differenzierbares 
Vektorfeld auf Q ist und Ye Tj^Q), bezeichnen wir mit ^0^(„) und den Raum 
^̂ <p(«) © ^̂ <p(«) nennen wir den Oskulationsraum zweiter Ordnung der Mannig­
faltigkeit V im Punkte <p(w). Für zwei differenzierbare Vektorfelder X, Y auf Q 
sind auch die Abbildungen и -^ ÎAI(X, 7) , W -> (PziX, 7) differenzierbar. Wenn wir 
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diese Betrachtungen fortsetzen, bekommen wir unter der Bedingung dim ̂ 0^(„) = 
= const, für differenzierbaren Vektorfelder Xi,X2, . . . auf Q und Ye Tj^Q) 

(1) cp'Y=<p,{Y), 

V^.MX,, ...,X,) = ф,{Х„...,Х„ У) + (Рк^г{Х„ ...,X„ Y), 

wo <p,,.i(Xi,...,X„y)6^ + iO^(„), .А*(^1,...,Л'„У)б©Ч(«)- "O^W und 'O^(u) 
k i = l 

sind für fc Ф Z orthogonal und der Raum © '0^(„) heisst Oskulationsraum /c-ter 
Ordnung der Mannigfaltigkeit F im Punkte <p(w). Sind ¥^,¥2,... auch differenzier­
bare Vektorfelder auf Q und l ^ к ~ 2, dann ist auf F identisch <фД^1, . . . ,^^^), 
(Pf(7i, ..., У̂ )> = О, woraus wegen (1) unmittelbar <i/̂ fc(Xi, . . . ,Х^, У), (Pi(yi, ..., 
..., 7i)> = 0 folgt und deshalb il/ki^i, ..., 7) e ^"^0^(„) © ^0^(„) ist. Verwenden wir 
auf die Gleichungen (l) den Operator V, bekommen wir 

(2) <ф,{Х, у) - iP,{Y, X), cp,{Z)y = W^{[Y, Xj), (p,{Z)y , 

((P2{X, Y) - <P2{Y, X), cp^{Z„ Z^)} = 0 , 

<V^'z'/'* + 2(^i , • • - , ^ . + 2, Y) - V^.yil,,^,{X^,...,Xu^„Z), (p,{Y„ ..., y*)> = 

= (R{(p'Z, cp'Y, щ+2{Хи ..•,X,^,)), <p,(y„ ..., Y,)} , 

<V '̂ziA.+ i (^i , - . . ^ tH- i , Y) - V .̂yiA,+ i(Xi, . . . ,X,+ „Z) , q>,{Yi, ..., У,)> = 

= <ф,+ ,{Х„ . . . ,X^+i , [Z, y]) + R{(p'Z, (p'Y, n^.iXu ...,X,^,)), <p,(y„ ..., y*)>, 

(v '̂z-A/iCXi, . . . , z „ y) - v^-y.A,(z„ . . . , x „ z ) , <рДУ1,..., y,)> + 

+ <./.,+i(Xi,..., ^ „ y, Z) - iA,+ i(X„ ... ,X„ Z, y), (p,{Y„ ..., y,)> = 

= <.A,(Xi, . . . ,X„ [Z, y]) + R{cp'Z, q>'Y, <p,{X^, ..., X,)), <p,{Y„ ..., Y,)} , 

{ip,^,{x^,...,x„ Y,z) - 4,,^,{x„...,x„z, y),<?>*+i(yi,..., y,+i)> + 

+ <У^.^ф1Х„...,Х„ Y) - V^.rM^i^---^b Z), <P,+ i(y„ ..., y, + i)> = 

= <(p,+ i(Zi, . . . ,X„ [Z, y]) + % ' Z , <p'y, (p,{X^,...,X,)), (p,^,{Y„ ..., y* + ,)> , 

<<?>,+2(^1, . . . ,X„ y, Z) - <p,+2(^i, . . . ,X„ Z, y), (p.H.̂ Ci'i, ••-, >; + 2)> = 

= < % ' Z , ф'У, %(Zi, . . . ,Z, ) ) , <p,+,(y„ . . . , y,+2)> • 

Aus der zweiten und der letzten Gleichung ersieht man, dass die Werte (pii^i, •.., X^ 
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im Punkte и e Q nur von den Werten der Vektorfelder in diesem Punkt abhängen. 
Für alle к und für jeden Punkt и e Q ist also ф/̂  eine multilineare Abbildung von T„(ß) 
auf ^0^(„). 

Definition. Die 2fc-lineare Form 

(3) /i,(X„ ..., X,; r , , ..., Y,) ^ {(p,{X„ ..., X,), cp,{Y,, ..., 7,)> 

heisst der fc-te metrische Tensor der Abbildung cp resp. der Mannigfaltigkeit V = (p(Q). 
Der Rang des fc-ten metrischen Tensors ist im Punkte и e Q gleich der Dimension 
des Raumes ^O^^^y 

Satz 1. Ist M der euklidische Raum E^^ und С eine Kurve auf Q mit dem Tangen-
tenvektor X im Funkte и e Q und besitzt die Kurve (p{C) cz V im Punkte (p{u) die 
Krümmungen x^, KJ, ..., dann ist 

^ ^ ЫХ;Х)Г' 

WO а den Winkel zwischen der k-ten Normale der Kurve (p{C) und dem Oskulations-
raum der k~ten Ordnung der Mannigfaltigkeit Vim Punkte (p{u) bezeichnet. 

Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des Satzes von MEUSNIER und auch der 
Bev^eis ist ganz analog. Der Satz zeigt die geometrische Bedeutung der Tensoren /i^. 

Die Übertragung V definiert auf dem Tangentialbündel.^(M) mit der Projektion TLJ^ 
eine n-dimensionale Distribution Я : X -> Hx so, dass Тх{'^{М)) = Vx ® Hx für 
al leXGc^(M) gilt, wo Fj^dersog. Vertikalraum ist, der durch alle Tangentenvektoren 
der zugehörigen Faser gebildet ist, Hx nennt man den Horizontalraum des Tangen-
tialbündels im Punkte X. Es gilt nJ^Hx) = Г^^(х)(М), Пм{Ух) = 0. Jeder Vektor 
We TX{^{M)) kann eindeutig in der Summe W^ + W^, dargestellt werden, W^ e Vx, 
Wh e Hx' W„ resp. PF/, heisst die Vertikal-, resp. Horizontalkomponente des Vek­
tors W. Jedem Vertikalvektor We Vx kann man eindeutig durch eine Abbildung i 
einen Vektor iWe Т^м(х){Щ zuordnen, der durch die folgende Bedingung definiert 
ist: {iW)f = WF für jede differenzierbare Funktion / auf M und F auf ^ ( М ) , die 
wieder durch die Gleichung F(^Y) = 1^ gegeben ist. Die partielle Abbidlung tJVx ist 
ein Isomorfismus. Wir bezeichnen noch vW = iW^, hW = n'j^W. Es gilt dann das 

Lemma 1. Der Vektor We^{.T{M)) ist eindeutig durch die Vektoren vW, hWund 
n^^yW gegeben. 

Bemerkung. Führen wir auf 5^{M) die Riemannsche Metrik {FFj, И^2)^(м) ^^ 
ein, dass <Pfi, И 2̂)̂ г(М) = (.^Щ^ ^^гУ + ihW^, hWi} ist, wir bekommen die 
Metrik, die S. SASAKI in [3] betrachtet. 
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In Lokalkoordinaten kann man leicht folgende Behauptungen beweisen. 

Satz 2. Es sei В eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und со eine differenzier­
bare Abbildung von В in ̂ {M). Dann ist das folgende Diagramm kommutativ: 

В ^ M 

,r(B) CO' ,^fr(M)) — ^(M) 

Satz 3. Wenn die Abbildung cp = Пм о œ lokal eineindeutig ist, gilt 

(v ow')D = V '̂öto , 

Wenn coi, CO2 zwei differenzierbare Abbildungen von В in ЗГ{М) sind, die die Bedin­
gung TTjvf о C0| = TCjvf о a>2 erfüllen und wenn D e TJ^B) ist, dann gilt 

(4) £><cOi, ft)2> = <y о ĉ i Д CO2(M)> + <Ö;I(W), V О a>2^> 

(5) h о (coi + CO2)' = /г о cOi = /г о CO2 , t; о [œ^ + СО2)' = f о coi + г; о 0)2 • 

Setzen wir noch voraus, dass X eine differenzierbare Funktion auf JB ist. Wir können 
dann zu der Abbildung œ die Abbildung Xœ durch {Xœ) (b) = X{b) . œ{b) definieren 
und für diese erwähnen wir noch die Formel 

(6) [v о (Au))'] D = 2.{TÏBD) . ( V о со') D + (i)A) . oj(nßD) 

Wenn D ein differenzierbares Vektorfeld auf В ist, sind h о o)'D, v о co'D wieder 
differenzierbare Abbildungen von В in ^{M) und für ein weiteres differenzierbares 
Vektorfeld С gilt dann 

(7) Vo{ho (D'D)' С - Vo{ho œXy D = ho Û;'[C, D ] 

t; о (ü о co'D)' С - i; о (Î; о co'C)' D = v о co'[C, D] + Я(/г о соТ, h о co'D, cu{nßC)) 

Die Beweise der letzten Formeln bekommt man wieder durch direkte Berechnung 
in Lokalkoordinaten. 

Es sei Û^ ein Faserbündel über ü mit der Projektion тг̂ , dessen Faser n^ ̂ (w) = S(u) 
Vektorräume der Dimension m sind. J* soll jetzt die Menge aller Linearabbildungen 
der Räumen S(u) in T^iM) bezeichnen. Auf J* kann man wieder die Struktur eines 
Vektorraumbündels mit dem Basisraum Q x M und mit der kanonischen Projektion 
V = VQ X Vj^ einführen dessen typische Faser der Vektorraum G,„„ aller Matrizen 
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des Types (m, n) ist. Die Strukturgruppe ist die Gruppe GL{m, R) x GL{n, R), die 
auf G,„„ links nach der Regel 

(Л1, A2) e GL{m, R) x GL{n, R), GEG^„=> {Ä^, Ä2) G = Ä^GÄ - 1 

wirkt. Jeder Schnitt s des Faserbündels ^ (eine differenzierbare Abbildung s : Q -^ ^ 

heisst ein Schnitt, wenn sie der Bedingung я^ о s = id ^ genügt) induziert die diffe­
renzierbare Abbildung Ш5, o)s{^ux) = ^Mx(̂ (̂ 0) ^^1* Mannigfaltigkeit ^ in ЗГ[М). 

Wenn D ein Tangentenvektor des Faserbündels ^ im Punkte Ф„̂  ist, dann sind 
durch D die Vektoren V^D e r„(iQ), v^D e Т^{М) und für jeden Schnitt s auch 
(f о co'^) D e TÇ(M) gegeben. Es gilt aber auch umgekehrt das folgende Lemma, das 
wir wieder wegen der Einfachheit ohne Beweis erwähnen. 

Lemma 2. Es seien X e Tj^Q), Ye T^{M) und Z^ e Т^{М) für jeden Schnitt s auf ^ 
so gegeben, dass 

Zs.^s, = Zs, + ^s . , Z,, = X{u) Z, + {XX) . Фи8{и)) 

gilt. Dann existiert genau ein Vektor D e Тф^^^^), für den VQD = X, v'^D == Y und 
(v о col) D = Z^ ist. 

Weiter beschränken wir uns auf den Fall, dass M der euklidische Raum £„ oder 
die n-dimensionale Sphäre S„ ist. Es ist dann R{X, Г, Z) = г[<У, Z} X — <X, Z> У], 
8 = 0 für E„, £ = ^"^ für S^, wo Q den Radius bezeichnet. Die Formeln (2) haben 
dann die Gestalt 

(8) {ф,{Х, Y) - ф,{¥, X), Q>,(Z)> = W,{[Y, X]), <Pi(Z)> , 

(V^'z-A. + aC^i, • • - ^ . + 2 , Y) - У^,уф,^,{Х„...,Х,,„г), (p,{Y„ . . . , У,)> = 0 , 

<У^-гФ^^г{Хг,--;Х,^„ Y) - V ^ , A + i ( ^ i , ...,X,^„Z), cp,{Y„ ..., У,)> = 

= <ф,^ ,{X„ ..., X„ [Z, y]), (p,{Y„ ..., y,)> , 

<У,^.^ф,{Х, у) - V^.,iAi(X, Z) + ^2(^ , i', Z) - ф,{Х, Z, Y) -

- ф,{Х, [Z, y]), <pi(t7)> = 

= 8[W,{X), <p,iY)y <,p,(Z), cp,{U)y - <ç>i(X), (pi(Z)> <<pi(y), cp,{U)y} , 

{^,.гф,(Х„...Лъ Y) - V ^ . A ( ^ „ ...,X„Z) + .A,+ i(Xi, ..., y ,Z) -

- ф,^,{х„...,х,а, у),%(У1,..., y,)> = 
= {ф1Х„...,Х„ [z, y]), ,pjj„ ..., Y,)} , 

{ф,^^{Х„...,Х„ Y, Z) - ф,^,{Х„ ...,X„ z, Y), %+i(y„ ..., y,+ i)> + 
+ i'v^-zUXu-.x,, y) - v^.,./.,(Xi,...,x„z),<p,^i(yi,..., y,+o> = 

= <9,H-i(^i, . . . X , , [z , y]) , <p,+ i (y i , . . . , y,+ i)> 
%+i(-^i ' • ••> ^k-i> ^̂  Z) = (pt+i(Xi,. . . , Zfc_i, Z, y) . 
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Aus der letzten Gleichung folgt schrittweise für /c = 1, 2, . . . dass die Abbildungen cpf, 
in allen Argumenten und die Abbildungen il/j, in den ersten к Argumenten symmetrisch 
sind und deshalb auch der /c-te metrische Tensor hj^ in der ersten und auch zweiten 
Gruppe der Argumenten symmetrisch ist. Wegen (^cpJ^X^, ...,Xj,), (pf,_i{Y^, ..., 
..., 7fc^i)> = 0 gih auch 

(9) <iA.(Xb. . - ,^ . ,2:) , (p ,_i(7i , . . . , y , _ 0 > = - М Х „ . . . , Х , ; У 1 , . . . , 7 ,_ i ,Z) 

und aus der Bedingung i\j/jlXi, ...,Х^, Z), (Pk-ii^i^ •••̂  ^^-2)) = 0 bekommen wir 

< V , ^ A ( Z „ . . . ,X„ Z), cp,-2{Yu^-^. Y,_,)y = Й,(Х„ . . . ,X , ; У„ ..., У,.^, ^, Z), 

woraus wieder die Äquivalenz (8)2 und (8)7 folgt. Wenden wir auf die Funktion 
hi(X; y) den Vektor Z an (X, У zwei differenzierbare Vektorfelder), bekommen wir 

Zh,{X; Y) = <iAi(X, Z), ф,(У)> + <cp,{X), ф,{У, Z)> . 

Daraus durch zyklische Umtauschung unter Benutzung von (8)1 erhalten wir, wenn Z 
auch ein differenzierbares Vektorfeld ist, 

(10) 2{ф,{Х, Z), (p,{Y)y = Xh,{Y, Z) + Zh,{X, Y) - Yh,{X, Z) + 

+ h,{X, [y, Z]) + /îi(Z, [У, X]) - h,{Y, [X, Z]) . 

Wir haben also die Funktion gi{X, У, Z) = <iAi(X, У), ^i(Z)> durch den ersten 
metrischen Tensor h^ ausgedrückt. Setzen wir voraus, dass wir schon die Funktion 
OkiXi, ..., Zfe, Z, У1, . . . , Yf) = <iAfc(^b •.., ^fc. ^ ) ' 9k{Yu • • •. 5̂ /c)> durch die ersten к 
metrischen Tensoren /i^, ...,/î^t ausgedrückt haben. Wegen (9) können wir dann 
auch die Funktionen /.(X^, . . . , X „ У, Z; У ,̂ ..., У„ I/) = <iA,+ i(Xi, . . . , X „ У, Z), 
î/^;t(yi, ..., У̂ , [/)> durch die metrischen Tensoren hi, h2, ..., /î^+i berechnen. Aus 
<ф,{Х,, . . . , Z „ y), cpk+,{Y„ ..., y,+i)> = 0 folgt dann <^^.^ф,{Х,, . . . , X „ У), 
Ф,+ ,(У„ ..., y,+ 0> = -Al^^b .-., ^.+ 1, Z ; X i , . . . , X „ y). Weiterhin folgt aus (З) 
und (8)б 

(11) 2öffc + i(Xi, ..., X^+i, Z; y^, ..., У/. + 1) = Z/zĵ  + i(Xi, ..., Xj^ + ^; Y^, ..., У^+i) + 
k+i 

+ 2^Xi/zj^+i(A^+i, ..., A^ + i, У1, ..., y,-; У; + 1, ..., ŷ  + i, Z, X j , ..., Xi_i) — 
i=l 

k+1 

WO л eine Summe von Werten der Funktionen hi und /^ bedeutet. Die Funktionen 
Qk+i sind also, wenn sie der Gleichung 

(12) g,^,{X,,...,X,^,,Z;Y,,.,.,Y,^,) + 

41 



und gleichzeitig (S)^ genügen sollen, eindeutig durch die metrischen Tensoren be­
stimmt. Aus (8) —(10) ergibt sich, dass die Vektoren ij/j^ für jeden Punkt и e Q ein­
deutig durch die Abbildungen cpi in diesem Punkt und durch die Werte der Tenso­
ren hl in der Umgebung dieses Punktes gegeben sind. Wir können also durch die 
metrischen Tensoren auch die Werte 

(^ФкУ^и •••? ^k+l)^ Фк\^и •••5 ^ / c + l ) ) — ^к{^1^ ••• ' ^k+1^ ^ l5 •••5 ^/c+l) 

ausdrücken. Ein mechanischer Kalkül zeigt, dass man die Gleichungen (8)4, (8)5 
und (8)5 in der Form 

(13) Zg,{X, Z U) - d,{X, Z U, Z) - h2{X, Y; U, Z) - Yg,{X, Z, U) + 

+ d,{X, Z, U, Y) + h2{X, Z, [/, Y) = 

= g,{X, [Z, 7 ] , U) + 8[h,{X; Y) h,{U; Z) - h,{X', Z) h,{Y, U)] , 

Gk+i{^i^ • ••? ̂ b 5̂ Z; y^,. . . , Yi^+i) — ö'fc+il^i' '•••> ^b Z, Y; Y ,̂ ..., F^+i) + 

+ fk{Yu •••? Y,^+iYl^u ..., Xfe, Z) — /fc(Fi, ..., îfc+i, Z; X j , ..., Xf^, Y) = 

= ft,^,(Zi, , . . , Z „ [Z, 7 ] ; Fl, ..., Y,^,l Z^ , (Xi , . . . , X„ 7; 7^, . . . , 7,) -

- 4 ( X „ . . . , Z „ 7; 7i, ..., 7„ Z) + /i,^.,(X„ ..., Z „ Z; 7„ ..., 7„ 7) -

— YgJ^Xi, ...,Xj^, Z; 7^, ..., 7 )̂ + dJ^X^, ..., Х,̂ , Z; 7^, ..., 7^, 7) — 

— /2/^+i(7i, ..., 7fc, Z; Xi , ..., X;t5 ^) = Qk{^i^ •••̂  ^/c L ?̂ ^J* ^ь •••? ^л) 

schreiben kann und dass die Formeln (8)3 und (8)5 zugleich gelten. Die Gleichungen 
(13) sind gewisse Bedingungen für die metrischen Tensoren /ij, die wir die IntegrabilU 
tätsbedingungen nennen. 

Es seien jetzt umgekehrt auf der Mannigfaltigkeit iQ die Tensoren h^ definiert, die 
die folgende Eigenschaften besitzen: 

1) hj^Xi, ...,Xj,; 7 i , . . . , 7 )̂ = K{Yi, ..., 7^;Xi, ...,Х^) sind für differenzierbare 
Vektorfelder auf Q differenzierbare Funktionen, symmetrisch in der ersten und 
zweiten Gruppe von Argumenten; 

2) sie genügen den Integrabilitätsbedingungen (13) und der Bedingung (12); 

3) es existiert / so, dass hi + i, hi + 2-> ••• Nulltensoren sind; 

4) die Ränge aller Tensoren hi sind konstant und für ihre Summe 5 gilt s ^ n; 

5) wenn hk{X^,..., Xj^; 7^, . . . , 7 )̂ = 0 für alle Z^ , . . . , Xp. ist, dann ist auch gk{X^,..., 
. . . , Z , ^ i ; 7 i , . . . , 7,) = 0, / z , ^ i ( X „ . . „ Z , + i ; Z , ^ „ 7 , , . . . , 7 ,)==0 für alle 
X^, . . . , Xi^+2-

Wir konstruieren über Q das Vektorraumbündel ^ mit den Fasern S{u) = 
i 

= ® (®'^«(ß)) und bezeichnen mit J* die Mannigfaltigkeit aller Linearabbildungen 
i = l 
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der Räumen 5(и) in Т^{М) mit den Projektionen VQ, V^ auf Q und M. Es sei ß с Jf 
die Untermenge der Abbildungen Ф„̂  e ^, die den Beziehungen 

(14) / 0 ( f e # / ) 
<Ф„,(Х1 ® . . . ® X,), 0 j 7 i ® ... ® rO> = < , 

\ / î , (X i , . . . ,Z , ;y i , . . . , y,) ( fe=0 

genügen. 

Lemma 3. В ist eine differenzierbare Untermannigfaltikeit von Ш. Der Beweis 
folgt bei der Benutzung des Satzes für implizite Funktionen unmittelbar aus den 
Bedingungen 4) für die Tensoren h^. 

Wir definieren weiter auf В eine Distribution А so, dass wir für alle Ф^^ e В eine 
Linearabbildung von T„(ß) in Тф^^.Щ konstruieren und der Wert der Distribution А 
im Punkte Ф„̂  soll das Bild dieser Abbildung sein: jedem Vektor Z G TJ^ ordnen 
wir den Vektor D^ ^ ^ФuSß) ^^' ^^^ ^^^^ ^ ^ ^ Lemma 2 durch die Vektoren v^D^ = 
= Z, v^Dz = ^Mx(^)' {p ° ^s) ^ z für jeden Schnitt s auf Sf gegeben ist. Die Vektoren 
{v о 0)̂ ) Dz sind für jeden Schnitt s = X^ ® >.. ® X^ {X^, X2, ...Xj^ differenzier­
bare Vektorfelder auf Q) so festgestellt, dass 

(15) {voCo:)Dze ® Ф,,{®%{и)), 
i = k - l 

ф о « о D^, Ф^,{¥, (g) ... 0 y,_i)> = -h{Yi, ..., y,_i, Z;X„...,X,), 

<(ü о 0)0 Oz, ^„.(î 'i ® . . . ® y*)> = 3,(Xi, ..., X „ Z; Y„ ..., Y,) , 

Ф о ft>;) öz, Ф„ДУ1 ® ... ® y,+ i)> = / î ,^i(Xi, . . . , Z „ Z; У1, . . . , y,^i) 

ist. Die Bedingungen des Lemma 2 sind dann erfüllt und nach (12) ist wirklich 

Satz 4. Die Distribution A ist auf В r-dimensional und involutiv. 

Beweis. Die erste Behauptung folgt aus der Bedingung VQD^ = Z. Für zwei 
differenzierbare Vektorfelder X, Y auf Q ist nach (13) [D;^, Dy] = D^X,Y} ^ '̂̂ ^ ^^s 
gibt die zweite Behauptung. 

Aus den letzten Satz folgt, dass es für jeden Punkt В eine einzige maximale zu­
sammenhängende r-dimensionale Integralmannigfaltigkeit W der Distribution А 
gibt. Genau wie in der Arbeit [2] kann man beweisen, dass VQ(W) = Q. Da VQ ein 
Isomorfismus zwischen Tф^J(W) und T^^{Q) ist, ist PF eine Überlagerungsmannigfaltig­
keit Q. Die Abbildung v^ ist eineindeutig auf jeder zusammenhängenden Komponente 
der Menge Wn VQ^{U), WO U ein einfach zusammenhängender Gebiet auf Q ist. 
Die Abbildung v̂ f̂ ist wegen des konstanten Ranges r auch lokal eineindeutig, aber 
nicht notwendig eineindeutig. Deswegen werden wir sagen, dass F = VM{W) eine 
verallgemeinerte Überlagerungsmannigfaltigkeit der Mannigfaltigkeit Q ist. Wenn 
Xi,,,.,Xk differenzierbare Vektorfelder auf Q sind, м e ß und Z e T^{Q), q> ~ 
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= Vj^jWo VQ \ dann ist (p'Z = Фих{^) und wegen (15) folgt aus dem Satz 3 

V^-z* J ^ i ®...0X,) = Ф,1Х, ® ... ® X, ® Z) mod e Ф,1®%{й)). 
i = k - l 

Die gegebene Tensoren h^ sind also die metrischen Tensoren der Mannigfaltigkeit V. 
Wir fassen zusammen 

Satz 5. Wenn die Tensoren hi auf Q die Bedingungen 1) —5) erfüllen, dann 
existiert in M, abgesehen von der räumlichen Lage, genau eine differenzierbare 
verallgemeinerte Überlagerungsmannigfaltigkeit V, deren metrische Tensoren die 
gegebenen Tensoren hi sind, 

Bemerkung 1. Die Bedingung Rang hi = const, kann man durch die Bedingung s 
ist gleich n oder n ~ 1 ersätzen. Wenn aber die Menge der Punkten, in denen s = n 
nich zusammenhängend ist, gilt im Satz 5 nicht die Eindeutigkeit. 

Bemerkung 2. Beim Beweis des Satzes 5 könnten wir uns auf die Differenzierbarkeit 
der Klasse Ĉ "̂ ^ beschränken. 
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Резюме 

ГЕОМЕТРИЯ В ЦЕЛОМ ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ 
ПОДМНОГООБРАЗИЙ Е„ И S„. 

ЛЕО БОЧЕК (Leo Восек), Прага 

В работе определены метрические тензоры дифференцируемого отображения 
многообразия в риманово многообразие и показано геометрическое значение 
этих тензоров. В случае евклидова пространства или п-мерной шаровой по­
верхности доказано, что этими тензорами дифференцируемое отображение 
в это пространство определено глобально и однозначно до перемещения. 
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