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Czechoslovak Mathematical Journal, 17 (92) 1967, Praha

UBER GITTERPUNKTE MIT GEWICHTEN
IN MEHRDIMENSIONALEN ELLIPSOIDEN: MITTELWERTSATZE

BRETISLAV NOVAK, Praha

(Eingelangt am 5. Januar 1967)

Herrn Profesor V. JARNIK zu seinem 70. Geburtstag gewidmet

1. Einleitung. Es sei r eine natiirliche Zahl, » > 2 und sei

(1) Q(u) = O(uy) =l,j2r=:1a,ju,uj

eine positiv definite quadratische Form mit der Determinante D. Seien weiter
bys bay .oy by My, My, ...y M, 0y, 0y, ..., a, reelle Zahlen, M, >0, M, >0,...
..., M, > 0. Fiir x > 0 setzen wir

() A(x) = A(x; a;) = Y exp (Znijglfx ),

wo iiber alle Systeme u,, u,, ..., u, reeller Zahlen, fiir die
(3) Ou)) = x
und

u, =b;(modM;), j=12,..,r,
ist, summiert wird (in der Summe wird also jeder solche Punkt mit einem bestimmten
Gewicht gerechnet). Im Spezialfall
(4) w;=b;=0, M;=1 (j=1,2,..,r)

gibt (2) die Anzahl der Gitterpunkte (d. h. der Punkte mit ganzzahligen Koordina-
ten), die im Gebiet (3) liegen, an. Setzt man fiir x > 0

n2x"1% exp (2mi ) ou;)
©) V(x) = =

JD)(r2 + 1)j[='11 M,
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(5 = 1 wenn die Zahlen a;M,, a,M, ..., o.M, ganz sind, sonst 6 = 0) und
(6) P(x) = A(x) - V()

dann gilt, wie es bekannt ist (siehe [7], Seiten 54 und 74)

0 ) = o)

und (unter der Voraussetzung A(X) = 0)

(8) P(x) = Q(x"~ /%),

(Die beiden Bezichungen werden fiir x — + oo gemeint.)

Die Frage der Bestimmung der genauen Ordnung der Funktion P(x) fiir grosse
Werte x, d. h. z. B. die Bestimmung der Zahl

) . lim sup Ig |P(x)

x>t 1gX

ist in dieser Allgemeinheit genug schwierig. Die Liicke zwischen den Abschitzungen
(7) und (8) gelang es bisher nur in einigen Fillen zu vermindern (siehe z. B. das Li-
teraturverzeichnis in [10], besonders die Arbeiten von JARNIK). Schon in den Arbeiten
von LANDAU (siehe [7] S. 85 und weitere) wurde ausser der Funktion (6) auch deren
Mittelwert T(x) = (x~* M(x))"/?, wo

(10) M(x) = j ]P@)P dy

ist, untersucht (Landau untersucht nur den Fall des Kreises — d. h. genauer: es gilt
(4) und ist Q(u) = ui + u3).

Das Studium der Funktion (10) ist weniger schwierig und in machen Fallen, wo
die Frage der Bestimmung des Wertes (9) wahrscheinlich jenseits der Grenzen der
heutigen Kenntnissen liegt, kann das O — Q Problem fiir die Funktion (10) voll-
kommen gelost werden.

In den Jahren 1931—1941 beniitzte Jarnik zur Untersuchung der Funktion (10)
seine wirksame Methode und bewies eine Reihe von Ergebnissen iiberraschender

Genauigkeit, von denen viele einen definitiven Charakter haben (siche die Arbeiten

[1]—-[6]). In [1] und [2] wird die Funktion (10) bei der Voraussetzung (4) fiir

Formen Q der Art Q(u) = Y a;u} untersucht undunter anderem sind folgende zwei
i=1

i=
Ergebnisse bewiesen:
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I. Fiir fast alle Systeme positiver Zahlen ay, a5, ..., a, (im Sinne des Lebesgueschen
Masses im E,) ist

T(X) — O(X(r~l)/4 lg(3r+3)/2 x) .
II. Immer ist
T(x) = Q(x"~17%).

In dieser Arbeit gehen wir von der Voraussetzung aus, dass die Zahlen a;; und b;
(j, 1=1,2,..., r) ganz sind, M, M,, ..., M, sind natiirlich und beweisen Behaup-
tungen, die denen von I. und II. formal analog sind.

Wir bemerken, dass fiir die Funktion P(x) bei den gegebenen Voraussetzungen z. B.
dieses (siche [8] und [97]) bekannt ist:

Es sei r > 4. Dann ist immer P(x) = O(x"”/271'). Ist mindestens eine der Zahlen
&y, o, ..., & irrational, ist sogar P(x) = o(x"*>~') und fiir fast alle Systeme o, as, ...
..., o, (im Sinne des Lebesgueschen Masses im E,) ist

P(x) = O(x"*1g¥ x) .

Daher bekommt man, dass fiir r > 4 immer T(x) = O(x">~") gilt und im Falle,
dass mindestens eine der Zahlen oy, as, ..., o, irrational ist, ist T(x) = o(x">7").

Die beniitzte Methode (d. h. das Untersuchung der Funktion (10) auf dem Grunde
deren Ausdriicken in der Form eines Doppelkurvenintegralles) wurde von den zi-
tierten Arbeiten von Jarnik iibernommen. Die Einfluss der Koeffizienten o, o, ..., a,
ist auf dhnliche Weise wie in [9] angefasst. Eine griindlichere Untersuchung der
Funktion M(x) fiir den Fall der rationalen Zahlen oy, oy, ..., o, wird selbststindig
veroffentlicht.

2. Hilfsdtze und Bezeichnungen. Wird nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt
werden im weiteren folgende Verabredungen und Bezeichnungen beibehalten: Der
Buchstabe ¢ bezeichne (auch von sich verschiedene) positive Konstanten, die héch-
stens von der Form (1), der Zahlen M;, b; und o; (j = 1,2, ..., r) abhéngen. Die
Symbole O und Q sind zu dem Grenziibergang x — + oo bezogen und die Konstan-
ten, die in deren Definition auftreten, sind von dem ,, Typus® c. Ist ]Al < ¢B schreiben
wir kurz A < B. g, n und k (eventuell mit Strich versehen) bedeuten stets natiirliche
Zahlen, m, p und h (eventuell mit Index oder Strich versehen) sind ganze Zahlen.
Treten zugleich h und k auf, so ist (h, k) = 1 ((A', k') = 1 usw.). ). bedeutet die

(m)

Summation iiber alle Systeme m, m,, ..., m,. Fiir natiirliche p sei E, der p-dimensio-
nale Euklidische Raum.

Wir behalten weiter die Bezeichnungen von § 1 und setzen voraus, dass die Koef-
fizienten der Form (1) und die Zahlen by, b, ..., b, ganz sind, My, M,,..., M,
natiirlich. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kann man voraussetzen, dass 0 <
Sb;<M;und 0 £ o; < 1ist (j =1,2,...,r). In der ganzen Arbeit wird voraus-
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gesetzt, dass x gentigend gross ist, d. h. x > ¢. Wir definieren rekurrent die Funktio-
nen M,(x) durch die Gleichungen (¢ > 0)

mm=M@,Mwm=£Mmmy

und auf dhnliche Weise fithren wir die Funktionen P,(x), V,(x) und A4,(x) ein.
Fiir ein komplexes s, Re s > 0 sei

(1) 6() = 0(si ) = X exp (~sQ(m;M; + b) + i Ji:laj(ijj +b).

Die Reihe in (11) ist offenbar absolut und lokal gleichmissig in der Halbebene Re s >
> 0 konvergent und die Funktion O(s) ist also in diesem Gebiet reguldr.

Unter einem Integral verstehen wir stets ein (absolut konvergentes) Lebesguesches
Integral. Fiir a € E; setzen wir

a+ i

f(s) ds = IJ‘ fla + it)de,

a—i

sobald das Integral rechts existiert.
Auf analogische Weise wie in [5] stellen wir fest, dass das folgende gilt:

Lemma 1. Fiira > 0,b > 0,0 < 1ist

a+io pb+io ,
(12) Me(x) = - 21—2‘[ J M &6 ds ds” + O(xp—l) ,
m

7 I\p
b—io SS(s + 5,

a—iwo

‘wo
12 exp (2mi Y. a;b;)
= s

o

(13) F(s) = 6(s) -

und

(14) G(s') = F()

ist (fir peE, bedeutet z/ hier und auch weiter denjenigen Zweig von z* in der
Halbebene Re z > 0, der positiv fiir positive Werte von z ist). Fiir § = 0 verschwindet
das O-Glied in (12).

Fiir die weiteren Erwigungen sind die Transformationseigenschaften der Funktion
(11) wesentlich:
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Lemma 2. Sei Q die zu Q reziproke Form, Re s > 0. Dann gilt

— m.
20t~ )
(]5) @(S) = ; 2 zsh,k,(m) exXp| — L=,
2nih\"? (m) 2 2nih
\/(D)HMI S - — k § — ——
j=1 k k

wobei
(16)

- .h 2ni & m; 2
Sk = 2 exp(— 2mi p Q(a;M; + b;y + o _21 o (a;M; + b)) <k

G1,82,500050r= j= i

ist.

Beweis. Siche z. B. [5], Hilfssdtze 3A und 4. Den Verlauf des Beweises, der in
dieser Arbeit unter der Voraussetzung (4) gegeben ist, kann man auch auf diesen
allgemeineren Fall iibertrdgen (siche auch [7], Seiten 150—151).

Wir geben noch einige bekannte Eigenschaften der Fareyschen Briiche, die zu \/ x
gehoren, an d. h. der Briiche der Form h/k, wo k < \/x (siehe z. B. [7], Seiten
249-250): Sind h'[k’ < h/k < h"[k" drei nacheinander folgende Briiche dieser Art
(d. h. dass zwischen h'[k’, h"[k" genau ein Fareybruch, der zu \/ x gehdrt, nimlich
h[k, liegt) ist notwendig hk’ — h'k = 1, h"k — hk" = 1und \/x < k + k' £ 2 /x,
Jx < k + k" £ 2 /x. Bezeichnet man also

(a7) %M=<2nh+h’ 5 h+h),

T
k+ K k+ k"

ist fiir t € B, ,

| ” ’
(18) it_ x(h-i—h _hh h+h>< 2n
|

k+ k' k'k k+k)T kyx
Alle Intervalle B, , sind punktfremd und bedecken offenbar die ganze reelle Achse.
Lemma 3. Sei s = 1/x + it. Fiir |t — 2nh[k| < 1]k \/x (speziell also fir t € B, )
ist

cRx

k2(1+x2 t_27r_h ’
k
2\r/4
k'/2<1+x2(t —2—7:'>>

x"%exp [ —

(19) o(s) <

’
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wo wir

j— m.
20 R, = min —L — ok
( ) k ml,mz,..,,m.«Q (MJ ’ >

setzen. Ist |t| < 1[/x und & = 0 (d. h. mindestens eine der Zahlen o, M,, a,M,, ...
., o.M, ist nicht ganz), ist

(21) @(S) < x(rr2)/4
s

Beweis. (19) bekommen wir sofort aus (15), (16) und (20). Ist nun |¢] < 1//
und & = 0, ist notwendig R, > 0 und aus (19) ergibt sich

cx
X2 exp <— __3—2)
1+ x*t < x4

o)
s (1 + xth)(r+2)/4

da die Funktion &%~ fiir & €0, + o0) beschrénkt ist.

3. Beweise der Hauptsiitze. Satz 1. Fiir fast alle Systeme oy, o, ..., o, (im Sinne
des Lebesgueschen Masses im E,) ist

(22) M(x) — O(X(r+1)/2 ]g3r+2 )C) ’1)
d. h.
T(X) — O(X(r—l)/4 lg(3r+2)/2 X) .

Der Beweis des Satzes zerteilen wir in einige Abschnitte. 1) Ist R, = 0 fiir irgend-
ein k, sind notwendig alle Zahlen oy, o5, ..., , rational und diese Systeme bilden
eine Menge vom r-dimensionalen Lebzsgueschen Mass Null. Wir werden also im
weiteren immer voraussetzen, dass R, > 0 fiir alle k (also ist auch § = 0). Nach (13)
und (14) ist also

(23) F() = 66). G) = 8
und fiir die Funktion G(s) gelten zu (19) und (21) analoge Bezichungen. Setzen wir

2n -
¢ x—1/2

NG

(fiir t € E; bedeutet [¢] den ganzen Teil der Zahl t) und sei g > 1. Nach dem Lemma 1
(fir a = b = 1/x) kann man

e wioy <[ [ 0005

dedr’
o ‘ss s+ ”I

) Fir r = 2, 3 kann man eine stirkere Behauptung beweisen, die fir alle Systeme a,, a5, ...
. o, gilt: M(x) = O(x? Ig x) fir r = 3 und M(x) = O(xs/z) fir r = 2. Eine allgemeine Formel
fur d1e Abschitzung der Funktion (10) wird in Comment Math. Univ. Car. 8, 4 (1967) veroffentlicht.
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schreiben (immer setzen wir 5 = (1/x) + it und 5" = (1/x) + it'). Nachdem in der

angefiihrten Bezeichnung e*¢*+") < 1 ist, gilt mit Riicksicht auf die Symetrie des
Integrandes in (24) die Beziehung

(25) M(x) < Ty + T, + Ts,
WO Wir

T, = f > 16(s) 6()

oy |88'(s + s
2w

e [ ] I00 J j oot

cwdaw [sS(s + 5 cw |s5(s + 5)
o |9 _, _,
T, —j () OG) 4 41 + R CLOLCICH Y
]ss(s+s)" —w |ss’(s + 5Y)
bezeichneten. Nach (21) ist

2w t ’
(26) T, < x’/””J U (_——x d - )dt < x{r+ze-brz

o \Jo (L +x(t—1)

Bei der Abschitzung der Integrale werden wir ohne weiteres die folgenden Beziehun-
gen benutzen (siche (17) und (18)):

f 96) 66 4, _ 'Z lo(s) 0)

|ss'(s + s )” A=Y elss'(s + s )”]

KEYx h=1) _opkyx

2nih .
0 clkyx C <S + k ) @(S )
< dt
g 2nih . 2nih "1
s+ ——)|s+s + —
k k t
u. desgl.

Ist weiter l ]e%hk, | I > 2w, | | < wund h > 0 ist nach (18) |s| = |1/x + it! >
> hlk, |s + s ] > h/k und also mit Riicksicht auf (19) und (21) ist

( 124 w z i xr/4 k pt+1

T, € x" - .

2 _[ k<vx h=1 R;/4 (h)
c/k/x r/4

.j (T_x—lzk_—-> €xXp <'_ T—?kaﬁ) du dt, .
o k*(1 + x*u?) k*(1 + x*u?)

elkyx r/4
J ( 2 Xsz 2 ) exp <- 2 Ckaz 2 )du <
o K*(1 + x*u?) k*(1 + x*u?)
V(Ri/k2x) © xR r/4
< J du +f ( k ) du < \/(Ry[k?x)

2.2,.2
0 J(Ryfkix) \K“X U

Nachdem
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(fiir » > 2) und

clky/x xR r/4 cR.x
f <2 kzz) exp(——T kzzu>du<
o k(1+xu) k(1 + x*u?)

< J(RyJix) f - du < (R I

(firr r = 2)
gilt (die Funktion &%~ ist fiir & € <0, + o) beschrinkt), bekommen wir

(r+2)/4 " o x4 ak \/ k.
T, <x Y Z—«h Igxdi’ <

o ksvx k=1 RY/* k/x

k? 1
(r—1)/2 r24p—1
<X Ig xkéz;/x Rh_h,(‘r—zw <X k;x ReT
d. h.
1
r/2+p—1
(27) T, <x k;x R£r~2)/4'

Wir schitzen weiter Tj ab:

rfw [6() 6] 4, 4, <f f OG) + [0 4, 4

e+ Flon
f f_w#ﬂ%)f% de dr’ <J f i @ﬁs(ﬁ_s)(f) de dy’
und also
(28) f @Es (t)D dedt .

Es sei t = w und bezeichnen wir

(29) T=r—_d’__p.

Nachdem (xt = xw > Jx)

[+4] ’ ) p—1
(30) J 4 < 1] _du
t=1/x ’ 1 ’ t
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gilt, bleibt zur Abschitzung des Ausdruckes (29) fiir ¢ — 1/x > w das folgende
Integral iibrig:

t—1/x dt,
J 1 &
¥ t' <— 4+t - t')

Nachdem

t—1/x ’ t—1/x ’
(31) A 4
. ,<1 > . -ty
t{—-+1t—1t
X

p—.z t—1/x 1 1 1 d ,
=X — + + t =
L <t2t' 2t —1) ot — z’)2>

1
N G [ TR

12 wx ™1 t

t—w

bekommt man mit Riicksicht auf die Beziehungen (1 > w + 1/x) Ig(t — 1/x) <
<lgxt, lg(t — w) <lgxt, Ilgw < Igxt und Ig x < lg xt sofort aus (31)

(32)

<

" t,l+'t_t," t xt t t
X

Aus (29), (30) und (32) folgt

j"”" dt’ < x?~1lg xt . xP1 xpod
p g Xt

p—1
T<®

t

Durch Einsetzung in (28) ergibt sich mit Beniitzung von (19) (fiir t€ B, h > 0
ist t > hfk)

0 2 3|2 0 2
T, <xp-—lj\ l@(s)‘ :2-|@(s)| dt < x2+e=1 Z z 1k

k<vx h=1 R,'c/2 h?

elkvx xR, /2 cRyx
: 12(1 22 eXpl — 73 2,2 du.
o k(1 + x*u?) k*(1 + x*u?)

Das letzte Integral rechts kann man &dhnlich wie bei T, durch den Ausdruck
¢ \/(R;[k*x) abschitzen. Im Ganzen ist

1 k ' 1
33 T xr/2+p—1 . < xr/2+p—1 .
(33) 3 < k;/x Rl(‘r—l)/i Jx < W&x RE-D12

Nach (25), (26), (27) und (33) bewiesen wir bisher diese Behauptung:
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Behauptung A. Sei ¢ > 1 und sei mindestens eine der Zahlen g, a, ..., q,
irrational. Dann ist

. 1
(34) M) < w278 Y g

(Er ist R, < 1 fiir alle k und so ist

\/x < Z (r Hr—2)/4 k;xﬁfcr}—wz )
2) Wir untersuchen nun also die Summe in (34). Wir betrachten zuerst, dass fiir
(ug, usy ..., u,) €E,
Qu;) >j—fn2ax rl“ilz > Qu))
ist. Bezeichnen wir also

P, = max min |m — osz,-k| ,
j=1,2,...,r m

dann schrénkt sich die Abschitzung der Summe in (34) auf die Abschétzung von

1

r—1

ksvx Py

ein. Wir beweisen zuerst die folgende Behauptung (siche [9] Lemma 6):

Behauptung B. Sei 0 < A < B und sei W(A, B) die Menge aller (uy, u,, ..., u,) €
€E, A<u; <B (j=1,2,..,r). Fir p20, m; >0 (j=1,2,...,r) sei
M(p; my, my, ..., m,) die Menge aller (uy, u,, ..., u,) € W(4, B) so, dass

2B .
'mjuj - mluil = o (j=23,..,7)

ist. Seien weiter ky, ks, ..., k, nichtnegative ganze Zahlen. Wir sagen, dass die
Menge M(p; my, my, ..., m,) zur Klasse [p;ky, ka, ..., k,] gehért, wenn 2% <
" <m; <297 (j=1,2,..., 1) ist. Dann gilt: Es existiert eine Menge R(A, B) =
< W(A, B) vom r-dimensionalen Lebesgueschen Mass Null so, dass zu jedem
(B1s Bas ---» By) € W(A, B) — N(A, B) es ein p, gibt so, dass fiir p = p, und alle ky,
ks, ... k, der Punkt (By, B2, ..., B,) hichstens in

24(p + 1)?

U(p; kl,kz,...,k)—[ A ,131 (k; + 1)2].

Mengen M(p; my, my, ..., m,) der Klasse [p; ky, ks, ..., k,] liegt.
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Beweis. Fiir u; € (4, B) sei N(u;) die Menge aller (u,, us, ..., u,) € E,_,, fiir
die (uy, uy, ..., u,) € M(p; my, my, ..., m,) ist. Die Zahl u; muss also in einem Inter-
vall der Linge hochstens 4B 27Pm; ! (j = 2,3, ..., r) liegen. Bezeichnen wir mit g,
das n-dimensionale Lebesguesche Mass, so ist

1(M(p; my, my, ..o m,)) S f Bu,_l(ift(ul)) qu, < (BB A)

4 20" Vpm, ...om,
Die Anzahl der Mengen M(p; my, m,, ..., m,) der Klasse [p; ky, ks, ..., k,] ist
hochstens 2% %2 %k Sei N(p; ky, ks, ..., k,) die Menge aller (uy, u,, ..., u,) € E,,

die in mehr als U(p; ky, ks, ..., k,) Mengen MM(p; my, my, ..., m,) der Klasse
[p; ky, ks, ..., k,] liegen. Offenbar ist

(4B) okithat ks
(NR(p; ki, kyy oo k) S <
! ( (P 15 K2 )) (U(p; ks Ky oo kr) + 1) op(r—1) gkatks+...+kr

(4B)’

o 0TI 0

(sind A, As, ..., A, = E, messbare Mengen, ist das Mass der Menge der Punkte,

welche mindestens in k diesen Mengen liegen hochstens k™' )" (%) gleich).
=1

Sei endlich (4, B) die Menge aller (uy, u,, ..., u,) € E,, die in unendlich vielen
Mengen R(p; ky, ks, ..., k,) liegen. Da die Reihe

< 1

pkisk2yeee, kr=0 (p + 1)2 H(k-’ + 1)2
j=1

konvergent ist, ist notwendig ,(%(4, B)) = 0. Ist nun (B4, B, ..., B,) € W(4, B) —
— N(A, B), so liegt (By, B2, ---» B,) nur in endlich vielen Mengen R(p; ky, ks, ..., k,)
und es gibt also ein p, so, dass fiir p = p, und alle ky, k,, ..., k, der Punkt (B4, B2, ...
..., B,) nicht in der Menge STl(p; ki ks, .., k,) liegt, d. h. fiir p = p, und alle ky, k,, ...
...y k, liegt der Punkt (By, B, ..., B,) hochstens in U(p; ky, ks, ..., k,) Mengen
M(p; my, my, ..., m,) der Klasse [p; ky, ks, ..., k], w. z. b. w.

Nun beweisen wir schon leicht die

Behauptung C. Es gibt eine Menge 9t vom r-dimensionalen Lebesgueschen Mass
Null so, dass fiir (oy, @z, ..., %) ¢ N

< \/(x) g3 +2 x

(35) )

kSyx Pt

ist.
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Beweis. Nachdem wir Systeme (o, 0z, ..., ), firdie0 S o; < 1(j = 1,2, ..., r)
ist, betrachten und nachdem die Vereinigung abzihlbar vieler Mengen vom Lebesgue-
schen Mass Null wieder eine Menge mit dem Lebesgueschen Mass gleich Null ist,
geniigt es folgendes zu zeigen:

Sind 0 < E < F <1 gegebene Zahlen, dann gibt es in dem Wiirfel W(E, F)
(siche Bezeichnung von der Behauptung B) eine Menge R,(E, F) mit dem
r-dimensionalen Lebesgueschen Mass gleich Null so, dass fiir (ay,0,,..., )€
€ W(E, F) — %(E, F) (35) gilt.

Wir setzen in der Behauptung B

A=1 min L, B=1~ max L
Fj=1,2,. - M: E j=1,2,... M;

J

und sei N,(E, F) = ¢(N(4, B)), wo

(p(uly Uzy oeny ur) = <

1 r
1 s Y 1 fir (uy, uy .., u,)€E,, [[u; #0
Mu;, M,u, M,u, j=1

ist. Offenbar ist u(R,(E, F)) = 0. Ist nun (o, s, ..., o) € W(E, F) — R,(E, F), ist
auch

! > ! ERERE) ! € W(A, B) - gt(A, B)
oclMl azMz o.M,

und es gibt also ein p, so, dass die Ungleichungen

m

0’ Iaij oMy

My <2_§

=2p

PZp

hochstens U(p; ky, ks, ..., k,) Losungen in natiirlichen Zahlen m,, m,, ..., m, be-
sitzen, fiir die 2 < m; <2%*! (j=1,2,...,r) gilt (ky, ks, ..., k, sind nicht-
negative ganze Zahlen). Man kann voraussetzen, dass die Zahl p, so gross ist, dass
aus P, < 277 die Beziechungen [o;M k] > 0 (j = 1,2, ..., r) folgen. Offenbar ist

1 _
— < opo(r 1)\/)6 <\/x.
ksyx Py
2Pop, >1
Es geniigt also zu zeigen, dass
(36) Y oo <V x
ksvx Py
2Pop, <1

ist. Sei p = po und 1/22** < P, < 1/2” fiir irgendein k < ,/x. Fiir passende natiirli-
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che my, m,, ..., m, ist dann

|ochjk — mj| <%} (j=12..7r)

d. h.
Il'i——lesiB (=23...7).
oMy oM 20
Fiir 2 < m; < 29*'(j = 1, 2, ..., r) kann dieses nach der Behauptung B hochstens
in

21(1 r
U(pa kls kZ; L] kr) = [W (P + l)zjgl(kj + 1)2]

Fillen vorkommen. Wir bemerken, dass (k < /x) notwendig m; < \/x ist und also
M < x (j=1,2,...,r). Weiter ist U(p; ky, ks, ..., k,) = 0 fiir p > lgx. Umge-
kehrt, wihlen wir p = p,, my, m,, ..., m, gibt es hochstens ¢ Werte von k, die den
Ungleichungen Iaijk - mjl < 1/2(j = 1,2, ..., r) geniigen. Man kann also

)

<3
k<dx P,'(—1 2pr—1)
2Pop, <1

1 2(p+1)(r—1)+k1

(p + 1711 (ks + 17

schreiben, wobei iiber po < p <Igx und 2" < /x (j = 1,2, ..., r) summiert wird.
Daher bekommen wir sofort (36) und so auch die Behauptung C.

3) Wir beenden nun den Beweis des Satzes. Von den Punkten 1) und 2) folgt, dass
eine Menge 9 vom Lebesgueschen Mass Null existiert so, dass fiir (o, o, ..., &,) ¢
¢N,o>1

Mg(x) < x(r+2p—1)/2 1g3r+2 x

gilt. Ist nun ¢ > 1 kann man
2x
mu@ijwmw=mm%Mm

schreiben, d. h.

M(x) = M, (x) < 2 (My(2x) — My(x)) < x0H /2 1g¥7+2
X

Es gilt also auch die Behauptung des Satzes.?)

0
2) Der Beweis der Behauptung C beruht auf der Konvergenz der Reihe Y (1 /kz). (Durch die
k=1

Wahl einer langsamer konvergenten Reihe kann man den Exponent bei dem Logarithmus in (22)

etwas verbessern.) Eine dhnliche Idee ist in den analogischen Lemmas von Jarnik (z. B. [1], § 3)
beniitzt.
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Satz 2. Sei eine beliebige Form(1) gegeben und es seien by, b, ..., b,, My, M, ...
.oy M, und oy, a,, ..., a, beliebige reelle Zahlen, M, > 0, M, > 0, ..., M, > 0.
Ist Re A(x) % 0 bzw. Im A(x) % 0 dann gilt

(X
(37) lim inf x~*3/% | max (0, Re P(y))dy > 0,

x—=+ o0 Jo

lim inf x~**3/* | max (0, —Re P(y))dy > 0

x>+ Jo

bzw.

(38) lim inf x~**3/% | max (0, Im P(y))dy > 0,
x—+ o0 Jo

lim inf x~**3/% | max (0, —Im P(y))dy > 0.

x—+ o0 Jo

Wenn also A(x) = 0 ist, ist auch

(39) limjnfx*’””“J‘le(y)[ dy >0
x>+ 0
d. h.
(40) ]imjnfx‘““”2 M(x) >0, lim+infx‘('_”/4 T(x) >0
und also

M(x) = Q(xT*V2) und T(x) = Q(x~ 1)

‘Beweis. Sei 0 < 1] < 1; < ... die Folge aller Werte Q(m;/M; — ;) > 0 fir
ganze my, my, ..., m, und .

r

a, =Y exp(2miy,

; J
i), —m),
i=1 M;

wo itber alle Systeme my, my, ..., m,, firdie Q(m;/M; — «;) = 4, ist, summiert wird.
Im Speziallfall M; = M, = ... = M, = 1 bewies Landau (siehe [7], Seite 25) fiir
‘0 > r/2 die folgende Identitit (J, ist die Besselsche Funktion I. Art mit dem Index v):

x(r+2o/4 & T2 (2n J(AL
(41) A (x) = Vi(x) = Py(x) = v Z a, =2 /'I_L:Er+ 2:)//(4 ) :

=) [T,

Mittels einer Transformation (M,M;a,; statt a,;, b;/M; statt b;, ;M ; statt o; fiir
j=1,2,...,r) ist leicht zu sehen, dass (41) auch im allgemeinen Fall gilt. Weiter
schreiten wir genau wie Jarnik in [1], S. 81—83 fort und beweisen die Beziehungen

622



(37) bzw. (38); (39) ist deren unmittelbare Folgerung und (40) folgt aus (39) mit
Benutzung der Ungleichung

j :IP(y)I dy < J(x M(x)).
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