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YEXOCJIOBALKUIM MATEMATHUYECKUI XYPHAJ

Mamemamuyeckuii uncmumym Yexocaosayroii Akademuu nayx

T. 18 (93) IPATA 28. 3. 1968 r., No |

UBER U-HOMOMORPHISMEN UND HOMOMORPHISMEN
DER GANZEN [-HALBGRUPPEN AUF [-HALBGRUPPEN
MIT DER GUTEN ARITHMETIK

OLpRricH KowaALskl, Brno

(Eingegangen am 26. Januar 1965)

Unter einer I-Halbgruppe versteht man eine Halbgruppe mit einem Einselement,
die zugleich ein Verband ist und die folgende Distributivgesetze erfiillt:

albuc)y=abuac, (buc)a=bauca.l)

Wir bezeichnen mit e das Einselement, mit O das Nullelement in L(d. h. ein solches
Element, daBB 0.x = x.0 = O fiir alle xe L gilt); wir werden weiter die Zeichen
<, < fiir die Halbordnungsrelation des Verbands L benutzen. (Siehe BIRKHOFF [1],
S. 280—281.) In folgendem werden wir ausschlieflich I-Halbgruppen ohne 0
betrachten.

Sind alle Elemente von L ganz, d. h. <e, so nennen wir auch die I-Halbgruppe L
ganz, in anderem Falle nennen wir L nichtganz. Eine I-Halbgruppe L erfiillt die
Maximalbedingung, wenn jede Kette von der Form a; < a, <a; <...<ein L
endlich ist.

Als Homomorphismus bezeichnen wir eine solche Abbildung ¢ von zwei [-Halb-
gruppen L, L, daB

(1) o(ab) = ¢(a) - ¢(b)

() ¢(a v b) = ¢(a) v o(b)

@) ola n b) = ¢(a) N @(b)

fir je zwei a, be L gilt. Ein 1-1 Homomorphismus ist ein Isomorphismus. Von

einem U-Homomorphismus spricht man dann, wenn mindestens die Regeln (1), (2)
erfiillt sind.

Eine [-Halbgruppe heilit normal, wenn es zu je zwei Elementen a < b € L genau
ein Element ¢* bzw. c¢** gibt, so daBl a = bc* bzw. a = ¢**b gilt.

1) In der franzosischen Literatur sagt man ,,gerbier réticulé. Vgl. DUBREIL-JACOTIN [2].



Eine ganze [-Halbgruppe ist dann und nur dann normal, wenn die folgenden Be-
dingungen erfiillt sind:

(I) Zu je zwei Elementen a < be L gibt es Elemente c*, ¢**, so daf a = bc*,
a = c**b gilt.

(I1) Aus jeder Ungleichung der Form ac < bc oder da < db folgt a < b. (Vgl.
Dubreil-Jacotin [2].)

Ein Element p < e heilt Primelement, wenn aus den Beziechungen a < e, b < e,
ab < p immer entweder a < p oder b < p folgt. Es sei Leine ganze [-Halbgruppe,
welche die Maximalbedingung erfiillt, dann gibt es zu jedem Element a < e minde-
stens ein maximales Element q < e, so dal a < ¢ gilt. Alle maximalen Elemente
q < e einer [-Halbgruppe L sind ihre Primelemente, welche wir die maximalen
Primelemente der I-Halbgruppe L nennen.

Man sagt, daf3 in einer ganzen I-Halbgruppe L die gute Arithmetik (kurz: g. A.)
gilt, wenn sich jedes Element a # e als Produkt von endlichvielen miteinander
vertauschbaren maximalen Primelementen darstellen ldft, wobei diese Darstellung
bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig bestimmt ist.z) Diese Eigenschaft
ist dquivalent der Gesamtheit der obigen Bedingung (I) und einer neuen Bedingung
(III): Jedes Element a # e lift sich bis auf die Reihenfolge eindeutig als Produkt
von endlichvielen Primelementen darstellen.

Der Begriff ,,die gute Arithmetik** wurde von Illysireiidep eingefiithrt, und zwar
in der zuletzt erwdhnten Form. (Siehe [6].)

Es gilt

Satz A. In einer ganzen I-Halbgruppe gilt dann und nur dann die gute Arithme-
tik, wenn sie normal ist und der Maximalbedingung geniigt.

Der Satz ist in meiner Arbeit [5] bewiesen.

Ulysreiidep [6] hat ein anderes Axiomensystem gefunden, welches in einer ganzen
[-Halbgruppe die gute Arithmetik versichert.’) Ein verwandtes Problem ist die
Untersuchung der Homomorphismen einer ganzen [-Halbgruppe auf die [-Halb-
gruppen mit der g. A. Ist eine ganze I-Halbgruppe L mit der Maximalbedingung in
eine nichtganze I-Halbgruppe L mit speziellen Eigenschaften cingebettet, so kann man
auf L die sogenannte Artinsche Relation definieren, welche einen Homomorphismus
von Lauf ihre bestimmte Faktor-I-Halbgruppe mit der g. A. gibt. (Fiir den kommu-
tativen Fall siche Dubreil-Jacotin [2] und Fuchs [3], fiir den nichtkommutativen
Fall siche meine Arbeiten [4] und [5].) In [5] habe ich zu jeder ganzen I-Halbgruppe L

2) Bei Dubreil-Jacotin [2] wird ein etwas allgemeinerer Begriff ,,gerbier de Dedekind** studiert.
Hier wird die Eindeutigkeit der Produktdarstellung in einem etwas abgeschwichten Sinne befasst.

3) Die analogischen Betrachtungen iiber die ,,gerbier de Dedekind‘“ kann der Leser im Buch
[2] finden.
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mit der Maximalbedingung spezielle Faktor-I-Halbgruppen mit der g. A. kon-
struiert, und zwar ohne Voraussetzung, daB sich Lin etwas einbetten 148t. Uberdies
konnen die entsprechenden Homomorphismen als eine natiirliche Verallgemeinerung
der ,,Artinschen‘ aufgefasst werden.

Die Methoden der Arbeit [5] sind auch zu U-Homomorphismen anwendbar.
Hier zeigen wir, wie man alle verschiedenen Typen von U-Homomorphismen und
Homomorphismen von L auf [-Halbgruppen mit der guten Arithmetik konstruieren
kann.

Zufolge O. BorUVKA ([7]), unter einem Gruppoid auf einer Menge M verstehen
wir eine Abbildung G : M x M — M.

Satz 1. Es sei Leine ganze l-Halbgruppe, welche die Maximalbedingung erfiillt
und auf einer Menge M definiert ist. Dann

1) Gibt es eine kanonische Abbildung f{, welche je zweien, auf der Menge M
definierten Gruppoiden 4G, Gy, einen U-Homomorphismus {(,G, G,) von L auf
eine I-Halbgruppe mit der guten Arithmetik zuordnet.

2) Jeder U-Homomorphismus ¢ von L auf eine I-Halbgruppe L mit der guten
Arithmetik ldft sich in der Form y o f(MG, GM) schreiben, wo die Gruppoide G, Gy,
auf kanonische Weise konstruiert werden und y ein Isomorphismus von I-Halb-
gruppen ist. '

Satz 2. Satz 1 bleibt giiltig, wenn wir das Wort ,,U-Homomorphismus* iiberall
durch das Wort ,,Homomorphismus‘ ersetzen.

Bevor wir zu den Beweisen iibergehen werden, wollen wir hier eine Reihe von
niitzlichen Begriffen und Resultaten zusammenfassen.

Unter einer Relation in der I-Halbgruppe L verstehen wir jede Untermenge # der
Produktmenge L x L. Ist # eine Relation, so werden wir statt (a, b)e% auch
a = b(#) schreiben. a < b(#) bedeutet, daB (a, b)e # und (b, a) ¢ # ist. Wit
definieren eine symetrische Relation %° durch die Bedingung (a, b)e #° < a <X b,
b < a(#). (a, b) e #° wird auch als a ~ b(2) geschrieben. In dem Falle, wenn 2°
eine Aquivalenzrelation ist, werden wir statt a ~ b(%) auch a = b(%) schreiben und
die Relation %#° selbst mit (E;@) bezeichnen. Eine Relation # heif3t

transitiv, wenn
a = b(ﬂ), b= c(%):a =< c(.%),
stabil, wenn
a X b(#), x,yeL=xay=xby),

reguldr, wenn
xay 2 xby(®), x,yeL=a=b%),



disjunktiv, wenn

a=XbR), cLdA)=>avc=ZbudR),
konjunktiv, wenn

aXb#), cLdZA)=>anc=bnd2Z).

2 heilit subnormal, wenn sie gleichzeitig transitiv, stabil, reguldr und disjunktiv ist.
Der Durchschnitt von allen subnormalen Relationen, welche eine bestimmte Rela-
tion £ umfassen, ist wieder eine subnormale Relation, welche wir die subnormale
Hiille von # nennen und mit U(%) bezeichnen. Eine Relation £ heif3t Q-Relation,
wenn sie die Ordnungsrelation {g} umfasst und wenn es zu je zwei Elementen
a < b(#) Elemente c, d, gibt so daB a ~ be(%), a ~ db(%) ist. Eine subnormale
Q-Relation nennen wir U-Relation und eine konjunktive U-Relation Normalrelation.
Die Kongruenz ist eine stabile, disjunktive und konjunktive Aquivalenz. Eine
Relation Z erfiillt die Maximalbedingung, wenn jede Folge von der Form a, <
< a; < asz < ...(%) endlich ist.
Wir werden noch folgende Resultate beniitzen (Vgl. [5], 2.22, 3.3).

Satz B. Die subnormale Hiille einer Q-Relation ist wieder eine Q-Relation und
folglich eine U-Relation.

Satz C. Erfiillt eine ganze I-Halbgruppe L die Maximalbedingung, so erfiillt jede
transitive und disjunktive, die Ordnungsrelation {<} umfassende, Relation 2%
in L die Maximalbedingung. Uberdies, zu jedem Element a € L gibt es genau ein
Element a”*, so daf b <X a(#) mit der Ungleichung b < a” dquivalent ist. (a” ist
das grifte Element x mit der Eigenschaft x X a(2).)

Lemma 1. Es sei L eine ganze I-Halbgruppe, welche die Maximalbedingung
erfiillt. Dann entspricht jeder U-Relation # in L ein U-Homomorphismus der
I-Halbgruppe L auf eine I-Halbgruppe Lmit der guten Arithmetik und umgekehrt.
Ist die Relation # normal, so handelt sich es um einen Homomorphismus und
umgekehrt. Die I-Halbgruppe L ist dann eine Faktor-l-Halbgruppe von L, L=
= L[(=2) = L|2.

Beweis. Es sei Z eine U-Relation in L. £ ist transitiv und umfasst die Ordnungs-
relation {<}, folglich ist %#° = (=%) eine Aquivalenz. Aus der Stabilitit folgt,
daB} (=) eine Kongruenz der Halbgruppenstruktur von List. Bezeichnen wir mit ¢
die kanonische Abbildung von L auf die Faktorhalbgruppe L/%. Die Relation 2
bestimmt in L/# eine Halbordnung <’ und zwar: fiir @, b € L/2 haben wir a <’ b
dann und nur dann, wenn fiir beliebige a € ¢ ~'(a), b € ¢ (), a X b(Z) gilt. Wegen
der Disjunktivitit von 2 ist ¢(a U b) ein Supremum der Elemente ¢(a), ¢(b) in L|%
und L/# wird zu einem U-Halbverband. Nach Satz C gilt in L/2 die Maximal-
bedingung und folglich ist der U-Halbverband L/.% U-vollstindig. Wegen der Un-
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gleichungen ¢(a N b) <’ ¢(a), @(a N b) <’ ¢(b) gibt es zu je zweien Elementen
a, b e L|# eine gemeinsame untere Schranke und aus der U-Vollstindigkeit folgt die
Existenz eines Infimums @ A b in L/%. Hiernach ist L/% eine ganze I-Halbgruppe
und ¢ ist ein U-Homomorphismus von L auf L/%. Wegen der Regularitit und der
Q-Eigenschaft von £ sind die Bedingungen (I), (II) in L/# erfiillt und nach Satz A
gilt in L2 die gute Arithmetik.

Ist anderseits ¢ ein U-Homomorphismus von L auf eine I-Halbgruppe L mit der
guten Arithmetik, so bekommen wir eine U-Relation 2 nach der Regel a < b(2) <
<> ¢(a) <’ ¢(b) und die I-Halbgruppen L/R und Lsind isomorph.*)

Endlich ist klar, daBl (=) dann und nur dann eine Kongruenz der I-Halbgruppe L
ist, wenn die U-Relation £ konjunktiv ist. Dann wird L/# natiirlich zu einer Faktor-
I-Halbgruppe. Damit ist das Lemma bewiesen.

Beweis des Satzes 1. Ad 1). Es sei L eine ganze I-Halbgruppe mit der Maximal-
bedingung, die auf der Menge M definiert ist. Bezeichnen wir mit ,G(0), Gy(©)
zwei auvf der Menge M definierte Gruppoide. Es sei 4 die Menge von allen Paaren
der Form (a, b), (a, b(a © b)), (b(a © b),a), (a,(a O b)b), ((a O b)b,a), wo
a £ be L. Dann ist ¢ eine Q-relation. Wirklich, setzen wir voraus, da x < y(%).
Dann ist entweder x < y und x ~ y(x O y)(9), x ~ (x O y) y (%), oder ist (x, y)
ein ,abgeleitetes” Paar, also x ~ y(%). Die Relation U(%) ist nach Satz B eine
U-Relation und nach Lemma 1 entspricht ihr ein bestimmter U-Homomorphismus ¢
von Lauf die [-Halbgruppe L/U(G) mit der guten Arithmetik. Das ist der gesuchte
U-Homomorphismus {(,G, Gy).

Ad 2). Es sei ¢ ein U-Homomorphismus der I-Halbgruppe L auf eine I-Halb-
gruppe L mit der guten Arithmetik. Diesem U-Homomorphismus entspricht eine
U-Relation # in L. (Lemma 1.)

Bezeichnen wir der Reihe nach mit a : b, a .. b den Rechits- und Linksquotienten
von zwei Elementen a, b € L (siehe [1], S. 281, oder [3]). Die Existenz von Quotien-
ten ist durch die Maximalbedingung versichert. (Vgl. [5], 3.5.)

Zuerst definieren wir auf M zwei Gruppoide ,,G(0), G4(©) durch die Formeln
aob=a?:b, aob=a%*:b, a,beM.
Ist ¢ die durch die Gruppoide ,,G(0), Gy(0©) bestimmte Q-Relation, so bleibt zu
zeigen, daB U(%) = £ ist. Dazu brauchen wir noch ein Lemma.
Lemma 2. Ist % eine U-Relation, dann gilt x = y(x* :: y) (%), x = (x* : y) y(R)
fiir je zwei Elemente x < y(%). .

Beweis. Es gilt x = yz(%) fiir ein passendes z e L. Daraus folgt yz < x* und
z £ x% 11y, also yz < p(x* 11 y) (%) und daraus x < y(x* 11 y) (%). Andererseits

4) In allgemeinem ist die I-Halbgruppe L/% keine Faktor---Halbgruppe von L. Siche ein
Beispiel im weiteren.




gilt y(x”* 11 y) < x%, also y(x* ;1 y) X x(#) und endlich x = y(x* :: y) (%). Die
zweite Beziehung ist eine Analogie der ersten.

Weiter gilt b ~ b*(%) fiir jedes b e L. Wirklich, nach Satz C haben wir b < b*
und nach der Konstruktion von % folgt b ~ (b O b”*) b*(%), wo b 0 b* = b* : b* = e.

Nun ist es moglich an die iibrigen Beweise heranzugehen.

(i) DieInklusion # < U(%). Es sei a X b(), dannist a < b”, a ~ (a O b”*) b*(%).
Nach b ~ b*(%) bekommen wir a ~ (a O b”) b(U(%)). Weiter haben wir (a © b%) b <
=< b(%), weil (a O b*) b < b ist. Mit Riicksicht auf die vorstehende Aquivalenz gilt
a = b(U(%)).

(ii) Die Inklusion U(%) < #. Es sei a < b(%); dann ist entweder a < b und
ax b(%) oder a £ b und es gibt Elemente x < y, so daB (a, b) einem der Paare
(x, y(x7 20 y)s (e (37 2 9) »), (037 22 ), x), (7 = ¥) p, x) gleich ist. Nach Lemma 2
gilt in dem letzten Falle a ~ b(Z). Also ist ¥ = # und da % subnormal ist, be-
kommen wir U(%) = # w. z. b. w. Damit ist der Beweis des Satzes 1 beendet.

Fiir den Beweis des Satzes 2 brauchen wir noch einen Hilfssatz. Bezeichnen wir
mit & die Menge von allen Paaren der Form (ab,(a U b)(a n b)), ((a U b)(a N b), ab),
a,belL.

Lemma 3. Normalrelationen sind genau diejenigen U-Relationen, welche die
Relation & umfassen.

Beweis. Es ist wohlbekannt, daB in jeder [-Halbgruppe mit der guten Arithmetik
die Regel (a U b)(a n b) = ab gilt. Folglich muB jede Normalrelation die Rela-
tion & umfassen. Es sei # eine U-Relation, die & umfasst, und es sei ¢ der entspre-
chende U-Homomorphismus von Lauf L/%. Dann gilt

¢o((a v b) (a n b)) = ¢(a) @(b) = (v(a) v @(b)) p(a N b) =
= (¢(a) v (b)) (¢(a) O (b)) -

Daraus folgt p(a n b) = ¢(a) N ¢(b), also ist ¢ ein Homomorphismus und 2 ist eine
Normalrelation, w. z. b. w.

Sind ,,G, Gy, beliebige Gruppeide und ¥ die zugehorige Q-Relation, die im Satze 1
beniitzt wurde, dann ist U(% | &) eine Normalrelation. Wirklich, die Relation
% U & [= die mengentheoretische Vereinigung von ¢ und & in L x L] ist deutlich
eine Q-Relation. Damit ist der erste Teil des Satzes 2 bewiesen; der kanonische
Homomorphismus §(,,G, Gy) ist durch L — L/U(% | &) gegeben. Der zweite Teil
des Beweises ist dersclbe wie fiir den Satz 1.

Der Satz 2 148t sich auch folgendermallen aussprechen:

Satz 2. Es sei Leine ganze I-Halbgruppe, welche die Maximalbedingung erfiillt
und auf einer Menge M definiert ist. Dann gibt es eine kanonische Abbildung g,
welche zu je zweien, auf der Menge M definierten Gruppoiden G, Gy, genau eine
Faktor-1-Halbgruppe (G, Gy) = L von Lmit der guten Arithmetik zuordnet.
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Ist L eine Faktor-1-Halbgruppe von L, in der die gute Arithmetik gilt, dann
lassen sich auf kanonische Weise zwei solche Gruppoide G, Gy bestimmen,
daf o(yG, Gy) = Lgilt.

Fiigen wir noch einige Bemerkungen hinzu:
Bemerkung 1. Sind ,G(7), Gy(0) solche Gruppoide, daf
(* a0b=<a::b, aOb=<a::b firjezwei a<bel ist,

dann ist der nach Satz | konstruierte U-Homomorphismus ein Homomorphismus.
Wirklich, bezeichnen wir mit ,,G°, GY die Gruppoide, welche durch die Formeln
aOb=a..b,aOb=a:b, a,belL, definiert sind und es sei &, die entspre-
chende Q-Relation. Dann ist nach [5], 3.7 und 4.14, U(2,) eine Normalrelation und
nach Lemma 3 ist auch jede 2, umfassende U-Relation eine Normalrelation. Aber
es ist leicht nachzusehen, daB jede zwei Gruppoide, welche (*) erfiillen, eben eine
solche U-Relation erzeugen.

In [5] wurde die Normalrelation U(?L) mit ¥, bezeichnet. # , ist gleich dem
Durchschnitt von allen sog. Waerdenschen Relationen und ist fiir Anwendungen auf
die multiplikative Idealtheorie niitzlich.

Bemerkung 2. Erfiillt die I-Halbgruppe L die Regel (a L b)(a N b) = ab,
dann ist jeder U-Homomorphismus von L auf eine I-Halbgruppe mit der guten
Arithmetik ein Homomorhismus. Der Beweis ist demjenigen von Lemma 3 &hnlich.
Beispiele:

a) I-Halbgruppen mit der guten Arithmetik.

b) Einfach geordnete [-Halbgruppen.

¢) Die [-Halbgruppe Laus dem Beispiel 1, [5]."

Bemerkung 3. Wir zeigen nun ein Beispiel, aus dem hervorgeht, daB in einer
ganzen [-Halbgruppe mit der Maximalbedingung nicht alle U-Relationen normal zu
sein brauchen. Betrachten wir einen Verband, der dem folgenden Schema nach
gebildet wird:

E /Al\\ /,AZ\\ /A3'
M__)P1<\ ;,P2<\ /,P3<\
B,” B,/ “ B,

Die Pfeile ersetzen dabei die Zeichen =.

Der Verband L wird zu einer ganzen [-Halbgruppe mit der Maximalbedingung,
wenn wir darin die folgende kommutative Multiplikation einfiihren:

A, .B,=A, .P,=B, P,=P,.P,=P,,,, A.A =A
E.X=X.E=X

rtso Br' = Br+s



fiir ein beliebiges X € L. (Die I-Halbgruppe List offensichtlich endlich erzeugbar.) Die
Abbildung ¢ : ¢(E) = E, ¢(4,) = ¢(B,) = ¢(P,) = P, ist ein U-Homomorphismus
von Lauf ihre zyklische Unter-I-Halbgruppe, aber kein Homomorphismus.

Nun wollen wir noch eine andere Definition der kanonischen Abbildung g von
Satz 2’ geben. Diese neue Definition erfordert die Hilfsdtze 1,3 und Satz B nicht.

Lemma 4. Es sei # eine Q-Relation und S# 2 R eine transitive und konjunktive
Relation. Dann ist # eine Q-Relation.

Beweis. Es sei a < b(#). Wegen a nb < b folgt a n b < b(#) und daraus
anb ~beZ), anb ~ db(#) fir passende ¢, de L. Nach der Konjunktivitit
von # gitanb=a=xan b(%) und nach der Transitivitit folgt a = an b =
= be = db(H#), w. 2. b. w.

K-Relation nennen wir jede subnormale und konjunktive Relation. (Man sieht
leicht, daB eine K-Aquivalenz dasselbe wie eine regulire Kongruenz der I-Halb-
gruppe L ist.) Der Durchschnitt K(%) aller K-Relationen, welche eine Relation #
umfassen, ist wieder eine K-Relation, welche wir die K-Hiille von # nennen. Aus
Lemma 4 folgt unmittelbar der

Satz D. Die K-Hiille einer Q-Relation ist wieder eine Q-Relation und folglich
eine Normalrelation.

Sind G, Gy, zwei Gruppoide auf M und ¥ die entsprechende Q-Relation, dann
haben wir K(9) = U(9 U &) = die kleinste, ¥ umfassende, normale Relation. Nach
unserer neuen Definition haben wir g(,G, Gy) : L —> L[K(%).%).

*

Nun wollen wir noch zeigen, wie die kanonische Abbildung g auf den Kongruenzen
von L operiert, und das System von Normalkongruenzen in L ndher beschreiben.
Setzen wir wieder die Maximalbedingung in L voraus. Es sei £ eine transitive und
disjunktive Relation, welche die Ordnungsrelation {<} enthilt. Dann ist die zuge-
horige symetrische Relation %° eine Aquivalenz, #* = (=4%). Bei dem Ubergang
von # zu (=2%) wird die Disjunktivitit, Stabilitit, Regularitit oder Konjunktivitit
nicht gestdrt. Andererseits sei o eine disjunktive Aquivalenz in L und bezeichen
wir mit (£ ¢) eine solche Relation, daB a < b(< ') genau dann gilt, wenna u b =
= b(.%’ ) ist.

5) Im kommutativen Falle ist der Ausdruck U(% |J &) in einem gewissen Sinne einfacher als
der Ausdruck K(9), denn die subnormale Hiille einer Relation ld8t sich durch endlichviele
,,elementare* Erweiterungen bilden (vgl. [5]).
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Lemma 5. Es sei A" eine disjunktive Aquivalenz. Dann gilt:

a) Die Relation (< 4°) umfasst die Ordnungsrelation {<}.
b) (L) ist transitiv.

¢) (£X) ist disjunktiv.

d) Ist A" stabil, so ist (< A") stabil.

e) Ist A regulir, so ist (SA') regulir.

f) Ist A konjunktiv, so ist (£A") konjunktiv.

Beweis. a), ¢), d), e) sind fast trivial.

ad b): ist a b =b(A), buc=cA), dann ist avc=auv(buc) =
=(aub)uc=buc=X)

ad f): Es sei a S b(SA), ce L. Dann gilt a Ub = b(A), (anc)u(bnc) =
=(@ancufavb)nc]l=(@@ub)nc=>bncA) und folglich anc=bn
N ().

Lemma 6. Vorausgesetzt, daff # und A" dieselbe Bedeutung wie oben haben, gilt:
a) die Operationen # — (=), A" — (£ A) sind inklusions-erhaltend,
b) esgilt (=(SX)) = A, (S(=2%) = %

Der Beweds ist leicht und wird dem Leser {ibergelassen.

Normalkongruenz nennen wir eine solche Kongruenz A" der I-Halbgruppe L, .
daf in der Faktor-I-Halbgruppe L/JV die gute Arithmetik gilt. Ist A" eine Normal-
kongruenz, dann ist (gJV ) eine Normalrelation, und ist £ cine Normalrelation,
dann ist (=) eine Normalkongruenz (Satz A). Jede Normalkongruenz ist offenbar
eine K-Relation. Das System 9%t von allen Normalkongruenzen werden wir immer als
eine der Inklusion nach geordnete Menge betrachten.

Es sei ¢ : L— L ein Homomorphismus von [-Halbgruppen. Bezeichnen wir mit ¢*
die induzierte Abbildung L x L— L x L, wo ¢*(a, b) = (¢(a), ¢(b)) fiir a,be L
ist. Dann gehort zu jeder Relation £ < L x L ihr Bild (p*(%) c I x L und zu
jeder Relation 2’ < L x L gehort ihr (volles) Urbild ¢*~'(2') = L x L.

Satz 3. Es sei L eine ganze I-Halbgruppe, die der Maximalbedingung geniigt.

(i) Die kanonische Abbildung g aus dem Satze 2' induziert eine kanonische
Abbildung V), die jeder Kongruenz & von L eine Normalkongruenz b(é") 2 & zu-
ordnet.

(ii) Die Beschrinkung von by auf das Teilsystem R aller Normalkongruenzen
von List eine identische Abbildung.

(i) Es sei & eine Kongruenz in L und ¢ der kanonische Homomorphismus
¢:L—> L[ =L". Dann ist §(&) = @* (=W ). (Wr=UPL) ist der
Durchschnitt von allen Waerdenschen Relationen von L'; siche Bemerkung 1).



Wir senden einige Hilfssdtze voraus.

Lemma 7. Es sei §° eine Kongruenz in L, ¢ : L~ L[&° der kanonische Homo-
morphismus. Dann ist fiir jede Kongruenz & 2 £° ¢*~'(p*6) = 6.

Lemma 8. Ist unter gleichen Voruassetzungen wie in Lemma 7. & = &° eine
Normalkongruenz, so ist (p*(o@) eine Normalkongruenz in L/@@O. Ist &' eine Normal-
kongruenz in L|&°, so ist p*~*(6") = &° eine Normalkongruenz in L.

Beweise werden dem Leser iibergelassen. Das Lemma 8 muBl man zuerst fiir
Normalrelationen beweisen und dann konnen die Operatoren aus dem Lemma 6
benutzt werden.

Lemma 9. Es sei &° cine Kongruenz in L, ¢ : L — L[&° der kanonische Homo-
morphismus; setzen wir # = (<&°). Dann gilt fiir je zwei Elemente a,beL

o(a” ) = p(a) : o(b). @la” :: b) = ola) :: ob).

Beweis. Setzen wir u = a* : b, & = ¢(a) : (b). Da u und & Quotienten sind,
haben wir x < u<>xb < a* in L, X < <> X ¢(b) < ¢(a) in L/6°. Einerseits ist
o(u) o(b) = p(ub) < p(a*) = ¢(a), also ist p(u) < v. Andererseits sei v € L, p(v) = b.
Dann ist p(vb) = ¢(v) o(b) = v ¢(b) £ ¢(a) und daraus vb < a(#), also ist vb <
< a” und v £ a” : b = u. Hieraus folgt & < ¢(u). Damit ist die erste Formel
bewiesen; die andere folgt der Symmetrie nach.

Beweis des Satzes 3. Definieren wir zuerst eine kanonische Abbildung m, welche
jeder Kongruenz & von L ein Paar von Gruppoiden ,G(0), Gy(0) zuordnet. Zu
diesem Zwecke setzen wir # = (<6), a O b =a”:b, a © b =a” .. b, fiir je
zwei a, b € L. (Vgl. die zweite Hélfte des Beweises von Satz 1.) Es sei j die kanonische
Abbildung, welche jeder Faktor-I-Halbgruppe von L die zugehorige Kongruenz
zuordnet. Dann wird die kanonische Abbildung ) durch ) = | o g o m definiert.
Ahnlich wie im Beweise des Satzes 1 (vgl. dic Punkte (i) und (ii) am Ende des erwihnten
Beweises auf der Seite 6) bekommen wir die Inklusion h(&) = & und auch den zweiten
Teil des Satzes 3.

Es bleibt die Behauptung (iii) zu bewcisen. Setzen wir o# = (£&). Es sei ¢ die
Relation aller Paare der Form (a, b),(a, b(a™ :: b)), (b(a” :: b), a), (a, (a* : b) ),
((a” : b) b,a), wo a < b e List. Dann haben wir offenbar H(¢) = (=K(%)) (siche
Satz D). Bemerken wir weiter, daB3 die Relation 2,1 genau durch alle Paare der
Form (4, b), (d,b(a :: b)), (b(a::b),d), (4,(a:b)b), (¢6:b)b,d), a<belL
gebildet wird. Wir fithren den Beweis in einigen Schritten durch.

a) Es gilt *™(2,)) = K(%). Wirklich, es seien a, b € L solche Elemente, daf3
p(a) Z ¢(b) (2,). Dann ist entweder ¢(a) < ¢(b), also a < b(#) und a < b(K (%)),
oder gibt es Elemente ¢ < de L' so daB, z. B., ¢(a) =2, ¢(b) =d(¢::d) ist.
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Wihlen wir ce ¢~ '(¢), d e ¢~ '(d). Dann ist ¢(c) < ¢(d), also ¢ < d(#) und ¢ <
< d” e ¢~ *(d). Nach dem Lemma 9 folgt o(c” :: d™) = ¢ :: d, also ¢(a) = ¢(c),
o(b) = (d*) p(c™ :: d”) = @[d”(c” .1 d")]. Wegen ¢ < d* haben wir ¢ ~
~ d*(c* . d”*) (%) und aus der Aquivalenz a = (&), b = d”*(c™ :: d*) (&) folgt
a = b(K(%)). Gleichfalls werden die anderen Mdoglichkeiten erértert.

b) Es gilt ¢* (2,1) 2 4. Wirklich, es seien a < b(¥%), dann ist entweder
a £ b, also ¢(a) = ¢(b); oder gibt es Elemente ¢ < d so daB, z. B, a =¢, b=
= d(c* : d) ist. (Der Verlauf des Beweises ist in den iibrigen Fillen derselbe.) Dann
ist ¢(a) = o(c), o(b) = o(d) @(c” : d) = o(d) [¢(c) : ¢(d)] (Lemma 9). Hieraus
bekommen wir ¢(a) ~ ¢(b) (2,+). In jedem Falle bekommen wir ¢(a) < ¢(b) (Z,1),
w. z. b. w.

Nach a) bekommen wir @*(K(9)) 2 2.1. Also ist ¢*(K(¥9)) eine 2.+ ent-
haltende Normalrelation und hieraus folgt ¢*(K(%)) 2 #",». Nach Lemma 7
folgt K(%) 2 @™ '(# ). Andererseits haben wir nach b) 4 < ¢* (2., also
G < o* (W) und K(9) < ¢* " Y(#'1+), da @* '(#,1) eine Normalrelation ist
(vgl. Lemma 8). Damit ist die Gleichheit K(%) = ¢*~'(# ,*) bewiesen, woraus die
Behauptung (iii) folgt.

Bemerkung4. Wenn 6° die Gleichheitsrelation in List, d. h. a = b(6°) <> a = b,
so haben wir h(6°) = (=#"L).

Bemerkung 5. Die Abbildung [ ist im allgemeinen nicht monoton. Wirklich, im
Beispiel 1 von [5] wurde eine ganze I-Halbgruppe L konstruiert, so daB a) die Rela-
tion ¥, trivial ist, #°, = L x L, b) es nicht-triviale Normalrelationen in L gibt.
Nun geniigt es die Bemerkung 4 und Satz 3, Punkt (ii), beniitzen.

Satz 4. Es sei Leine ganze I-Halbgruppe mit der Maximalbedingung. Dann ist
das System N aller Normalkongruenzen ein vellstindiger U-Halbverband.

Beweis. Es sei {Afa}, ael, eine Menge von Normalkongruenzen, dann sind
(£4,), xel, Normalrelationen und & = | (£.1,) ist offenbar eine Q-Relation.

ael

Nach dem Satz D ist K(&) eine Normalrelation und folglich ist (= K(¥)) eine Nor-
malkongruenz. Mit Riicksicht auf Lemma 6 ist (=K(&)) die kleinste Normalkon-
gruenz, welche die Vereinigung {J /47, enthdlt, w. z. b. w.

ael

Bemerkung 6. Das System W ist im allgemeinen kein Verband — vgl. Beispiel 1
aus [5]

Es sei nun {5}, wo ¢ eine Indexmenge I durchliuft, ein System von Aquivalenzen
in L. Das transitive Produkt ||, der Aquivalenzen 7, ist eine Aquivalenz ",
die fogendermafen bestimmt ist: a = b(#") dann und nur dann, wenn es Elemente
¢y, €3y ..., €,—1 € Lund Aquivalenzen H s -0y H s, mit 0, €1 gibt, so daB

a=c(AHs)cici =cdAHs) ey y = b(As)
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ist. Das System € aller Aquivalenzen in L bildet hinsichtlich seiner Anordnung nach
der Inklusion in L x Leinen vollstindigen Verband, wobei (vgl. [2])

4 infg {5} = NA 5, supe{As} =1]#5, o€l,

ist.

Es sei L eine I-Halbgruppe mit der guten Arithmetik und A" eine ihre Normal-
kongruenz. Bezeichnen wir mit ¢ die natiirliche Abbildung L — L/A" = L. Es sei P
die Menge aller Primelemente von L, setzen wir weiter «(A4") = B ) ¢~ (&), f(A) =
= P — o(A), & bedeutet das Einselement der I-Halbgruppe L. Wenn py, p, € f(A")
ist, dann sind p; = ¢(py), P» = ¢(p,) Primelemente in L. Aus p; U p, = e folgt
P1 U Py = @, also py # p, gibt py # p,. Ist umgekehrt ¢(a) ein Primelement in L,
dann ist " e B(A"). ([5], 4.11.) Wie sich hieraus leicht erkennen 148¢, ist ¢ ein Iso-
morphismus der I-Halbgruppe L' < L, die durch die Primelemente p € B(A") erzeugt
ist, auf die Faktor-l-Halbgruppe L. Es gilt offensichtlich a = b(.#") genau dann,
wenn ap'p’ ... pfr = bp™py™> ... p™ fiir passende Primelemente py, ps, ..., Pis
Pis Dby .. pLea(A) gilt oder genau dann, wenn jedes Primelement p e (A7) in
derselben Potenz in der Primfaktorzerlegung von a und b auftritt. Hieraus sieht man,
daB fiir zwei Normalkongruenzen die Inklusionen A"y = A", und o(A"y) S o(A",)
gleichbedeutend sind. o ist dann ein Isomorphismus zwischen der halbgeordneten
Menge R von allen Normalkongruenzen und zwischen der vollstindigen Boolschen
Algebra aller Teilmengen der Menge B, daher ist M eine vollstindige Boolsche
Algebra.

Wir wollen weiter zeigen, daB fiir jede Menge {Afa}, ¢ € I von Normalkongruenzen
in La '[Na(A5)] = NN 5 o [Ua(A5)] = []A&5 gilt. Vorerst sind die Formeln
NN s 2 a '[N A)], TIN5 €« [UA5)] Klar. Tst nun a = b(NA"5), dann
treten alle Primelemente p e UB(A";) = B — NoA7;) in derselben Potenz in der
Primfaktorzerlegungen von a und b auf, folglich ist a = b(a™*[(A;)]). Es sei
a = ble™ Uu(Ay)], d. h. aph' ... pir = bpri* ... p*s fiir passende py, ..., Prys €
€ Ua(A5). Setzen wir voraus, daB p, e a(A75) fiir i = 1,2,...,r + s ist. Dann gilt
offenbar a = b([[ A7), i =1,....,7 + s, also a = b([[A,), J €]. Damit ist der
Beweis beendet. Wir bekommen das

Lemma 10. Es sei L eine I-Halbgruppe mit der guten Arithmetik. Dann ist das
System N aller Normalkongruenzen in L eine vollstiindige Boolsche Algebra,
wobei

) infy { A5} = NA5, supg {AN5} = [[4s

fiir jedes Teilsystem {A";}, 6 € I, von M ist.
Es sei L wieder eine ganze I-Halbgruppe mit der Maximalbedingung.

Lemma 11. Sind A&’ 2 A zwei Normalkongruenzen in L, welche dieselbe
Einheitsklasse haben, dann ist /' = A.
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Beweis. Bezeichnen wir ¢ den kanonischen Homomorphismus L — L/.4". Dann
ist o*(A"") eine Normalkongruenz in L/./" (Lemma 8), welche dieselbe Einheitsklasse
wie @*(A), die Gleichheitsrelation von L[A”, hat. Also haben wir af@*4"] =
= o[ p* 4] = 0 und daher @*(.I"'} = @*(#"), denn « ist ein-eindeutig. (Vgl. den
Beweis von Lemma 10.) Nach Lemma 7 haben wir /7 = A", w. z. b. w.

Ganz einfach lassen sich die folgenden Formeln ableiten: ist {N‘,}, oel, eine
Menge von Normalkongruenzen in L, dann gilt

(o) ¢* ' [OF] = N1 (A7)
) o*I4%] = Tlo™ 7 '(47)

Bezeichnen wir mit 9(47) das System von allen Normalkongruenzen, welche
eine feste Normalkongruenz /" enthalten. Dann ist (A7) = W', wie die Formeln
(5), (6), (7) zeigen, ein vollstindiger Verband, wobei gilt: infy. {45} = NA,
supg. {A 5} = [/ fiir jedes Teilsystem {4}, €I, von N'. Nach Lemma 10 und
nach der Formel (4) bekommen wir den folgenden Satz:

Satz 5. Es sei Leine ganze I-Halbgruppe, in der die Maximalbedingung gilt und
es sei € der vollstindige Verband aller Aquivalenzen in L. Es sei A eine Normal-
kongruenz in Lund R(A") das halbgeordnete System von allen Normalkongruenzen,
die &/ umfassen. Dann ist m(./V) eine Boolsche Algebra und gleichzeitig ein voll-
stindiger Teilverband des Verbands €. Verschiedene Normalkongruenzen aus R(A")
haben verschiedene Einheitsklassen.

Folgerung 1. Ist das System M aller Normalkongruenzen in L nach unten ge-
richtet (d. h. in dem Durchschnitt von je zwei Normalkongruenzen liegt eine dritte
Normalkongruenz), so ist %t ein Teilverband des Verbands € und verschiedene
Normalkongruenzen haben verschiedene Einheitsklassen.

Folgerung 2. Gibt es in L eine kleiste Normalkongruenz, so ist Bt eine Boolsche
Algebra und ein vollstindiger Teilverband des Verbands €.

Bemerkung 7. Nach Satz 4 ist 9t immer ein vollstindiger U-Halbverband, aber
im allgemeinen ist W kein U-Teilhalbverband von €. Nehmen wir z. B. die Normal-
relationen A"y, #", aus dem Beispiel 1, [5]; die Aquivalenz [[(=A"y, =47,)
erzeugt auf Ldie Klasseneinteilung {e}, L — {e}, folglich ist [[(= A"y, =4",) keine
Normalkongruenz.

Man sagt, daf3 in einer I-Halbgruppe die eingeéchrdnkte Minimalbedingung
gilt, wenn jede absteigende Kette der Forma; > a, > ... 2 a endlich ist. (Bemerken
wir, da8 L der Voraussetzung nach kein Nullelement enthilt.) Eine dquivalente
Forderung besagt, dal3 jede nach unten beschrinkte Kette von Elementen von L
wohlgeordnet ist.
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Satz 6. Es sei Leine ganze I-Halbgruppe, welche die Maximalbedingung und die
eingeschrinkte Minimalbedingung erfiillt. Dann enthdlt jede Normalkongruenz A
von L eine minimale Normalkongruenz. Das System R aller Normalkongruenzen
in L ist eine Vereinigung von maximalen Verbinden S;, welche den Minimalelemen-
ten des Systems W eindeutig entsprechen. Jeder Verband S ist eine Boolsche
Algebra und dabei ein vollstindiger Teilverband des vollstindigen Verbandes €
aller Aquivalenzen.

Beweis. Es sei I eine einfach geordnete Menge von Indexen und {%;}, €1, eine
Menge von Normalrelationen, so daB fiir « > f el immer %, > %, gilt. Setzen wir

# = () B, Dann ist # eine K-Relation, welche die Ordnungsrelation {g} enthilt.
del

Es seien a < b(#). Fiir « = f eI gilt a® = a” = a und die Menge der Elementen
der Familie (a®), § €I, ist eine nach unten beschrinkte Kette. Nach der einge-
schrinkten Minimalbedingung gibt es einen Index e €I so, daB a®: < a”¢ fiir alle
6 €1 ist. Da die Relationen £, normal sind, haben wir nach Lemma 2

a=ba”::b)(R;), a=(a":b)b(R), Sel.
Betrachten wir die Aquivalenzen
(A5) a = b(a™ ::b) (%), a=(a":b)b(R;), del.

(A,) ist offensichtlich erfiillt. Fiir & > ¢ haben wir nun %; > %, und fiir § < ¢
a” = a”: wegen der Minimaleigenschaft von a”:. Daher sehen wir schon leicht,
daB (A,) fiir jedes S el giiltig ist; also ist a = b(a™ ;. b)(2), a = (a” : b) b(%).
Folglich ist # eine Q-Relation und damit eine Normalrelation.

Wenn wir zu Normalkongruenzen iibergehen, so folgt aus dem vorhergehenden,
daB jede Kette von 9 nach unten beschrinkt ist. Nach dem Lemma von Kuratowski-
Zorn hat das System %t und auch jedes seiner Ordnungsideale ein minimales Element.
Besonders gilt: jede Normalkongruenz enthilt eine minimale Normalkongruenz.

Die Boolsche Algebra von allen Normalkongruenzen, welche eine gegebene
minimale Normalkongruenz enthalten (Sétz 5), ist offenbar ein maximaler Verband.
Die letzte Behauptung folgt nun nach Satz 5, w. z. b. w.

Bemerkung 8. Die Sitze 4, 5, 6 und ihre Beweise bleiben auch fiir U-Kongruen-
zen, d. h. fiir durch U-Relationen erzeugte Aquivalenzen, giiltig. Man muB dabei
nur das Lemma 5 und das folgende Ergebnis benutzen: In einer [-Halbgruppe mit.
der guten Arithmetik sind alle U-Relationen Normalrelationen.
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