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Czechoslovak Mathematical Journal, 18 (93) 1968, Praha 

EIGENWERTVERTEILUNGEN UND GREENSCHE FUNKTIONEN 
ENTARTETER ELLIPTISCHER DIFFERENTIALOPERATOREN 

HANS TRIEBEL, Jena 

(Eingegangen am 5. September 1966) 

In der Arbeit werden selbstadjungierte entartete eUiptische Differentialoperatoren 
der Ordnung 2m in einem beschränkten Gebiet Q des n-dimensionalen eukhdischen 
Raumes untersucht. Betrachtet man die quadratische Form 

Ä[u, u} == \ J\ Al{x) D%D^ü dx 

auf den unendUch oft differenzierbaren und in Q finiten Funktionen, (^^(x) = 
= Л^(х), Л (̂л:) lokal integrierbar), so heißt der durch sie erzeugte Operator А entartet 
elliptisch, falls 

J ß |a|=m 

a(x) ^ 0, gilt. Das Maß der „Entartung" wird durch die Zugehörigkeit von a''^{x) 
zu L^Q), 1 ^ ^ ^ 00, beschrieben, (̂  = oo entspricht dem streng elHptischen Fall). 
In den Abschnitten 5 und 8 wird untersucht, wann A ein reines Punktspektrum besitzt, 

00 

die Eigenwerte seien v̂ , (i = 1, 2, ...), und für welche Exponenten y ^ (l/vf)^ kon-

vergiert. Ferner werden Bedingungen angegeben, wann sich Л~Мп der Form 

(Л-1/)(х)= [G{x,y)f{y)ày 
J Q 

darstellen läßt und welche Differenzierbarkeitseigenschaften die Greensche Funktion 
G{x, y) besitzt (Satz 3 und Satz 8). Die Resultate verallgemeinern Ergebnisse der 
Arbeit [12]. In den Abschnitten 6 und 9 werden die entsprechenden Untersuchungen 
für selbstadjungierte, entartete elliptische Operatoren der Form 

Au = ^ a„{x) D^'u 
| a | ^ 2 m 
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durchgeführt, (Satz 5 und Satz 9). In den Abschnitten 7 und 10 wird das Spektrum 
der speziellen entartet-elliptischen Operatoren 

^̂ ^ = E i-^T Щг'В^и) , r - |x - Xo\ , XOEQ, 
\ß\:=m 

betrachtet. Ferner wird untersucht, wann sich die inversen Operatoren als Integral­
operatoren im obigen Sinne schreiben lassen und welche Differenzierbarkeitseigen-
schaften die Greenschen Funktionen besitzen, (Satz 7 und Satz 10). Es wird gezeigt, 
daß für T = 2m der Operator Ä kein reines Punktspektrum besitzt. 

L VORBEREITENDE BETRACHTUNGEN 

1. Bezeichnungen. Q bezeichnet ein beschränktes offenes Gebiet im n-dimensiona-
len reellen eukhdischen Raum i?„, n ^ 2, über dessen Rand keine Voraussetzungen 
gemacht werden. 

X = {^Xi, . . . , X„), 

C\Q) ist die Gesamtheit der komplexen Funktionen, deren sämtliche partielle 
Ableitungen bis zur Ordnung к einschließlich existieren und in Q stetig sind. 

CQ(Q) ist die Gesamtheit der in Q finiten, unendlich oft differenzierbaren komple­
xen Funktionen. Entsprechend C^(R„), 

Q ist das quaderförmige Gebiet 0 < Xi < n, i = 1, ..., ?i. 

а = (a^, ..., a„) bezeichnet einen Multiindex mit nicht-negativen ganzzahligen 
n 

Komponenten â , i ~ 1, ..., n .|a| = X! î* 
i = 1 

D" = D\' ...Dl% Dj = djoxj. 
Durch D(^Ä) wird das Definitionsgebiet des Operators Ä und durch i)[^] das 

Definitionsgebiet der Bilinearform (bzw. quadratischen Form) Л[,, .] gekennzeich­
net. 

Wp = Wp{0), 1 ^ p ^ 00, ist die Vervollständigung von C^(ß) in der Metrik 

\oc\=k 

wobei Lp die übliche Bedeutung hat. 

Für и e Wp{^) ^ Lp sirid die Normierungen ||w||||. к und 

äquivalent [11], S. 66. 

2. Eigenschaften der Operatoren ( —zl)", а > 0 in quaderförmigen Gebieten. Ob­
wohl die nachfolgenden Betrachtungen für beliebige ,,quaderförmige" Gebiete 
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ai < Xi < bi, i = 1, ..., n, gelten, beschränke ich mich auf den Fall des Quaders Q 

Ö = {x I 0 < x̂  < 7Г, i = 1, ...,n} . 
n 

Definiert man den Operator -Ли = - ^ D]U auf dem Abschluß der linearen Hülle 
n i=l 

der Funktionen }~J sin kjXj, (kj natürliche Zahlen), in der Metrik || 

der Operator ~A selbstadjungiert und positiv-definit, (d. h. ||—^мЦ/^ à <^||"||L2' 
n 

с > 0). —Л besitzt ein reines Punktspektrum, seine Eigenwerte sind Yjk]^ seine 

Eigenfunktionen Y[ sin kjXj, [12], S. 327. Für beliebige reelle а ist es demzufolge 

sinnvoll, von dem selbstadjungierten Operator ( — ^ / zu sprechen. 

Satz 1. /5^ ô = {x I 0 < x̂  < 7ü, i = 1, ..., n} und ist m eine vorgegebene na­
türliche Zahl, so gilt für 0 < a < m und für w(x) e CQ[Q) die Relation 

{{-луи,и) й 4ufws^4Q)^ 

falls s ^ 1 und s > 2n\(n + 2(m — a)) ist, mit einer von u{x) unabhängigen posi­
tiven Konstanten c. 

Bemerkung . Entscheidend für die späteren Betrachtungen ist, daß man s < 2 
wählen kann. Der Satz bleibt richtig, wenn man den speziellen Quader Q durch einen 
allgemeinen Quader ersetzt. 

Beweis. Sind kj, j = 1, ..., n, natürliche Zahlen, so wird zur Abkürzung |/cj = 
n 

= YJ ̂ j gesetzt. Für beliebige komplexe Zahlen a^^j,^ gehört 

1X1 ...sin/c„x„ Д^) = ( ~ I 1^ f̂ci...fcnSin/c 
\nj \k\^K 

zuD((-zl)^). Esist 

/2V " 
( - z 1 ) V = ( ~ | E %i...fc„(E^i)''sin/ciXi ...sin/c„x„ 

\KI \k\uK j=i 
und 

(1) ii-AYfj) = 2: к -À' ( E I^JT = I K.À' ( 1 kjr ( Y k^jf-. 
\k\SK j = l \k\gK j=l J=l 

Für ß = {ßi,...,ß„), \ß\ = m, ist 

\ß\^m \ß\=m\7tj \\\k\^K ( C O S / C i X i J ( c O S /c„X„J 

wobei man für ßj = ö(2) an der entsprechenden Stelle sin kjXj und für ßj = 1(2) 
cos kjXj zu nehmen hat. 

119 



Die Zahlen ^ /cf sind (unter Berücksichtigung der Vielfachheiten) die Eigenwerte Xj 

des Operators -A. Nach [12], S. 329, ist 

(3) 

(a) Es sei m — a > njl. Dann folgt aus (1) und (3) 

> — < CO tur y > - . 

Д А } 2 

{{-AYfJY" й с sup |а,....,„| ( Е fc,r йс } : sup |а,,..д„| /с?' . . . fcf" ^ 
\к\^К 1=1 \ß\=m \k\^K 

\ß\ = m k\^K (cos ^ i^ i j [cos k„x„) 
' ) . 

wobei sin kjXj bezw. cos kjXj und die Vorzeichen wie in Formel (2) gewählt werden. 
Nach (2) ist somit 

(4) ( ( - j )v , / r b'c X iiD"/!,,. 
| / ) |=m 

(b) Es sei И7 — a g и/2. Aus (1) folgt 

\к\йК j=l \k\uKj=l 

(l/p) + (l/p') = 1. Der zweite Faktor ist nach (3) gleichmäßig bezüglich К be­
schränkt, wenn (m — a) p' > njl ist. Das ist für 

V < 
n — 2(m — a) 

erfüllt. Somit ist 

(5) 

Die Fouriertransformation bezüglich des Funktionensystems 

\ß\=m \k\uK 

sin к^хЛ f sin /c2X2 
c o s /CiXiJ | cOS /C2X2 

sin /c„x, 
cos /c„x, 

/c,. - 0, 1, 2, 

(man hat an der j-ten Stelle entweder stets sin kjXj oder stets cos k^Xj zu nehmen), 
leistet eine isometrische Abbildung von L2{Q) in den Folgenraum /2 imd eine be­
schränkte Abbildung von L^{Q) in l^. Aus dem Konvexitätstheorem von RIESZ, 

)̂ Sämtliche Konstanten, deren numerische Werte ohne Interesse sind, werden mit dem glei­
chen Buchstaben с bezeichnet. 
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([За] VI, Theorem 10 oder 11, S. 525) folgt, daß die Fouriertransformation für 

2 ^ r g 00 eine beschränkte Abbildung von L,..(Q) l/r + l/r' = 1, in /̂  leistet. 

Für 2 ^ 2p < 2nj(n — 2{m ~ a)) folgt somit aus (5) 

\ß\=m 

sin /c„x, 

Ikl^K '̂ •̂••'̂ " " '• )cOS /c^XiJ I COS /c„X, Î K (cos/c^Xi 

Mit (2p)' = 5 gilt somit die Einschränkung 

^ < 2 p ) ' 

2/Î 
2 > 5 > n + 2(m — a) 

Nach (2) ist somit 

(6) {{-AYfjr^^c I \\D^fl,. 
m=m 

u{x) G Co{Q) kann man einschließlich sämtlicher Ableitungen bis zur Ordnung m 
gleichmäßig durch trigonometrische Polynome der obigen Gestalt approximieren. 
Der Satz folgt dann durch Grenzübergang in den Formeln (4) und (6). 

3. Koordinierte Normen. In diesem Punkt werden einige vorbereitende Betrach­
tungen über entartete elliptische Differentialoperatoren durchgeführt. Q ist ein 
beschränktes Gebiet im i?„. Auf D[Ä] = C^(0) wird die BiHnearform 

(7) Alu^v] = { X; Ä^^{x) D^u D'v dx 

betrachtet. Dabei sollen die Funktionen Л^(х) lokal integrierbar sein. Ferner sei 
Al{x) = A^{x), so daß A\_u, u] reell ist. Die quadratische Form nenne ich ,,entartet 

elliptisch", wenn 

(8) A[u, u]^ \ a{x) ^ \D%\^ dx , ue D[A] = C^{Q), 
JQ \a\=m 

a{x) ^ 0, ist. a(x) bezeichne ich als „Elliptizitätsfunktion". Deutet man (7) als Distri­
bution, so läßt sich Alu, v] darstellen als 

(9) A[u,v-]^ 1 (-irD%At{x)D'>u){v). 
\<x\= ö\=m 

Satz 2. Genügt die Elliptizitätsfunktion a(x), a(x) ^ 0 , für Q ̂  max (1, n/2m) 
der Bedingung Ö~^(X) e LJ{Q), SO gilt für и e D[A~\ = C^{Q) 

{Щ \\4L2 ̂  44wr^2ani-.^ ^ ^ V(^ [^ ' "]) • 

Die Normen yl[., . ] und ||. Ц̂^ -̂ '̂̂ ^ koordiniert. 
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Bemerkung . Aus dem Satz folgt insbesondere, daß Л[ . , . ] positiv définit ist. 
Da die Normen koordiniert sind, kann man C^{Q) so in der Metrik Л[ . , . ] abschlie­
ßen, daß auch der Abschluß in L2{Q) enthalten ist. Daraus folgt, daß die (abgeschlos­
sene) Form yl[,, . ] von einem selbstadjungierten positiv-definiten Operator erzeugt 
wird, den ich mit А bezeichne und „entartet-elliptisch" nenne. Der Begriff der koor­
dinierten Norm wird im Sinne von GELFAND-SCHILOW [5], S. 11, verwendet: Ist 
UJED[Ä] eine Fundamentalfolge in der Metrik yl[., . ] und eine Nullfolge in der 
Metrik II. \\L^, SO ist Uj auch in der Metrik Л[ . , .] eine Nullfolge. 

Beweis. Nach den Sobolewschen Einbettungssätzen ist für и e CJ(ß) 

Da 
2Q ( In 

^ max ( 1, 1 + ^ \ w + 2m 

ist und Q beschränkt ist, folgt sofort 

\Ьг < c\\u 
(l+ö)/2ö 

< 

èc }^ ({ a{x) JD^wP d x \ ' й с ^{А[и, и]) , 

womit (10) bewiesen ist. 
Der Beweis, daß Л[ . , .] und Ц.Ц?̂  koordinierte Normen sind, ist eine Modifika­

tion eines entsprechenden Beweises aus [12], S. 328. Es sei {uj} с CQ{Q) eine Funda­
mentalfolge in der Metrik Л[ . , . ] , d. h. 

(11) A[uj — Uy, Uj — Uj^ -> 0 für 7 , / -> 00 , 

und in der Metrik ||. Ц̂^ ^^^^ Nullfolge, d. h. 

||WJ||L2 - ^ 0 für 7 -> 00 . 

Da die Normen ||. \^^k und ||. jĵ ^̂  koordiniert sind, folgt aus (10) 

(12) l h i l k ' " . . a . . . ) - Ö für j - o o . 

Ist ßjv = {x\ \AI(X)\ ^ N für ein Indexpaar (a, ß) oder a[x) S ^JN}, so folgt aus den 
Voraussetzungen 

(13) lim \QN\ = 0 . 
iV-^oo 

(JÔ Î ist das Maß von Q^). 
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Setzt man co^ = Q — Q^ und fixiert man einen Multiindex a, [a| = m, so folgt aus 

daß D'^Uj in Ь2{а)^) eine Fundamentalfolge ist. Da andererseits nach (12) D^Ui 
in L2QI(I+Q){O)J^) eine Nullfolge ist, ist Wuj auch in L2{(0^) eine Nullfolge. Daraus 
folgt 

(14) 

für j -> 00. Nimmt man entgegen der Behauptung des Satzes an, daß eine Teilfolge, 
(o. B. d. A. nehme ich die volle Folge), existiert, so daß 

^{A[uj, ujj) ^ <T > 0 

ist, so folgt aus (14) 

(15) V(4";̂  «;]«.) è ^ 

für j ^ Jo{N). (^[-j -Jßjv wird analog wie Л[ . , . ]^ ,^ definiert.) Da {uj} in der Metrik 
v4[., . ] eine Fundamentalfolge ist, folgt 

für j ^ j i unabhängig von N. (Hierzu braucht man nur i,j ^ j ^ so zu wählen, daß 
der zweite Summand auf der rechten Seite kleiner als (7/4 unabhängig von N wird. 
Dann wählt man i in Abhängigkeit von N größer als io{N), (15).) Für N -^ со 
erhält man einen Widerspruch zu (13). Damit ist Satz 2 bewiesen. 

4. Eine Bemerkung über formal selbstadjungierte Operatoren. Ist Q ein beschränk­
tes Gebiet, so nennt man den Operator 

(16) Au = Y ^X^) ^^^ ' ^a(^) e С^^'Щ , 

formal selbstadjungiert, wenn er mit seinem adjungierten Operator 

^ ' " = E ( - l ) ' ° ' ' ö t « a « ) = Z a:(x)D'u 
\oc\^2m | a | ^ 2 m 

Übereinstimmt, d. h., wenn aj(x) •== aj^x) gilt [2]. Es folgt sofort, daß aj^x) für |a| = 
= Im reell sein muß. Einen formal selbstadjungierten Operator kann man bezüglich 
der höchsten Ableitungen symmetrisieren, d. h., man kann 

(17) Au = ^ ( -1) '" D\A''ß(x) Dhi) + Bu 
la| = | ^ | = m 
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mit 

(18) Ви= Y byW ^'^ ' v̂W e ^'"'И ' 
| y l < 2 m 

erreichen. Aß = ylf e C^'"(ß). В ist dann ebenfalls formal selbstadjungiert. Hierzu 
braucht man nur für alle Multiindizes а und ß mit а + jö = ^ (d. h. â  + j^^ = (5̂-

/i = 1, .... n), Щ = 2m, A'^ß^x) = ((—l)'"//c) «^(x) zu setzen, /c ist dabei die Anzahl 
der Zerlegungen von ô in a und ß. 

IL DAS SPEKTRUM ENTARTETER ELLIPTISCHER 
DIFFERENTIALOPERATOREN 

5. Operatoren, die nur Ableitungen der höchsten Ordnung enthalten. In diesem 
Abschnitt werden entartete elliptische Differentialoperatoren betrachtet, wie sie in 
der Bemerkung im Anschluß an Satz 2, Abschnitt 3, eingeführt wurden. Den Opera­
tor A denke ich mir also aus der (nach Satz 2 abschließbaren) Bilinearform (7) ge­
wonnen. Dabei brauchen die Funktionen A'^ß^x) nur lokal integrierbar zu sein und 
der Bedingung Л^ = ^f zu genügen. А kann man formal (falls и e CQ{Q) ist im 
Sinne der Theorie der Distributionen) in der Form (9) darstellen. Mit a(x) wird wie 
im Abschnitt 3 die EUiptizitätsfunktion, Formel (8), bezeichnet. 

Satz 3. Genügt die EUiptizitätsfunktion a[x) der Bedingung a~^[x)e Ь^[и) mit 
Q > njlm, [Q ̂  1), so besitzt der positiv-definite Operator А ein reines Punkt-
Spektrum. Bezeichnet man seine Eigenwerte mit v̂ , i = 1, 2, ..., SO gilt 

(19) f^ --< CO für у > ^^ 
i=i v] Img — n 

Bemerkung . Ein selbstadjungiert er Operator А hat ein „reines Funkspektrum", 
wenn er kein stetiges Spektrum [6], S. 18, besitzt. D. h., daß das Spektrum nur aus 
isolierten Eigenwerten endlicher Vielfachheit besteht. 

Beweis. Daß der Operator А positiv-definit ist, folgt sofort aus (10). 
1. Schritt. Ich wähle Q = Q, wobei Q der guader aus Satz 1 ist. Formel (10) und 

Satz 1 zeigen, daß 

(20) {{-ЛУ Щ и) S ^llHil-2./(...) ^ ^ ̂ [^^ u], ue C^iQ), 
gilt, falls 

2Q In 
1 + ^ n 4- 2(m — a) 

ist. Das ist für jedes a mit 

(21) 0 < a < m 
1Q 

IIA 

0 < a < m 

n 



erfüllt. Da {~~Лу, а > О, ein Operator mit rein diskretem Spektrum ist, gilt nach 
(20) das gleiche für Ä. Bezeichnet man die Eigenwerte von [ — AY mit /i,-, so folgt 
weiter aus Formel (20) 

Also ist 

ßi й cv^, i = 1,2, . . . . 

"̂  1 °° 1 . . n 
S ~~^^"5] — < oo für jedes y mit ya > - . 
i=i v] i=i n\ 2 

Hierbei wurde verwendet, daß ii]'"^ == X^ die Eigenwerte von —Л sind, für die nach 
00 

[12], S. 329, die Abschätzung ^ (l/Я}) < oo für y > n/2 gih. (19) folgt jetzt aus (21). 

2. Schritt. Q beliebig, (beschränkt). In der Bemerkung nach Satz 1 ist darauf hin­
gewiesen worden, daß Satz 1 für beliebige quaderförmige Gebiete q, a-^ < Xi < bi, 
i= 1, ..., П, richtig ist. Damit bleiben aber auch die Betrachtungen des ersten 
Schrittes, insbesondere (20) und (21), für beliebige Quader q richtig. Wählt man 
jetzt q so, daß q ZD Q gilt, so folgt der Satz aus Schritt 1 und dem Variationsprinzip 
von Courant. Damit ist Satz 3 bewiesen. 

6. AUgeiueine Operatoren. In diesem Abschnitt soll betrachtet werden, wie weit 
sich die Resultate des vorangegangenen Abschnittes auf Operatoren übertragen 
lassen, die nicht nur Ableitungen der höchsten Ordnung enthalten. Genauer gesagt, 
soll der Einfluß eines „Störoperators", der nur Ableitungen bis zur Ordnung 2m — 1 
enthält, auf einen entartet elliptischen Operator, der sich aus Ableitungen der 
Ordnung 2m aufbaut, untersucht werden. Da es bei den nachfolgenden Überlegungen 
nicht darauf ankommt, die Voraussetzungen bezüglich der Koeffizienten der betrach­
teten Operatoren möglichst abzuschwächen, wähle ich Bedingungen, die es gestatten, 
alle Rechnungen ohne Zusatzüberlegungen durchführen zu können. Es werden 
formal selbstadjungierte Operatoren Ä der Form (16), Abschnitt 4, betrachtet. Es ist 
zweckmäßig, A gleich in die Form (17), (18) umzuschreiben. Dabei soll der „Haupt­
teil" 

(22) E {-irD%A^ß{x)D^u) 
\<x\ = \ß\=m 

entartet elliptisch im Sinne von Abschnitt 5 sein. Der „Hauptteü" (22) läßt (im 
Gegensatz zum streng elliptischen Fall) i. a. keine „Störungen" (18) zu, die Ablei­
tungen bis zur Ordnung 2m — 1 enthalten. Vielmehr hängt die Ordnung der Ab­
leitungen, die in den Operator B, Formel (18), eingehen dürfen, von der Art der 
Singularität der Elliptizitätsfunktion a{x) ab. 

Satz 4. Es sei Q = {x\0 < Xi < n, i = 1, ...,n}. Ferner sei A der formal 
selbstadjungierte Operator (16), der auch in der Form (17), (18) geschrieben wird. 
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D{A) = CQ(Q). Der ,,HauptteiV' von A, Formel (22), soll entartet elliptisch sein, 
d. h., es soll 

(23) D^uW'ü dx > a{x) X \D''uYdx. 
Q | a i = m 

a{x) ^ 0, w e C^(Ô), ^^/^^n. 

Enthält der „Störoperator'' B, Formel (18), nur Ableitungen bis zur Ordnung k, 
(0 g fc ^ 2m — 1), (d. /i. by(x) = 0 für j^j > /c) und genügt die Elliptizitäts-
funktion a(x) der Bedingung 

(24) 

SO gilt 

(25) 

für 

(26) 

a-4^)6L,(ß) für e> -, (oo > о > 
2m — /c 

( ( - ^ ) « u, u) й c{Au, u) + c\\u\\l, и 6 C ( Ô ) , 

1)> 

0 < a < m 
2^ 

mit einer von и unabhängigen positiven Konstanten c. 

Bemerkung . (25) und (26) stimmen mit (20) und (21) über ein. (24) zeigt, daß man 
z. B. im Falle n/(2m — 1) ^ ^ > njlm den „Hauptteil" nur durch einen Operator 
Bu = bo{x) и stören kann. Man sieht also, daß die Bezeichnung „Hauptteil" im Falle 
der entartet-elliptischen Differentialoperatoren problematisch ist. Ist der Operator 
(22) streng elHptisch, dem entspricht ^ = oo, was bei den Betrachtungen stets zuge­
lassen ist, so darf Bu Ableitungen bis zur Ordnung 2m — 1 enthalten. Satz 4 gilt für 
beliebige quaderförmige Gebiete q, ai < Xi < bj-, i = 1, ..,, n. 

Beweis. Nach (18) gilt by{x) e C'^'(ß). Durch partielle Integration läßt sich somit 
für и e C^(ö) 

{Bu, u) = Y I Щ^) ^'u ^^^ ^^ ' 
\y\^m,\ö\um 

Bl(x) beschränkt, erreichen. 

(27) Bl{x) D'u D'ü dx < c\u Жр,«'5| 

p vorerst beliebig, {ijp) + ( l / / ) = 1,{1 й P й oo). O. B. d. A. sei \y\ ^ |^|, so daß 
1̂1 < m ist. Vorübergehend wird r = 2^/(1 + Q) gesetzt. 

(28) \\uU ,,, ^ c\\uU,m für --\y\>-.-m. [11], [13] (Satz 8a), 
^ P ^ 

(29) ||t/||^ „ ^ е\\иУ,.. + C{8) \\U\\L^ für IL-\ô\>~~m 
p r 
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[10], [13] (Satz 8a). Dabei ist г > 0 beliebig vorgebbar. Addiert man in (28) und (29) 
die Bedingungen für die Koeffizienten, so führt das zu 

Q > 
2m - {\y\ + 1̂ 1) 

Ist umgekehrt die letzte Bedingung erfüllt, so gibt es stets ein geeignetes p, 1 ^ p g 
^ 00, für welches die Abschätzungen (28) und (29) richtig sind. Wegen |y| + |<5| § fc 
folgt somit aus (27), (28) und (29) 

(30) \{Bu, u)\ й в||ЧГ ж-...а..> + C{s) \\u\\l, и E C o l o ) . 

Aus den Voraussetzungen des Satzes und den Formeln (20), (21) und (30) folgt 

\{Bu, и)\йе\ X ^li^) ^ " " ^^^ ^^ + ^(^) ML • 
JQ \cc\ = \ß\=m 

Geeignete Wahl von e und erneute Anwendung von (20) führen schließlich zu 

1 
(Au, u) > 
^ ^ " 2 

X yl^(x) D% D^ü dx ~ C\u\l^ ^ (^{{~^f u, u) - C\\u\\l, . 
Q \cc\ = \ß\=m 

Damit ist der Satz bewiesen. 

Satz 5. Q ist ein beschränktes Gebiet im R„. 

Au = ^ a^{x) D'u , a^x) e О^Щ , D{A) = C^{Q), 
| a | ^ 2 m 

sei ein formal selbstadjungierter entartet — elliptischer Differentialoperator mit 
der Elliptizitätsfunktion a{x), а~^{х)еЬ^{р), ^ ^ 1 . [Schreibt man А in der 
Form (17), (18), so darf für Q > nj{2m — k) der Störoperator В Ableitungen bis 
zur Ordnung к einschließlich enthalten,!^ Bezeichnet man mit Ap die Friedrichssche 
Erweiterung von А [3b], S. 1240, so besitzt Ap für a~^ ELQ{Q) mit Q > njlm, 
(j9 ^ 1), ein reines Punktspektrum. Bezeichnet man die Eigenwerte von Ap mit v̂ -, 
i = 1, 2, ..., so gilt für hinreichend große ^ 

(31) Î 7 — 4 ^ - . <^ für y> "^ 
i=i (v̂  + ^y {2mQ - n) 

Bemerkung . Satz 5 ist das Analogon zu Satz 3. Die Einführung der Zahl ^ ist 
unwichtig, sie dient nur dazu, sicherzujstellen, daß Ap + £,E ^) positiv-definit ist, so 
daß 0 kein Eigenwert von Ap + ^E^) sein kann. Im streng elliptischen Fall entspricht Ap 

^) E ist der identische Operator. 
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dem für das Dirichletsche Randwertproblem mit verschwindenden Randbedingungen 
zuständigen Operator [2]. Im Falle entartet — eüiptischer Operatoren ist für spezielle 
am Rande singular werdende Elliptizitätsfunktionen die Art der Randwertannahme 
untersucht [7], [4], [14]. 

Beweis. (25) mit a = 0 zeigt, daß Ä halbbeschränkt ist. (Für a = 0 ist die Ein­
schränkung Q = Q nicht notwendig, wie der Beweis von Satz 4 zeigt). Damit ist es 
sinnvoll, von der Friedrichsschen Erweiterung Äp zu sprechen. Äp -{- ^E ist für hin­
reichend große f positiv-definit und es gilt nach Satz 4 und der anschließenden Be­
merkung 

((-zl^w, u) й с{{Лр + ^E) и, и) 

für beliebige quaderförmige Gebiete q, a^ < x, < bi, Ï = 1, .,., п. Aus der letzten 
Abschätzung folgt Satz 5 durch analoge Überlegungen wie beim Beweis des Satzes 3. 

7. Operatoren mit speziellen Elliptizitätsfunktionen. Störend an der Formulierung 
der Sätze 3 bis 5 ist die Einschränkung ^ ^ 1. Fordert man statt a~^(x) e Ь^{и) für 
die Elliptizitätsfunktion a[x) 

a~^{x)eL^{Q), Q >0, 

so erscheint die Einschränkung ^ ^ 1 unzweckmäßig. (Die Forderung Q > njlm ist 
dagegen der Problemstellung gut angepaßt, wie unten, Satz 7a, noch durch ein 
Beispiel belegt wird). In diesem Abschnitt sollen für die speziellen Eüiptizitäts-
funktionen 

a[x) = r\ T > 0 , г = |x — Xo| , XQG Q , 

(XQ fixiert), unter Umgehung der Bedingung ^ ^ 1, (dem entspricht, daß auch Werte 
T ^ n zugelassen werden), die den Sätzen 3 bis 5 entsprechenden Resultate herge­
leitet werden. Hierbei werden als Hilfsmittel Einbettungssätze für Räume mit Ge­
wichtsfunktionen [7] verwendet. 

Satz 6. Q = {x\0 < Xi < 71, i = 1, ..., n}. Ist n ^ 2 und m eine vorgegebene 
natürliche Zahl, so ist für 0 ^ a ^ m und т < 2(m — a) 

(32) {{-^y u,u)Sc{ r' ^ JD^wp dx , UE C^{Q), 

mit einer von и unabhängigen positiven Konstanten c. 

Bemerkung . Satz 6 stimmt für ^ ^ 1 und a[x) = f mit den Formeln (20) und 
(21) überein, sofern man in der Ungleichung (20) auf das Mittelstück verzichtet. Aus 
(r^)~^eLi(Q) folgt nämlich т < njq, also nach (21) т < 2(m — a). Umgekehrt 
sieht man, daß man für jedes т < n, т < 2(m — a), ein geeignetes ^ ^ 1 finden kann, 
für welches (21) gilt und т < njq ist. Der Satz gilt für beliebige Quader. 
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Beweis. 1. Schritt. Ist ^ ^ 0 und ist v(t) eine im Intervall <0, oo) einmal stetig 
differenzierbare Funktion, die für t ^ fo(^) identisch verschwindet, so gilt 

/•»00 /*00 

Jo Jo 
^ P < CO 

[7], S. 600. 

Für u{x) G C^(Ô) folgt 

/*00 /»00 

I \u{r,S)\^r"-'^'dr й С 
JO Jo 

r^-^+^^-Pdr < ^jD^.wpr"~'+^-^dr. 
0 J=^ 

Dabei sind (г i9) Polarkoordinaten. Also ist 

(33) \и{х)\Р /dx ^с\ Y \^А' '^'^^ ^^ ^ И Е \^^А^ '^'^"' "^^ 
JQ Jö^'-l }Q\ß\=rn 

letzteres durch Iteration. Für 1 ^ p < 2 führt die Anwendung der Hölderschen 
Ungleichung zu 

\u{xf dxuc({ r^^y^^^yp Y \Щ^ ^^^'^^ 

mit 27/(2 — p) < n. Daraus folgt 

(34) ( f |M(x)|^dx^ ' йсИ r"" Y \Щ'' ^^ 

für 

1/2 

X < Im — n + 
In 

2. Schritt. Es sei H = /c — 1, also /c — 1 ^ a < /c, (A: = 1, ..., m). Nach Satz 1 

ist für и G C^{Q) {{-ЛУ и, и) й 4^fw,^ für 

(36) s > 
In 

n + 2{k - a) 

(Da n ^ 2 gefordert war, ist die Bedingung s ^ 1 automatisch erfüllt). Aus (34), (35) 
folgt dann für p = s und т < 2(m — k) — n + (2njs) 

( - Afu, и]йс[ r' Y. i^^^l^ d^ • 

Setzt man (36) in die Abschätzung für т ein, so folgt т < 2(m — a). Umgekehrt ist 
jeder solche Wert von т durch geeignete Wahl von 5, (36), erreichbar. Damit ist der 
Satz bewiesen. 

129 



Satz 7. Q sei ein beliebiges beschränktes Gebiet im R^. 

(37) Au = (-1) ' ' ' ^ D^ir^Df^u) , D{Ä) = C^{Q) , r = \x - Xo\ , 

XQ e Q , T ^ 2m . 

Ap sei die Friedrichssche Erweiterung von A. 

(a) Ist T == 2m, so ist das stetige Spektrum von Ap nicht leer, {XQ e Q, d. h, XQ 
soll nicht auf dem Rand von Q liegen) 

(b) Ist T < 2m, 50 besitzt Ap ein reines Punktspektrum. Bezeichnet man die 
Eigenwerte von Ap mit v^, i = 1,2, ..., so ist 

°̂  1 fi 

(38) E - < « ^ für y>- . 
i=i V- 2m — T 

Bemerkung . Der Begriff „stetiges Spektrum" wird im Sinne von GLASMAN [6], 
S. 18, verwendet, (a) zeigt, daß entartet — elliptische Differentialoperatoren mit „stark 
singulären" Elliptizitätsfunktionen die Eigenschaft, ein reines Punktspektrum zu 
besitzen, verlieren können. Gleichzeitig zeigt (a), daß man die Bedingung Q > nj2m 
in den Sätzen 3 und 5 nicht abschwächen kann. 

Beweis. Für т < 2m folgt aus (32) mit а = 0, daß А positiv-definit ist. (Im Falle 
а = 0 ist die Einschränkung Q = Q nicht nötig.) Für т = 2m folgt dies aus (33) 
mit p = 2 und ^ = 0 

(39) f |wp dxu c[ r̂ "̂  }] \D^U\^ dx . 

Damit ist es sinnvoll, von der Friedrichsschen Erweiterung Ap zu sprechen, 

(a) Zum Operator (37) mit т = 2m gehört die energetische Metrik 

{ r^"" ^ \0Ри\Ых= \\u\\l. 

Ist H die Vervollständigung von C^(ß) in der Metrik Ц.Ця̂  so ist nach (39) die 
Einbettung von H in L2{Q) stetig. Wäre diese Einbettung sogar vollstetig, so würde 
nach einem Satz von Rellich, (man vergleiche z. B. [9], S. 335, Satz 11) die Friedrichs­
sche Erweiterung des Operators 

Au = ( - 1 ) " £ D^r^^^'D^u) , D{A) = C^{Q) , 
\ß\=m 

ein reines Punktspektrum besitzen, (a) ist somit bewiesen, wenn man eine Folge 
{uj, j = 1, 2, . . . } , Uj{x) e Co{Q) angeben kann, die in der Metrik ||. ||я gleichmäßig 
beschränkt, in der Metrik | | . | |L2 ^^^^ nicht kompakt ist. O. B. d. A. sei XQ = 0. 
u{x) E CQ{R„) sei eine behebige Funktion, u(x) ф 0, 0 ^ supp ы(х), (mit supp w(x) 
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wird der Träger der Funktion u(x) bezeichnet, d. h. der Abschluß der Punktmenge 
für die u{x) Ф 0 ist). Durch geeignete Wahl der Folge ê  > £2 > • • • > /̂c > • • • "^ ^ 
kann man erreichen, daß die Funktionen 

zu CQ{Q) gehören und daß supp Uj^ n supp Uj = 0 für к ф / ist. Einfache Rech­
nungen zeigen, daß 

J ß JRn 

und 

I. r^^ Y | D 4 | ' dx r 
2m ^ |D^i/p dx - c. 

}Rn 1 ^ 1 = ' " 

ist. Daraus folgt, daß die Folge {U}^} das Gewünschte leistet. 

(b) Daß Ap im Fall Q = q [q ein beliebiges quaderförmiges Gebiet), für т < 2m 
ein reines Punktspektrum besitzt, folgt aus Satz 6. Sind Hi die Eigenwerte von ( —zl)^ 
so zeigt Formel (32) ferner, daß 

00 -j 00 i 

V — < с У — <oo 

ist, sofern (xy > njl ist, (man vergleiche den entsprechenden Schluß beim Beweis des 
Satzes 3). Dabei muß 2a < 2m — т sein. Daraus folgt (b) für quaderförmige Gebiete. 
Für beliebige Gebiete folgt jetzt (b) aus dem Variationsprinzip von Courant. 

m . EXISTENZ UND DIFFERENZIERBARKEITSEIGENSCHAFTEN 
GREENSCHER FUNKTIONEN ENTARTETER ELLIPTISCHER OPERATOREN 

8. Operatoren, die nur Ableitungen der liöchsten Ordnung enthalten. Die nachfol­
genden Betrachtungen setzen die Überlegungen des Abschnittes 5 fort. Die dort 
verwendeten Bezeichnungen werden übernommen, insbesondere ist also Ä der zu 
Beginn des Abschnittes 5 beschriebene positiv-delinite entartete elliptische Differen­
tialoperator der Ordnung 2m, den man sich form.al in der Form (9) geschrieben 
denken kann. Von Interesse ist, unter welchen Bedingungen man A~^ in der Form 

(Л->/)(х)= ^ G{x,y)fiy)dy 
Ja 

darstellen kann. 

131 



Satz 8. A sei der positiv-definite, entartet-elliptische Operator der Ordnung 2m 
aus Abschnitt 5 [Satz 3), a(x) seine Elliptizitätsfunktion. a""^(x) e L^(0), Q ^ 1. 
Q sei ein beschränktes, sonst aber beliebiges Gebiet im R„. 

(a) Ist m > nJA und Q > njilm — ^n), so ist A~^ ein Hilbert-Schmidt-Operator 
und 

(40) {A- ' / ) (x) = I G(x, y)f{y) dy , f{y) e L,{Q), G{x, y) e L,{Q x ß) 
J Q 

(b) /5^ m > n/2 und Q > nj{2m — n), so ist A ^ ein Operator der Spurklasse und 
in der Darstellung (40) ist 

(41) G{x,y)E WTçKl-,,^{^ X Q). 

Bemerkung . Ein Wert Q, der die in (b) gestellte Bedingung erfüllt, genügt natürlich 
auch der in (a) angegebenen Forderung. Ist A streng elliptisch, dem entspricht ^ = oo, 
was bei den Betrachtungen zugelassen ist, so stimmt Satz 8 im wesentlichen mit Satz 2 
aus [12] überein. 

Beweis. Da Q > njlm gilt, ist A positiv-definit und Formel (19) anwendbar. 

(a) Aus д{2т - in) > n folgt 2 > пд1{2тд - n). (19) zeigt, daß A"^ ein Hilbert-
Schmidt-Operator ist. {ulx),i = 1,2,...} sei ein vollständiges System orthonor-
mierter Eigenfunktionen von A, AUi(x) = v^ м^(х). Dann ist bekanntlich [8] 

(42) (Л-Y) (x) = f G(x, y)f{y) dy mit G(x, y) = f "^MJM e L,{Q x Q) , 

womit (a) bewiesen ist. 

(b) Aus д(2т — n) > n folgt 1 > пд1(2то — n). (19) zeigt, daß A~^ ein Operator 
der Spurklasse ist. Bezeichnet man vorübergehend den Abschluß von CQ{Q) in der 
Metrik (7) mit ЯДО), dann folgt и^(х) e HjQ), Formel (10) zeigt, daß auch 

uix)eW^^^,,,^,{Q) 

Das Gebiet Q x Q cz Rj^ beschreibe ich durch (x, y) = (x^, ..., x„, y^, ..., y„), 
xeQ, у € Q, Zur Abkürzung wird 

дхг.,,дх:- дуг,..ду:-
gesetzt. Für м(х, у) e Co{Q x Q) gih nach (10) mit r = 2^/(1 + Q) 

{ ^ \D: i/(x, yfdxuc({ i : Ai{x) Di t<x, y) Dl ф 7 7 ) dx 
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Entsprechend für y. Durch Anwendung der Hölderschen Ungleichung und unter 
Berücksichtigung von r < 2 folgt daraus 

' f i : {\D:u{x,yf + \D;u{x,y)[)dxdyu 

v/2 

(43) 

Nach BESOV [1], S. 75, Lemma 7.2, ist die auf der linken Seite der letzten Ungleichung 
stehende Norm äquivalent zur Norm Wl!'{Q x Q), Bezeichnet man die Norm auf der 
rechten Seite von (43) vorübergehend ||w||i^(ßxß) und mit Hj^Q x Q) die Vervoll­
ständigung von C^(ß) in dieser Norm, so gilt für das in L2{Q x Q) vollständige und 
orthonormierte Funktionensystem {Ui{x) Uj(y), f, j = 1, 2, ...} 

Ui{x) Ui{y) e Hj^Q X Q), {u{x) u{y), Uj{x) Uj{y))HM^xo) = -^'/^ü • 

00 

(ôfj ist das Kroneckersymbol). Zusammen mit (42) und ^ (l/v,) < oo führt das zu 

G{x, y) e HA{Q X ß ) . 

r = 2^/(1 + Q), Formel (43) und das schon erwähnte Lemma von Besov zeigen 
schließhch die Richtigkeit der Behauptung (b). Damit ist der Satz bewiesen. 

9. Allgemeine Operatoren. Die Resultate des letzten Abschnittes lassen sich auf 
Operatoren, die nicht nur Ableitungen der höchsten Ordnung enthalten, übertragen. 
Mit Äp wird der Operator aus Satz 5, Abschnitt 6, bezeichnet. Wie in der Bemerkung 
nach Satz 5 schon gesagt wurde, stimmen Satz 3 und Satz 5 im wesentlichen überein. 
Man erhält somit nach dem gleichen Verfahren wie im letzten Abschnitt den folgen­
den Satz. 

Satz 9. Q sei ein beliebiges beschränktes Gebiet im Я„. Mit Ap werde die Friedrichs-
sche Erweiterung des formal selbstadjungierten, entartet-elliptischen Operators А 
aus Satz 5 bezeichnet. a(x) sei seine Elliptizitätsfunktion, 

a-\x)€L^{Q), Q^l, 

(a) Ist m > n\A und Q > njilm ~ \n), so ist {Ap + <^£)~^ für hinreichend 
große £, ein Hilbert-Schmidt-Operator und 

(44) [{A, + iE)-'f] (x) = Г G,{x, y)f{y) dy , f{y) e ^{П), 

G^{x, y) G L2{Q X Q). 
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(b) Ist m > njl und Q > n/(2m — n), so ist für hinreichend große ^ (Ap + ^E) ^ 
ein Operator der Spurklasse und in der Darstellung (44) 

Bemerkung . Im streng eiUptischen Fall, dem entspricht ^ = 00, folgt also für 
m > njA, daß G^(x, y) e L2{Q x Q) und für m > n/2, daß G^(x, y) e ^ ^ ( ß x Q) ist. 

Beweis. Analog zum Beweis von Satz 8. Man hat lediglich statt (42) 

G,(x, y) = t "J^^l^) 

zu setzen. 

10. Operatoren mit speziellen EUiptizitätsfunktionen. Die Betrachtungen des Ab­
schnittes 7 werden fortgesetzt. Es werden also die Friedrichsschen Erweiterungen der 
Operatoren (37) untersucht. Während Satz 9a weitgehend seine Gültigkeit behält, 
entstehen bei der Übertragung des Satzes 9b Schwierigkeiten. Der Grund dafür ist, 
daß (in der Bezeichnungsweise des Satzes 9 gesprochen) Werte Q mit ^ < 1 auftreten 
können. 

Satz 10. Af sei die Friedrichssche Erweiterung des Operators 

Au = (-1)^" ^ D%r' D^u), D{A) = C^(ß) , г = Ix - Xo| , Xo G ß , т < 2m . 
\ß\=m 

Q d Rn sei ein beliebiges beschränktes Gebiet. 

(a) Ist m > n/4 und т < 2(m — n/4), so ist Ap^ ein Hilbert-Schmidt-Operator 
und 

(45) {A; ' / ) (x) = г G(x, y)f{y) ày , f{y) G L , ( ß ) , 
Jß 

G(x, y) e L2{Q X Q). 

(b) /5^ m > njl und T < 2(m — n/2), so gehört Ap^ zur Spurklasse. 

(c) Ist m > njl, т < 2(m — n/2) und т < 2{m — /c + n/2) für eine geeignete 
natürliche Zahl k, 1 ^ к ^ m, so ist in der Darstellung (45) 

G(x, y) G WX^ X ^ ) 
mit 

In 
(46) 1 ^ 5 < , falls n + T - 2{m - /c) ^ 0 ist 

n + T — 2(m — k) 
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und 

G{x, y) e W^iQ X Q), 

fallsn + T — 2(m — k) < 0 ist. 

Beweis, (a) Aus 2 > л/(2т — т) folgt nach (38), daß Ap^ ein Hilbert-Schmidt-
Operator ist. 

(b) Aus 1 > и/(2т — T) folgt nach (38), daß Äp^ ein Operator der Spurklasse ist. 

(c) Äp^ gehört nach (b) zur Spurklasse. Daraus folgt wie beim Beweis von Satz 8b, 
daß G(X, y) zu Hj^Q X Q) gehört. In der Formel (34) darf man Q durch Q ersetzen. 
Für /7 + T ^ 2(m — k) und einem 5, das (46) genügt, gilt somit 

(47) \\u\\l^^y йс{ r^ Y \D^u\' dx, ue C^{Q), 
J ß \ß\=^m~k 

für К < 2{m — k) — n + Injs. 
Da 

2n 
2(m — k) — n -\ > 2(m — k) — п + п + т — 2(m — /c) = т 

s 

ist, gilt (47) insbesondere für к = т. Daraus folgt 

\\u\Ù^u й с 

Daraus folgt aber genau wie früher beim Beweis des Satzes 8b, (man vergleiche 
Formel (43)), für den Fall n + т — 2(m — fc) ̂  0 die Behauptung. Berücksichtigt 
man 

lim llwll̂ (̂̂ ) = IhllL.(ß), ueC^{Q), 
s-*ao 

so folgt die Behauptung auch im Fall n + x — 2{m — k) < 0 aus (47) im Analogie 
zum Beweis des Satzes 8b. Damit ist der Satz bewiesen. 
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