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EIGENWERTVERTEILUNGEN UND GREENSCHE FUNKTIONEN
ENTARTETER ELLIPTISCHER DIFFERENTIALOPERATOREN

HanNs TRIEBEL, Jena

(Eingegangen am 5. September 1966)

In der Arbeit werden selbstadjungierte entartete elliptische Differentialoperatoren
der Ordnung 2m in einem beschriankten Gebiet Q des n-dimensionalen euklidischen
Raumes untersucht. Betrachtet man die quadratische Form

Afu, u] = f Y A3(x) DuD’@ dx
o lel=Bl=m
auf den unendlich oft differenzierbaren und in @ finiten Funktionen, (4j(x) =

= Al(x), A4}(x) lokal integrierbar), so heift der durch sie erzeugte Operator 4 entartet
elliptisch, falls

Alu, u] 2 | a(x) ¥ lD“ul2 dx,

0 la]=m

a(x) = 0, gilt. Das MaB der ,,Entartung* wird durch die Zugehérigkeit von a™*(x)
zu L(Q), 1 £ ¢ £ o0, beschrieben, (¢ = oo entspricht dem streng elliptischen Fall).
In den Abschnitten 5 und 8 wird untersucht, wann A ein reines Punktspektrum besitzt,

die Eigenwerte seien v, (i = 1,2, ...), und fiir welche Exponenten y ) (1/v;)? kon-
i=1
vergiert. Ferner werden Bedingungen angegeben, wann sich A~! in der Form
(A7) (x) = j G(x, y) f(y) dy
2

darstellen 148t und welche Differenzierbarkeitseigenschaften die Greensche Funktion
G(x, y) besitzt (Satz 3 und Satz 8). Die Resultate verallgemeinern Ergebnisse der
Arbeit [12]. In den Abschnitten 6 und 9 werden die entsprechenden Untersuchungen
fiir selbstadjungierte, entartete elliptische Operatoren der Form

Au = Y a,x)D%u

la] =2m
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durchgefiihrt, (Satz 5 und Satz 9). In den Abschnitten 7 und 10 wird das Spektrum
der speziellen entartet-elliptischen Operatoren

Au = 2 (_l)m Dﬂ(rtDl?u) , = Ix _ xoi ; XOEQ,
1B|=m

betrachtet. Ferner wird untersucht, wann sich die inversen Operatoren als Integral-
operatoren im obigen Sinne schreiben lassen und welche Differenzierbarkeitseigen-
schaften die Greenschen Funktionen besitzen, (Satz 7 und Satz 10). Es wird gezeigt,
daB fiir t = 2m der Operator A kein reines Punktspektrum besitzt.

I. VORBEREITENDE BETRACHTUNGEN

1. Bezeichnungen. Q bezeichnet ein beschrinktes offenes Gebiet im n-dimensiona-
len reellen euklidischen Raum R,, n = 2, iiber dessen Rand keine Voraussetzungen
gemacht werden. ’

x = (Xy, ... X,).
CXQ) ist die Gesamtheit der komplexen Funktionen, deren simtliche partielle
Ableitungen bis zur Ordnung k einschlieBlich existieren und in Q stetig sind.

C7(9Q) ist die Gesamtheit der in Q finiten, unendlich oft differenzierbaren komple-
xen Funktionen. Entsprechend C3'(R,).

Q ist das quaderformige Gebiet 0 < x; < m, i =1,...,n
o= (cxl, ..., ®,) bezeichnet einen Multiindex mit nicht-negativen ganzzahligen
Komponenten o;, i = 1,...,n .Jo| = Z a;.

D* = D% ... D™, D, = d|ox,.

Durch D(A4) wird das Definitionsgebiet des Operators A und durch D[A] das
Definitionsgebiet der Bilinearform (bzw. quadratischen Form) A4[ ., .] gekennzeich-
net.

Wy = Wy(Q), 1 < p < oo, ist die Vervollstdndigung von C§(Q) in der Metrik
e = 3, 10l

wobei L, die iibliche Bedeutung hat.
Fiir u € W§(Q) = L, sind die Normierungen ||u

% und

lullwpe = Nullary + fulcs

dquivalent [11], S. 66.

2. Eigenschaften der Operatoren (—4)% « > 0 in quaderformigen Gebieten. Ob-
wohl die nachfolgenden Betrachtungen fiir beliebige ,,quaderférmige Gebiete
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a; < x; < b, i=1,..., n, gelten, beschrinke ich mich auf den Fall des Quaders Q

Q={x|0<x;<mi=1,..,n}.

Definiert man den Operator —Adu = — Z DZu auf dem AbschluB der linearen Hiille
der Funktionen H sin k;x

¥,2(0)» SO ist
der Operator 4 selbstadjungiert und positiv-definit, (d. h. H~Au[] L 2 clluf L,
¢ > 0). —4 besitzt ein reines Punktspektrum, seine Eigenwerte sind i k3, seine
Eigenfunktionen f[sin kyx;, [12], S. 327. Fiir beliebige reelle o ist esJ z;mzufo]ge
sinnvoll, von den{ :sélbstadjungierten Operator (— 4} zu sprechen.

Satz 1. Ist Q = {x | 0<x;<mi=1,...,n} und ist m eine vorgegebene na-
tirrliche Zahl, so gilt fiir 0 < o < m und fiir u(x) € C3(Q) die Relation

((— Ay u,u) < cul;

Wom(Q) »

falls s = 1 und s > 2n(n + 2(m — «)) ist, mit einer von u(x) unabhdngigen posi-
tiven Konstanten c.

Bemerkung. Entscheidend fiir die spdteren Betrachtungen ist, da man s < 2
withlen kann. Der Satz bleibt richtig, wenn man den speziellen Quader Q durch einen
allgemeinen Quader ersetzt.

Beweis. Sind kj, j = 1, ..., n, natiirliche Zahlen, so wird zur Abkiirzung lk] =

= Y k; gesetzt. Fiir beliebige komplexe Zahlen ay,_,, gehort

=1
flx) = (z) Y Gy, SIN kg X Lsin KX,
T

LS

zu D((— 4)*). Es ist

(-4 f = (%> Y @, (Y K5 sin kyx ... sin k,x,
/) k2K =1

und
(]) (( f’f) iz Iakx wokn 2 zlk?)a = [k[sl('akimk"'z (ngk.?)m (jglki)a_m .
Fiir f = (B, ... Bu)s |B] = m, ist

@ X 1P|

5

Ly
ENUE <>

wobei man fiir f; = 0(2) an der entsprechenden Stelle sin k;x; und fiir §; = 1(2)
cos k;x; zu nehmen hat.

Z +oa, KK {sin klxl} {sin k,,x,,}
+ oap, g kKD

cos kyx; cos k,x,
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Die Zahlen Z k? sind (unter Beriicksichtigung der Vielfachheiten) die Eigenwerte 4;
des Operators — 4. Nach [12], S. 329, ist

©

(3) 2 - < oo fir y>g.

(a) Esseim — o > nf2. Dann folgt aus (1) und (3)

KB kB <

n

((_A‘)af’f)llz

IIA

¢ sup lakx Kn (Z k)" < ¢ ), sup 1ak,...h.,
lkl= |Bl=m [k|=K

sin k,x sin k,x,) ||
<c Y H + K Ky 2l wa (|l
16=m [|IK|ZK cos kyx; cos k,x, “Ll

wobei sin k;x; bezw. cos k;x; und die Vorzexchen wie in Formel (2) gewihlt werden.
Nach (2) ist somit

@ =4y a2 s e 3 [P,

1

(b) Es sei m — a < nf2. Aus (1) folgt

M=

kj%’)~(m4a>p')l/p' ,
1

(420 = (3 Jon PP CE (X

k=K j

1l

A

(1/p) + (1/p') = 1. Der zweite Faktor ist nach (3) gleichmiBig beziiglich X be-
schrinkt, wenn (m — «) p’ > n/2 ist. Das ist fiir

p<—
n—2m— o)
erfiillt. Somit ist
(5) (=4 L)' e ¥ (3 |k kra, i [P) 7
|Bl=m |k|=K

Die Fouriertransformation beziiglich des Funktionensystems

sin kyx sin kyx sin k,x,
ol 20 bk =0,1,2,...0,
cos kyx; cos kyx, cos k,x,
(man hat an der j-ten Stelle entweder stets sin k;x; oder stets cos k;x; zu nchmen),

leistet eine isometrische Abbildung von L,(Q) in den Folgenraum I, und eine be-
schrinkte Abbildung von Ll(Q) in I,. Aus dem Konvexitdtstheorem von RIEsz,

1y Samtliche Konstanten, deren numerische Werte ohne Interesse sind, werden mit dem glei-
chen Buchstaben ¢ bezeichnet.
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([3a] VI, Theorem 10 oder 11, S. 525) folgt, daBi die Fouriertransformation fiir
2 £ r £ oo eine beschrinkte Abbildung von L,.(Q) 1/r + 1/r" = 1, in I, leistet.
Fiir 2 < 2p < 2n/(n — 2(m — «)) folgt somit aus (5)

| . .
(CAPLOYP S e 2| 5 b gk {20 e

Br=m i Zx cos kyx; cos k,x,

i

Le2py’
Mit (2p)" = s gilt somit die Einschridnkung
2n
> ——
n+2(m— o)
Nach (2) ist somit
(6) (=a) L)) = e 2 1D% . -

u(x) € C§(Q) kann man einschlieBlich simtlicher Ableitungen bis zur Ordnung m
gleichméBig durch trigonometrische Polynome der obigen Gestalt approximieren.
Der Satz folgt dann durch Grenziibergang in den Formeln (4) und (6).

3. Koordinierte Normen. In diesem Punkt werden einige vorbereitende Betrach-
tungen iiber entartete elliptische Differentialoperatoren durchgefithrt. Q ist ein
beschréinktes Gebiet im R,. Auf D[A] = C$(Q) wird die Bilinearform

(7) Alu, v] = '[ Y Al(x) DPu D*5 dx
o lal=18l=m

betrachtet. Dabei sollen die Funktionen A;(x) lokal integrierbar sein. Ferner sei

Aj(x) = Al(x), so daB A[u, u] reell ist. Die quadratische Form nenne ich , entartet
elliptisch*‘, wenn

(8) Alu, u] = fﬂa(x) Y lD“ul2 dx, ueD[A] = CJ(Q),

la]=m

a(x) = 0, ist. a(x) bezeichne ich als ,,Elliptizitéitsfunktion®. Deutet man (7) als Distri-
bution, so 148t sich A[u, v] darstellen als

©) Afue] = Y (=17 D) DP) ().

la]=|B|=m

Satz 2. Geniigt die Elliptizititsfunktion a(x), a(x) 20, fir ¢ = max (1, n[2m)
der Bedingung a™*(x) € L(Q), so gilt fiir ue D[A] = C§(2)

(10) lulles = elullime e = ¢ V(AL u]) -
Die Normen A[ ., .Jund ||. |3, sind koordiniert.
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Bemerkung. Aus dem Satz folgt insbesondere, daB8 A[., .] positiv definit ist.
Da die Normen koordiniert sind, kann man C§() so in der Metrik A[ ., .] abschlie-
Ben, daB auch der AbschluB in L,(Q) enthalten ist. Daraus folgt, daB die (abgeschlos-
sene) Form A[ ., .] von einem selbstadjungierten positiv-definiten Operator erzeugt
wird, den ich mit A bezeichne und ,,entartet-elliptisch* nenne. Der Begriff der koor-
dinierten Norm wird im Sinne von GELFAND-ScHILOW [5], S. 11, verwendet: Ist
u; € D[A] eine Fundamentalfolge in der Metrik A[., .] und eine Nullfolge in der
Metrik |. | .,. so ist u; auch in der Metrik A[ ., .] eine Nullfolge.

Beweis. Nach den Sobolewschen Einbettungssétzen ist fiir u € C3(Q)

NM Ly é C““Hﬁ,mfﬂ‘dx(l,2n/(n+2m)) [10]’ [1]] N

2—9 = max (1, 2n
n+2m

ist und Q beschrankt ist, folgt sofort

”u” = CH“”" s Z _*{-—— (alDl’ulz)a/(lﬂz)dV (raflze <
L, = Wmaoit1+o) = 1812 m o ap/(l+()) > <

sex ([ o ax)” s e yatun

1Bl=m Q

womit (10) bewiesen ist.

Der Beweis, daB A[ ., .] und ||. ||, koordinierte Normen sind, ist eine Modifika-
tion eines entsprechenden Beweises aus [12], S. 328. Es sei {u;} = C3(Q) eine Funda-
mentalfolge in der Metrik A[ ., .], d. h.

(11) Alu; — uj,u; —u;] >0 fir j,j' > oo,
und in der Metrik | .|, eine Nullfolge, d. h.

|L2—>0 fir j— o0.

"“J|

Da die Normen |. |« und ||. ||, koordiniert sind, folgt aus (10)
(12) Nujnﬁ"'"ze/(l-rg) - 0 fur .] — ©O.

Ist Qy = {x | IA;(x)I = N fiir ein Indexpaar («, B) oder a(x) < 1/N}, so folgt aus den
Voraussetzungen

(13) lim |2y = 0.

N-o

(|| ist das MaB von Qy).

122



Setzt man wy = Q — Q, und fixiert man einen Multiindex 2, Ia[ = m, so folgt aus
1, <
N 1Dt Laonmy = Aluj 0]

daB D°; in Ly(wy) eine Fundamentalfolge ist. Da andererseits nach (12) D°u;
in Ly, +4)(@y) eine Nullfolge ist, ist D*u; auch in L,(wy) eine Nullfolge. Daraus
folgt

(14) A[uj, uj],, = j Y Aj(x)Du; D'u;dx < c Y J |D°’u,—|2 dx -0

oy l&l=18l=m laf=m

fiir j — co. Nimmt man entgegen der Behauptung des Satzes an, daB} eine Teilfolge,
(0. B. d. A. nehme ich die volle Folge), existiert, so da§

VA, u]) 2z 0 >0
ist, so folgt aus (14)
ag
(15) V(Afu; ulo,) = 2
fiir j = jo(N). (A[ ., . ]y wird analog wie A[ ., .],,, definiert.) Da {u;} in der Metrik
A[ ., .] eine Fundamentalfolge ist, folgt
[
VAluy uloy) = (Afus udo,) — J(ALu; = upu; — uilo,) 2 1
fiir j 2 j, unabhingig von N. (Hierzu braucht man nur i, j 2 j, so zu wéhlen, daB
der zweite Summand auf der rechten Seite kleiner als 0/4 unabhingig von N wird.

Dann wihlt man i in Abhéngigkeit von N gréBer als io(N), (15).) Fir N - oo
erhdlt man einen Widerspruch zu (13). Damit ist Satz 2 bewiesen.

4. Eine Bemerkung iiber formal selbstadjungierte Operatoren. Ist Q ein beschrink-
tes Gebiet, so nennt man den Operator

(16) Au =Ial§2m a,(x) D*u, afx)eC*(Q),

formal selbstadjungiert, wenn er mit seinem adjungierten Operator

Au= Y (=1)"D¥au)= Y ajx)Du
la|=2m

la]<2m

iibereinstimmt, d. h., wenn a,(x) = a;(x) gilt [2]. Es folgt sofort, daB a,(x) fiir |a| =
= 2m reell sein muB. Einen formal selbstadjungierten Operator kann man beziiglich
der hochsten Ableitungen symmetrisieren, d. h., man kann

(17) Au =l I IZ| (—=1)™ DX(A%(x) D*u) + Bu
al|=|p|l=m
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mit
(18) Bu= Y bfx)Du, byx)eC"(Q),
[7l<2m

erreichen. Aj = Al e C*™(Q). B ist dann cbenfalls formal selbstadjungiert. Hierzu
braucht man nur fiir alle Multiindizes ¢ und g mit « + =6 (d. h. o; + B, = 6,
d=1,....n), [8] = 2m, Aj(x) = ((—1)"/k) a,(x) zu setzen. k ist dabei dic Anzahl
der Zerlegungen von 6 in o und f.

II. DAS SPEKTRUM ENTARTETER ELLIPTISCHER
DIFFERENTIALOPERATOREN

5. Operatoren, die nur Ableitungen der hiochsten Ordnung enthalten. In diesem
Abschnitt werden entartete elliptische Differentialoperatoren betrachtet, wie sie in
der Bemerkung im Anschlufl an Satz 2, Abschnitt 3, eingefiihrt wurden. Den Opera-
tor A denke ich mir also aus der (nach Satz 2 abschlieBbaren) Bilinearform (7) ge-
wonnen. Dabei brauchen die Funktionen Aj(x) nur lokal integrierbar zu sein und
der Bedingung A5 = A% zu geniigen. A kann man formal (falls u € C§(Q) ist im
Sinne der Theorie der Distributionen) in der Form (9) darstellen. Mit a(x) wird wie
im Abschnitt 3 die Elliptizitdtsfunktion, Formel (8), bezeichnet.

Satz 3. Geniigt die Elliptizitdtsfunktion a(x) der Bedingung a™'(x) e L{(Q) mit
o > nf2m, (¢ = 1), so besitzt der positiv-definite Operator A ein reines Punki-

spektrum. Bezeichnet man seine Eigenwerte mit v, i = 1,2, ..., so gilt
o 1 , ng

(19) Y — <o fir y>———.
i=1 v} 2mg — n

Bemerkung. Ein selbstadjungierter Operator A hat ein ,,reines Punkspektrum*,
wenn er kein stetiges Spektrum [6], S. 18, besitzt. D. h., daB das Spektrum nur aus
isolierten Eigenwerten endlicher Vielfachheit besteht.

Beweis. DaB der Operator A positiv-definit ist, folgt sofort aus (10).

1. Schritt. Ich wiihle @ = Q, wobei Q der Quader aus Satz 1 ist. Formel (10) und
Satz 1 zeigen, daB

2
(20) ((—A)a u, ll) é c““' "DV'"ZQI(va) é ¢ A[u’ u] , UE CSO(Q) ’
gilt, falls
20 > 2n , O<a<m,
l+o n+2m-—o)

ist. Das ist fiir jedes « mit
(21) O<a<m——

20
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erfilllt. Da (—4)% o > 0, ein Operator mit rein diskretem Spektrum ist, gilt nach
(20) das gleiche fiir A. Bezeichnet man die Eigenwerte von (—4j* mit p;, so folgt
weiter aus Formel (20)

w<cevy, i=1,2,....
Also ist
z 1 i L. . n
Y —<c¢) —< oo firjedesy mit yx > —.
B 7 . Y 7
i=1 vi i=1 U; yA

Hierbei wurde verwendet, dal3 ,u!/“

i

= J, die Eigenwerte von —4 sind, fiir die nach

[12], S. 329, die Abschitzung Y (1/47) < oo fiir y > n/2 gilt. (19) folgt jetzt aus (21).
=1

2. Schritt. Q beliebig, (beschrinkt). In der Bemerkung nach Satz 1 ist darauf hin-
gewiesen worden, daf3 Satz 1 fiir beliebige quaderformige Gebiete ¢q, a; < x; < b,
i=1,...,n, richtig ist. Damit bleiben aber auch die Betrachtungen des ersten
Schrittes, insbesondere (20) und (21), fiir beliebige Quader g richtig. Wahlt man
jetzt g so, daB g > Q gilt, so folgt der Satz aus Schritt 1 und dem Variationsprinzip
von Courant. Damit ist Satz 3 bewiesen.

6. Aligemeine Operatoren. In diesem Abschnitt soll betrachtet werden, wie weit
sich die Resultate des vorangegangenen Abschnittes auf Operatoren. iibertragen
lassen, die nicht nur Ableitungen der hochsten Ordnung enthalten. Genauer gesagt,
soll der Einflu} eines ,,Storoperators, der nur Ableitungen bis zur Ordnung 2m — 1
enthilt, auf einen entartet elliptischen Operator, der sich aus Ableitungen der
Ordnung 2m aufbaut, untersucht werden. Da es bei den nachfolgenden Uberlegungen
nicht darauf ankommt, die Voraussetzungen beziiglich der Koeffizienten der betrach-
teten Operatoren moglichst abzuschwéchen, wihle ich Bedingungen, die es gestatten,
alle Rechnungen ohne Zusatziiberlegungen durchfithren zu konnen. Es werden
formal selbstadjungierte Operatoren 4 der Form (16), Abschnitt 4, betrachtet. Es ist
zweckmiiBig, 4 gleich in die Form (17), (18) umzuschreiben. Dabei soll der ,,Haupt-
teil*

(22) (=1 D(43(x) D)
la|=1fl=m

entartet elliptisch im Sinne von Abschnitt 5 sein. Der ,,Hauptteil* (22) 148t (im

Gegensatz zum streng elliptischen Fall) i. a. keine ,,Storungen* (18) zu, die Ablei-

tungen bis zur Ordnung 2m — 1 enthalten. Vielmehr hiingt die Ordnung der Ab-

leitungen, die in den Operator B, Formel (18), eingehen diirfen, von der Art der

Singularitdt der Elliptizitdtsfunktion a(x) ab.

Satz 4. Es sei Q = {x I O0<x;<m i=1,..,n}. Ferner sei A der formal
selbstadjungierte Operator (16), der auch in der Form (17), (18) geschrieben wird.
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D(A) = C§(Q). Der ,,Hauptteil*“ von A, Formel (22), soll entartet elliptisch sein,
d. h., es soll

(23) f Y. Aj(x) DPuD"i dx gj a(x) Y. [D"‘u[2 dx,
Q

lal=[Bl=m 0 la|=m

a(x) = 0, ue C3(Q), gelten.
Enthdlt der ,,Stéroperator‘‘ B, Formel (18), nur Ableitungen bis zur Ordnung k,

O=sk=<2m—1), (d h. bf(x)=0 fir M > k) und geniigt die Elliptizitits-

funktion a(x) der Bedingung

n

(24) a~'(x)eL(Q) fur o> , (wzoz1),
2m — k

5o gilt

(3) (4w, u) < claw, ) + elulf,, weCs(©),

fur

(26) O<a<m=——

20

mit einer von u unabhdngigen positiven Konstanten c.

Bemerkung. (25) und (26) stimmen mit (20) und (21) iiberein. (24) zeigt, daB man
z. B. im Falle n/(2m — 1) 2 ¢ > n/2m den ,,Hauptteil* nur durch einen Operator
Bu = bo(x) u stéren kann. Man sieht also, daB die Bezeichnung ,,Hauptteil*“ im Falle
der entartet-elliptischen Differentialoperatoren problematisch ist. Ist der Operator
(22) streng elliptisch, dem entspricht ¢ = 00, was bei den Betrachtungen stets zuge-
lassen ist, so darf Bu Ableitungen bis zur Ordnung 2m — 1 enthalten. Satz 4 gilt fiir
beliebige quaderformige Gebiete q, a; < x; < b, i = 1,..., n.

Beweis. Nach (18) gilt b,(x) € C"(Q). Durch partielle Integration 148t sich somit
fiir u e C3(Q)

(Bu, u) = J B)(x) D’u D’ dx ,
| sk 0
s[0]=m

B}(x) beschriinkt, erreichen.
|
@) [ g prapta dx} < cfuli - Jul, o
Q

p vorerst beliebig, (1/p) + (1/p’) = 1, (1 £ p £ ). O. B. d. A. sei |y| = |§], so daB
|| < m ist. Voriibergehend wird r = 2¢/(1 + o) gesetzt.

8)  Julin S e

i fiir i— | > ’;1 —m [11], [13] (Satz 8a)

(29) [l < el + CCe) Julz, for 7 =[5 > =~ m
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[10], [13] (Satz 8a). Dabei ist £ > 0 beliebig vorgebbar. Addiert man in (28) und (29)
die Bedingungen fiir die Koeffizienten, so fithrt das zu

n
Q> .
2m — (M + [6|)
Ist umgekehrt die letzte Bedingung erfiillt, so gibt es stets ein geeignetes p, 1 < P <
< oo, fiir welches die Abschitzungen (28) und (29) richtig sind. Wegen |y| + |5| <k
folgt somit aus (27), (28) und (29)

(30) |Bu, )| < elull® fmsysray + C(0) ]z, weCTQ).

Aus den Voraussetzungen des Satzes und den Formeln (20), (21) und (30) folgt

I(Bu, u)‘ < aJ‘ ‘Z ) Aj(x) D*u D' dx + C(e) |ul|z, -
g lal=1Bl=m

Geeignete Wahl von ¢ und erneute Anwendung von (20) fithren schlieBlich zu

(4u ) 2 - j T A5 D - Clul}, 2 (=AY u, u) - Clul?, .
o lal=1Bl=m )

~-

Damit ist der Satz bewiesen.

Satz 5. Q ist ein beschrdnktes Gebiet im R,.

Au= Y a(x)D%u, ax)eC?(Q), D(4)=C3(Q),
la|=2m

sei ein formal selbstadjungierter entartet — elliptischer Differentialoperator mit
der Elliptizititsfunktion a(x), a '(x)eL(Q), ¢ = 1. [Schreibt man A in der
Form (17), (18), so darf fiir ¢ > n|(2m — k) der Storoperator B Ableitungen bis
zur Ordnung k einschlieflich enthalten.]| Bezeichnet man mit Ay die Friedrichssche
Erweiterung von A [3b], S. 1240, so besitzt Ay fiir a~* € L(Q) mit ¢ > n[2m,
(e = 1), ein reines Punkispektrum. Bezeichnet man die Eigenwerte von Ag mit v,,
i=1,2,..., so gilt fiir hinreichend grofe &
i 1 - < oo fir y>——ng
i=1 (v; + &) (2mg — n)

Bemerkung. Satz 5 ist das Analogon zu Satz 3. Die Einfithrung der Zahl ¢ ist
unwichtig, sie dient nur dazu, sicherzustellen, daBB Ay + EE 2) positiv-definit ist, so
daB 0 kein Eigenwert von Ay + £E?)sein kann. Imstrengelliptischen Fall entspricht Ay

(1)

2) E ist der identische Operator.
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dem fiir das Dirichletsche Randwertproblem mit verschwindenden Randbedingungen
zustdndigen Operator [2]. Im Falle entartet — elliptischer Operatoren ist fiir spezielle
am Rande singulidr werdende Elliptizitdtsfunktionen die Art der Randwertannahme
untersucht [7], [4], [14].

Beweis. (25) mit o = 0 zeigt, daB A halbbeschrinkt ist. (Fiir « = 0 ist die Ein-
schrinkung Q = Q nicht notwendig, wie der Beweis von Satz 4 zeigt), Damit ist es
sinnvoll, von der Friedrichsschen Erweiterung Ay zu sprechen. Ay + &E ist fiir hin-
reichend groBe & positiv-definit und es gilt nach Satz 4 und der anschlieBenden Be-
merkung

(=4, u) < c((Ap + EE) u, u)

fiir beliebige quaderformige Gebiete g, a; < x; < b, i = 1, ..., n. Aus der letzten
Abschitzung folgt Satz 5 durch analoge Uberlegungen wie beim Beweis des Satzes 3.

7. Operatoren mit speziellen Elliptizitdtsfunktionen. Storend an der Formulierung
der Sitze 3 bis 5 ist die Einschriinkung ¢ > 1. Fordert man statt a~(x) € L(Q) fiir
die Elliptizitdtsfunktion a(x)

a x)eL(Q), ¢>0,

so erscheint die Einschriinkung ¢ = 1 unzweckmiBig. (Die Forderung ¢ > nf2m ist
dagegen der Problemstellung gut angepallt, wie unten, Satz 7a, noch durch ein
Beispicl belegt wird). In diesem Abschnitt sollen fiir die speziellen Elliptizitits-
funktionen

alx) =1, ©>0, r=lx—x0‘, X0 €Q,

(xo fixiert), unter Umgehung der Bedingung ¢ = 1, (dem entspricht, dal auch Werte
T = n zugelassen werden), die den Sdtzen 3 bis 5 entsprechenden Resultate herge-
leitet werden. Hierbei werden als Hilfsmittel Einbettungssitze fiir Rdume mit Ge-
wichtsfunktionen [7] verwendet.

Satz 6. Q = {x ‘ O<x;<mi=1,...,n}. Ist n = 2 und m eine vorgegebene
natiirliche Zahl, so ist fir 0 £ o < mund 1 < 2(m — a)

(32) (=4yu,u)y<c|r 3 ’D”ul2 dx, ueCy(Q),
o IBl=m

mit einer von u unabhdngigen positiven Konstanten c.

Bemerkung. Satz 6 stimmt fiir ¢ > 1 und a(x) = r* mit den Formeln (20) und
(21) iiberein, sofern man in der Ungleichung (20) auf das Mittelstiick verzichtet. Aus
(r)"2e Ly(Q) folgt nimlich t < nfg, also nach (21) t < 2(m — «). Umgekehrt
sieht man, daB man fiir jedes T < n, © < 2(m — «), ein geeignetes ¢ > 1 finden kann,
fiir welches (21) gilt und © < nfg ist. Der Satz gilt fiir beliebige Quader.
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Beweis. 1. Schritt. Ist 6 = 0 und ist v(t) eine im Intervall <0, o0) einmal stetig
differenzierbare Funktion, die fir t > t(,(v) identisch verschwindet, so gilt

J‘m|v(t)|" #dt < chlu’(t)|" #trdr, 1<p< o,
0 0

[7], S. 600.
Fiir u(x) e C7(Q) folgt

J(:’u(r‘, 9Pt dr CJ:) i%p'

Dabei sind (r ) Polarkoordinaten. Also ist

n—1+35+p dr

IIA
IIA

0 n
c ZIDJ-u]" AR A G T
0 J=1

(33) f }u(x)i” Pdx < ¢ [ 3 ‘Dju!" #tPdx < ¢ ( > [D”ul” P dy
0 Joi=t Jolpi=m

letzteres durch Iteration. Fiir 1 < p < 2 fiihrt die Anwendung der Holderschen
Ungleichung zu

f ()P dx < ¢ ( j potml Y |D/’u|2dx>p/2
Q Q

|B]=m

mit 2y/(2 — p) < n. Daraus folgt

(34) ( L|u(x)|"dx>l/pg c( Qr" . |D"uf? dx>l/2

1Bl=m
fiir

2
x<2m—n+—n.

p

2. Schritt. Es sei [o] = k — 1, also k — 1 <« < k, (k = 1, ..., m). Nach Satz 1
ist fiir u e CF(Q) (—4) u, u) < c|ullj « fir

2n
> —_—
n+ 2(k — a)

(36)

(Da n = 2 gefordert war, ist die Bedingung s = 1 automatisch erfiilit). Aus (34), (35)
folgt dann fiir p = sund t < 2(m — k) — n + (2n/s)

(( — A)u, u) Sc| Y lD"u[2 dx .
o |Bl=m

Setzt man (36) in die Abschétzung fiir 7 ein, so folgt T < 2(m — «). Umgekehrt ist
jeder solche Wert von © durch geeignete Wahl von s, (36), erreichbar. Damit ist der
Satz bewiesen.
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Satz 7. Q sei ein beliebiges beschrinktes Gebiet im R,
(37) Au = (—=1)" Y. D¥r'D’u), D(A)=C3(Q), r= lx - xol s
1Bl=m
Xo€Q, 1<2m.

Ay sei die Friedrichssche Erweiterung von A.

(a) Ist © = 2m, so ist das stetige Spektrum von Ay nicht leer. (xo € Q, d. h. x,
soll nicht auf dem Rand von Q liegen)

(b) Ist © < 2m, so besitzt Ap ein reines Punktspektrum. Bezeichnet man die
Eigenwerte von Ap mit v, i = 1,2, ..., so ist

0

(38) zl<oo fir y > .
i=1v! 2m — 1

Bemerkung. Der Begriff ,,stetiges Spektrum* wird im Sinne von GLASMAN [6],
S. 18, verwendet. (a) zeigt, daB entartet — elliptische Differentialoperatoren mit ,,stark
singuldren* Elliptizitdtsfunktionen die Eigenschaft, ein reines Punktspektrum zu
besitzen, verlieren konnen. Gleichzeitig zeigt (a), da8 man die Bedingung ¢ > n[2m
in den Sétzen 3 und 5 nicht abschwichen kann.

Beweis. Fiir © < 2m folgt aus (32) mit & = 0, daB A positiv-definit ist. (Im Falle
a = 0 ist die Einschrinkung Q = Q nicht nétig.) Fiir © = 2m folgt dies aus (33)
mit p=2und 6 =0

(39) f luf? dx < ¢ j ¥ [prul? dx.

Damit ist es sinnvoll, von der Friedrichsschen Erweiterung A, zu sprechen.

(2) Zum Operator (37) mit © = 2m gehdrt die energetische Metrik

P2 Y |DPul? dx = [ul} .

o |B]=m

Ist H die Vervollstindigung von C3() in der Metrik | .|, so ist nach (39) die
Einbettung von H in L,(Q) stetig. Wire diese Einbettung sogar vollstetig, so wiirde
nach einem Satz von Rellich, (man vergleiche z. B. [9], S. 335, Satz 11) die Friedrichs-
sche Erweiterung des Operators

Au = (=1)" Z D*(r*"DPu) , D(A) = c;’;’(gz) s
1B]=m
ein reines Punktspektrum besitzen. (a) ist somit bewiesen, wenn man eine Folge
{upj =1,2,...}, u(x) e C3() angeben kann, die in der Metrik ||| gleichmiBig

beschrinkt, in der Metrik | .|, aber nicht kompakt ist. O. B. d. A. sei x, = 0.
u(x) e Cg(R,) sei eine beliebige Funktion, u(x) 3% 0, 0 ¢ supp u(x), (mit supp u(x)
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wird der Triger der Funktion u(x) bezeichnet, d. h. der AbschluB der Punktmenge
fiir die u(x) # 0 ist). Durch geeignete Wahl der Folge &; > &, > ... > ¢ > ... » 0
kann man erreichen, daf3 die Funktionen

1 X
ux) = —u (-
) & <5k>

zu Cg(2) gehodren und daB supp u, N suppu; = @ fiir k = j ist. Einfache Rech-

nungen zeigen, dal
f |ua|? dx = J |u|? dx = ¢,
Q R,

r2 Y |DPuy? dx :J r2 Y |Dful?dx = ¢,
R, |Bl=m

o |Bl=m

und

ist. Daraus folgt, daB die Folge {u,} das Gewiinschte leistet.

(b) DaB A im Fall Q = ¢ (g ein beliebiges quaderférmiges Gebiet), fiir t < 2m
ein reines Punktspektrum besitzt, folgt aus Satz 6. Sind p; die Eigenwerte von (—4)%,
so zeigt Formel (32) ferner, daB

€KX 1 o0

Y —<e) LI
i=1 v} i=1 1

ist, sofern ay > n[2 ist, (man vergleiche den entsprechenden Schlufl beim Beweis des
Satzes 3). Dabei muB 200 < 2m — t sein. Daraus folgt (b) fiir quaderformige Gebiete.
Fiir beliebige Gebiete folgt jetzt (b) aus dem Variationsprinzip von Courant.

IIT. EXISTENZ UND DIFFERENZIERBARKEITSEIGENSCHAFTEN
GREENSCHER FUNKTIONEN ENTARTETER ELLIPTISCHER OPERATOREN

8. Operatoren, die nur Ableitungen der hochsten Ordnung enthalten. Die nachfol-
genden Betrachtungen setzen die Uberlegungen des Abschnittes 5 fort. Die dort
verwendeten Bezeichnungen werden iibernommen, insbesondere ist also A der zu
Beginn des Abschnittes 5 beschriebene positiv-definite entartete elliptische Differen-
tialoperator der Ordnung 2m, den man sich formal in der Form (9) geschrieben
denken kann. Von Interesse ist, unter welchen Bedingungen man 4~' in der Form

(A7) () = f G(x. ¥) £(3) dy
o]
darstellen kann.
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Satz 8. A sei der positiv-definite, entartet-elliptische Operator der Ordnung 2m
aus Abschnitt 5 (Satz 3), a(x) seine Elliptizititsfunktion. a™'(x)e L(Q), ¢ = 1.
Q sei ein beschrdnktes, sonst aber beliebiges Gebiet im R,,.

(a) Ist m > n/4 und ¢ > n[(2m — %n), so ist A" ein Hilbert-Schmidt-Operator
und

~

(40) (A7'f)(x) = } G(x, ) f(»)dy, f(r)eLy(Q), G(x,y)eL(Q x Q)..

(b) Ist m > n[2 und ¢ > n|(2m — n), so ist A~* ein Operator der Spurklasse und
in der Darstellung (40) ist

(41) G(x, y)e Wzme/(He)(Q x Q).

Bemerkung. Ein Wert g, der die in (b) gestellte Bedingung erfiillt, geniigt natiirlich
auch der in (a) angegebenen Forderung. Ist A streng elliptisch, dem entspricht ¢ = oo,
was bei den Betrachtungen zugelassen ist, so stimmt Satz 8 im wesentlichen mit Satz 2
aus [12] iiberein.

Beweis. Da ¢ > n/2m gilt, ist 4 positiv-definit und Formel (19) anwendbar.

(a) Aus o(2m — in) > n folgt 2 > ng[(2mg — n). (19) zcigt, daB A~" ein Hilbert-
Schmidt-Operator ist. {u,(x),i = 1,2, ...} sei ein vollstindiges System orthonor-
mierter Eigenfunktionen von 4, Au/(x) = v; u;(x). Dann ist bekanntlich [8]

(42) (47')(x) = j‘ G(x, y)f(y)dy mit G(x,y) = i E@ eL,(Q x Q),

0 . i=1 i
womit (a) bewiesen ist.

(b) Aus o(2m — n) > nfolgt 1 > ng[(2mg — n). (19) zeigt, daB A™* ein Operator
der Spurklasse ist. Bezeichnet man voriibergehend den Abschlu von CJ(2) in der
Metrik (7) mit H (), dann folgt u(x) € H,(Q). Formel (10) zeigt, daB auch

u(x) € Wy +0(2)
gilt.

Das Gebiet Q x Q = R,, beschreibe ich durch (x, y) = (X, ..., Xp Vs -e0s Va)s
x € Q, y € Q. Zur Abkiirzung wird

la] la|
D% = o , D} = _ "
0x3! ... oxin oyt ... dym
gesetzt. Fiir u(x, y) e C(Q x Q) gilt nach (10) mit r = 2¢/(1 + @)

_ Y |Diu(x, y)| dx < ¢ ;z Al(x) DE u(x, y) D2 u(x, y) dx '/2‘ |
o lal=1Bl=m

Q lal=m

IIA
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Entsprechend fiir y. Durch Anwendung der Hoélderschen Ungleichung und unter
Beriicksichtigung von r < 2 folgt daraus

@ [z

o laj=m

5 u(x, y) y|)dxd)

v/2
<c¢ <j‘ [ Y (Ai(x) DiuD%u + AYy) D) uD% ) dx dy) )
la|=]Bl=m

Nach Besov [1], S. 75, Lemma 7.2, ist die auf der linken Seite der letzten Ungleichung
stehende Norm dquivalent zur Norm W(Q x ). Bezeichnet man die Norm auf der
rechten Seite von (43) voriibergehend ||u]f ,cox o) und mit H, (@ x Q) die Vervoll-
standigung von Cg(Q) in dieser Norm, so gilt fiir das in L,(Q x Q) vollstindige und
orthonormierte Funktionensystem {u,(x) u;(y), i,j = 1,2, ...}

ui(x)uy) e Hy(Q2 x Q), (uix)ui(y), uj(x) u,(y)p.oxe = 2vidi; -
(8,; ist das Kroneckersymbol). Zusammen mit (42) und ) (1/v;) < oo fithrt das zu
i=1
G(x, y) e H(Q x Q).

r = 20/(1 + @), Formel (43) und das schon erwiihnte Lemma von Besov zeigen
schlieBlich die Richtigkeit der Behauptung (b). Damit ist der Satz bewiesen.

9. Allgemeine Operatoren. Die Resultate des letzten Abschnittes lassen sich auf
Operatoren, die nicht nur Ableitungen der hochsten Ordnung enthalten, tibertragen.
Mit A wird der Operator aus Satz 5, Abschnitt 6, bezeichnet. Wie in der Bemerkung
nach Satz 5 schon gesagt wurde, stimmen Satz 3 und Satz 5 im wesentlichen iiberein.
Man erhilt somit nach dem gleichen Verfahren wie im letzten Abschnitt den folgen-
den Satz.

Satz 9. Q sei ein beliebiges beschrdnktes Gebiet im R,. Mit Ap werde die Friedrichs-
sche Erweiterung des formal selbstadjungierten, entartet-elliptischen Operators A
aus Satz 5 bezeichnet. a(x) sei seine Elliptizitdtsfunktion,

a l(x)eL (Q), o=1.

(a) Ist m > nf4 und ¢ > nf/(2m — }n), so ist (Ap + EE)™' fir hinreichend
grofe & ein Hilbert-Schmidt-Operator und '

(49) (45 + B A () = j Gl I0) v, S0)<Li(@),
Gix, y)eL,y(Q x Q).
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(b) Ist m > n|2 und ¢ > n[(2m — n), so ist fiir hinreichend grofe & (Ap + EE)™!
ein Operator der Spurklasse und in der Darstellung (44)

Gy(x, ) € Wip140(Q x Q).

Bemerkung. Im streng elliptischen Fall, dem entspricht ¢ = oo, folgt also fiir
m > n[4, daB Gy(x, y) € L,(Q x Q) und fiir m > n/2, daB G(x, y) € W5(Q x Q)ist.

Beweis. Analog zum Beweis von Satz 8. Man hat lediglich statt (42)

0
Gy(x, y) Z u,( (
Zu setzen.

10. Operatoren mit speziellen Elliptizititsfunktionen. Die Betrachtungen des Ab-
schnittes 7 werden fortgesetzt. Es werden also die Friedrichsschen Erweiterungen der
Operatoren (37) untersucht. Wihrend Satz 9a weitgehend seine Giiltigkeit behilt,
entstehen bei der Ubertragung des Satzes 9b Schwierigkeiten. Der Grund dafiir ist,
daB (in der Bezeichnungsweise des Satzes 9 gesprochen) Werte ¢ mit ¢ < 1 auftreten
konnen.

Satz 10. Ay sei die Friedrichssche Erweiterung des Operators

Au = (—I)"‘WZ= D(r* DPu), D(A) = C3(Q), r=|x —xo|, X2, 7<2m.

Q < R, sei ein beliebiges beschrdnktes Gebiet.

(a) Ist m > n[4 und © < 2(m — nf4), so ist Az ein Hilbert-Schmidt-Operator
und

(+5) (U710 = [ e ) ar. s)et@),
G(x, y) e Ly(Q x Q).
(b) Ist m > n[2 und © < 2(m — n/2), so gehort A7' zur Spurklasse.

(c) Ist m > nf2, © < 2(m — nf2) und © < 2Am — k + n[2) fiir eine geeignete
natiirliche Zahl k, 1 £ k < m, so ist in der Darstellung (45)

G(x, y) e WHQ x Q)

(46) 1<s< 2n , falls n+1t—2(m—k)y=0 ist

n+1—2m-— k)




und
G(x, y)e Wi(Q x Q),

fallsn + 1t — 2(m — k) < Oist.

Beweis. (a) Aus 2 > n/(2m — t) folgt nach (38), daB A7 ' ein Hilbert-Schmidt-
Operator ist.

(b) Aus 1 > n/(2m — 7) folgt nach (38), daB A; ' ein Operator der Spurklasse ist.

(c) Ar' gehdrt nach (b) zur Spurklasse. Daraus folgt wie beim Beweis von Satz 8b,
daB G(x, y) zu H,(Q x Q) gehort. In der Formel (34) darf man Q durch Q ersetzen.
Fiir n + © 2 2(m — k) und einem s, das (46) geniigt, gilt somit

(47) lu

taesc|r Y lD”u|2dx, ueCy(Q),
* o |Bl=m-k

fir k < 2(m — k) — n + 2n/s.
Da

2(m—k)—-n+2—n>2(m—k)—n+n+r—-2(m~k)=r
s

ist, gilt (47) insbesondere fiir k = 7. Daraus folgt

Hulf;‘k =< cf r Y |Dful? dx .
Q |Bl=m

Daraus folgt aber genau wie frither beim Beweis des Satzes 8b, (man vergleiche
Formel (43)), fiir den Fall n + © — 2(m — k) = 0 die Behauptung. Beriicksichtigt
man

lim lelior = l#linw » ueCE(Q),
so folgt die Behauptung auch im Fall n + © — 2(m — k) < 0 aus (47) im Analogie
zum Beweis des Satzes 8b. Damit ist der Satz bewiesen.
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