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Taк кaк 

ц ^ щ = ) Ё*В

2(Г) |^„(5)|2, если 5 е С 0 
\n=í 

(О, если 5 е С\С0 , 

то функция (р(з) принимает значения в Я. Пусть к — произвольный элемент 
из Я. Из определения функции (р(з) следует, что функции (Тк) (з) и </г (р(з)} 
эквивалентны; следовательно, скалярная функция </*, <р(̂ )> измерима для любо
го элемента к е Я, а так как Я сепарабельное пространство, то по известной 
теореме И. М. Гельфанда функция (р(з) измерима. При этом 

(• oo (* oo 

I M I W ) = ík(*)ll2ds = Es„2(T) |.A„(s)|2ds Š Es2(T) 
JG n = 1 JG w=1 

< 00 

Таким образом, (р е В2(Н; О). Выше уже отмечалось, что для любого к е Я 
функции (Тк) (з) и <й, <р(з)> эквивалентны. 

Следовательно, 

(Тк) (з) = {к, ф)х} , (р е В2(Н; О) . 

Пусть а = (а 1 ? . . ., а#) вектор с неотрицательными целыми компонентами, 

|а| = ах + ... + осм = [/], где [/] — целая часть числа /и В* = д , а | 1(дх\х,.. .,дхи

п). 

Рассмотрим оператор 

(7^)(5) = 2)«[(Г/)(5)]. 

Так как для любого базиса {к(} в Я 

oo 

ЕII гА«!. ( е ) = I |й«(гйг)(5)||Ё2(С) ^ 1 1 | гА.Ц^.(в) = 15 л

2 (г ) < со, 
1 = 1 1 = 1 1 = 1 и = 1 

ТО 

Г а е6 2 (Я;Ь 2 Г0)). 

Отсюда дословным повторением приведенных выше расуждений получим: 

(ГаА) (5) = <А, <ра(5)> , <ра б В2(Я; О) . 

Покажем, что <р„(х) = йа[<р(х)]. Пусть 0(5) е С°°(С) и А е Я. Тогда 

/й, Г ф ) Я* д(з) с35\ = Г <А, ф ) > Г>« ^(5) 05 = 

= Г (ГА) (5) Д« ^(8) (15 = (-1)1»! Г (Г.Й) (5) ф ) .15 = 

^ с ^ с ^ 
= ( - 1)Н Г <А, «,,(-)> ^(5) С.5 = (-1)1"" Д , Г <ра(5) <?(5) й Л . 
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Справедливость следствия 2 вытекает из следствия 1 и вложения 

(4) ВХЬ2(0); С) - В\^2(С); О) 

легко доказываемого с помощью применения техники, развитой в [10], [12], 
к известному (см. [7]) вложению 

Ц(0) - и#я„) - п%кн) - Що). 

Введем в рассмотрение пространства Нг

р^2(0); О), являющиеся абстрактны
ми аналогами пространств Нг

р(С) С. М. Никольского [7]. Пусть г = г + а, 
щс г — целое число, 0 < а _ 1. Обозначим через С3, д > 0, множество точек х 
(х е С) расстояние которых до границы области С больше д. Будем говорить, 
что <р(з) е Нг

р^2(0); О), если <р е Вр^2(С); С) и все ее обобщенные производные 
игср = срг удовлетворяют неравенству 

| / ( 5 + А) - <рЩ\Ыысум й М\Н\«, Щ<6, 

если 0 < а < 1, и неравенству 

\\срЪ + И) - 2срг(з) + ср%8 - п)\\Вр(Ь2(6);6б) = М\Н\ , Щ < 5, 

если а = 1. 

Если граница области О принадлежит классу С ( г + 1 ) , то имеет место вложение 

(5) Нг

р^2(С);0)^Вг

р-*^2(С);0), е>0 

хорошо известное для пространств Нг

р(0) и Щ~г(0) [7]. 

Комбинируя вложения (4), (5) получим 

Следствие 3. Пусть граница области О принадлежит классу С ( ? + 1) действую
щий е ^2(0) оператор имеет вид 

(Т/)(з) = (/,ф)), 

где ц> е Нг

р(Ь2(в); О), I < р < 2. Пусть к = / - Ы/р + ЛГ/2 > 0. тогда 

Те^2(0);Ь2(6)), 

где 

1 
9 > 

1/2 + &/ЛГ 

Частным случаем следствия 3 является 
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Следствие 4. Пусть 0 < а < 1, ~оо < а < Ь < +оо и для любого И, удо
влетворяющего условию а + \Н\ < Ъ — |й| выполнено неравенство 

\\ф + Н) - ^(5)||В2(ь2(«,ь);(«+|«|,ь-|й|) ^ Щ\"-

ТЪгда 

Те 6,(Ь2(а, Ь); Е2(а, Ъ)) , где ^ > 1/(1 + а) . 

Следствие 4 является усилением одного результата Э. Хилле и Я. Д. Та Мар
кина (см., например, [2] стр. 279). 

Замечание. На основании теоремы 4 следствия 1 — 4 можно сформулировать 
в терминах ядер, отвечающих абстрактными функциям. 

Доказанная выше теорема 3 позволяет установить связь между приведенной 
в [1], стр. 157 теоремой, близкой по идее доказательства к теореме М. Г. 
Крейна [3], и ее обобщением — теоремой В. И. Параски [5] — и выяснить 
степень обобщения. Для удобства мы приведем формулировки обеих теорем. 

Теорема А ([1], стр. 157). Если ядро К($, I) оператора Гильберта-Шмидта Т, 
действующего в Е2(а, Ъ), имеет производную в среднем К01(з, I), то-естъ, если 
Цш Л \К01(з, Г) - [К(з + к, I) - К(з, 01М|2 & = 0 и К01(з, I) - ядро Гильберта-
й->0 

Шмидта, то 
со 

X п\ 2 (Т) < оэ, 

Аналогично, если ядро Гильберта-Шмидта К(з, I) имеет 1-ю произвольную 
в среднем — ядро К01(з, I), являющееся ядром Гильберта-Шмидта, то 

00 

(6) 2>2 ( да < « 
п=1 

откуда следует, что Те &ч(Г2(а, Ъ); Е2(а, Ъ)), где д > 1/(1/2 + ее). 

Заметив, что 1-я производная в среднем ядра К(з, г) является /-ой сильной 
(по нормер ̂ 2) производнойа бстрактной функции (р(з) = К(з, •), можно сформу
лировать условие теоремы А следующим образом: функция ср(з) принадлежит 
В2^2(а, Ь); (а, Ъ)) и имеет сильную производную В1 (р(8), принадлежащую 
В2(Е2(а, Ъ); (а, Ь)). 

Теорема В ([5], стр. 628). Пусть I и к — натуральные числа. Если Те &$У\(0)\ 
\У2

+1(0)) и Т — оператор Т, рассматриваемый как оператор в 1У2(0), то 

%п1«/м8%Т)< оо 
и = 1 

и, следовательно, Те ^р(^(0);^(0)), где р > (1/? + //М)"1. 
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Теорема 5. Пусть Т — вполне непрерывный оператор, действующий в про
странстве УУ™(0^, т _ О, 1>0и0<д^2. Для того, чтобы 

00 

(и) ц да и1*'* < оо 
/ 1 = 1 

Необходимо и достаточно, чтобы оператор Т был унитарно эквивалентен опе
ратору Тх = ЕТ19 где 

Е — оператор вложения IV™*1 в IV™. 

Доказательство необходимости. В силу замечания 2 к теореме 1 

Отсюда 

Следовательно, 

s2„-i(r) = 5 2 „ _ 1 ( f 1 ) < - ^ s n ( T 1 ) . 
nl 

n=l / i = l 

14(Т)п'^<аэ. 
л = 1 

Доказательство достаточности. Пусть Г—вполне непрерывный опе
ратор, действующий в Р^"(С^). Пусть 91 — подпространство, являющееся замы
канием области значений оператора Т и сНт 91 размерность 91. Могут пред
ставиться четыре различных случая: 

1. 5Й = тс*); 
2. сНт 91 = со, й1т(№?(вц) © 91) = со; 
3. О < сНт (^г(0^ 0 Я) < со; 
4. сНт91 < оо. 

Рассмотрим каждый из этих случаев в отдельности. 

1. Обозначим через 2,м множество всех векторов вещественного евклидова 
пространства Км, все компоненты которых суть ц^лые числа или нуль. 

Через 2 обозначим множество всех натуральных чисел. Пусть к = (к19..., км) е 
б2 ] У и \к\ = тах |&;|. Мы будем говорить, что вектор а е 2# подчинен вгкто-

7 = 1 , 2 , . ..,ЛГ 

ру /с е 2#, если а ф /с и первая из разностей а7- — к},) = 1, 2, 3,..., ЛГ, отличная 
от нуля, отрицательна. 

Пусть /с е 2#. Обозначим через >̂(/с) число всех различных векторов а е 2#, 
подчиненных /с и удовлетворяющих условию \а\ = |/с| = тах |/су|. Пэдчерк-

; = 1 , 2 , . . . , ] У 

нем, что д(к) = 0 для всех векторов к вида к = ( — п9 ...9 —п),п = 1, 2, 3, ... 
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Рассмотрим на 2,м функцию со(к) 

П если | * | - 0 

\(2\к\ - 1)* + д(к) + 1, если \к\ Ф 0 . 

Функция со(/с) взаимно-однозначно отображает множество 2 ^ на все множе
ство X. При э т о м для |/с| ф 0 

(12) (2\к\ ~ 1)* < со(/с) < ( 2 | * | + 1)* . 

Левое неравенство очевидно и означает, в частности, что со(к) больше числа 
всех векторов а е %м, удовлетворяющих условию | а | ^ \к\ — 1. Правое нера
венство следует из того, что со(к) меньше числа всех векторов а е 2#, уводлетво-
ряющих условию |а | ^ \к\, а это число, как легко видеть, равно (2\к\ + 1)^. 

Пусть Т — вполне непрерывный оператор, действующий в ^У™(Ои). Так как 
в рассматриваемом случае $Н = И ^ С ^ ) , то 

00 

(13) Т/=%зп(Т)а<Рп>Ф„ 
п=1 

где {фп} — ортонормированная система в ^((/дг) , {фп} — полная ортонорми-
рованная система в №™((3^. 

Пользуясь построенным выше взаимно-однозначным отображением %м на 2 , 
м ы можем записать (13) в следующем виде: 

(14) Г/ = X зш(к)(Т) {/, <ра(к)> фат . 
ке2]* 

Определим отображающий №™(СМ) на \У™ изометрический оператор V, 
задав его на базице ^/т(к), к е 2#, равенствами 

еКк,х) 

У^ы = ТЖЩ\—• к е ^ -
\\в \\\Г21П 

Тогда, в силу (14), 

(15) Т./ = УТУ-Ч = I 5 и д а < / , йгада> - ^ -
Ле2̂  И ̂  11^2-

где й ^ = Р<рш(л). Заметим, что {Ь^^} - ортонормированная система в \У™. 

П о л о ж и м для краткости |/ | |^ 2 « = ||/||а-

Рассмотрим оператор Т\: 

- ( * . * ) Ц . J(k,x) 

(iб) тj = £ s^ ^ Ь i i r- <* ' W 
t " Ғ lié?í(fc'x)ll w l l ^ ^ l l 
ÄєZ- І Г II f " \\Є \\m+l 
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Тг — линейный ограниченный оператор, действующий из РРт в И ^ + * . В самом 
деле, 

-«(*,*) II 2 
w+I TJWw^, = ÍIIII^Zws»да( г)--jг^> x ) | |2 

1 + | f c 1 | 2 m + 2 ' + ... + \k^2m 

tW+lüOT) 1 + |fci|2- + ... + N a -
fcФO ¥ 

lfc]2m+2i 
á | | / | | 2 ( JV+l ) s2(T)+ I s 2

w ( T ) 
V k*zN \k\ 

X |fc| 4=0 ' ' 

^ | |/ | |2(iV + l)(s2(T) + £ s2
(fc)(T)(a)(fc))2'/N) = 

keZN 

1*1*0 

= l|/||m(^ + i ) £ 4 ( f c ) í T ) K k ) ) 2 ^ = 

2(JV + 1) f) s„2(T) n2i/" < ||/||2 (JV + 1) [ £ sftT) n ^ Y t * . 
И = l И = l 

Заключительное неравенство в этой цепочке выполнено в силу условия 
О < ^ й2. 

Полная непрерывность оператора Т± следует из неравенства 

IИ M ) IU + Í 
,•"(*,*) 

Т . / - Е ««,(*)( т) • ™ </, йш(Л.)> - — 

№ ^ к - ч и Цв,(*'")|и+. 
< ц/112(лг + 1 ) [ У: 5 * ( 4 ) ( г ) и ^ ) ) ' ^ ] 2 / " = 

\к\>3 

= № " + -) ( I 5«(г)п'"/т/*, 
и = ( 2 . / + 1 ) * Ч 1 

получаемого аналогичными рассуждениями. Итак, 7\ — вполне непрерывный 
оператор, действующий из # т в 1^ т + / причем 

Т± = ЕГ! . 

Остается показать, что Тх е ©в(Й^» ^ Г * ' ) - Так как 0 < % ̂  2, то в силу 
теоремы И. Ц. Гохберга и А. С. Маркуса (см. [1], стр. 125) достаточно пока
зать, что 

Е \\Т1Нсо(к)\\%2гп+1 < СО 

Мы имеем: 
keZN 

Z \Tih -(o(k)\\w2

m + [ \\pi(k,x)\\ -iq 
\\e \\m+l < 

' |L»(fc,x)|| ~ 

\\e \\m J ^ (Лf + l)"/2 (s\ + }Z ů m Ю ѓ(N + iy12 ү Ш 3 l , , f = 
kєZN kєZN 

1*1*0 
oo 

= (JV + l ) î / 2 £ sУ« / N < oo . 
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