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ASYMPTOTISCHE EIGENSCHAFTEN DER DIFFERENTIALGLEICHUNG
V' 4 2a,(x)y" + ax(x)y =0

ZDENEK Husty, Brno
(Eingelangt am 2. Februar 1967)
Herrn O. BORUVKA zum 70. Geburtstag am 10. Mai 1969 gewidmet.

VORBEMERKUNGEN

0.1 Anstatt ,,homogene lineare Differentialgleichung‘ sagen wir kurz ,,Gleichung*.
Die Symbole f’, f®[f] bedeuten die Ableitungen der Funktion f nach x[¢, t]. Die
Funktion x = T-,(f) ist die zu t = T(x) inverse Funktion. Insofern kein MiBver-
stindnis zu befiirchten ist, werden wir kurz T statt T(x) schreiben. Ist g eine nicht-
negative ganze Zahl, so bedeutet das Symbol T(x) € C,(I), daB die Funktion T® im
Intervall I stetig ist. Mit E; bezeichnen wir die Menge aller (endlichen) reellen Zahlen;
E, U o = E7}. Die Bezeichnung lim bezieht sich immer auf den Fall, daB8 die unab-
hiangige Verinderliche gegen oo strebt. Mit I, resp. J, bezeichnen wir das Intervall
{x,, ) resp. {t,, ©),v =0, 1, 2.

0.2 Es seien die Funktionen f(x), g(x) im Intervall I, definiert.

0.2,1 Wir sagen, f(x) ist ein ,,Gro8-O* von g(x), und schreiben ,,f(x) = O[g(x)]*,
wenn fiir irgendeine positive Konstante M und alle x € I, die Ungleichung | f (x)] b
< M|g(x)| gilt. Diese O-Relation ist reflexiv und transitiv. Ist g(x) = 1, so besagt
f(x) = 0(1) offenbar, daB f(x) fiir alle x € I, beschréinkt ist.

0.2,2 Wir sagen, f(x) ist ein ,,Klein-0*“ von g(x), und schreiben ,,f(x) = o[g(x)]*,
wenn es fiir jede Konstante ¢ > 0 eine Zahl &, 2 x, gibt, so daB |f(x)| < &|g(x)| fiir
alle x = ¢, gilt. Diese o-Relation ist transitiv. Fiir g(x) = 1 besagt f(x) = o(1), daB
f(x) fiir x - oo gegen Null strebt.

0.2,3 Aus den Definitionen 0.2,1 und 0.2,2 ergeben sich folgende Regeln, siehe
[1;81].
o(g) + o(g) = olg), of) £ og) = o(|f] + |g]).
fo(g) = 0(fg), folg) = olfg).,
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¢ 0(g9) = 0(g), co(g) =o(g), 0=+ cekE,,
0(f) 0(9) = O(fg) , O(f) o(g) = o(f) o(g) = o(f9) ,
o[o(g)] = 0(g),  O[o(g)] = 0o[0(g)] = o[o(9)] = o(g) -

0.2,4 Gilt f(x) = O[x g(x)] resp. f(x) = o[»g(x)], #(x) > 0, so sagen wir, f(x)
ist ein ,,GroB-0“ resp. ein ,,Klein-0* von g(x) mit Schitzfunktion x(x).

0.2,5 Gilt sowohl f(x) = O[x, g(x)], g(x) = O[x, f(x)], %(x) > 0, i = 1,2, so
nennen wir die Funktionen f(x), g(x) asymptotisch dquivalent mit Schétz-
funktionen xy, %,.

Ist, = x, = 1,so daB gleichzeitig f(x) = O[g(x)], g(x) = O[ f(x)] gilt, so nennen
wir die Funktionen f(x), g(x) asymptotisch dquivalent und benutzen die Schreib-
weise

f() = g(x).-
Diese asymptotische Aquivalenz ist reflexiv, symmetrisch und transitiv.

0.2,6 Wir sagen, die Funktionen f(x), g(x) sind stark asymptotisch dquiva-
lent, und schreiben

(0.2,1) f(x) == g(x),

falls eine derartige Zahl A + 0 existiert, daB lim f(x)/g(x) = A. Die Relation (0.2,1)
ist reflexiv, symmetrisch und transitiv. Die Bezichung (0.2,1) kann man auch in der
Form

(0.2,2) f(x) = Ag(x) + o[g(x)] oder f(x)=g(x)[A4 + o(1)]
schreiben. Es gilt

(0.2,3) f(x) == g(x) = f(x) =< g(x)
0.2,7 Wir sagen, f(x) ist asymptotisch gleich g(x), und schreiben
(0.2,4) f(x) ~ g(x),

falls lim (f(x)/g(x)) = 1. Die Beziehung (0.2,4), die reflexiv, symmetrisch und transitiv
ist, nennen wir eine asymptotische Gleichung. Ist sie erfiillt, so sagen wir auch
,»f(x), g(x) sind asymptotisch gleich*.

Es gilt

£(3) < g(x) < f(x) ~ Ag(x), 0+ AcE,
und statt (0.2,4) konnen wir :
029 S(x) = ) + o[gx)] oder f(x) = gx) [1 + o(1)]

schreiben.
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0.2,8 Asymptotische Gleichungen darf man multiplizieren, dividieren und in eine
beliebige Potenz erheben. Ist f,(x) ~ g,(x), g,(x) > 0,v = 1,2, ..., k, so folgt

(0.2,6) éfv(X) ~élgv(X) ;

siehe [1; S. 13].

1. TRANSFORMATION

Die allgemeine Gleichung zweiter Ordnung ist von der Gestalt

2
(@) L[] =Y (2) ()22 9(x) = 0, ao %0, ajeCo(ly), i=0,1,2.
i=o \ i
Ist a;/ag € Co(1y), i = 1,2, (ap = 1), so wird (a) regulir (normal) genannt. Ist (a)
reguldr, so wird die Gleichung

(an) 428 %2, 20
ao Qo
die Normalform von (a) genannt.

Mit dem Symbol M(I 1) bezeichnen wir die Menge, deren Elemente folgendermafen
definiert sind: eine zweigliedrige Folge {H(x), h(x)} € M(I,), falls H(x), h(x) € C,(I,),
H'(x) h(x) # 0 in I, ist.

Es sei {H(x), h(x)} € M(I;). Wenn wir in der Gleichung (a) die Substitutionen
z(x) = h(x) y(x), t = H(x) einfiihren, so erhalten wir eine Gleichung (a), die wir das
Bild der Gleichung (a) in I; der Koordinaten H(x), h(x) nennen; wir fiihren die
Bezeichnung () {H(x), h(x)} ein. Das Bild () ist im Intervall J, = H(I,) definiert.
Mit dem Symbol O,(I,) bezeichnen wir die Menge aller Bilder der Gleichung (a)inI,,
deren Koordinaten Elemente der Menge M(1,) sind. Das Symbol (a) {H(x), h(x)} €
€ 0,(I,) lesen wir folgendermaBen: Die Gleichung (&) ist in I, das Bild von (a) mit
den Koordinaten H(x), h(x), wo {H(x), h(x)} € M(I,).

2. HILFSSATZE
2.1 Es sei die Gleichung
a, pieCo(lo), i=12,.., n‘

gegeben. Es bilden ferner die Funktionen

(2.1) z(x), k=1,2,..,n ®
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ein Hauptsystem der Gleichung

(@) 26 + (”) a) 2 (x) = 0.

i

Die Gleichung (p) bezeichnen wir als perturbierte Gleichung und die Funktionen
pi(x),i = 1,2,..., n nennen wir Perturbationskoeffizienten.
2.2 Lemma. Es gelte

® W,(x) = (n (n—1i)
TAr) z
J;o igl <i)p ‘

W(x)
wo W(x) die Wronskische Determinante der Funktionen (2.1) und W{(x) das Komple-
ment des Elementes z{"~" in der Determinante W(x) darstellen. Dann hat die
Gleichung (a) das Hauptsystem

dx <o0, j,k=1,2,..,n,

ZO(x) =Y 290(x) [6u + o(1)], k=1,2,...n; s=0,1,...,n—1,
i=1
wo Oy = O fiir i & k, 6, = 1 zu nehmen ist. Siche [2].
2.3 Lemma. Es gelte

23.1) f a0 dx < 0, i=1,2...n.

Dann hat die Gleichung (a) das Hauptsystem
xk—s

2V =2 (k= s)!

o), s=k+1,k+2,..,n.

[T +o(1)], s=1,2,...,k,

Siehe [3].
Bemerkung. Gilt

(232) Lo:lal(x)[ dx < @, J “dax()] dx < w0,

xo
so hat die Gleichung (a) fiir n = 2 das Hauptsystem
zy=1+0(l), z,=x[1+o(1)],
2y = o(1), zy =1+ o(1).
Es folgt aus Lemma 2.3 fiir n = 2.
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2.4 Lemma. Es sei i ganz, 0 < i <n — 1und 0 £ ¢€E,. Wenn (2.3,1) und
J.
gilt, so hat die Gleichung (a) eine Ldsung z(x) von der Form

20(x) = {

Siehe [4; Satz 1].
Bemerkung. Es gelte (2.3,2); dann hat die Gleichung (a) fiir n = 2 eine Losung
z(x) von der Form

n

Y (2 —J)! (n ’_J) xj”_l”a,-(x)! dx < o0

j=n—i

i—1)...(i—s+1)x"+0x7*%), s=0,1,..,i
ox*7%), s=i+1,i+2,..,n—1.

z=1+o(1), z' =ox"").
Es folgt aus Lemma 2.4 fiirn = 2,6 = 0,i = 0.

2.5 Lemma. Es gelte (2.3,2), dann hat die Gleichung (a) fiir n = 2 ein Haupt-
system von der Gestalt

1+0(1), z,=x[1+o(1)],
zy=o(x7"), zp=1+o(1).

I

Z1
Folgt aus den Bemerkungen 2.3 und 2.4.

3. EINIGE EIGENSCHAFTEN EINER NICHTOSZILLATORISCHEN GLEICHUNG

3.1 Es sei z(x) eine Losung der Gleichung
(a) z"(x) + 2a,(x) z'(x) + ay(x) z(x) = 0, a;€ Cy(l,), i =1,2
mit der folgenden Eigenschaft: es gibt x; = x, derart, daB z(x) # 0 fiir xel,.

Bilden wir die Funktion.G(x; z) = [}, e(—2a,;s) z~*(s) ds mit

GLy) o(~2a5;s) = exp{_zral(a)da}.

X1

Es ‘gibt lim G(x; z) = ¢, 0 < ce ET. Ist ¢ = o0, so nennt man z(x) eine Haupt-
16sung der Gleichung (a) im Intervall I,. Ist ¢ < oo, so bilden wir die Funktion

(3.1,2) g(x;2) = Jwe(~2a1; s)z7*(s)ds.

Dann ist die Funktion z,(x) = z(x) g(x; z) eine Hauptldsung der Gleichung (a) im
Intervall I,, weil z,(x) # O fiir x €/, und lim G(x; z,) = oo ist.
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Lemma. Die Gleichung (a) ist dann und nur dann nichtoszillatorisch, wenn sie
eine Hauptlosung hat. Jede zwei Hauptlésungen der Gleichung (a) sind linear
abhdngig.

Siehe [5; Lemma 17, Seite 212].

Bemerkung. Das Symbol (3.1,1) wird in der ganzen Arbeit verwendet. Demnach
ist z. B. e(2ay; x) = exp {2 [}, a,(0) do}.

3.2 Jede zweigliedrige Folge von voneinander (linear) unabhingigen Ldsungen der
Gleichung (a) nennt man Basis von (a).

Lemma. Es sei
(3.2,1) zi(x), z(x)
ein geordnetes Paar der Lisungen von (a) mit den folgenden Eigenschaften:

z,(x) £ 0 fir xel, =y, limG(x;z,) < o0,

(32,2) z4(x) = z5(x) g(x; z) -
Dann gelten folgende Behauptungen:

() Die Losungen (3.2,1) sind (voneinander) unabhiingig;
(i) zy(x) ist eine Hauptlosung;

(3.2.3) zy(x) = o[z(x)] 5

ist Z,(x) eine beliebige von z,(x) unabhdngige Losung der Gleichung (a), so gilt
(3.2,4) Z,(x) == z,(x)
(3.2,5) z,(x) = o[Z,(x)] .

Beweis. Die Behauptung (i) ist bekannt, (ii) gilt nach Abs. 3.1 und die Gleichung
(3-2,3) folgt aus (3.2,2), (3.1,2). Ferner ist

(3.2,6) Z, =12y + €25, ¢ €E, O0%c,€eE,,

so daB nach (3.2,3) Z, = o(z,) + c,2, gilt. Daraus folgt mit Riicksicht auf Abs. 0.2,6
die Bezichung (3.2,4). Die Gleichung (3.2,5) ergibt sich aus (3.2,3), (3.2,4).

Folgerung. Es sei (3.2,1) eine beliebige Basis von (a), wobei z,{x) & 0 in I, ist.

Die Funktion z,(x) ist dann und nur dann eine Hauptlésung von (a) im Intervall I,
wenn (3.2,3) in Kraft ist.

Bemerkung. Ist z, = O(1), so z; = o(1).
3.3 Definitionen. A. Eine zweigliedrige Folge von unabhéngigen Lésungen (3.2,1)
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bildet eine Hauptbasis von (a) im Intervall I; < I, falls z,(x) in I, eine Hauptls-
sung von (a) und z,(x) = O fiir x € I, ist.

B. Wir nennen die Basis (3.2,1) regelméBig im Intervall I, = I; mit Schitz-
funktionen s,(x), x,(x), falls sie folgende Eigenschaften besitzt:

1° Die Losungen (3.2,1) bilden in I, eine Hauptbasis von (a);
2° zi(x) £ 0inl,, i=1,2;
3° es gilt

(3.3,1) zjzp = O(x;zz), »i(x) >0, j,k=12 j*k.

C. Wir nennen die Basis (3.2,1) halbregelmaBig j-ter Art im Intervall I, = I,
mit Schitzfunktionen s,(x), #,(x), j = 1, 2, falls sie folgende Eigenschaften besitzt:

1° Die Losungen (3.2,1) bilden in I, eine Hauptbasis von (a);
2° zix) % O0in I,;
3° es gilt

(33.2) z;z = O(x;2z) s zjz = O(z;), »i(x) >0,
i=1,2 k=21, k+j.

D. Wir nennen die Basis (3.2,1) unregelméBig im Intervall I, mit Schitzfunk-
tionen x,(x), %,(x), falls sie folgende Eigenschaften besitzt:

1° Die Losungen (3.2,1) bilden in I, eine Hauptbasis von (a);
2° es gilt

(3.3.3) zizg = O(xjz), k=12, j*k.

Bemerkungen: a) Eine regelmiBige Basis kann man auch als eine halbregelmaBi-
ge Basis beliebiger Art bezeichnen. Eine halbregelmiBige Basis beliebiger Art kann
man auch als eine unregelméBige Basis bezeichnen.

b) Die in I, halbregelmiBige Basis k-ter Art (3.2,1) ist regelméBig im Intervall
I, = I, dann und nur dann, wenn zj(x) £ 0inl,, j,k = 1,2,j * k.

c) Die in I, unregelméBige Basis (3.2,1) ist im Intervall I, < I, halbregelmiBig
k-ter Art dann und nur dann, wenn z;(x) % 0inl,, k = 1,2.

d) In [5; Def. 21, S. 212] ist der Begriff der regelmaBigen Gleichung eingefiihrt.
Nach [5; (36), (37), S. 212] schlieBen wir, daB eine regelméBige Gleichung immer eine
regelméBige Basis besitzt. Die umgekehrte Behauptung gilt nicht. Zum Beispiel die
Funktionen /(x), \/(x) log X bilden eine regelmiBige Basis der Gleichung " +
+ (2x)7% y = 0 mit Schitzfunktionen %, = x, = 1. Diese Gleichung ist aber nicht
regelmaBig.

e) Einfachheitshalber setzen wir

(3.34) o(x) = z,(x)/za(x),
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wo (3.2,1) eine Hauptbasis von (a) ist. Laut (3.2,3) gilt
(3.3.5) o(x) = o(1).

E. Wir nennen die Basis (3.2,1) normal im Intervall I, < I,, falls sie folgende
Eigenschaften hat:

1° Die Losungen (3.2,1) bilden in I, eine Hauptbasis von (a);
2° zj(x) + 0in I;
3° es gibt x%,(x) > 0 derart, daB

(3.3,6) 212y = O(%22423), %22/z5 = o(1).

Bemerkungen. f) Nach den Definitionen B.—E. darf nur eine regeimaBige oder
halbregelméaBige Basis zweiter Art normal sein.

g) Eine regelmiBige oder halbregelmiBige Basis zweiter Art ist normal, falls
%5(x) = O(1) ist.

h) Es sei zj(x) % 0 in I,. Die Hauptbasis (3.2,1) ist in I, normal dann und nur
dann, wenn

(3.3,7) z4(x) = o[ z5(x)]
gilt.

Beweis. Gilt (3.3,6), so ist zjz, = o(z,z}), woraus (3.3,7) folgt. Es gelte umgekehrt
(3.3,7). Es sei M die Menge der Nullstellen von z7(x). Definieren wir die Funktion
%,(x) folgendermaBen: x,(x) = 1 fiir xe M, so daB (3.3,6) in M gilt; x,(x) =
= |z125/2125] fiir xel; = M, so daB x,|z,/z,| = |z}/z5| = o(1) in I, = M ist.
Es gilt also (3.3,6) im ganzen Intervall I,.

i) Es sei (3.2,1) eine Hauptbasis von (a) im Intervall I;. Gilt z(x) > 0 in I,
i = 1,2, so bezeichnen wir (3.2,1) als positive Hauptbasis.

j) Die Wronskische Determinante der positiven Hauptbasis ist positiv. Beweis.
Ist (3.2,1) eine positive Hauptbasis im Intervall Iy, so gilt z, > 0 in I, z, =
= cz,9(x; z,) mit 0 < c € Ey, so daB W[z,, z,] = ce(—2a,; x) > 0ist.

3.4 Eigenschaften der normalen Basis. Es sei (3.2,1) in I, eine normale
Basis von (a).

A. Ist zj = O(1), so ist zj = o(1). Folgt aus (3.3,7).

B. Ist Z,(x) eine beliebige von z,(x) unabhéingige Losung der Gleichung (a), so
gilt

(3.4,1) zZy(x) = z3(x)
(342 zi(x) = o[Z3(x)] -
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Beweis. Aus (3.2,6) folgt bei Beachtung von (3.3,7) z; = o(z}) + c,z}, so daB mit
Riicksicht auf Abs. 0.2,6 die Beziehung (3.4,1) gilt. Die Gleichung (3.4,2) ergibt sich
aus (3.3,7), (3.4,1).

C. Jede Hauptbasis von (a) ist im gewissen nach rechts unbeschrdinkten Intervall
normal.

Beweis. Es sei
(3.4.3) Z,(x), Z5(x)
eine Hauptbasis von (a) im Intervall {¢;, o), so daB (3.4,1), (3.4,2) und
(3.4,4) Zi(x) =czy(x), 0% cekE,

gilt. Nach (3.4,1) gibt es ein # = max {x,, &} derart, daB z} + 0 gilt. Laut (3.4,2),
(3.4,4) ist | = o(2}), so daB mit Riicksicht auf Bemerk. 3,3 h) die Hauptbasis (3.4,3)
im Intervall <5, c0) normal ist.

Bemerkungen. a) Gilt die Bezichung (3.3,7) fiir eine Hauptbasis von (a), so gilt
sie fiir alle Hauptbasen von (a).

b) Gilt fiir eine Hauptbasis von (a) lim (z}/z5) = ¢, 0 % ¢ € E, so existiert dieser
endliche Limes fiir jede Hauptbasis von (a) nicht. Zum Beispiel die Gleichung
x>+ (1 + x?)*arctgx 1

2z =0

z"[x + (1 + x?)/arctg x] + 2z’
L ( JJarctg x] x(1 + x?) x(1 + x?)

besitzt die regelmiBige Basis z, = x ™!, z, = arctg x mit Schitzfunktionen »x, = x~*,

%, = x. Diese Basis ist nicht normal, denn x,z,/z, = (arctg x)™! - 2/2k + 1) =
(k 20, ganz). Ferner ist lim (z}/z5) = —1. Eine beliebige Hauptbasis z; = ¢x ™,
Z, = c¢;x ' 4 c,arctgx,0 + ce Ey,c; € E{,0 % ¢, € E,, ist regelmiBig mit Schitz-
funktionen entweder x; = x~!, %, = x fiir ¢; # ¢, oder », = x73, %, = x> fiir
¢; = ¢ Im Fall ¢, # ¢, ist %,Z,/Z, = c/(c;x™ " + ¢, arctg x) - 2¢/(2k + 1) ne,,
lim (21/25) = ¢/(¢c; — ¢;). Im Fall ¢, = ¢, ist %,Z,/Z, = ex?[(c;x™ ' + ¢, arctg x),
2125 = ¢(1 + x*)[c,, so daB beide Funktionen gegen Unendlich streben.

3.5 Eigenschaften der regelméBigen Basis. Es sei (3.2,1) in I, eine regel-
méBige Basis von (a) mit Schétzfunktionen s,(x), %,(x).

A. Es gilt
(3.5,1) z1(x) = o[#,z5(x)] .

Beweis. Nach (3.3,1) ist zj = O(x,z5(z,/2,)). Daraus ergibt sich mit Riicksicht
auf (3.2,5) die Beziehung (3.5,1).
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B. Ist Z,(x) eine beliebige von z,(x) unabhingige Losung der Gleichung (a), so gilt
z5(x) = zj(x) e, + o(%,)], 0 % ¢, € E;. Den Beweis kann man ganz dhnlich wie
im Abs. 3.4 B durchfiihren.

C. Ist (3.2,1) normal, so ist jede Hauptbasis von (a) im gewissen nach rechts
unbeschrinkten Intervall regelmdpig mit Schitzfunktionen x,(x), %,(x).

Beweis. Es sei (3.4,3) eine Hauptbasis von (a) im Intervall (¢,, ), so daB (3.2,4),
(3.4,1) und

(3.5.2) Zy(x) == z,(x), Zi(x) = z}(x)

gilt. Die Multiplikation dieser asymptotischen Gleichungen liefert Zz;z; == z;z;,
j»k =1,2, j + k. Daraus folgt mit Riicksicht auf (3.3,1) z;z; = O(z;z;) =
= 0(x;zjz;) = O(%;ZZ,), j, k = 1,2, j # k. Nach (3.5,2), (3.4,1) gibt es ein n =
= max {x,, ¢} derart, daB z} # O fiir x = 5, i = 1, 2 gilt. Auf Grund der Definition
3.3 Bist die Hauptbasis (3.4,3) im Intervall <{#, oo) regelméBig mit Schitzfunktionen
Xy Xy

3.6 Eigenschaften der halbregelmédBigen Basis der ersten Art. Es sei
(3.2,1) in I, eine halbregelmaBige Basis der ersten Art von (a) mit Schitzfunktionen

#y(x), %,(x).
A. Es gilt
(3.6,1) z5(x) = O(xyx,),
(3.6,2) z4(x) = o(x,) .
Beweis. Nach (3.3,2), (3.3,5) ist z,z, = O[%,0(%,2,)], z{ = O[x, 0(1)]. Daraus
ergibt sich die Behauptung.

B. Jede Hauptbasis von (a) ist im gewissen nach rechts unbeschrinkten Intervall
halbregelmdfig der ersten Art mit Schdtzfunktionen », + |w|, %y

Beweis. Es sei (3.4,3) eine Hauptbasis von (a) im Intervall (¢,, o). Nach (3.2,4),
(3.2,6), (3.4.4) ist Z;(x) % 0'in I,

% o (c127 + cy25) O (é—) =c, 0 <.Z_‘> + ¢; 0(%;) = O(w) + O(%,) =
z

—
212, 2123 2

= 0(s, +Jo). 20 (%) — 0(y).

1 1

Auf Grund der Definition 3.3 C ist die Hauptbasis (3.4,3) im Intervall {#, o), wo
n = max {&,, x,}, halbregelmiBig der ersten Art mit Schitzfunktionen »; + ||, %,.
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3.7 Essei(3.2,1) in I, eine Hauptbasis von (a).
A. Ist
(3.7,1) z(x) =c, 0% cek,,

so ist (3.2,1) in I, halbregelmifig der ersten Art mit Schétzfunktionen x; = 1,

(3.7,2) %y = |zi/z4
und gilt

(3.7,3) zy(x) = o(1),
(3.7.4) - z4y(x) = o(x,) .

Beweis. Weil die Losungen (3.2,1) unabhingig sind, ist zj # 0 in I,. Ferner ist
2425 = 0, z1z,/zy = cz}/z,, so daB wir %, = 1, (3.7,2) wihlen konnen. Nach
Bemerk. 3.2 und (3.7,1) gilt (3.7,3), aus (3.7,2), (3.7,3) folgt (3.7.4).

B. Gilt
(3.7,5) z(x) =c+ ¢, z(x), O%+ceE, c €k,

so ist (3.2,1) im gewissen nach rechts unbeschrdinkten Intervall halbregelmdpig der
ersten Art mit Schétzfunktionen %, = 1, (3.7,2).

Beweis. Nach (3.7,5) schlieBen wir, daB Z, = ¢ eine von z, unabhingige Losung
von (a) darstellt. Die Ldsungen z,, Z, bilden eine Hauptbasis, die gemaB Abs. 3.7 A
halbregelmiBig der ersten Art mit Schétzfunktionen », = 1, (3.7,2) ist. Wendet man
nun das Resultat des Abs. 3.6 B, so wird unsere Behauptung bestitigt.

3.8 Eigenschaften der halbregelmédBigen Basis der zweiten Art. Es sei
(3.2,1) in I, eine halbregelmaBige Basis der zweiten Art mit Schitzfunktionen s,(x),

#5(x).
A. Es gilt (3.5,1) und

(3.8,1) z3(x) = O(%y2%,) .
Folgt aus (3.3,2), (3.3,5).

B. Ist (3.2,1) normal, so ist jede Hauptbasis von (a) im gewissen nach rechts
unbeschrdnkten Intervall halbregelmdfig der zweiten Art mit Schdtzfunktionen

%4(X), 25(x).
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Beweis. Ist (3.4,3) eine Hauptbasis von (a), so ist (3.4,3) mit Riicksicht auf Abs.
3.4 C im gewissen nach rechts unbeschriankten Intervall normal. Normale Basis ist
halbregelmiBig der zweiten Art. Ferner gelten die asymptotische Gleichungen (3.2,4),
(3.4,1), (3.5,2), so daB

2= 0(f2) = 0p), B2 =02 o)
Z,Z) z,2% z, z,
ist.

C. Es sei (3.2,1) eine Hauptbasis von (a). Ist z; = ¢, 0 % c€ Ey, soist (3.2,1)in I,
eine normale halbregelméBige Basis der zweiten Art mit Schitzfunktionen %, =

= |z3/z,|, %2 = 1 und gilt 1 = o(z,).
Diese Behauptung beweist man dhnlich wie die Behauptung des Abs. 3.7 A.

Beispiele.
1. Es sei die Gleichung

2x* — n(n — 1) (1 + x*)* arccotg x

(1) z'[x + n(1 + x?) arccotg x] + z'

x(1 + x?)
2 p—
_Zn(n+1)x +n 1__—0, nek,
x(1 + x?)
gegeben.
1° Im Fall n < —1 hat (1) die Hauptbasis
(1,) z, = x", z, = arccotg x .
2° Im Fall n = —1 hat (1) die Hauptbasis
(1,) zl=l—arccotgx, 22=L.
x x
3° Im Fall n > —1 hat (1) die Hauptbasis
(13) z, = arccotgx, z, = x".

Die Hauptbasis (1,) ist normal und regelméBig mit Schitzfunktionen »; = x, = 1.

Die Hauptbasis (1,) ist normal und regelméBig mit Schitzfunktionen x;, =
= x? arccotg x, x, = [x> arccotg x]~*. Die Hauptbasis (1,) kann man auch als eine
normale halbregelmiBige Basis zweiter Art mit Schitzfunktionen s, = (1 —
— x arccotg x) x ™%, x, = [x> arccotg x] ! betrachten.

Die Hauptbasis (1) ist fiir n + 0 normal und regelmiBig mit Schétzfunktionen
%, = %, = 1, fiir n = 0 halbregelmiBig erster Art mit Schitzfunktionen », = 1,
%y = x"1
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2. Es sei die Gleichung
2x* + n(n —1) (1 + x*)*arctg x

2 "Tx — n(1 + x?)arctg x] + z’
O =Tx—nll + <) arctg ] e
2
_Zn(n+1)x +n 1___0’ nek,
x(1 + x?)
gegeben.
1° Im Fall n £ —1 hat (2) die Hauptbasis
(2) z, =x", z,=arctgx.
2° Im Falln > —1, n # 0 hat (2) die Hauptbasis
(2,) z, = arctgx, z, =x".

3° Im Fall n = 0 hat (2) die Hauptbasis (1), wo n = 0 zu nehmen ist.

Die Hauptbasis (2,) ist regelmiBig mit Schétzfunktionen »; = x~*, %, = x. Die
Hauptbasis (2,) kann man auch als eine halbregelméBige Basis erster Art mit Schitz-
funktionen »; = %, = x~ ! betrachten. Fiir n < —1ist (2,) normal, fiir n = —1 siehe

Bemerk. 3.4b).
Die Hauptbasis (2,) ist normal und regelméBig mit Schétzfunktionen », = x,

%, = x~'. Die Hauptbasis (2,) kann man auch als eine normale halbregelmiBige
Basis zweiter Art mit Schitzfunktionen %, = x, = x~! betrachten.

3. Es sei die Gleichung
(3) z"(ex®* — nx) — z/[x* — n(n — 1)] + zn[x —e(n — 1)] =0, nekE,

gegeben.
Im Fall ¢ = 1 hat (3) die Hauptbasis

(3y) z, =x", z,=¢".
Im Fall ¢ = —1 hat (3) die Hauptbasis

(3,) ' zy=e %, z,=x".

Die Hauptbasis (3,) ist normal und fiir n # 0 ist regelmiBig mit Schitzfunktionen
%y =X, %, = x~ 1. Fiir n = 0 ist (3,) halbregelmiBig zweiter Art mit Schétzfunk-
tionen %; = %, = 1. Die Hauptbasis (3,) kann man auch als eine normale halbregel-
maBige Basis zweiter Art mit Schitzfunktionen %, = x", %, = x~! betrachten.

Die Hauptbasis (3,) ist fiir n & 0 normal und regelmiBig mit Schitzfunktionen
%y = x~ 1, %, = x, fiir n =0 halbregelmiBig erster Art mit Schitzfunktionen %, =
= x%, = 1. Die Hauptbasis (3,) kann man auch als eine halbregelméBige Basis erster

Art mit Schétzfunktionen »; = x~!, %, = x" betrachten.
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4. Es sei die Gleichung

(4) z”—ﬁz’+—n—lz=0, nekE,
X X

gegeben.
Im Fall n < 1 hat (4) die Hauptbasis

(4y) zy=Xx", z,=x.

Im Fall n

1 hat (4) die Hauptbasis

(42) Z, =X, z,=xlogx.
Im Fall n > 1 hat (4) die Hauptbasis

(43) Zi=x, z,=x".

Die Hauptbasis (4,) ist normal und fiir n # 0 regelméBig mit Schétzfunktionen
%y = %, = 1, fiir n = 0 halbregelmiBig zweiter Art mit Schétzfunktionen %, = x~ !,
x, = 1.

Die Hauptbasen (4,), (4;) sind normal und regelméBig mit Schitzfunktionen
Ky = %, = 1.

S. Es sei die Gleichung

1—(~n(n—1)logx~zn_2

5 z"(1 — nlog x) + z’ =0
6) ) . a
gegeben, ne€ E;.

Im Fall n > 0 hat (5) die Hauptbasis
(5,) z, =logx, z,=x".

Im Fall n < 0 hat (5) die Hauptbasis
(52) z, =x", z,=logx.

Die Hauptbasis (5,) ist normal und regelméBig mit Schitzfunktionen %, = log x,
%, = (log x)™'. Die Hauptbasis (5,) kann man auch als normale halbregelmiBige
Basis zweiter Art mit Schitzfunktionen »; = x~' log x, », = (log x)~" betrachten.

Die Hauptbasis (5,) ist normal und fiir n # 0 regelméBig mit Schitzfunktionen
%y, = (log x)™!, %, = log x, fiir n = 0 ist halbregelmBig zweiter Art mit Schétz-
funktionen %, = (x log x)™*, %, = 1. Die Hauptbasis (5,) kann man fiir n + 0 als
halbregelmaBige Basis erster Art mit Schitzfunktionen %, = (log x)™!, », = x ™' log x
betrachten.
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6. Es sei die Gleichung

©) 22 2(1 + s.m x) _,_ Cosx —esinx _
cos X + g(sin x + 2) cos x + ¢(sin x + 2)
gegeben, ¢ = +1.
Im Fall ¢ = 1 hat (6) die Hauptbasis

(6,) z,=¢eF, z,=2+4sinx.
Im Fall ¢ = —1 hat (6) die Hauptbasis
(6,) z;=2+sinx, z,=¢€.

Die Hauptbasis (6,) ist halbregelméBig erster Art mit Schitzfunktionen s,
=%, = 1.

Die Hauptbasis (6,) ist halbregelmaBig zweiter Art mit Schitzfunktionen
=%, = 1.

I

3.9 Transformation. Es sei

(Q) Y(t) + 2Q1(t) Y(t) + Qz(t) Y(t) =0, telJ, = H(Il)
die Normalform des Bildes (&) {H(x), h(x)} € 0,(I,).
Dann gilt

391)  0,(1) = ! {l[Hl(x)hz(x)],+al(x)}, % = H_\(i),

H'(x) |2 H'(x) h*(x)

(3-9’2) Q.(1) = H’i( )[hh((x)) 2a,(x) h(()) az(x)]’ x = H_y(t).

Daraus folgt

(393) ay(x) = — %%%] + H(x) 0,[HX)]
W), [HE) RE] K
(35:4) W)= T ERE
_ 2H'(x) h'(x)

") Q[H(x)] + H™(x) Q,[H(x)] -

In der ganzen Arbeit werden wir voraussetzen, daB die Koordinaten des Bildes
(a) {H(x), h(x)} folgende Eigenschaften besitzen:

(3.9.5) h(x) >0, H(x)>0, H(x)>0 in I,, limH(x)= 0.
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Dann ist

(3.9.6) Jy =<ty oo), ty = H(x,).

3.10 Transformation der Hauptbasis.

A. Die Funktionen

(3,10,1) Y(t), i=1,2
bilden in J, genau dann eine Hauptbasis von (Q), wenn die Funktionen
(3.10,2) z{x) = h(x) Y[H(x)], i=1,2

in I, eine Hauptbasis von (a) darstellen.
Der Beweis ist bei Beachtung des Lemmas 3.2 (F olgerung) einfach und darum

lassen wir ihn fort.
Bemerkung. Die Basis (3.10,2) ist genau dann positiv, wenn die Basis (3.10,1)
positiv ist. Folgt gemaB (3.9,5).

B. Ist (3.10,1) in J, eine Hauptbasis von (Q) und gilt

(3.10,3) dix[hYz(H)] +0 in J,, dix[h Y(H)] =

= O{Ed;c [h YZ(H)]}, x=H_ (),

so bilden die Funktionen (3.10,2) in I, eine normale Basis von (a).
C. Ist (3.10,1) in J, eine Hauptbasis von (Q) und gilt

(3.10,9) a‘l [AY(H)]+0 in J,, x=H_.(1), i=12,
X

Y(H) o D] = 0 b %0m) T v}

x>0, jk=12, j+k,

so bilden die Funktionen (3.10,2) in I, eine regelméBige Basis von (a) mit Schitz-
funktionen x,(H), x,(H).

D. Ist (3.10,1) in J, eine Hauptbasis von (Q) und gilt

(3.10,5) d_‘i [hY(H)]+0 in Jy, x=H_),
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() & (h )] - o{x () [ Y(H)]}

() < [ V()] = 0l Y],

%i(t)>_0’ i=192, j,k=1,2, J:*:k’

so kann man die Funktionen (3.10,2) in I, als eine halbregelméBige Basis der j-ten
Art von (a) mit Schitzfunktionen x,(H), x,(H) betrachten.

E. Gilt
d d
— [ Yy(H)] =0 oder — [hY,(H)] +0
dx dx

in keinem Teilintervall J, = J; und ist
d
(3.106) Y(H) < [ V()] = 0, %(#)]

k=12, j+k, »()>0, i=12,
so kann man die Funktionen (3.10,2) in I, als eine unregelméBige Basis mit Schétz-
funktionen x,(H), %,(H) betrachten.

3.11 Transformation der Hauptbasis im Fall h(x) = 1. Es bilden die
Funktionen (3.10,1) in J, eine Hauptbasis des Bildes (a) {H(x), 1} € 0,(I,). Dann ist
(3.11,1) ' z(x) = Y[H(x)], i=1,2
eine Hauptbasis von (a) im Intervall I,.

A. Die Basis (3.10,1) ist in J, genau dann eine normale Basis, wenn (3.11,1)
in I, normal ist. Folgt aus (3.10,3).

B. Die Basis (3.10,1) ist in J; genau dann eine regelmdipige Basis mit Schiitz-
funktionen x,(t), x,(t), wenn (3.11,1) in I, regelmdfig mit Schitzfunktionen
%,(H), %,(H) ist. Folgt aus (3.10,4).

C. Die Basis (3.10,1) ist in J, genau dann eine halbregelmdfige Basis j-ter Art
mit Schétzfunktionen x,(t), %,(t), wenn (3.11,1) in I, halbregelmdpig j-ter Art mit
Schétzfunktionen x,(H), H' x%,(H) ist. Folgt aus (3.10,5).

D. Die Basis (3.10,1) ist in J; eine unregelmdifige Basis mit Schétzfunktionen
%,(1), #,(t), wenn (3.11,1) in I, unregelmipig mit Schatzfunktlonen H' %,(H),
H' x%,(H) ist. Folgt aus (3.10,6).
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E. Gilt Y,(t) = ¢, 0 % c€ E, fiir k = 2 resp. k = 1, so ist nach dem Resultat des
Abs. 3.7 A resp. 3.8 C die Basis (3.10,1) in J, halbregelmiBig erster Art mit Schitz-
funktionen x,(f) = 1, x,(t) = |Y;/Y;| resp. normal und halbregelméBig zweiter Art
mit Schitzfunktionen x,(f) = |Y,/Y,|, %,(f) = 1. GemdB Abs. 3.11 C bilden die
Funktionen (3.11,1) in I eine halbregelméBige Basis erster Art mit Schédtzfunktionen
%y(H) = 1, %,(H) = |Y{(H)/Y,(H)| resp. eine normale halbregelmiBige Basis zweiter
Art mit Schétzfunktionen x,(H) = |Y;(H)/Y,(H)|, %5(H) = 1.

4. PERTURBIERTE GLEICHUNGEN

Es sei die Gleichung
O 26+ Aa) + B ZE) + [a) + pa)] 26) = 0,
a;, pieCo(l), i=12
gegeben und es bilden die Funktionen z,(x), z,(x) eine Basis der Gleichung

(a) 2"(x) + 2 ay(x) 2'(x) + ay(x) z(x) = 0.

4.1 Lemma. Gilt

(4.1,1) re(zal; x) |ps(x) zj(x) zi(x)| dx < 0, j k=1,2,

X1

(4.1,2) Jwe(Zal; x) |pa(x) zj(x) z(x)|dx < 0, j k=12,

X1

s0 hat die Gleichung (p) eine Basis von der Gestalt
(4.1,3) ng)(x) = z?’(x) [T+ o(1)] + z(x) o(1),
k=12, j+k, s=0,1.

Folgt aus Lemma 2.2, wo n = 2 zu nehmen ist.

Bemerkung. Ist z{(x) = O(x,), %,(x) > 0,j = 1,2, s = 0, 1, so kann die Formel
(4.1,3) in der Form

(4.1,4) ZO(x) = 29(x) + o(x), j=12, s=0,1

geschrieben werden.

4.2 Lemma. Es sei

(4.2,1) z4(x), z2(x)

eine positive Hauptbasis der Gleichung () im Intervall I,.
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Gilt

(4.2,2) _ ru]pl(x)| dx < o0,

(4.2,3) fwe(Zal; x)| 2 py(x) 2i(x) 27 '(x) + Pa(x)] z1(x) z2(x) dx < o0,

so existiert ein xo = x, derart, daf die Gleichung (p) im Intervall 1, die Haupt.
basis

(4.2,4) Zi(x)=zfx)[1 +o(1)], j=12
hat.

(iy) Ist (4.2,1) in I, regelmdpig mit Schétzfunktionen x,(x), ,(x), so ist
(4.2,5) Zi(x) = zj(x)[1 + o(¢; + 1)], j=1,2.

(ip) Ist (4.2,1) in I, halbregelmdpig j-ter Art mit Schitzfunktionen x,(x), %,(x),
so gilt

(4.2,6) ‘ Zj(x) = zj(x) [1 + o(x; + 1)], Zi(x) = zi(x) +
+olu(x; + V)], k=12, j*k.
(i3) Ist z,(x) = 1, so gilt

(427)  zZix)=z(x)[1 + o(1)], Zix) = o(zj/z}), j k=12, j*k.
(iq) Ist (4.2,1) in I, unregelmdpig mit Schéitzfunktionen x,(x), %,(x), so gilt
(4.2,8) Zi(x) = zi(x) + o(x,0 + ;)
‘ Zy(x) = z5(x) + o(s;07" + x,),
wobei (3.3,4) zu nehmen ist.

Beweis. Die Funktionen

(4.2,9) . H(x) = z5(x) z7 (x), h(x) = z,(x)

unter Beriicksichtigung der Bemerk. 3.3 ) erfiillen die Bedingungen (3.9,5), weil (4.2,1)
positiv ist. Es sei (Q) die Normalform des Bildes von (p) mit den Koordinaten
(4.2,9), sieche Abs. 3.9. Dann gelten nach (3.9,1), (3.9,2), (4.2,9) die Beziehungen
H'h* = ¢y e(—2a,;x), HH = ¢, e(2a,;x) z,2,,0 < ¢c;€ Ey, i = 1,2,

(42,100 QH)H =p,, HQH)H = c;pzizi" + pa) e(2ay; x) 212, .
Laut (4.2,2), (4.2,3) unter Beachtung von (4.2,10) gilt

j [0,(1)] dt < o0, JthQz(t)l dt <o, H(x)=1."

ty
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Nach Lemma 2.5 gibt es ein t, = t; derart, daB die Gleichung (Q) im Intervall
{to, o0) die Hauptbasis
(4.2,11) Yi() =1+ o(1), Yy(t) =11+ o(1)],
Y,(t) =o(t™),  Yy(t) =1 + o(1)
hat. GemiB Abs. 3.10 A bilden die Funktionen
(4.2,12) ZP(x) = {h(x) Y[H(x)]}®, i=1,2, s=0,1
im Intervall Io, H_,(t;) = xo = x,, eine Hauptbasis von (p). Setzen wir (4.2,11) in

(4.2,12), so erhalten wir -

(4.2,13) Z, = h[1 + o(1)], Z, = hH[1 + o(1)],
Z, = W1 + o)1)] + ’% o1), Zy = WH[1 + o(1)] + hH'TL + o(1)] .

Wenn wir ferner (4.2,9) in (4.2,13) einsetzen, so erhalten wir (4.2,4) und nach Um-
formung
(4.2,14) Zp=z[1 +o(1)] + ZZo(1), jk=1,2, j+k.
Zk
Ist (4.2,1) in I, regelmdBig mit Schétzfunktionen x,, %,, so konnen wir (4.2,14)
in der Form
Z,= z;[1 + o(1) +j—{z—" 0(1)}, k=12, j+k
7k

schreiben, woraus (4.2,5) im Hinblick auf (3.3,1) folgt.
Ist (4.2,1) in I, halbregelmiBig j-ter Art mit Schétzfunktionen x,, x,, so kdnnen

wir (4.2,14) in der Form
42,15) )=z [1 + o1) + ﬁo(i)], Zi =z + zo(1) + 22 o(1),
Zj%k ' Zj
k=12, j*k
schreiben, woraus (4.2,6) im Hinblick auf (3.3,2), (3.6,1), (3.8,1) folgt. Wenn wir in

(4.2,15) z;, = 1 einsetzen, so erhalten wir (4.2,7).
Ist (4.2,1) in I, unregelmdBig mit Schitzfunktionen x,, x,, so 1dBt sich (4.2,14)

mit Hilfe (3.3,3), (3.3,4) in (4.2,8) iiberfiihren.
Damit ist der Beweis beendet.

Bemerkungen. a) Es sei
(4.2,16) z,(x), Z,(x)
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eine andere Hauptbasis von (a) im Intervall I;. Laut (3.2,4) und Lemma 3.1 gilt

(42,17)  zy =c¢1Zy, zy =12 c; +0o(1)], O%c,eE;, i=1,2.

Ist (4.2,1) in I, eine normale regelméBige Basis mit Schitzfunktionen s, %,, so ist
gemiB Abs. 3.5 C die Hauptbasis (4.2,16) normal und regelmiBig mit Schitzfunktio-
nen %, x,. Laut (3.4,1) und Lemma 3.1 gilt

(42,18)  zjy =c¢zy, zp=12Z3[c, +o(1)], O*c,€eE;, i=12.

Ist (4.2,1) in I, halbregelmiBig erster Art mit Schatzfunktionen s, x%,, so ist gemaf
Abs. 3.6 B die Hauptbasis (4.2,16) halbregelmiBig der ersten Art mit Schatzfunktio-
nen %; + ||, %,. Laut (3.6,2) und Lemma 3.1 gilt

zy = ¢z}, zh=cZy +0(%y), O%c,€eE, i=12.

Ist (4.2,1) in I, eine normale halbregelmiBige Basis zweiter Art mit Schétzfunktio-
nen %y, ¥,, so ist gemil Abs. 3.8 B die Hauptbasis (4.2,16) normal und halbregel-
miBig zweiter Art mit Schitzfunktionen xy, x,. Laut (3.4,1) und Lemma 3.1 gilt
(4.2,18).

b) Wenn (4.2,1) entweder eine normale regelméBige Hauptbasis oder eine halbregel-
maBige erster Art oder eine normale halbregelméBige Hauptbasis zweiter Art ist, so
schliefen wir gemiB der Bemerk. a), daB die Formeln (4.2,4)—(4.2,7) fiir beliebige
Hauptbasis von (a) gelten.

c) Laut (3.2,3) konnen wir statt (4.2,4) Z, = z, o(1), Z, = z,[1 + o(1)] schreiben.
Ist z, = O(1), soist Z; = o(1), Z, = z, + o(l).

d) Wenn wir in (4.2,5) j = 1 einsetzen, so konnen wir laut (3.5,1) anstatt (4.2,5)
Z} = z50[(%; + 1) x,] schreiben. Ist (4.2,1) normal, so ist laut (3.3,7) Zj =
= z50(%, + 1). Ist ferner z, = O(1), so kann man (4.2,5) in der Form Z} =
= o(x, + 1), Zy = z} + o(x, + 1) schreiben. Gilt noch

(4.2,19) % =0(), i=1,2,
SO ist
(4.2,20) ' Zy=o0(1), Z,=1z,)+o(1).

e) Ist (4.2,1) halbregelmaBig erster Art, so konnen wir laut (3.6,2) anstatt (4.2,6)
Z = o[(%y + 1) %,], Z5 =z}, + o[(x, + 1) %] schreiben, wobei j =1, k=2
zu nehmen ist. Gilt ferner (4.2,19), so gilt (4.2,20).

f) Ist (4.2,1) halbregelméaBig zweiter Art, so konnen wir im Hinblick auf (3.5,1)
anstatt (4.2,6) Z| = z5 o(x,) + o[#,(x, + 1)], Z5 = z5[1 + o(%, + 1)] schreiben,
wobeij = 2, k = 1zunehmen ist. Ist (4.2,1) normal, so ist laut (3.3,7) Z} = z} o(1) +
+ o#4(2, + 1)]. Ist ferner z = O(1), so ist Z] = o[x,(x, + 1) + 1], Z = z} +
+ o(x, + 1). Gilt noch (4.2,19), so gilt (4.2,20).
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g) Die Bedingung (4.2,3) kann durch

(4.2,21) Jwe(Zal; x) |p1(x) zi(x) z5(x)| dx < o0,

Jme(Zal; x) |pa(x) z4(x) z,(x)| dx < o

X1
ersetzt werden.
h) Gilt (4.2,21), so ist die Bedingung (4.2,2) genau dann erfiillt, wenn

J‘we(Zal; %) |p1(x) 23(x) 23(x)] dx < o0

X1

in Kraft ist, weil

J. pyds = cJ e(2ay;s) py(zyz5 — ziz;)ds, 0% ceE,

X1 X1
ist.
i) Im folgenden setzen wir voraus, daB x, = x,.

4.3 Satz. Es sei
(4.3,1) z4(x), z5(x)

eine Basis der Gleichung

(a) 2"(x) + 2 a4(x) 2'(x) + ay(x) z(x) = 0, a;€ Co(Iy), = 1,2 ..

(i) Gilt

432) J " e2ay: x) |py(x) 2)(x) 2(x)] dx < 0 ,

(43,3) re(zal; %) |a(x) 2x) z(x)| dx < oo

fiir alle j, k = 1, 2, so hat die Gleichung

(p) Z'(x) + 2[ay(x) + pi(x)] Z'(x) + [aa(x) + P2(x)] Z(x) = 0,
pieCO(Il)’ i=12

eine Basis von der Gestalt

(434)  ZPx) =z2Px)[1 + o(1)] + 22 0(1), j,k=1,2, j*+k, s=0,1.
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(ii) Ist (4.3,1) in I, eine positive Hauptbasis von (a) und gilt (4.3,2), (4.3,3) fiir
Jsk =1,2,] % k, so hat die Gleichung (p) in I, die Hauptbasis

(4.3,5) Zi(x)=zx)[1 +o(1)], j=1,2.

(i) Ist (4.3,1) in I, regelmdpig mit Schétzfunktionen x,(x), Az(x) so hat (4.3,5)
die Apleitung

(4.3.6) Zi(x) = Z() [1 + o(; + )], j=1,2.

(i) Ist (4.3;1) in 1, halbregelmipig j-ter Art mit Schitzfunktionen x,(x), %,(x),
so gilt

(4.3,7) Zjx) = zj(x) [1 + olx; + 1)],
Zy(x) = z(x) + ol (x; + V)], j k=12, j*k.
(i5) Gilt zk(x) = 1, so ist

(438) Z)(x) = 2 [1 + )], ) = o),

k=12, j*k.

(i4) Ist (4.3,1) in I, unregelmdpig mit Schétzfunktionen x,(x), x,(x), so gilt
(4.3.9) Zi(x) = 2i(x) + (020 + ,) o(1),
Zy(x) = z5(x) + (xy0 ™" + %) 0(1),

wobei (3.3,4) zu nehmen ist.
Satz 4.3 ergibt sich aus.den Hilfssdtzen 4.1; 4.2 und aus den Bemerk. 4.2 g)—h).
Beispiele.
1. Gilt

(1) f:],;l(x)rax <o, j:xlpzldx <,

so hat die Gleichung Z(x) + 2[p,(x) — n/2x] Z'(x) + [ps(x) + n/x*] Z(x) = 0
folgende Hauptsysteme: Im Fall n < 1: Z, = x"[1 + o(1)], Z, = x[1 + o(1)],
Zy =x"""Yn+o(1)], Zy=1+0(1). Im Fall n=1: Z, =x[1 + o(1)], Z, =
= xlog x[1 + o(1)], Z{ = 1 + o(1), Z}, = [log x + 1][1 + o(1)]. Im Fall n > 1:
Z, = x[L+0(1)], Z, = x"[L+ o(1)],. Z} = 1 + o(1), Z; = x""'[n + o(1)].
Bemerkung. Fiir n = 0 erhalten wir Lemma 2.5.
2. Gilt (1), so hat die Gleichung

Z()+ 2[5%_”’10—“) + 1?1(?6)] Z(x) + [pz(x) _ %] Z(x) = 0
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ein Hauptsystem von der Form Z, = log x[1 + 0(1)], Z, = x[1 + o(1)], Z} =
= (1/x)[1 + o(log x)], falls wir die Hauptbasis z,'=ilog x, z, = x als eine regel-
miBige Basis mit Schitzfunktionen x, = log x, %, = (log x)™! betrachten; Z] =
= 1/x + o(log x/x), falls wir die Hauptbasis z; = log x, z, = x als eine halbregel-
miBige Basis zweiter Art mit Schétzfunktionen x, = z~'logx, x, = (log x)™"
betrachten, siche Abs. 3.8, Beispiel 5; Z5 = 1 + o(1).

5. ASYMPTOTISCHE EIGENSCHAFTEN DER LOSUNGEN '
VON GLEICHUNGEN ZWEITER ORDNUNG

Es seien die Gleichungen .

(a) Y(r) + 2 4,(x) Y(z) + Ay(c) Y(r) = 0,
At)eCy(ly), i=1,2, I, = {1y, o).
(b) J(1) + 2 by(t) p(t) + ba(t) ¥(1) = 0,
b(f)e Co(Iy), i=1,2, I, = t;, )
vorgelegt.

5.1 Hauptsatz. Es existieren positive Funktionen h, H, f, F, ¢, ¥ mit folgenden
Eigenschaften: ;

a) K@), HE), 9(0), w(@)e Co(1),

H(‘E) >0, lim ﬁ(‘c) =00,
dt

b) £(), F(f)e Co(Iy), E(®)> 0, lim F(t) = oo .

Es gilt ferner

(5.1,1)
py log D(r)

© H(x) d
J‘ exp {ZJ- A(s) ds}
t T d

(5.1,2) f :)exp {2 f t by(s) ds} |E(t)| ®(H)dt < 0, x = F(t),

ty

W |
— @®(H) + Y(H){dt < o0, = F|
o O(H) + () x = F(),

wo wir setzen:
H(x) = H_y(x), h(x) = {R[H_(x)]}"*, H(z)) = F(t;) 1)
o(1) = (1), ¥(1) = o(1) ¥(2) »

1y Diese Bedingung kann immer durch passende Wahl der Intervalle I, I 1, erfiillt werden.
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(D) D(t) = f*h*H exp {?_J“bl(s) ds — J :(X)Al(s) ds}, x = F(1),

ty

(E) E(t) = ffh? + 2b,ffh? + b,f2h* + h"hf2F* — hhf? .

H(x)
.g—z[log h2H’ exp{—ZJ A (s) ds}] — f?R?H%4,(H), x = F(t).
Dann gelten folgende Behauptungen: 1° Es gilt der Limes
(5.1,3) limD(f)=C, 0<CekE,.
2° Ist
@) Y(7) = 0[o(r)], Y(r) = O[¥(v)]

wo Y(7) die allgemeine Lisung von (a) bezeichnet, so hat die Gleichung (b) die
Basis

(5-1.4)  y(1) = £(1) h[F(1)] [YJ-{H[F(t)]} [1 + o(1)] + Y {H[F(1)]} 0(1)],
k=12, j+k

mit den Ableitungen

(5:15) 30 = £6) HLF()] [Y,.{H[F@]} [1+ o(1)] + Y{H[F()]) 0(1)] ¥
10| 5 (FOVIHTEOR ) It + o] +

+ 5 (PO RHEFOD o) k=12, Sk
wo ‘
(5.1.6) Yy(7), Ya()
eine beliebige Basis von (a) darstellt.
3° Es sei (5.1,6) in I, eine positive Hauptbasis von (a). Gilt
() Y0 %) = 0[], 1) %) = O[¥(], ik =12, j+k,
so hat die Gleichung (b) im Intervall I, die Hauptbasis

‘i

(517) ) =) MFO] HHLFON 1+ o], = 1,2.
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(iy) Ist

v) SV 40 i e, ¥() < [h%(H)] =

-0 {xj(H) Yi(H) % [h Yj(H)]}’

so gilt
(5.19) 50) = 1) WLF)] Y,{HIFQT} 1 + o(1)] +
¥ f(t)g(hw)] Y,.{H[F(,)]}) {1+ o) + 11}, = 1.2,

wo wir statt x {H[F()]} kurz x(t) schreiben.
(i,) Ist

(v SOhYE] +0 in L, V()< [h ()] =
-0 {xj(H> 1(H) < [ Y,-(Hn} ,

W(H) - [0 ()] = OLa(H) V()] . #(5)> 0, i= 1.2,

x=H_y(), tel,,,

so gilt
(5.19) 3.0) = 1) BLFO VAHLEOD [1 -+ o(0] +
#0 , (PLFOI OO ) (1 -+ o) + 11}
540 = ) HLFO) THIFOT) [1 + )] +
RCHULOREEONE
+ f(8) F(2) si(t) [(1) + 1] 0(1), jk=1,2, j*k.
(i5) Ist
(v ‘ B = 1,

x(1)>0, i=12, k=12, j*k, x=H_,(1), tel,,,
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so gilt

(5.1.10) 340) = 10 HLFO] Y{HTFOT 1+ o] +
50 % (O HATFO) T+ o],
70) = SO [1 + of1)] +
+10 (WO LR ) & (PO )o). sk= 12, S5k

(iy) Gilt in keinem Teilintervall I,, < I,

(v S Y]+ 0 oder S [HE(H)] 40 und is
X X

Y(H) = [ (H)] = OL() W], () >0, 1= 1,2,

j’k=1’2, .]#:ks X=H_1(T), TEII:;
so gilt

(s.L11) 3.0 = £ HEFO YHIFO T+ o(0)] +
# 10 5 (WL VHLFOR ) + 760 FO ) oLFO] + 20} o),

3(0) = ) HFO)) Yo {HTFOT) 1+ o(0)] +
0 g, (HLFOD VL) + 760 FO besiolFO] + 0} o).

wo

(5.1,12) o(x) = \[HE)])/V[H(x)]
zu nehmen ist.

Beweis. Es sei
(a) . Z"(x) + 2 ay(x) 2'(x) + ay(x) z(x) =0, xel,,

die Normalform des Bildes (a) {H(z), h(7)} € O5(I.), wo wir z(x) = Y[H_,(x)] =
= Y[H(x)], I,, = (x;, ) setzen. Dann ist (a) die Normalform des Bildes
() {H(x), h(x)} € 0(I,,), so daB die Gleichungen (3.9,3), (3.9,4), wo wir 4, statt Q;
schreiben, gelten. Falls die Funktionen (5.1,6) eine Hauptbasis [eine Basis] von (&)
bilden, so bilden die Funktionen

(5.1,13) z2(t) = h(x) Y[H(x)], i=1,2 *
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in I, eine Hauptbasis [eine Basis] von (a). Es sei ferner
(b) Z"'(x) + 2 By(x) Z'(x) + By(x) Z(x) = 0, xel;,

dic Normalform des Bildes (b) {P(t) f(O)} € 0,(1,,), wo wir Z(x) = y[F ()],
F(t;) = x, setzen. GemaB Abs. 3.9 gelten die Formeln

(5},14)‘ ' B, = [; (I;J;Z) 1], x = F(f),
I F12<’;+ 2b1§‘ 2>, ‘= K.

Falls die Funktionen Z,(x), Z,(x) in I, eine Hauptbasxs [eme Bas1s] von (b) bilden,
so bilden die Funktionen

(5.115) W) = SO ZIEQ], S =12,
116 50 = f0) ZIFO + 50 FO ZED], =12

in I,, eine Hauptbasis [eine Basis] von (b). Schrelben wir die Gleichung (b) in der
perturbierten Form

() Z'(x) + 2[ay(x) + p1(x)] Z'(x) + [aa(x) + pox)] 2(x) = 0,
G117) pi(x) = By(x) — as(x), Pa(x) = By(x) — ax(x)

setzen. Mit Riicksicht auf (3.9,3), (3.9,4), (5.1,14), (D), (E) konnen wir (5.1,17) in der
Form

(5.1,18) pi[F()] = 2—1F g—t log D(f),

(5:1.19) palF(O] = (7h)"2 E()

schreiben. Laut (5.1,13), (3.9,3), (5.1,18) ist

(5.1,20) j'é exp {ij ay(s) ds} p(x) z)(x) zi(x) dx =

— J élexp H 44(5) ds} pl(x)[ Y,(H) Y{(H) + Y{H) Yk(H)] dx =

x

s el g

+ Y|(H) Yk(H):Idt, O+c, ek,
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wo x = F(t) zu nehmen ist. GemaB (5.1,20), (5.1,1) und den Formeln (i) resp. (ii)
gilt (4.3,2) fiir j, k = 1,2 resp. j, k = 1,2, j + k. Ferner ist
— log D(t)l .
t

T H(x) d
(5.1,21) J dt = czf exp {2-[ Ay(s) ds} 9
ty ty

| Yi(H) Yy(H) — Yi(H) Y)(H)|dt, 0<c,eE;, x=F(t).

T

d
— log D(t
3 o8 (1)

t

Nach (5.1,1). (i), (ii) schlieBen wir, daB das Intergral auf der linken Seite der Gleichung
(5.1,21) konvergiert, so daB der Limes (5.1,3) existiert. Laut (5.1,13), (3.9,3), (5.1,19)
ist

(5.1,22) ﬁ exp {2 f ) ay(s) ds} Pa(x) zj(x) zi(x) dx =

¢ 1 H(x)
e f Eexp{zj 4,5) ds} palx) Y(H) Yi(H) dx =

T t
= cs‘[ exp {ZJ by(s) ds} E(1) Y{(H) Y(H)dt, x=F(), 0%cy€eE,.
t 31 D(t)

GemiB (5.1,22), (5.1,3), (5.1,2) und den Formeln (i) resp. (ii) gilt (4.3,3) fiir j, k = 1,2
resp. j, k =1,2,j * k.

Gilt (i), (5.1,1), (5.1,2), so gilt (4.3.2), (4.3,3) fiir j, k = 1, 2. Gem&B der Behauptung
(i) des Satzes 4.3 hat die Gleichung (b) die Basis (4.3,4). Diese Formeln konnen wir
mit Riicksicht auf (5.1,13) in der Form

(5:123) 20 = W) (HOII[1 + o(t)] + MLHCOT o0}, ok = 1,2, J + k.

Zj(x) = {h(x) LLHED [1 + o(1)] + {h(x) LIHE)LY o(1), jik=1,2, j + k.
schreiben.

Falls (5.1,6) in I, eine positive Hauptbasis von (a) ist, so ist (5.1,13) geméB Abs.
3.10 A auch eine positive Hauptbasis von (a). Gilt (i), (5.1,1), (5.1,2), so gilt (4.3,2),
(4.3,3) fiir j, k = 1,2, j + k. GeméB der Behauptung (ii) des Satzes 4.3 hat die Glei-
chung (b) in I,, die Hauptbasis (4.3,5). Die Formeln (4.3,5) nehmen mit Riicksicht
auf (5.1,13) folgende Gestalt an:

(5.1,24) Z(x) = h(x) Y[HX)][1 + o(1)], j=1,2.

Gilt (v,), so ist nach Abs. 3.10 C die Basis (5.1,13) in I, regelmiBig mit Schétz-
funktionen x,(H), #,(H). GemiB der Behauptung (i) des Satzes 4.3 gilt (4.3,6), so
daB vermoge (5.1,13)

(5129 2j(x) = () VIHCIDY {1 + ol (B) + 11}, j=1,2
in Kraft ist. i
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Gilt (v,), so ist nach Abs. 3.10 D die Basis (5.1,13) in I, halbregelmiBig j-ter Art
mit Schitzfunktionen x,(H), x,(H). GemiB der Behauptung (i,) des Satzes 4.3 gilt
(4.3,7), so daB vermdge (5.1,13)

(5.1,26) Zj(x) = {h(x) ;,[H(X)]}' {1 + o[x,(H) + 1]},
Zi(x) = {h(x) Y[H(x)]} + »(H) [e(H) + 1]0(1), j,k=1,2, j +k

in Kraft ist.
Gilt (v3), so gilt nach der Behauptung (i;) des Satzes 4.3 die Formel (4.3,8), so daB
vermoge (5.1,13)

(5.1,27) Zj(x) = {h(x) G;,LH()T} [1 + o(1)],
Zix) = of[n Y(H) IR Y{(H)} , jik=1,2, j+*k

in Kraft ist..

Gilt (v,), so ist nach Abs. 3.10 E die Basis (5.1,13) in I, , unregelméBig mit Schétz-
funktionen ,(H), %,(H). GemiB der Behauptung (i,) des Satzes 4.3 gilt (4.3,9), so
daB vermége (5.1,13)

(5.1,28) Zi(x) = {h(x) Y,[HX)]}' + [#:(H) o(x) + #:(H)] o(1) ,
Z3(x) = {h(x) LLHEDY + [a(H)/o(x) + x(H)] o(1)

in Kraft ist, wobei (5.1,12) zu nehmen ist. Werden die Formeln (5.1,23)—(5.1,28)
nacheinander in (5.1,15), (5.1,16) eingesetzt, so folgt (5.1,4), (5.1,5), (5.1,7)—(5.1,11).
Der Hauptsatz ist bewiesen.

Bemerkungen. a) Mit Hilfe von (i) kénnen wir mit den Formeln (5.1,4), (5.1,5)
folgende Umformungen durchfiihren:

(5.1,29) y; = fhY; + o(p)], Jj=1.2
(5.1,30)

yi = flY; + o(9)] + fH[Y; + o(9)] + fhH [Ed{ Y, + 0(@)], ji=12.

b) Alle asymptotische Abschitzungen von y§ ™", j, s = 1,2 lassen sich vereinfa-
chen, wenn man h(x) = o, 0 < o€ E; wihlt. Ferner bleiben alle Formeln unver-
andert, falls wir statt der Funktionen 7 = H(x), X = F(f) die Funktionen 7 =
= H[F(x)], x = t verwenden.

5.2 Es seien zwei Gleichungen

Q Y(1) + 2 Q,(1) Y(t) + Qu(1) Y(£) =0, Qi€ ColJ1),
i=1,2, J, =t o),
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(a) V(%) + 2q,(x) Y(x) + g2(x) YX) =0, g,eCy(1,),
i=12, I, = <X, ©)
gegeben.

Satz. Es existieren positive Funktionen H,f, @, ¥ mit folgenden Eigenschaften:
a)  H(x), f(x)eCy(I,), H(x)>0, lmH(x)=ow, H(I,)cJ,;

b o). Wo)eCol)

Es gilt ferner
0 bl
(1r) J :exp {2 J :lql(s) ds} S[H()] |Es(x)] dx < oo ,

wo wir setzen:

p’=90, oY =Y,

D\(x) = S exp {z j T g ds -2 j " 0,6) ds} ,

x1 H(xy)
El(x) =f"f +2q.f'f + q.f* — sz'zQz(H) .

Dann gelten folgende Behauptungen: 1° Es gilt der Limes
(5.2,1) lim D,(x) = C, 0< CeE,.

2° Ist
() Y() = o[e()], Y(1) = o[y()],
wo Y(1) die allgemeine Losung von (Q) bezeichnet, so hat die Gleichung (q) die Basis
(522) 3fx) = F5) (LIHET [ + o(0)] + TLHE oD} . Jok = 1.2, j +
mit den Ableitungen
(52.3) yi(x) = f ) {YHET 1 + o(1)] + YLH(x)] o(1)} +

+ f() H(x) {Y[HE] [T + o(D] + Y[HX)]o(D} > ok =1,2, j+k

wo
(5.2,4) ’ Y,(2), Y,(t)

eine beliebige Basis von (Q) darstellt.
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3° Es sei (5.2,4) in J, eine positive Hauptbasis von (Q). Gilt
() Y %) = o[e(0)], Y1) ¥(x) = O[¥Y()], j. k=12, j+k,
so hat die Gleichung (q) im Intervall I, die Hauptbasis
(5:2.9) yx) = f(x) YLHE)I[1 + o(D)], j=1,2.

(i,) Ist die Basis (5.2,4) in J, regelmdpig mit Schétzfunktionen (1), x,(t), so
gilt

(5-2.6) yix) = () FIHE][L + o()] + f(x) V;[H(x)]-
A+ o[y (H) + 1]}, j=1,2.

(i) Ist die Basis (5.2,4) in J, halbregelmdpig j-ter Art mit Schitzfunktionen
(1), %,(t), so gilt

(527) 3 = £/G) TLHEI L1 + o] + 70 ViIHC {1 + ofs(H) + 11}
yi(x) = £'(x) W[HE)][1 + o(1)] + f(x) K[H(x)] +
+ f(x) H'(x) a(H) [%,(H) + 1] 0(1), j,k=1,2, j*k.
(i) Ist Y,[H(x)] = 1, so gilt ‘
(528)  yi(x) = () VLHE)][1 + o()] + f(x) Y;[HX)] [T + o(1)],
7i(x) = f() [T+ o(1)] + f(x) o{ Y;[H()]/Y,[H(x)]} »
k=12, j+k.

(i4) Ist die Basis (5.2,4) in J, unregelmdfig mit Schétzfunktionen (1), x,(t), so
gilt

(529 3 = £ WHEI + o0)] + /() Y [HG)] +
+ (%) H'(x) {xa[ H(x)] 0(x) + 2, [H(x)]} o(1) ,
ya(x) = f'(x) LLHE)][1 + o(1)] + f(x) Y3 [H(x)] +
+ () H'(x) {x:[H(x)] [0(x)] ™" + #2[H(x)]} o(1) ,
wo (5.1,12) zu nehmen ist.

Der Satz 5.2 folgt unter Beachtung von Abs. 3.11 B — E aus Hauptsatz 5.1, falls
wir h(x) = 1, F(t) = t wihlen.

Bemerkungen. a) Mit Hilfe von (i) kann man die Formeln (5.2,2), (5.2,3) um-
formen zu :

vy = 1Y + o), i =F[Y; + olo)] + SHLY; + o(W)]. j=1.2.
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b) Der Satz 12 aus [5; S. 209] ergibt sich aus Satz 5.2 unter der Voraussetzung,
daB (i), Q; = ¢, = 0 gilt.

¢) Der Satz 30 aus [5; S. 215] folgt aus Satz 5.2 unter der Voraussetzung, daf die
Gleichung (Q) regelmiBig ist und (i), Q; = q, = 0 gilt.

d) Wir werden in der Arbeit [6] verschiedene Folgerungen des Satzes 5.2 einfiihren,
die sich durch passende Wahl der Funktionen Q,(t), Q,(t) ergeben.
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