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Czechoslovak Mathematical Journal, 19 (94) 1969, Praha 

ASYMPTOTISCHE EIGENSCHAFTEN DER DIFFERENTIALGLEICHUNG 
/ ' + 2ai(x) / + a2{x) y == 0 

ZDENËK HUSTY, Brno 
(Eingelangt am 2. Februar 1967) 

Herrn O. BoRUVKA zum 70. Geburtstag am 10. Mai 1969 gewidmet. 

VORBEMERKUNGEN 

0.1 Anstatt „homogene lineare Differentialgleichung" sagen wir kurz „Gleichung". 
Die Symbole/ ' , /^"^[/1 bedeuten die Ableitungen der Funktion / nach л:[г, т]. Die 
Funktion X = T^i{t) ist die zu t = T(x) inverse Funktion. Insofern kein Mißver
ständnis zu befürchten ist, werden wir kurz T statt T(x) schreiben. Ist q eine nicht
negative ganze Zahl, so bedeutet das Symbol T(x) e C^(/), daß die Funktion T^^^ im 
Intervall/ stetig ist. Mit E^ bezeichnen wir die Menge aller (endlichen) reellen Zahlen; 
£j u 00 = £*. Die Bezeichnung lim bezieht sich immer auf den Fall, daß die unab
hängige Veränderliche gegen oo strebt. Mit /^ resp. J^ bezeichnen wir das Intervall 
<x^, oo) resp. (t,„ oo), V = 0, 1, 2. 

0.2 Es seien die Funktionen/(x), ^ (̂x) im Intervall IQ definiert. 

0.2,1 Wir sagen,/(x) ist ein „Groß-0" von ^'(x), und schreiben „/(x) = 0[Ö^(X)]", 
wenn für irgendeine positive Konstante M und alle XEIQ die Ungleichung | / (x) | ^ 
^ M|Ö'(X)| gilt. Diese O-Relation ist reflexiv und transitiv. Ist g(^x) = 1, so besagt 
/ (x ) = 0(1) offenbar, daß / (x ) für alle x G/Q beschränkt ist. 

0.2,2 Wir sagen,/(x) ist ein „Klein-o"' von ^(x), und schreiben „/(x) = O[Ö'(X)]", 
wenn es für jede Konstante г > 0 eine Zahl ^^ ^ XQ gibt, so daß | / (x) | ^ e|ö'(x)| für 
alle X ^ £̂ gilt. Diese o-Relation ist transitiv. Für ^'(x) = 1 besagt / (x) = o(l), daß 
/ (x) für X -> 00 gegen Null strebt. 

0.2,3 Aus den Definitionen 0.2,1 und 0.2,2 ergeben sich folgende Regeln, siehe 

[ i ; § i ] . 

o{g) ± o{g) = o{g), o{f) ± o{g) = o{\f\ + \g\), 

fO{g)^0{fg), fo{g)=o{fg), 
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с 0{д) = 0{д) , с о{д) = о{д) , О Ф с е Ej , 

0 ( / ) 0(g) = 0 ( / з ) , 0 ( / ) о(0) = о(/) о{д) = o{fg) , 

OlO{g)] = 0{д), 0[о{д)-] = о10{д)] = о[о{д)] = о{д) . 

0.2,4 Gi l t / (x ) = 0[%ö'(^)] resp. / (х) = O[%Ö'(^)]» ^(^) > О? so sagen wir, f(x) 
ist ein „Groß-0'' resp. ein „Klein-o'' von ^(x) mit Schätzfunktion x(x). 

0.2,5 Gilt sowohl f{x) = 0 [x i Ö^(X)], ^^(X) = 0[x2f{x)], x^(x) > 0, i = 1, 2, so 
nennen wir die Funktionen f{x),g{x) a s y m p t o t i s c h äqu iva l en t mi t Schätz
f u n k t i o n e n %!, %2-

Is t^ i = X2 = 1, so daß gleichzeitig/(x) = 0[^g{x)], g{x) = 0 [ / (x ) ] gilt, so nennen 
wir die Funktionen/(x), ^ (̂x) a s y m p t o t i s c h ä q u i v a l e n t und benutzen die Schreib
weise 

/ (x) ж ^(x) . 

Diese asymptotische Äquivalenz ist reflexiv, symmetrisch und transitiv. 

0.2,6 Wir sagen, die Funktionen/(x), ^ (̂x) sind s t a rk a s y m p t o t i s c h äqu iva
lent , und schreiben 

(0.2,1) / (x) =0= ^(x) , 

falls eine derartige Zahl Л Ф 0 existiert, daß lim f{x)lg{x) = Ä. Die Relation (0.2,1) 
ist reflexiv, symmetrisch und transitiv. Die Beziehung (0.2,1) kann man auch in der 
Form 

(0.2,2) / (x ) = А g{x) + o[g{x)] oder / (x) = ^(x) [A + o(l)] 

schreiben. Es gilt 

(0.2,3) /(х)=с=Ёг(х)=*/(х)ж^(х) 

0.2,7 Wir sagen,/(x) ist a s y m p t o t i s c h gleich g{x), und schreiben 

(0.2,4) fix) ~ g{x) , 

falls Hm (f{x)lg{x)) = 1. Die Beziehung (0.2,4), die reflexiv, symmetrisch und transitiv 
ist, nennen wir eine a s y m p t o t i s c h e Gle ichung . Ist sie erfüllt, so sagen wir auch 
„/(x), g(x) sind asymptotisch gleich". 

Es gilt 
/ (x) =0= ^(x) of{x) ^ Ag{x) , 0Ф AeE, 

und statt (0.2,4) können wir 

(0.2,5) / (x ) = ^(x) + o[^(x)] oder / (x) ^ ^(x) [1 + o(l)] 

schreiben. 
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0.2,8 Asymptotische Gleichungen darf man multiplizieren, dividieren und in eine 
beliebige Potenz erheben. Ist/y(x) ^ g^^), Ovi^) > 0, v = 1, 2, ..., Ic, so folgt 

(0.2,6) im-igXx), 
v = l v = l 

siehe [1; S. 13]. 

1. TRANSFORMATION 

Die allgemeine Gleichung zweiter Ordnung ist von der Gestalt 

(a) L[z{x)] = J] f^\ a,{x) z^'-%x) = 0 , «o Ф 0 , a, e Со{1,) , f = 0, 1, 2 . 

Ist ailüQ e Co(/i), i = 1, 2, (̂ o = l), so wird (a) regulär (normal) genannt. Ist (a) 
regulär, so wird die Gleichung 

(a„) z'' + 2 ^ z ' + ^ z = 0 

die Normalform von (a) genannt. 
Mit dem Symbol M(/i) bezeichnen wir die Menge, deren Elemente folgendermaßen 

definiert sind: eine zweigliedrige Folge {Н(х), h(x)} G M ( / I ) , falls Я(х), h{x) e €2(11), 
Я'(х) h{x) Ф 0 in /i ist. 

Es sei {Я(х), h(x)} e M(/|). Wenn wir in der Gleichung (a) die Substitutionen 
z(x) == h{x) y{x), t = H{x) einführen, so erhalten wir eine Gleichung (ä), die wir das 
Bild der Gleichung (a) in /^ der Koordinaten Я(х), h{x) nennen; wir führen die 
Bezeichnung (â) {Я(х), h{x)] ein. Das Bild (ä) ist im Intervall J^ = H{l^) definiert. 
Mit dem Symbol Oj^I^) bezeichnen wir die Menge aller Bilder der Gleichung (a) in/i , 
deren Koordinaten Elemente der Menge M{l^ sind. Das Symbol (ä) {Я(х), h{x)] e 
e Oa{li) lesen wir folgendermaßen: Die Gleichung (ä) ist in /^ das Bild von (a) mit 
den Koordinaten Я(х), /î(x), wo {Я(х), h(x)} e M(/i). 

2. HILFSSÄTZE 

%Л Es sei die Gleichung 

(p) ZW(x) + Êf^)[a,(x) + p,(x)]Z<"->(x) = 0, 

flf, Pi e Co(/o) . i = 1,2,..., и 

gegeben. Es bilden ferner die Funktionen 

(2.1) z,(x), fc = l ,2 , . . . ,n 
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ein Hauptsystem der Gleichung 

(a) z<"\x) + t(%i{x)z^"~%x) = 0. 

Die Gleichung (p) bezeichnen wir als perturbierte Gleichung und die Funktionen 
Pi{x), i = 1, 2, ..., n nennen wir Perturbationskoeffizienten. 

2.2 Lemma. Es gelte 

Щх) Г \W{x) i = l \ l i("h Лп-i) 
^i^k dx < 00 , j,k = 1,2, ...,n 

wo W(x) die Wronskische Determinante der Funktionen (2.1) und Wj{x) das Komple
ment des Elementes z^f~^^ in der Determinante W(x) darstellen. Dann hat die 
Gleichung (a) das Hauptsystem 

Zi'\x) = tz\'\x)[ô,, + o{l)], k=l,2,...,n; s = 0 , l , . . . , n - l , 
i = 1 

wo дц, = Q für i Ф k, 0}^}^ = 1 zu nehmen ist. Siehe [2]. 

2.3 Lemma. Es gelte 

(2.3,1) jc'~4aj(x)|dx < 00, i = l , 2 , . . . , n . 
J Xo 

Dann hat die Gleichung (a) das Hauptsystem 

^ s - i ) _ = ( ^ - 5 ) ! 
[1 + o ( l ) ] , 5 = 1 ,2 , . . .Д , 

ö( l ) , 5 = /: + 1, fc + 2, ..., n . 
Siehe [3]. 

Bemerkung . Gilt 
/•OO /»00 

(2.3,2) j \ai{x)\ dx < 00 , x|ö2(x)| dx < oo , 
J xo J Xo 

so hat die Gleichung (a) für n = 2 das Hauptsystem 

Zi = 1 + ö(l) , Z2 = X[l + 0(1)] , 

z[ = o(l) , z^ = 1 + o(l) . 

Es folgt aus Lemma 2.3 für n = 2. 
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2.4 Lemma. Es sei i ganz, Q ^ i ^ n — 1 und 0 ^ e e Ej . Wenn (2.3,1) und 

Г dx < 00 t in-jy( ' V v — a , ( x ) 
= n - i \n - ]) I 

gilt, so hat die Gleichung (a) eine Lösung z(x) von der Form 

,is)r. ^ f̂ 'O - 1) ••. 0' " ^ + 1) X'-' + 0(X — 0 , 5 =: 0, 1, .., / 
j o ( x - ^ - ' ) , 5 = i + 1 , / + 2, ..., n - 1 . 

Siehe [4; Satz 1]. 

Bemerkung . Es gelte (2.3,2); dann hat die Gleichung (a) für n ~ 2 eine Lösung 
z{x) von der Form 

2 = 1 + o(l) , z' = o{x~^) . 

Es folgt aus Lemma 2.4 für n = 2, г = 0, / = 0. 

2.5 Lemma. Es gelte (2.3,2), dann hat die Gleichung (a) für n = 2 ein Haupt
system von der Gestalt 

z, = l + o{l) , Z2 = x[ l 4- o(l)] , 

Z[ = 0(X~^), Z'2 = 1 + 0 ( 1 ) . 

Folgt aus den Bemerkungen 2.3 und 2.4. 

3. EINIGE EIGENSCHAFTEN EINER NICHTOSZILLATORISCHEN GLEICHUNG 

3.1 Es sei z(x) eine Lösung der Gleichung 

(a) ^ {^) + 2ai(x) z'(x) + a2{x) z(x) = 0 , aiG CQ(IQ), i = 1,2 

mit der folgenden Eigenschaft: es gibt x^ ^ XQ derart, daß z(x) Ф 0 für xel^. 
Bilden wir die Funktion.G(x; z) = f̂^ e( —2aj, ; 5) ^"^(5) ds mit 

(3.1.1) e( —2<3i; 5) = exp J —2 ai{a)d(T\. 

Es gibt lim G(x; z) == c, 0 < с e £*. Ist с = 00, so nennt man z(x) eine H a u p t 
l ö sung der Gleichung (a) im Intervall / 1 . Ist с < oo, so bilden wir die Funktion 

/•00 

(3.1.2) g{x;z)=\ e{-2ai; s) z~^ ds . 

Dann ist die Funktion z^^x) = z(x) g(x; z) eine Hauptlösung der Gleichung (a) im 
Intervall / j , weil z^(x) ф 0 für x el^ und lim G(x; z j = 00 ist. 
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Lemma. Die Gleichung (a) ist dann und nur dann nichtoszillatorisch, wenn sie 
eine Hauptlösung hat. Jede zwei Hauptlösungen der Gleichung (a) sind linear 
abhängig. 

Siehe [5; Lemma 17, Seite 212]. 

Bemerkung . Das Symbol (3.1,1) wird in der ganzen Arbeit verwendet. Demnach 
ist z. B, e(2ai; x) = exp {2 Ĵ ^ ÖI(Ö-) der}. 

3.2 Jede zweigHedrige Folge von voneinander (linear) unabhängigen Lösungen der 
Gleichung (a) nennt man Basis von (a). 

Lemma. Es sei 

(3.2.1) ^ i (^ ) , Z2{x) 

ein geordnetes Paar der Lösungen von (a) mit den folgenden Eigenschaften: 

Z2{x) Ф 0 für xel^ cz /Q , lim G{x; Z2) < oo , 

(3.2.2) Zi(x) = Z2{x) g{x; Z2). 

Dann gelten folgende Behauptungen: 

(i) Die Lösungen (3.2,1) sind (voneinander) unabhängig; 
(ii) Zi(x) ist eine Hauptlösung; 

(3.2.3) Zi(x) = o[z2(x)] ; 

ist Z2{x) eine beliebige von Zi{x) unabhängige Lösung der Gleichung (a), so gilt 

(3.2.4) Z2{x) =0= Z2{x) 

(3.2.5) Zi(x) = o[z2(x)] . 

Beweis. Die Behauptung (i) ist bekannt, (ii) gilt nach Abs. 3.1 und die Gleichung 
(3.2,3) folgt aus (3.2,2), (3.1,2). Ferner ist 

(3 .2 .6 ) Z2 = C^Zj + C2Z2 , Ci G £ 1 , 0 Ф C2 6 £ 1 , 

so daß nach (3.2,3) Z2 = o(z2) + C2Z2 gilt. Daraus folgt mit Rücksicht auf Abs. 0.2,6 
die Beziehung (3.2,4). Die Gleichung (3.2,5) ergibt sich aus (3.2,3), (3.2,4). 

Folgerung. Es sei (3.2,1) eine beliebige Basis von (a), wobei z^(x) Ф 0 in /^ ist. 
Die Funktion Zi(x) ist dann und nur dann eine Hauptlösung von (a) im Intervall Ii^ 
wenn (3.2,3) in Kraft ist. 

Bemerkung . Ist Z2 = ^(l)? so z^ = o(l). 

3.3 Definitionen. A. Eine zweigliedrige Folge von unabhängigen Lösungen (3.2,1) 

213 



bildet eine Hauptbasis von (a) im Intervall /^ cz /Q, falls z^(x) in /^ eine Hauptlö
sung von (a) und Z2{x) ф 0 für x e /^ ist. 

B. Wir nennen die Basis (3.2,1) regelmäßig im Intervall /2 c: /^ mit Schätz
funktionen Xi(x), >C2{x), falls sie folgende Eigenschaften besitzt: 

1° Die Lösungen (3.2,1) bilden in /^ eine Hauptbasis von (a); 
2° z'i{x) Ф Oin/2, i = 1,2; 
3° es gilt 

(3.3.1) Zjzl^ = 0{xjZjZk), Xj{x) > 0 , j , fc = 1, 2, j =¥ к , 

C. Wir nennen die Basis (3.2,1) halbregelmäßig j-ter Art im Intervall I2 ^ /1 
mit Schätzfunktionen Xi{x), X2{x), j = 1, 2, falls sie folgende Eigenschaften besitzt: 

1° Die Lösungen (3.2,1) bilden in /^ eine Hauptbasis von (a); 
2° z;.(x) Ф Oin/2; 
3° es gilt 

(3.3.2) Zjzl = 0{xjZjZk), ZjZk = 0{xj,Zj) , %^(х) > 0 , 

i = 1,2, к = 2,1, к Ф j . 

D. Wir nennen die Basis (3.2,1) unregelmäßig im Intervall /^ mit Schätzfunk
tionen Xi(x), X2{x), falls sie folgende Eigenschaften besitzt: 

1"̂  Die Lösungen (3.2,1) bilden in /^ eine Hauptbasis von (a); 
2° es gilt 

(3.3.3) ZjZk = 0{xjZk) , j, к = 1 ,2 , j Ф fc . 

Bemerkungen, a) Eine regelmäßige Basis kann man auch als eine halbregelmäßi
ge Basis beliebiger Art bezeichnen. Eine halbregelmäßige Basis beliebiger Art kann 
man auch als eine unregelmäßige Basis bezeichnen. 

b) Die in /^ halbregelmäßige Basis fc-ter Art (3.2,1) ist regelmäßig im Intervall 
/2 c: / j dann und nur dann, wenn Zj(x) Ф 0 in /2, j , /c = 1, 2, j Ф fc. 

c) Die in /^ unregelmäßige Basis (3.2,1) ist im Intervall /2 c: /^ halbregelmäßig 
fe-ter Art dann und nur dann, wenn z^(x) Ф 0 in /2, fe = 1, 2. 

d) In [5; Def. 21, S. 212] ist der Begriff der regelmäßigen Gleichung eingeführt. 
Nach [5; (36), (37), S. 212] schließen wir, daß eine regelmäßige Gleichung immer eine 
regelmäßige Basis besitzt. Die umgekehrte Behauptung gilt nicht. Zum Beispiel die 
Funktionen ^/(x), ^J{x) log x bilden eine regelmäßige Basis der Gleichung y" + 
+ (2x)~^ У = 0 mit Schätzfunktionen %i = >€2 = 1. Diese Gleichung ist aber nicht 
regelmäßig. 

e) Einfachheitshalber setzen wir 

(3.3.4) a){x) = Zi(x)/z2(x) , 
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wo (3.2,1) eine Hauptbasis von (a) ist. Laut (3.2,3) gilt 

(3.3.5) œ{x) = o(l) . 

E. Wir nennen die Basis (3.2,1) n o r m a l im Intervall /2 c: / j , falls sie folgende 
Eigenschaften hat: 

1° Die Lösungen (3.2,1) bilden in /^ eine Hauptbasis von (a); 
2^ z^(x) Ф Oin/2 ; 
3° es gibt X2{x) > 0 derart, daß 

(3.3.6) z[z2 = 0(^2^122) , X2Z1IZ2 = 0 (1 ) . 

Bemerkungen , f) Nach den Definitionen В. —E. darf nur eine regelmäßige oder 
halbregelmäßige Basis zweiter Art normal sein. 

g) Eine regelmäßige oder halbregelmäßige Basis zweiter Art ist normal, falls 
X2{x) = 0(1) ist. 

h) Es sei Z2{x) ф 0 in I^. Die Hauptbasis (3.2,1) ist in I^ normal dann und nur 
dann, wenn 

(3.3.7) zl(x) = a[zi(x)] 

gilt. 

Beweis. Gilt (3.3,6), so ist z[z2 = 0(2222), woraus (3.3,7) folgt. Es gelte umgekehrt 
(3.3,7). Es sei M die Menge der Nullstellen von z[{x). Definieren wir die Funktion 
X2(x) folgendermaßen: X2{x) = 1 für XGM, SO daß (3.3,6) in M gilt; X2{x) = 
= \z\z2lz^Z2\ für X G / I — M, SO daß %2|^i/^2| = l^il^il — 4 0 ^^ ^1 ^' ^ î -̂
Es gilt also (3.3,6) im ganzen Intervall I^. 

i) Es sei (3.2,1) eine Hauptbasis von (a) im Intervall I^. Gilt 2^(х) > 0 in I^, 
i = 1, 2, so bezeichnen wir (3.2,1) als pos i t ive Hauptbasis. 

j) Die Wronskische Determinante der positiven Hauptbasis ist positiv. Beweis. 
Ist (3.2,1) eine positive Hauptbasis im Intervall / j , so gilt Z2 > 0 in I^, z^ = 
= cz2g{x; Z2) mit 0 < с e E^, so daß W[^z^, Z2] = ce( — 2ai; x) > 0 ist. 

3.4 E igenscha f t en der n o r m a l e n Basis. Es sei (3.2,1) in /^ eine normale 
Basis von (a). 

A. Ist Z2 = 0(1), so ist z[ = 0(1). Folgt aus (3.3,7). 

B. Ist Z2{x) eine beliebige von z^(x) unabhängige Lösung der Gleichung (a), so 

gilt 

(3.4.1) z^(x) =0= z^x) , 

(3.4.2) z[{x) = o[r2{x)]^ 
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Beweis. Aus (3.2,6) folgt bei Beachtung von (3.3,7) z'2 ~ 0(22) + C2Z2, so daß mit 
Rücksicht auf Abs. 0.2,6 die Beziehung (3.4,1) gilt. Die Gleichung (3.4,2) ergibt sich 
aus (3.3,7), (3.4,1). 

С Jede Hauptbasis von (a) ist im gewissen nach rechts unbeschränkten Intervall 
normal. 

Beweis. Es sei 

(3.4.3) Zi(x), Z2{x) 

eine Hauptbasis von (a) im Intervall <(^i, 00), so daß (3.4,1), (3.4,2) und 

(3.4.4) z^(x) = с Zi(x) , 0 Ф с G El 

gilt. Nach (3.4,1) gibt es ein rj ^ max {xj, (^J derart, daß 22 + 0 gilt. Laut (3.4,2), 
(3.4,4) ist z[ = 0(22), so daß mit Rücksicht auf Bemerk. 3,3 h) die Hauptbasis (3.4,3) 
im Intervall <[rj, 00) normal ist. 

Bemerkungen , a) Gilt die Beziehung (3.3,7) für eine Hauptbasis von (a), so gilt 
sie für alle Hauptbasen von (a). 

b) Gilt für eine Hauptbasis von (a) lim (2^/22) = c, 0 Ф с G E^, so existiert dieser 
endliche Limes für jede Hauptbasis von (a) nicht. Zum Beispiel die Gleichung 

z"[x 4- (1 + x^)/arctg . ] + 2z' ^^ + 0 + >-T ^rctg x _ ^^ 1 ^ ^ ^ ^ 
x{l + x^) x{l + x^) 

besitzt die regelmäßige Basis 21 = x~^,22 = arctg x mit Schätzfunktionen 
%2 = л:. Diese Basis ist nicht normal, denn X2^iM2 = (arctg x)~^ -> 2/(2/c + 1) тс 
(/с ^ 0 , ganz). Ferner ist lim (2^/22) = —1. Eine beliebige Hauptbasis z^ = cx~^, 
22 = CiX~^ + С2 arctg X, 0 Ф с e Ei,Ci e Ei,0 ф ^2 G E^, ist regelmäßig mit Schätz
funktionen entweder x^ = x~^, X2 = x für ĉ  Ф C2 oder x^ = x"^, X2 = x^ für 
Ci = C2. Im Fall Ci ф C2 ist ^2^1/^2 ~ ^/(с^х"^ + C2 arctg x) -> 2c/(2/c + l) ПС2, 
lim (2^/22) = cl(ci — C2). Im Fall c^ = C2 ist ^2^1/^2 — cx^/(ciX~'^ + C2 arctg x), 
21/22 = c(l + x^)/ci, so daß beide Funktionen gegen UnendHch streben. 

3;5 E igenscha f t en der r ege lmäß igen Basis. Es sei (3.2,1) in /^ eine regel
mäßige Basis von (a) mit Schätzfunktionen x^^x), X2{x). 

A. Es gilt 

(3.5,1) z[{x) = o[x2Z2{x)] . 

Beweis. Nach (3.3,1) ist z[ = 0(%222(^i/^2))- Daraus ergibt sich mit Rücksicht 
auf (3.2,5) die Beziehung (3.5,1). 

216 



в . Ist Z2{x) eine beliebige von z^{x) unabhängige Lösung der Gleichung (a), so gilt 
zi(x) = Z2{x) [c2 + 0(^2)]' 0 Ф C2 e E^, Den Beweis kann man ganz ähnlich wie 
im Abs. 3.4 В durchführen. 

C. Ist (3.2,1) normal, so ist jede Hauptbasis von (a) im gewissen nach rechts 
unbeschränkten Intervall regelmäßig mit Schätzfunktionen Xi(x), X2{x). 

Beweis. Es sei (3.4,3) eine Hauptbasis von (a) im Intervall <^i, 00), so daß (3.2,4), 
(3.4.1) und 

(3.5.2) Zi(x) =0= Zi(x) , z[{x) =D= z[{x) 

gilt. Die Multiplikation dieser asymptotischen Gleichungen hefert Zjz'^ =0= Zj-z^., 
j,k = 1,2, j Ф /c. Daraus folgt mit Rücksicht auf (3.3,1) Zjz'j^ = 0(zjzl^) = 
= 0{xjZjZk) = 0{xjZjZ,,), J, /c = 1, 2, 7 Ф k. Nach (3.5,2), (3.4,1) gibt es ein t] ^ 
^ max {xi, ^ J derart, daß z'̂  Ф 0 für x ^ /7, i = 1, 2 gilt. Auf Grund der Definition 
3.3 В ist die Hauptbasis (3.4,3) im Intervall <f/, 00) regelmäßig mit Schätzfunktionen 

3.6 E igenscha f t en der h a l b r e g e l m ä ß i g e n Basis der e rs ten Art. Es sei 
(3.2,1) in /1 eine halbregelmäßige Basis der ersten Art von (a) mit Schätzfunktionen 
Xi(x), X2{x). 

A. Es gilt 

(3.6.1) zi(x) = 0{xiK2) , 

(3.6.2) ^i{^) ~ 0(^2) . 

Beweis. Nach (3.3,2), (3.3,5) ist Z1Z2 == 0[xiO(x2^i)], ^1 = 0\yc2o{l)\ Daraus 
ergibt sich die Behauptung. 

B. Jede Hauptbasis von (a) ist im gewissen nach rechts unbeschränkten Intervall 
halbregelmäßig der ersten Art mit Schätzfunktionen x^ + |a)|, X2-

Beweis. Es sei (3.4,3) eine Hauptbasis von (a) im Intervall <(^i, 00). Nach (3.2,4), 
(3.2,6), (3.4,4) ist z;(x) Ф 0 in I^, 

'Ф = {c,z[ + C2zQ О f-^) = c,0 ('-Л + C2 0{x,) = 0{œ) + 0(x,) = 
Z1Z2 V1Z2J Vi/ 

= 0(x, + H) , Щ1=о(Щ=0{х2}. 

Auf Grund der Definition 3.3 С ist die Hauptbasis (3.4,3) im Intervall <??, 00), wo 
rj = max {^1, Xi}, halbregelmäßig der ersten Art mit Schätzfunktionen Xi + |co|, %2-
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3.7 Es sei (3.2,1) in I^ eine Hauptbasis von (a). 

A. Ist 

(3.7.1) 22(x) = c , О ф с е ^ ! , 

so ist (3.2,1) in II halbregelmäßig der ersten Art mit Schätzfunktionen x^ = 1, 

(3.7.2) >c, = \z[lz,\ 

und gilt 

(3.7.3) Zi(x) = o ( l ) , 

(3.7.4) z[{x) = o{x,). 

Beweis. Weil die Lösungen (3.2,1) unabhängig sind, ist z[ 4= 0 in I^, Ferner ist 

Z1Z2 = 0, z\z2lzi = cz[lzi, so daß wir x^ = 1, (3.7,2) wählen können. Nach 
Bemerk. 3.2 und (3.7,1) gilt (3.7,3), aus (3.7,2), (3.7,3) folgt (3.7,4). 

B. Gilt 

(3.7.5) ^li^) = с + Ci Zi(x) , 0 Ф с e £1 , c^e El , 

so ist (3.2,1) im gewissen nach rechts unbeschränkten Intervall halbregelmäßig der 
ersten Art mit Schätzfunktionen x^ — 1, (3.7,2). 

Beweis. Nach (3.7,5) schließen wir, daß Z2 = с eine von z^ unabhängige Lösung 
von (a) darstellt. Die Lösungen Zj, Z2 bilden eine Hauptbasii, die gemäß Abs. 3.7 А 
halbregelmäßig der ersten Art mit Schätzfunktionen x^ = 1, (3.7,2) ist. Wendet man 
nun das Resultat des Abs. 3.6 B, so wird unsere Behauptung bestätigt. 

3.8 E igenscha f t en der h a l b r e g e l m ä ß i g e n Basis der zwei ten Art. Es sei 
(3.2,1) in II eine halbregelmäßige Basis der zweiten Art mit Schätzfunktionen %i(x), 
X2(x). 

Aw Es gilt (3.5,1) und 

(3.8,1) z\{x)= 0{xiX2). 

Folgt aus (3.3,2), (3.3,5). 

B. Ist (3.2,1) normal, so ist jede Hauptbasis von (a) im gewissen nach rechts 
unbeschränkten Intervall halbregelmäßig der zweiten Art mit Schätzfunktionen 
^i{x),X2{x). 
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Beweis. Ist (3.4,3) eine Hauptbasis von (a), so ist (3.4,3) mit Rücksicht auf Abs. 
3.4 С im gewissen nach rechts unbeschränkten Intervall normal. Normale Basis ist 
halbregelmäßig der zweiten Art. Ferner gelten die asymptotische Gleichungen (3.2,4), 
(3.4,1), (3.5,2), so daß 

^~jh = o {^Щ = o{x,), ^ == о {^Щ = o{x,) 

ist. 

C. Es sei (3.2,1) eine Hauptbasis von (a). Ist ẑ  = c, 0 Ф с G E^, SO ist (3.2,1) in /j 
eine normale halbregelmäßige Basis der zweiten Art mit Schätzfunktionen x̂  = 
= IZ2/Z2I, X2 = 1 und gilt 1 = o(z2). 

Diese Behauptung beweist man ähnlich wie die Behauptung des Abs. 3.7 A. 

Beispiele. 

1. Es sei die Gleichung 

r\\ „Г f< i\ X 1 r 2x^ - n(n - 1) (1 + x^y- arccotg x 
(1) z\x + n(l + x^) arccotg x] + z' ^̂  f^ —^ -̂  -

x(l + X ) 
(n + 1) x^ + n - 1 _ _, 

— zn = 0 , П e El 
x(l Л-х^) ' 

gegeben. 
Г Im Fall n < - 1 hat (1) die Hauptbasis 

( l l ) 

2° Im Fall n = 

ih) 

ẑ  = x", Z2 = arccotg X . 

— 1 hat (1) die Hauptbasis 

1 1 z^ = arccotg X , Z2 = -
X X 

3° Im Fall n > — 1 hat (1) die Hauptbasis 

(I3) Zi = arccotg X , Z2 = x" . 

DieHauptbasis(li)ist normal und regelmäßig mit Schätzfunktionen Xi = ^2 = 1. 
Die Hauptbasis (I2) ist normal und regelmäßig mit Schätzfunktionen x^ = 

= x^ arccotg X, X2 = [x^ arccotg x]~^. Die Hauptbasis (I2) kann man auch als eine 
normale halbregelmäßige Basis zweiter Art mit Schätzfunktionen x̂  = (l — 
— X arccotg x) x~^, X2 = [̂ ^ arccotg x]"^ betrachten. 

Die Hauptbasis (I3) ist für n Ф 0 normal und regelmäßig mit Schätzfunktionen 
x^ = X2 = 1, für n = 0 halbregelmäßig erster Art mit Schätzfunktionen x̂  = 1, 
^ 2 = ^ ~ ^ -
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2. Es sei die Gleichung 

(2) z"[x - n(l + x^) arctg xj + z' ^ ^ ^ ^ 
x(l + X ) 

(n -h l)x^ + n - 1 _ „ 
x(l 4- x^) 

gegeben. 

1° Im Fall n S ~ 1 hat (2) die Hauptbasis 

(2i) Zj = x", Z2 = arctg X . 

2° Im Fall n > — 1, n Ф 0 hat (2) die Hauptbasis 

(22) ^i = arctg X , Z2 = x". 

З'' Im Fall n == 0 hat (2) die Hauptbasis (I3), wo и = 0 zu nehmen ist. 
Die Hauptbasis (l^) ist regelmäßig mit Schätzfunktionen Xi = х ~ \ К2 = x. Die 

Hauptbasis (2i) kann man auch als eine halbregelmäßige Basis erster Art mit Schätz
funktionen Xj = ^2 = x~^ betrachten. Für n < — 1 ist (2^) normal, für и = — 1 siehe 
Bemerk. 3.4b). 

Die Hauptbasis (22) ist normal und regelmäßig mit Schätzfunktionen x^ = x, 
X2 = x~^. Die Hauptbasis (22) kann man auch als eine normale halbregelmäßige 
Basis zweiter Art mit Schätzfunktionen Xj = X2 = x~^ betrachten. 

3. Es sei die Gleichung 

(3) z'\£x^ - nx) - z'[x^ - n(n ~ 1)] + zn[x - 8{n - l )] = 0 , neE^ 

gegeben. 
Im Fall e = 1 hat (3) die Hauptbasis 

(3i) zi = x", Z2 = e^ . 

Im Fall e = — 1 hat (3) die Hauptbasis 

(З2) Zi = e~^ , Z2 = x" . 

Die Hauptbasis (З^) ist normal und für ?2 Ф 0 ist regelmäßig mit Schätzfunktionen 
Xi ~ X, X2 = x"^. Für n = 0 ist (3i) halbregelmäßig zweiter Art mit Schätzfunk
tionen Xj = X2 = 1. Die Hauptbasis (З^) kann man auch als eine normale halbregel
mäßige Basis zweiter Art mit Schätzfunktionen X-j^ — X , X2 ~~~ X betrachten. 

Die Hauptbasis (З2) ist für n Ф 0 normal und regelmäßig mit Schätzfunktionen 
Xi = x~-^, X2 = X, für n = 0 halbregelmäßig erster Art mit Schätzfunktionen Xi = 
= X2 = 1. Die Hauptbasis (З2) kann man auch als eine halbregelmäßige Basis erster 
Art mit Schätzfunktionen / t j — X у Л2 — x" betrachten. 
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4. Es sei die Gleichung 

(4) z" ~ - z' + 4 ^ = 0 , neE, 

gegeben. 

Im Fall n < 1 hat (4) die Hauptbasis 

( 4 i ) ^1 = ^ " , 22 = X . 

Im Fall n = 1 hat (4) die Hauptbasis 

(42) Zi = X , Z2 = X l o g X . 

Im Fall n > 1 hat (4) die Hauptbasis 

(43) ^1 = X , Z2 = X" . 

Die Hauptbasis (4^) ist normal und für n 4= 0 regelmäßig mit Schätzfunktionen 
= 1, für п = О halbregelmäßig zweiter Art mit Schätzfunktionen x^ = x , 

^2 = 1. 

Die Hauptbasen (42), (4з) sind normal und regelmäßig mit Schätzfunktionen 

Xj = X2 = 1. 

5. Es sei die Gleichung 

. . /,/4 t \ Л + M^ — 1) log X n^ ГЛ 
(5) z"(l - n log x) + z' ^̂  ^-—^ z — = 0 

X X 

gegeben, n e E^. -
Im Fall n > 0 hat (5) die Hauptbasis 

( 5 i ) Zi = l o g X , Z2 = x " . 

Im Fall П ^ 0 hat (5) die Hauptbasis 

(52) z i = x " , Z2 = l o g X . 

Die Hauptbasis (Sj) ist normal und regelmäßig mit Schätzfunktionen x^ = log x, 
X2 = ( l ogx)"^ Die Hauptbasis (S^) kann man auch als normale halbregelmäßige 
Basis zweiter Art mit Schätzfunktionen Xi = x~^ logx, X2 = (logx)"^ betrachten. 

Die Haupt basis (52) ist normal und für n 4= 0 regelmäßig mit Schätzfunktionen 
Xi = (logx)"^, X2 = logx, für n = 0 ist halbregelmäßig zweiter Art mit Schätz
funktionen Xi = (x log x)~^, X2 = 1. Die Hauptbasis (52) kann man für и Ф 0 als 
halbregelmäßige Basis erster Art mit Schätzfunktionen x^. = (log x ) ~ \ Я2 = x~^ log x 
betrachten. 
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6. Es sei die Gleichung 

/̂ 4 ,, , 2(1 + sin x) cos X — 8 sin X 
(6) Z + Z ^ ; -^ Z ^ = 0 

cos X + 8(sin X + 2) cos x + e (sin x + 2) 
gegeben, e = ± 1 . 

Im Fall e = 1 hat (6) die Hauptbasis 

(6i) Zj = e~^ , Z2 = 2 + sin X . 

Im Fall e = ~ 1 hat (6) die Hauptbasis 

(62) Zi = 2 + sin X , Z2 = e^ . 

Die Hauptbasis (б^) ist halbregelmäßig erster Art mit Schätzfunktionen x^ = 
= X2 = l. 

Die Hauptbasis (62) ist halbregelmäßig zweiter Art mit Schätzfunktionen x^ = 

= %2 = 1-

3.9 T r a n s f o r m a t i o n . Es sei 

(Q) Щ + 2Q,{t) Щ + 62(0 Y{t) = 0 , tEj,== H{I,) 

die Normalform des Bildes (ä) {Я(х), h{x)} e Oj^I^). 
Dann gilt 

(3.9,2) ö,(0 = - l ~ № + 2a,̂ ^̂  х = Я.,(0. 
H\x)lh{x) /i(x) J 

Daraus folgt 

(3.9.4) ам.-т,1лшшт. 
h[x) H [x) л (x) 

h{x) 

In der ganzen Arbeit werden wir voraussetzen, daß die Koordinaten des Bildes 
(ä) {Я(х), h{x)} folgende Eigenschaften besitzen: 

(3.9,5) h{x) > 0 , Я(х) > 0 , H'{x) > 0 in /1 , lim Я(х) = oo . 
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Dann ist 

(3.9,6) J, = <Г1,сю), t, =H{x,), 

3.10 T r a n s f o r m a t i o n der H a u p t b a s i s . 

A. Die Funktionen 

(3.10.1) Ylt) , i = 1, 2 

bilden in J^ genau dann eine Hauptbasis von (Q), wenn die Funktionen 

(3.10.2) z,(x) = h{x) Yi\H{xy\ , / = 1,2 

in II eine Hauptbasis von (a) darstellen. 
Der Beweis ist bei Beachtung des Lemmas 3.2 (Folgerung) einfach und darum 

lassen wir ihn fort. 
Bemerkung . Die Basis (3.10,2) ist genau dann positiv, wenn die Basis (3.10,1) 

positiv ist. Folgt gemäß (3.9,5). 

B. Ist (3.10,1) in J i eine Hauptbasis von (Q) und gilt 

(3.10.3) - f \hY,{H)-\ Ф 0 in J i , A [/, Y,{H)-\ = 
ax ax 

= 4 £ [ft y,(H)]|, x = H_i(0, 

so bilden die Funktionen (3.10,2) in / j eine normale Basis von (a). 

C. Ist (3.10,1) in / i eine Hauptbasis von (Q) und gilt 

(3.10.4) - ^ [/i YlH)] Ф 0 in J i , X = Я„1(г) , г = 1, 2 , 
éx 

YlH) A [й YiH)-\ = О |х, 7,(Н) А [/, YlH)-^ , 

^ХО > Ö ' л fc = 1, 2 , ; ф ^ , 

so bilden die Funktionen (3.10,2) in /^ eine regelmäßige Basis von (a) mit Schätz
funktionen yci{H), X2{H). 

D. Ist (3.10,1) in J i eine Hauptbasis von (Q) und gilt 

(3.10,5) А [ й у ^ . ( Я ) ] ф О in / i , x = H . i ( r ) , 
dx 
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У,(Я) А [h YiH)-\ = О | х , У,(Я) А [й Г , (Я) ] | , 

У,(Я)А[йУ, (Я) ] = 0 [х ,У , (Я) ] , 
dx 

x,(f) > О , i = 1, 2 , j , /с = 1, 2 , ; Ф /с, 

so kann man die Funktionen (3.10,2) in /^ als eine halbregelmäßige Basis der j-ten 
Art von (a) mit Schätzfunktionen Xi(H), X2{H) betrachten. 

E. Gilt 
л А 

— \h Y^{H)\ Ф 0 oder — [h Y2{H)\ Ф 0 
dx dx 

in keinem Teilintervali /2 ^ «̂ i ^^^ ist 

(3.10,6) YlH) А \h У,(Я)] = 0 [ K , У , ( Я ) ] , 
dx 

j , /c = 1, 2 , j Ф /c, Xf(f) > 0 , z = 1, 2 , 

so kann man die Funktionen (3.10,2) in /^ als eine unregelmäßige Basis mit Schätz
funktionen X I ( H ) , УС2{Н) betrachten. 

3.11 T r a n s f o r m a t i o n der H a u p t b a s i s im Fa l l h{x) — 1. Es bilden die 
Funktionen (3.10,1) in J^ eine Hauptbasis des Bildes (ä) {Я(х), 1} e Oj^I^. Dann ist 

(3.11,1) z , (x)= 7,[Я(х)] , f = 1,2 

eine Hauptbasis von (a) im Intervall I^. 

A. Die Basis (3.10,1) ist in J^ genau dann eine normale Basis, wenn (3.11,1) 
in /1 normal ist. Folgt aus (3.10,3). 

B. Die Basis (3.10,1) ist in J^ genau dann eine regelmäßige Basis mit Schätz
funktionen Xi(t), %2(0' ^^^^ (3.11Д) in II regelmäßig mit Schätzfunktionen 
Xi(H), X2{H) ist. Folgt aus (3.10,4). 

C. Die Basis (3.10,1) ist in J^ genau dann eine halbregelmäßige Basis j-ter Art 
mit Schätzfunktionen %i(t), X2(0' ^^'^'^ (3.11,1) in I^ halbregelmäßig j-ter Art mit 
Schätzfunktionen XJ(H), H' К^^Н) ist. Folgt aus (3.10,5). 

D. Die Basis (3.10,1) ist in J^ eine unregelmäßige Basis mit Schätzfunktionen 
^ i (0 ' ^2(0» ^^'^^ (3.11,1) in II unregelmäßig mit Schätzfunktionen H' ^^(Я), 
H' %2{Щ ist. Folgt aus (3.10,6). 
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E. Gilt Yk{t) = с, О Ф с e £ i für /с = 2 resp. к = 1, so ist nach dem Resultat des 
Abs. 3.7 А resp. 3.8 С die Basis (3.10,1) in J^ halbregelmäßig erster Art mit Schätz
funktionen Xi{t) = 1, ^2(0 ~ | ^ i / ^ i | ^^sp. normal und halbregelmäßig zweiter Art 
mit Schätzfunktionen Xi(t) = 1^2/72!» ^2(0 "̂  -̂ Gemäß Abs. 3.11 С bilden die 
Funktionen (3.11,1) in /^ eine halbregelmäßige Basis erster Art mit Schätzfunktionen 
%I(H) = 1, >C2{H) == \YI(H)IYI{H)\ resp. eine normale halbregelmäßige Basis zweiter 
Art mit Schätzfunktionen к^{Н) = |7^(Я)/72(Я)|, %2(^) = 1-

4. PERTURBIERTE GLEICHUNGEN 

Es sei die Gleichung 

(p) Z'Xx) + 2[a,{x) + p,{x)] Z'(x) + [a2{x) + P2{x)] Z(x) = 0 , 

ai,Pi€Co{li), i = 1,2 

gegeben und es bilden die Funktionen Zi(x), Z2{x) eine Basis der Gleichung 

(a) z'Xx) + 2 ai(x) z'(x) + a2{x) z{x) = 0 . 

4.1 Lemma. Gilt 

< 00 , ; , /c = 1,2, 
Лоо 

(4.1.1) e(2ai ;x) |pi(x)z;(x)z,(x)ldx 

(4.1.2) ^(2^1 ; x) |p2(^) Zj{x) Zj^{x)\ dx < CO , j , /c = 1, 2 , 

so /zaf Jfe Gleichung (p) efn^ 5asfs шп der Gestalt 

(4.1,3) Z f (x) = z f (x) [1 + 0(1)] + zi^x) 0(1) , 

j , /c = 1, 2 , j Ф /: , 5 = 0, 1 . 

Folgt aus Lemma 2.2, wo n = 2 zu nehmen ist. 
Bemerkung . Ist z^f\x) = 0(х^), xj(^x) > 0,7 = 1, 2, 5 = 0 , 1 , so kann die Formel 

(4.1.3) in der Form 

(4.1.4) Z f (x) = z f (x) + o(x,), j = l , 2 , 5 = 0,1 

geschrieben werden. 

4.2 Lemma. Es sei 

(4.2Д) Zi(x),Z2(x) 

eine positive Hauptbasis der Gleichung (a) im Intervall I^, 
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Gilt 

(4.2,2) I dx < 00 , 
/»00 

J XI 

/• 00 

(4.2,3) e{2ai; x)\ 2pi{x) z[{x) z^^(x) + Pzi^)] ^i{^) ^li^) ^^ 
J Xi 

< 00 , 

SO existiert ein XQ ^ x^ derart, daß die Gleichung (p) im Intervall IQ die HatiPu 
basis 

(4.2.4) Z,(x) = z,(x) [1 + 0(1)], j = = l , 2 

hat. 
(i'i) Ist (4.2,1) in II regelmäßig mit Schätzfunktionen Xi(x), ^2(^)5 ^^ ^^t 

(4.2.5) Z;(x) = zXx) [1 + o{xj + 1)] , 7 = 1,2. 

(/2) Ist (4.2,1) in II halbregelmäßig j-ter Art mit Schätzfunktionen Xi{x), %2W, 
so gilt 

(4.2.6) ' Z'j{x) = z'j{x) [1 + o{xj + 1)] , Z;(x) = z;(x) + 

+ o[xk{xj + 1)] , j , /c = 1, 2 , 7 Ф /c. 

(г'з) /sif Z;̂ (x) = 1, 50 gilt 

(4.2.7) ZXx) = zXx) [1 + 0(1)] , Z;(x) == o{z'jlzj), 7 Д = 1, 2 , j Ф к . 

( Q /sf (4.2,1) /n /1 unregelmäßig mit Schätzfunktionen %i(x), X2(-̂ )? "̂ ^ 6̂ ^̂ ^ 

(4.2.8) Z;(x) = z;(x) + o(x2Co + Xi) 

Z2(x) = Z2(x) + o{xia)~^ + ^2) , 

wobei (3.3,4) zu nehmen ist. 

Beweis. Die Funktionen 

(4.2.9) H{x) = Z2(x) zï\x) , h{x) = Zi(x) 

unter Berücksichtigung der Bemerk. 3.3 j) erfüllen die Bedingungen (3.9,5), weil (4.2,1) 
positiv ist. Es sei (Q) die Normalform des Bildes von (p) mit den Koordinaten 
(4.'2,9), siehe Abs. 3.9. Dann gelten nach (3.9,1), (3.9,2), (4.2,9) die Beziehungen 
H'h^ = Cj e[ — 2ai; x), H/H' = C2 e{2ai\ x) Z1Z2, 0 < ĉ  EEI, i = 1, 2, 

(4.2.10) Qi{H) H^ = pi, H Q,{H) H' = c^ilpiz'izî' + P2) e{2ai;x) ZiZ^ . 

Laut (4.2,2), (4.2,3) unter Beachtung von (4.2,10) gilt 

\Qi{t)\ dt < CO , t\Q2{t)\ dt < CO , H(x i ) = (i . * 
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Nach Lemma 2.5 gibt es ein Го = h derart, daß die Gleichung (Q) im Intervall 
^ÎQ, OO) die Hauptbasis 

(4.2.11) 7^(0= 1+0(1 ) , 7,(0 = r[l + o(l)] , 

Y,{t) = o{r'), 7,(0 = 1 +o(l) 

hat. Gemäß Abs. 3.10 A bilden die Funktionen 

(4.2.12) ZW(x) = (4^) 7,[H(x)]}<^>, i = l , 2 , s = 0,1 

im Intervall /o> ß'-i('o) = -̂ o = ^ь eine Hauptbasis von (p). Setzen wir (4.2,11) in 
(4.2,12), so erhalten wir 

(4.2.13) Zi = /i[l + o(l)] , Z, = Ш[1 + o(l)] , 

Z; = й'[1 + 0)1)] + — o(l), Zi = h'H[l + o(l)] + Ш'[1 + o(l)] . 

Wenn wir ferner (4.2,9) in (4.2,13) einsetzen, so erhalten wir (4.2,4) und nach Um
formung 

(4.2Д4) Z; = z;[l + o(l)] + ^^ o{l), 7Д = 1, 2 , j Фк. 

Ist (4.2,1) in IQ regelmäßig mit Schätzfunktionen x^, X2, so können wir (4.2,14) 
in der Form 

z; = z;Fl + 0(1) + ^ % ( i ) l j,к = h2, j^k 

schreiben, woraus (4.2,5) im Hinblick auf (3.3,1) folgt. 
Ist (4.2,1) in /0 halbregelmäßig 7-ter Art mit Schätzfunktionen Xj, X2, so können 

wir (4.2,14) in der Form 

(4.2,15) z; = z/ Fl + 0(1) + ^ 0(1)1, z;, = z^ + z;, 0(1) + ^ 0(1), 
L ^j^k J ^j 

j , /c = 1, 2 , 7 Ф /c 

schreiben, woraus (4.2,6) im Hinblick auf (3.3,2), (3.6,1), (3.8,1) folgt. Wenn wir in 
(4.2.15) Zj, = 1 einsetzen, so erhalten wir (4.2,7). 

Ist (4.2,1) in /o unregelmäßig mit Schätzfunktionen Xi^, X2, so läßt sich (4.2,14) 
mit Hilfe (3.3,3), (3.3,4) in (4.2,8) überführen. 

Damit ist der Beweis beendet. 
Bemerkungen, a) Es sei 

(4.2.16) zi(x), Z2{x) 
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eine andere Hauptbasis von (a) im Intervall I^. Laut (3.2,4) und Lemma 3.1 gilt 

(4.2.17) Zi = c^z^ , Z2 = Z2[c2 + o(l)] , 0 Ф ĉ  e £ i , i = 1, 2 . 

Ist (4.2,1) in IQ eine normale regelmäßige Basis mit Schätzfunktionen x^, X2, so ist 
gemäß Abs. 3.5 С die Hauptbasis (4.2,16) normal und regelmäßig mit Schätzfunktio
nen %i, X2. Laut (3.4,1) und Lemma 3.1 gilt 

(4.2.18) z[ = c^z[ , Z2 = Z2[c2 + 0(1)] , 0 Ф Cf e El , i = 1, 2 . 

Ist (4.2,1) in IQ halbregelmäßig erster Art mit Schätzfunktionen %i, X2, so ist gemäß 
Abs. 3.6 В die Hauptbasis (4.2,16) halbregelmäßig der ersten Art mit Schätzfunktio
nen Xi + |cü|, X2' Laut (3.6,2) und Lemma 3.1 gilt 

z[ = c^z\ , Z2 = C2Z2 + 0^X2) , 0 Ф Cf G El , г = 1, 2 . 

Ist (4.2,1) in /0 eine normale halbregelmäßige Basis zweiter Art mit Schätzfunktio
nen %i, ^2, so ist gemäß Abs. 3.8 В die Hauptbasis (4.2,16) normal und halbregel
mäßig zweiter Art mit Schätzfunktionen %i, X2- Laut (3.4,1) und Lemma 3.1 gilt 
(4.2,18). 

b) Wenn (4.2,1) entweder eine normale regelmäßige Hauptbasis oder eine halbregel
mäßige erster Art oder eine normale halbregelmäßige Hauptbasis zweiter Art ist, so 
schließen wir gemäß der Bemerk, a), daß die Formeln (4.2,4)— (4.2,7) für beliebige 
Hauptbasis von (a) gelten. 

c) Laut (3.2,3) können wir statt (4.2,4) Zi = Z2 o(l), Z2 = Z2[l + o(l)] schreiben. 
Ist Z2 = 0(1), so ist Zi = 0(1), Z2 = Z2 + 0(1). 

d) Wenn wir in (4.2,5) j = 1 einsetzen, so können wir laut (3.5,1) anstatt (4.2,5) 
Zi = Z2o[(%i + 1) yc^^ schreiben. Ist (4.2,1) normal, so ist laut (3.3,7) Zi = 
= Z2o(%i +, 1). Ist ferner Z2 = 0(1), so kann man (4.2,5) in der Form Zi = 
= o(xi + 1), Z2 = Z2 + o(%2 + 1) schreiben. Gilt noch 

(4.2.19) ^, = 0 (1 ) , f = l , 2 , 

so ist 

(4.2.20) Zi = 0(1) , Z'2^z'2 + 0(1) . 

e) Ist (4,2,1) halbregelmäßig erster Art, so können wir laut (3.6,2) anstatt (4.2,6) 
Zi = o[(%i + 1) yc2^^ Z2 = Z2 + O\{KI + 1) ^2] schreiben, wobei 7 = 1, k = 2 
zu nehmen ist. Gilt ferner (4.2,19), so gilt (4.2,20). 

f) Ist (4.2,1) halbregelmäßig zweiter Art, so können wir im HinbHck auf (3.5,1) 
anstatt (4.2,6) Zi = Z2 o(x2) + Ö[XI(%2 + l)]^ -̂ 2 = ^'il^ + ^(^2 + 1)] schreiben, 
wobei j = 2, fc = 1 zu nehmen ist. Ist (4.2,1) normal, so ist laut (3.3,7) Zi = Z2 o(l) + 
+ ö[%i(x2 + !)]• Ist ferner Z2 = 0(1), so ist Zi = o\ycJ^K2 + l) + 1], Z2 = Z2 + 
+ о(ж2 + 1). Gilt noch (4.2,19), so gilt (4.2,20). 
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g) Die Bedingung (4.2,3) kann durch 

/•oo 

(4.2,21) e{2ai; x) \pi{x) z[{x) Z2{x)\ dx 

/•00 

e{2ai;x)\p2{x)z^{x)z2{x)\dx 
J Xi 

< 00 , 

ersetzt werden, 
h) Gilt (4.2,21), so ist die Bedingung (4.2,2) genau dann erfüllt, wenn 

/•oo 

e{2a^; x) |pi(x) z^{x) z^x)] dx < 00 

in Kraft ist, weil 

JPI ds = с e{2ai; s) Pi{ziZ2 — z'^z^) ds , 0 Ф с e E^ 
J Xi J Xi 

ist. 
i) Im folgenden setzen wir voraus, daß XQ = x^. 

4.3 Satz. Es sei 

(4.3,1) Zi(x), Z2(x) 

eine Basis der Gleichung 

(a) z\x) + 2 ai{x) z'(x) + a2{x) z{x) = 0 , a^e Co(/i) , i = 1, 2 

(i) Gi/r 

(4.3.2) Г e(2ai ;x) |p i (x)zXx)z , (x) |dx 
J ДС1 

/•oo 

(4.3.3) e(2ai;x) |p2(x)zXx)z^(x) |dx 
J Xi 

< 00 , 

< 00 

für alle j , к = 1,2, so hat die Gleichung , 

(p) Z"{x) + 2[fli(x) + i?i(x)] Z'(x) + [a2(^) + P2W] Щ = 0 , 

P i e C o ( / i ) , i = 1,2 

eine Basis von der Gestalt 

(4.3,4) Z f (x) = z f (x) [1 + 0(1)] + zî > 0(1) , j , к = 1, 2, j Ф к , s = 0, 1 . 
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(n) Ist (4.3,1) in II eine positive Hauptbasis von (a) und gilt (4.3,2), (4.3,3)/wr 
j , /c = 1, 2,7 Ф fc, so hat die Gleichung (p) in I^ die Hauptbasis 

(4.3.5) Zj{x) = z /x) [ l + o(l)] , 7 = 1, 2 . ^ 

(г\) /5f (4.3,1) in / i regelmäßig mit Schätzfunktionen x^^x), X2{x), so hat (4.3,5) 
die Ableitung 

(4.3.6) ZXx) = z'j{x) [1 + o(%^ + 1)] , 7 = 1,2. 

{il) ^^^ (4.3;l) Ш / i halbregelmäßig j-ter Art mit Schätzfunktionen X|(x), X2{x), 
so gilt 

(4.3.7) ZXx) = zXx) [1 4- o(%, + 1)] , ! 

Z;(x) = Zfc(-x) + o[xk{xj + 1)] , 7, /c = 1, 2 , j Ф /c. 

(г'з) Gï7r Zfc(x) = 1, 50 15Г 

(4.3.8) ZXx) = zXx) [1 + 0(1)], ZXx) = o(z;/z,), ' 

; , /c = 1,2, j Ф /c. 

(1*4) /5^ (4.3,1) in II unregelmäßig mit Schätzfunktionen Xi(x), X2{x), so gilt 

(4.3.9) Z;(x) = z[{x) + (>t:2û) + %i) o(l) , 

Z2(x) = Z2{x) + (XiCO~^ + X2) 0(1) , 

wobei (3.3,4) zu nehmen ist. 
Satz 4.3 ergibt sich aus den Hilfssätzen 4.1; 4.2 und aus den Bemerk. 4.2 g) —h). 

Beispiele . 
1. Gilt 

/•00 /»00 

(1) \Pi{^)\ dx < 00 , x\p2\ dx < 00 , 

so hat die Gleichung Z"(x) Ч- 2[pi(x) - w/2x] Z'(x) + [p2{x) + n/x^] Z(x) = 0 
folgende Hauptsysteme: Im Fall n < 1: Z^ == x"[l + o(l)], Z2 = x[ l + o(l)], 
Z[ =- x''~^[n + 0(1)], Z^ = 1 + 0(1). Im Fall n -= 1: Z^ = x[ l + o(l)], Z2 =̂  
= X log x [ l + 0(1)], Z; = 1 + 0(1), Zi = [log X + 1] [1 + 0(1)]. Im Fall n > 1: 
Zi = x[i +/^(i)],^2 =- x"[i + a(i)], z; = 1 + 0(1), z'2 = x^'-'in + 0(1)]. 

Bemerkung . Für n =• 0 erhalten wir Lçmma 2.5. 
2. Gilt (1), so hat die Gleichung 

Z"(x) + 2 
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ein Hauptsystem von der Form Z^ = log x[ l + o(l)], Z2 = x[ l + o(l)], Ъ\ ^ 
= (l /x)[l + o(logx)], falls wir die Hauptbasis z^ =üog x, Z2 = x als eine regel
mäßige Basis mit Schätzfunktionen x^ = log x, %2 = 0<^g^)~^ betrachten; Ъ\ = 
= 1/x + o(log x/x), falls wir die Hauptbasis z^ = log x, Z2 = x als eine halbregel
mäßige Basis zweiter Art mit Schätzfunktionen x^ = z~Mogx, к2 = ( logx)~^ 
betrachten, siehe Abs. 3.8, Beispiel 5; Z2 = 1 + o(l). 

5. ASYMPTOTISCHE EIGENSCHAFTEN DER LÖSUNGEN 
VON GLEICHUNGEN ZWEITER ORDNUNG 

Es seien die Gleichungen , 

(ä) У(т) + 2 A^x) Щ + ^2(1) У(т) = 0 , 

Л,(т) G Co(/u) , i = l , 2 , / 1 , = <Ti, 00). 

(b) KO+ 2 61(0x0 + ^2(0X0 = 0, 

Ь,(0 e Co(/2,) , г = 1,2, / ^ = <^, oo) 

vorgelegt. 

5.1 Hauptsatz. £5 existieren positive Funktionen Я, H,f, F, (р,ф mit folgenden 
Eigenschaften: 

a) Я(т), Я(т), (р(т), ф{т) G Co(/i) , — Я(т) > О , lim Я(т) = оо , 
dt 

b) / (О , F{t) G Co(/2,) , F{t) > 0 , lim F(0 = O) . 

£5 gilt ferner 

(5.1,1) 

/•00 г /^яс^с) 1̂ 
expj2 A,{s)dsi 

dt 
log D(0 

hH 
- Ф{н) + «РСЯ) dr < 00 , X = F ( t ) , 

(5.1,2) Г exp I2 Г bi(s) ds l |£(0 | Ф(Я) df < 00 , X = F(f) , 

wo wir setzen: 

H{x) = H _ i ( x ) , h{x) = {ß[H_i(x)]}-i , H ( T I ) = F{t,) 1) 

Ф(т) = (р2(т), •P(T) = Ç)(T) 1/̂ (1), 

^) Diese Bedingung kann immer durch passende Watil der Intervalle /,^, /^ erfüllt werden. 
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(D) D{t) = /Ч^Й exp il Г bi(s) ds - f "" Ai{s) d s l , x = F(0 , 

(E) E{t)=ffh^+ 2bjfh^+ b2f4^+ h''hf^F^-hhf^ . 

. - Flog h^H' exp I - 2 I* ' ^i(s) dsj l - fh^È^A^iH) , x = F{t) . 

Dann gelten folgende Behauptungen: 1° Es gilt der Limes 

(5.1.3) lim D(() = С , 0 < С e £i . 

2° Ist 

(i) У ( т ) = 0 [ И т ) ] , У(т)=0[./.(т)], 

WO У(т) die allgemeine Lösung von (ä) bezeichnet, so hat die Gleichung (b) die 
Basis 

(5.1.4) з;Х0 = / ( 0 ̂ [^(0] [^il^CnO]} [1 + o{l)-] + UH[Fm o(l)J , 

j , /c = 1, 2 , j Ф /c 

mit den Ableitungen 

(5.1,5) Я 0 = / « ' ' № ] [iOl^CnO]} [1 + <i)] + >;{я№]} 41)] + 

+ /(0 [j^ (hint)] Yj{H{F{t)-]}^ [1 + 0(1)] + 

+ jf''[nO]>'.{Jf№]})4l)]. j,k=h2, j + k. 

wo 

(5.1.6) УДт), У2(т) 

eine beliebige Basis von (ä) darstellt. 
3° Es sei (5.1,6) in I^ eine positive Hauptbasis von (ä). Gilt 

(ii) У,.(т) У,(т) = 0[Ф(т)] , ед У,(т) = O ^ ) ] , J, к = 1,2, ; Ф / с , 

SO /lat die Gleichung (b) im Intervall / ^ die Hauptbasis 

(5.1.7) y/l) = /(f) /,[f (0] y,{H[f (()]} [1 + 0(1)] , j = 1,2. 
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(Û) Ist 

(v,) -^[ЙУ,(Я)]Ф0 in J,,, Yj{H)^lhY,{H)-] = 
ax dx 

= о |х , (Я)7 , (Я)А[йу. (я) ] | , 

х̂ (т) > О , i = 1, 2 , J, к == 1, 2 , ; ф к , х = Я_ ̂ (т) , т е 7i,, 
so gilt 

(5.1,8) МО = ДО mm Yj{H[Fm [1 + 0(1)] + 

+ д о I {h[Fim Yj{HlFm^ {1 + o[x,(0 + 1]} , J=h2, 

wo wir statt Xj{Hl^F{ty]} kurz Xj{t) schreiben, 
(iz) Ist 

Ы А[/ ,у .(я)]фО in / , , , У,(Я)А[/,7,(Я)] = 
dx dx 

= о|х,(Я)П(Я)А[йу.(я)]|, 

У,(Я)-^ [/I Yj{H)] = 0[х,{Н) Yj{H)] , xlx) > 0, i = 1, 2 , 
dx 

х = Я_1(т), TGJI, , 

so ^ i / ^ 

(5.1,9) MO = ДО 4^(0] Yj{HlFm [1 + 0(1)] + 

+ д о j ^ (/.[F(0] Yj{H[F{tm^ {1 + o[M0 + 1]} , 

MO = до mm Y^HiFm [i + o(i)] + 
+ ml(h[F{t)-]Y,{HlFm^ + 

+ д о F(0 Xk{t) Ыг) + 1] o(l), J, к = 1,2 , j Ф fe . 
(i3)/st 

(Уз) h Y,{H) = 1 , 
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50 gilt 

(5.1.10) m=M4PimYj{H[F(t)J}l\ + o{iy] + 

+ f{t)j^(h[F{t)]Yj{H[F{t)]}yi+o{l)], 

MO =/«[1 + 41)] + 

+ / ( 0 (htm YAHlrmJ' ^ (/.[F(Oi Yj{H[F{t)-]}^ 0(1) , j,k= 1, 2 , j Ф fe, 

(/4) Gilt in keinem Teilintervall Ijr <= / u , , 

(v4) — [h Y^{H)] Ф 0 oder — [h Y2{H)] Ф 0 und ist 
dx dx 

Yj{H) ^ [h Y,{H)-] = 0[xj{H) Y,iH)-] , X,.(T) > 0 , / = 1, 2 , 
dx 

7, /c = 1, 2 , j =¥ k, X = Я_ I(T) , T e / i , , 
so gilt 

(5.1.11) Л(0 = ДО h[F{t)-] Y,{HiF{t)-]} [1 + 0(1)] + 

+ m flmt)] YdH[Fm^ + до m ^{t) «[̂ (O] + ^m o(i), 

,̂(0 = до ^[f(0] î'̂ lHTO]} [1 + 0(1)] + 

+ fit) A (/.[f(0] у.{я[^(/)]}) + до f(О {'̂ ilO/œCf(0] + ̂ 2̂(0} о{1), 

wo 

(5.1.12) œ{x) = Y,[H{xy]IY,lH{x)} 

ZU nehmen ist. 

Beweis. Es sei 

(a) . z"(x) + 2 ai(x) z'(x) + a2{x) z(x) = 0 , x е/^^ 

die Normalform des Bildes (a) {Я(т), й(т)} e Oâ{l^^), wo wir z(x) = y[H_i(x)] = 
= У[Я(х)], / i^ = <Xi, oo) setzen. Dann ist (ä) die Normalform des Bildes 
(â) {Я(х), h{x)} e 0^{li^), so daß die Gleichungen (3.9,3), (3.9,4), wo wir Л,- statt Qi 
schreiben, gelten. Falls die Funktionen (5.1,6) eine Hauptbasis [eine Basis] von (ä) 
bilden, so bilden die Funktionen 

(5.1.13) Zi{t) = h{x) YlH{x)] , I = 1,2 * ' 
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in /^eine Mauptbasis [eine Basis] von (â). Es sei ferner ' • 

(b) Z''(x) + 2 Bi(x) Z'(x) + В2(х) Z(x) - О , XEI^^ 

die Normalform des Bildes (b) { F ( 4 / ( 0 } ^ Öb(^ir). wo wir Z(x) =̂  3;[F_i(x)], 
F{ti) == Xi setzen. Gemäß Abs. 3.9 gelten die Formeln 

(5.1Д4) ^^ЧЁ^'-'ф ^ = «̂' 

Falls die Funktionen Zi(x), Z2(x) in /^^ eine Hauptbasis;[eine Öasis] von (b) bilden^ 
so bilden die Funktionen 

(5.1.15) yjit)=f{t)Zj[F{t)'], J = l , 2 , 

(5.1.16) yj{t) = ДО ZjiFit)] + fit) F{t) Z;[F(0] , J = 1, 2 

in 1ц eine Hauptbasis [eine Basis] von (b). Schreiben wir die Gleichung (b) in der 
perturbierten Form 

(p) Z\x) + 2[a,{x) + р,{хУ] Г{х) + [a^ix) + р^Ш Z{x) = 0 , 

wo wir 

(5.1.17) p,{x) = ßi(x) - a,{x) , P2(x) = B2{x) - a2{x) 

setzen. Mit Rücksicht auf (3.9,3), (3.9,4), (5.1,14), (D), (E) können wir (5.1,17) in der 
Form 

(5.1.18) • P i № ] = Ä 7 l o g D ( 0 , 
2F at 

(5.1.19) p,[F(0] = (//«F)-^£(0 

schreiben. Laut (5.1,13), (3.9,3), (5.1,18) ist 

(5.1.20) e x p b ai(s)dsipi(x)z}(x)zfc(x)dx = 

= c, f ' exp Ь f ' ' ' '^,(s) dsl p,(x) r ^ У,(Я) У,(Я) + У,(Я) У,(Н)] dx = 

= i с Т exp | 2 Г' ' ' 'Л ,(s) dsl 1^^ log D{i)\ | ^ ^ Г/Н) У,(Я) + 

У/Я)У,(Я)1а<, О Ф Cl 6 E l , + 
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wo л: = F{t) zu nehmen ist. Gemäß (5.1,20), (5.1,1) und den Formeln (i) resp. (ii) 
gilt (4.3,2) für j , /c = 1, 2 resp. j , к = 1, 2, j Ф L Ferner ist 

AlogD(0 
dt 

(5.1,21) I — log D{t)\dt = C2 Г е х р h Г "̂  Ä,{s) ds\ 

. I Y,{H) %{H) -- Y^{H) Y2{H)\ dt, OKc^eE,, x = F{t) . 

Nach (5.1,1). (i), (ii) schheßen wir, daß das Intergral auf der linken Seite der Gleichung 
(5.1.21) konvergiert, so daß der Limes (5.1,3) existiert. Laut (5.1,13), (3.9,3), (5.1,19) 
ist 

(5.1.22) expJ2 ai(s)ds\ P2{x) Zj(x) Zk{x)dx = 

= Сз f -^, exp J2 f ' A,{s) ds\ p^ix) У/Я) Y,{H) dx = 

= c, Г exp | 2 Г b,{s) dsi ^ Yj{H) Y,{H) dt, x = F{t), 0 Ф C3 e E^ . 

Gemäß (5.1,22), (5.1,3), (5.1,2) und den Formeln (i) resp. (ii) gilt (4.3,3) für j , к = 1,2 
resp. j , fc = l ,2 , j Ф k. 

Gilt (i), (5.1,1), (5.1,2), so gilt (4.3.2), (4.3,3) für j , /c = 1, 2. Gemäß der Behauptung 
(i) des Satzes 4.3 hat die Gleichung (b) die Basis (4.3,4). Diese Formeln können wir 
mit Rücksicht auf (5.1,13) in der Form 

(5.1.23) Zj{x) = h{x) {YlH{x)] [1 + 0(1)] + YlH{x)] o(l)}, j , fc = 1, 2, j Ф fc, 

ZXx) = {h{x)Yj[H{x)]y [1 + 0(1)] + {h{x) YlH{xy]y o(l), j , к =1,2, УФ fc. 

schreiben. 
Falls (5.1,6) in /1 eine positive Hauptbasis von (â) ist, so ist (5.1,13) gemäß Abs. 

3.10 A auch eine positive Hauptbasis von (a). Gilt (ii), (5.1,1), (5.1,2), so gilt (4.3,2), 
(4.3,3) für 7, fc = 1, 2,7 Ф fc. Gemäß der Behauptung (ii) des Satzes 4.3 hat die Glei
chung (b) in I^^ die Hauptbasis (4.3,5). Die Formeln (4.3,5) nehmen mit Rücksicht 
auf (5.1,13) folgende Gestalt an: 

(5.1.24) Zj{x) = h{x) У,{Я(х)] [1 + o(l)] , j = 1, 2 . 

Gilt (vi), so ist nach Abs. 3.10 С die Basis (5.1,13) in I^^ regelmäßig mit Schätz
funktionen XI(H), X2{H). Gemäß der Behauptung (i\) des Satzes 4.3 gilt (4.3,6), so 
daß vermöge (5.1,13) 

(5.1.25) Z;.(x) = {h{x) Yj[Hix)-]y {1 + a[x,(H) + 1]} , j = 1, 2 

in Kraft ist. 
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Gilt (V2), so ist nach Abs. 3.10 D die Basis (5.1,13) in I^^ halbregelmäßig 7-ter Art 
mit Schätzfunktionen х^{Н), Х2{Н). Gemäß der Behauptung (̂ 2) des Satzes 4.3 gilt 
(4.3,7), so daß vermöge (5.1,13) 

(5.1.26) Z;.(x) = {h{x) Yj[H{x)]y {1 + о[х,(Я) + 1]} , 

z;;(x) = {h{x) г,[я(х)]}' + x,{H) [XJ{H) + i] 0(1), j , ^ = 1,2, j Ф к 
in Kraft ist. 

Gilt (уз), so gilt nach der Behauptung (i3) des Satzes 4.3 die Formel (4.3,8), so daß 
vermöge (5.1,13) 

(5.1.27) Zp) = {h(x) Yj[H{x)]y [1 + o(l)] , 

Z;,{x) = o{[hYj{H)yihYj{H)}, j,k=U2, j^k 

in Kraft ist. 
Gilt (V4), so ist nach Abs. 3.10 E die Basis (5.1,13) in /^^ unregelmäßig mit Schätz

funktionen XI(H), X2{H). Gemäß der Behauptung (/4) des Satzes 4.3 gilt (4.3,9), so 
daß vermöge (5.1,13) 

(5.1.28) Z[{x) = {h{x) Y,[H{xy]y + [X2{H) co{x) + х,{Н)] o{l) , 

Z^(x) = {h{x) Y2iH{x)]y + [x,{H)lco{x) + X2{H)-] 0(1) 

in Kraft ist, wobei (5.1,12) zu nehmen ist. Werden die Formeln (5.1,23)-(5.1,28) 
nacheinander in (5.1,15), (5.1,16) eingesetzt, so folgt (5.1,4), (5.1,5), (5.1,7)-(5.1,ll). 

Der Hauptsatz ist bewiesen. 
Bemerkungen, a) Mit Hilfe von (i) können wir mit den Formeln (5.1,4), (5.1,5) 

folgende Umformungen durchführen: 

(5.1.29) yj=fh[Yj + o(cp)], j ^ h l 

(5.1,30) 

yj=fh[Yj + o{ç)]+fh[Yj + o{ç)]+fhHÏ~ ; = 1,2. 

b) Alle asymptotische Abschätzungen von y^J~^\ J, 5 = 1, 2 lassen sich vereinfa
chen, wenn man h{x) = a, 0 < aeE^ wählt. Ferner bleiben alle Formeln unver
ändert, falls wir statt der Funktionen т = Я(х), x = F{t) die Funktionen т = 
= Я[^(х)], X = t verwenden. 

5.2 Es seien zwei Gleichungen 

(Q) Y{t) + 2Q,{t)Y{t)+Q^{t)Yit) = 0, о ,бСо(Л) , 

i = 1,2, Ji = <fi, 00), 
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(q) y"{x) + 2 q,{x) /{x) + q^ix) у{^) = 0 , ^. e Со{1,) , 

i = 1, 2 , / i = <^u Qo) 

gegeben. 

Satz. £s existieren positive Funktionen H,f^ Ф? 'A mit folgenden Eigenschaften: 

a) Я(х) , / (x ) G C^C/i) , H^x) > 0 , lim Я(х) = сю , H( / i ) с J , ; 

b) Ф(0, ^A(Oe^o(^i)-

£5 gilt ferner 

/•00 r /»»(x) ^ 

(I) exp J 2 Q,{s) ds i ^[H(x)] |d log Di(x)j 
Jxi l J Hixi) J 

< 00 , 

(П) exp h Г ^i(s) ds l Ф[Я(х)] |£i(x)| dx < oo , 

wo wir setzen: 

(p^ = Ф, (рф = T, 

D,{x) = pH' exp \l Г q,{s) ds - 2 Г "̂  ßj(s) ds j , 

E,{x) :^ f"f + 2qJ'f + q2p - f'H''Q2iH) . 

Dann gelten folgende Behauptungen: 1° Es gilt der Limes 

(5.2.1) lim£)i(x) = C , 0 < C 6 £ i . 

2° /st 

(i) y(0 = о[ф(г)], y(0 = o[^(0], 
WO y(r) Jï> allgemeine Lösung von (Q) bezeichnet, so hat die Gleichung (q) die Basis 

(5.2.2) y,(x) = f{x) {Yj[H{x)] [1 + o(l)] + YlH{x)] o{l)} , j , /c = 1, 2 , j + k 

mit den Ableitungen 

(5.2.3) j;;.(x) = fix) {YlH{x)] [ l + o(l)] + Y,[H{x)] o{l)} + 

+ fix) H'{x) {YlH{x)] [1 + o(l)] + UH{X)] O(1)} , j , fe = 1, 2 , j ^ k 

WO 

(5.2.4) y,(0, 7̂ (0 
m 

eine beliebige Basis von (Q) darstellt. 
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3° Es sei (5.2,4) in J^ eine positive Hauptbasis von (Q). Gilt 

(ii) y,(0 Y,{t) = О[Ф(0] , Ш Y,{t) = O[<P(0] , л к = 1, 2 , j + /с, 

SO hat die Gleichung (q) im Intervall I^ die Hauptbasis 

(5.2.5) у , . ( ^ ) = / ( х ) 7 , [ Я ( х ) ] [ 1 + о(1)], 7 = 1,2. 

(('i) /s( die Basis (5.2,4) in J^ regelmäßig mit Schätzfunktionen Xi(f), ^2(1), so 
gilt 

(5.2.6) j;;.(x) = / ' (x ) У,[Я(х)] [1 + o(l)] + / (x ) У;[Я(х)] . 

. {1 + o\xj{H) + 1]} , ; = 1, 2 . 

(г'г) /sf rfie Basis (5.2,4) in J^ halbregelmäßig j-ter Art mit Schätzfunktionen 

5^1(0' '*2(0> s" 9lli 

(5.2.7) j;;.(x) = / ' (x ) YlH{x)-\ [ l + o(l)] + / (x ) У,:[Я(х)] {1 + 4 х , ( Я ) + 1]} , 

y'i^) = fb) Чч{^)'\ [1 + 0(1)1 + /(^) ^'.'[^(x)] + 

+ / (x ) Я'(х) х,(Я) [ х / Я ) + 1] o ( l ) , i , fc = 1, 2 , J + /с. 

(г'з) 1st Yi\H{x)] = 1, so gilt 

(5.2.8) j;;(x) = fix) У,[Я(х)] [ l + o(l)] + / (x ) 1;Г[Я(х)] [1 + o(l)] , 

J'-iW = / ' W [1 + o{l)] + fix) о{У,;[Я(х)]/У,[Я(х)]} , 

j,k = 1,2, j + к. 

(14) /st die Basis (5.2,4) in J j unregelmäßig mit Schätzfunktionen x^it), Xjit), so 
gilt 

(5.2.9) y[ix) = fix) Y,[Hix)] [1 + 0(1)] + fix) У/ [Я(х)] + 

+ fix) Я'(х) {%2[Я(х)] (ü(x) + х,[Я(х)]} o(l) , 

yi(x) = / ' (x ) У2[Я(х)] [1 + o(l)] + / (x ) У2' [Я(х)] + 

+ fix) H'ix) {х,[Я(х)] [ш(х)] - > + Х2[Я(х)]} oil) , 

WO (5.1,12) zu nehmen ist. 
Der Satz 5.2 folgt unter Beachtung von Abs. 3.11 В — E aus Hauptsatz 5.1, falls 

wir h(x) = 1, F{t) = t wählen. 

Bemerkungen , a) Mit Hilfe von (i) kann man die Formeln (5.2,2), (5.2,3) um
formen zu 

yj = f[Yj + oicp)] , y'j = f'[Yj + oif)-] + fH'lYj + o(^)] , 7 = 1,2. 
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b) Der Satz 12 aus [5; S. 209] ergibt sich aus Satz 5.2 unter der Voraussetzung, 
daß(i), öl = gi = Ogilt. 

c) Der Satz 30 aus [5; S. 215] folgt aus Satz 5.2 unter der Voraussetzung, daß die 
Gleichung (Q) regelmäßig ist und (ii), Q^ = q^ = 0 gilt. 

d) Wir werden in der Arbeit [6] verschiedene Folgerungen des Satzes 5.2 einführen, 
die sich durch passende Wahl der Funktionen Ôi(t), 62(0 ergeben. 
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