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Czechoslovak Mathematical Journal, 19 (94) 1969, Praha 

ÜBER GEOMETRIE IM GROSSEN DER ENVELOPPEN 
VON KONVEXEN ZYLINDERFLÄCHEN 

ZBYNEK NÄDENIK, Praha 

(Eingelangt am 22. Januar 1968) 

A) Im n-dimensionalen euklidischen Raum E„ [n ^ 3) sei eine geschlossene regu
läre analytische Kurve 

(1) С = {x(a) : 06 e <0, a)} 

mit dem Bogen s und mit durchweg positiver erster Krümmung /ci(a) = l/ö(a) 
gegeben; dabei soll a bzw. a die Bogen- bzw. Gesamtlänge des sphärischen Bildes 
der Einheitsvektoren t(a) der Tangenten von С bedeuten. 

Für jedes а e <0, a) wählen wir in der (n — l)-dimensionalen Normalebene v(a) 
von С in x(a) eine (n — 2)-dimensionale Eifläche^) #'(a) mit dem in v(a) enthaltenen 
Einheitsvektor W(a, u) der äusseren Flächennormale und mit der auf der [n — 2)-
dimensionalen Einheitskugelfläche ш(а) um x(a) definierten Stützfunktion Я(а, и); da 
und im folgenden durchläuft и alle Punkte von co(a) oder — was dasselbe bedeutet — 
alle Punkte des in £„ durchgeführten sphärischen Bildes ß(a) von co{(x) ^'). Die Funk
tion Я(а, и) ist dann für alle а und и erklärt, und zwar entweder auf der bei genügend 
kleiner Einheit singularitätenfreien „Einheitsröhrenfläche um C", d. h. auf 

(2) 0) = (7{co(a) : а e <0, a)} = {x(a) + N(cc, u) : ae <0, a), и e co{(x)} , 

oder auf der in Q((x) zergliederten, auf der {n — l)-dimensionalen Einheitskugelfläche 
um den Aufpunkt von E„ liegenden Mannigfaltigkeit 

(3) Q = U{Q{a) : а G <0, a)} = {N(a, и): осе <0, а), и e ß(a)} . 

Wir projizieren die Eifläche #'(a) in Richtung von t(a) mittels einer ZyHnderfläche 

^) Für л = 3 eine Eikurve. Es ist nicht nötig, dieses immer zum Ausdruck zu bringen. Siehe 
übrigens [8]. 

^) Es wäre also zutreffender м(а) statt и zu schreiben. Da aber Missverständnisse ausgeschlossen 
sind, bevorzugen wir die kurze Bezeichnung. 
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Z(a) und nehmen an, dass die einparametrige Familie 

(4) {Z(a) : a e <0, a)} 

eine singularitätenfreie geschlossene analytische Enveloppe S ohne Selbstdurchdrin
gung besitzt. Da für jedes a die Vektoren N(a, u) zugleich die Normalenvektoren 
von S längs der Charakteristik von Z(a) sind, so vermitteln sie im üblichen Sinn eine 
Abbildung zwischen S und œ oder Q. Der Gegenstand der folgenden Untersuchungen 
ist die (n — l)-dimensionale torusartige Enveloppe S (betreffs näherer Einschrän
kung siehe Abschn. l). 

B) Die auf (2) oder (3) definierte Funktion Я(а, и) möchten wir als die „Stütz
funktion von S" bezeichnen. Sie hängt natürlich von (l) ab. Es sei 

(1*) C* = {x*(a) : а 6 <0, a)} 

eine andere Kurve mit denselben Eigenschaften wie (l), namentlich mit demselben 
Tangentenbild wie (l) und mit positiver erster Krümmung fc*(a) = l/^*(a). Folglich 
haben С und C* den gemeinsamen Einheitsvektor n(a) der ersten Normale und wir 
setzen 
(5) cos у = N(a, u) . n(a) . 

Ist jetzt Я*(а, и) die Stützfunktion von S in bezug auf C*, d. h. ist H^(ix, u) für jedes 
a E <0, ö) die in der (n — l)-dimensionalen Normalebene v*(a) von C* in х*(а) in 
bezug auf x*(a) aufgefasste Stützfunktion der (n — 2)-dimensionalen Eifläche 
Z(a) n v*(a) — ähnlich wie Я(об, и) die Stützfunktion in v(a) von #'(a) = Z(a) n 
n v(a) in bezug auf x[a) ist ~ so besteht die Gleichung 

(6) A2{H^ - H) + {n~ 1) (Я* - Я) = (Q^ ~ Q) : cos у , 

in der А 2 den zweiten Beltramischen Differentialoperator in bezug ai|f (3) bedeutet 
(s. Abschn. 2). Aber auch umgekehrt: Erfüllt die Differenz H'^ — H die Differential
gleichung (6), so gibt es so eine Kurve C*, dass Я*(а, и) die Stützfunktion von S in 
bezug auf C* ist (s. Abschn. 2). Falls sich die Kurve С nach einem Grenzübergang, 
welcher ihr Tangentenbild unverändert lässt, in einen Punkt zusammenzieht, so dass 
1 : ki(a) gegen Null strebt, und wenn die Kurve C* demselben Prozess unterworfen 
wird, so erhält man aus (6) die Gleichung, welche mit der Bedingung für die Differenz 
zweier Stützfunktionen eines konvexen Körpers in bezug auf zwei verschiedene 
Punkte formal identisch ist. 

C) Für das Volumen F des Körpers К mit der Berandung S gilt die Formel 

(7) F = ~ f -r ds -h -
n 

HdS 
s 

in der i^{(x) das (n — l)-dimensionale Volumen des Eikörpers ^Г(а) c v(a) mit der 
Begrenzungsfläche ^{(x) bedeutet (s. Abschn. 3). Wir möchten die Aufmerksamkeit 
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des Lesers darauf lenken, dass die rechte Seite in (7) nur scheinbar von С abhängt 
(s. Abschn. 4). 

Es sollen if^i{(x) die Quermassintegrale von Ж{(х) bezeichnen; i = 0, 1, ..., n — 1. 
Wir setzen für i — 1, ..., n (vgl. die formal gleichen Beziehungen in der Theorie der 
konvexen Körper [1], S. 63) 

<*» "'«̂ ''' "--rATrrdfe-d 
n — i 

dS, 

sodass WQ das Volumen von К und nW^ die Oberfläche und n l \Wi die 
\n - ij 

Krümmungsintegrale von S = дК sind. 1/Ri, ..., 1/JR„_I bezeichnen die Haupt
krümmungen von S und das Symbol {Rï^ . . . ^^ГЛ} hat die übliche Bedeutung^). 
Dann gelten die Formeln (s. Abschn. 8) 

(9) ^r,=ir#-,d5 + - ^ Гя |А. . IjdS, 0=1,...,«-!); 

^n — i — 1 
W„ = 0; 

für Ï = 0 liefert (9) freiUch (7). 

Wenn sich die Kurve С auf obenerwähnte Weise in einen Punkt zusammenzieht, 
so fallen in (7) und (9) die Kurvenintegrale weg und aus (8) und (9) folgt (n — i) , 
. f̂  {Ki~^.. R;_\} dS = i J 5 H { R ^ \ . . R ; ^ } d S . Diese Relationen sind formal 
identisch mit den von H. MINKOWSKI für n = 3 und allgemein von T. KUBOTA 

hergeleiteten wohlbekannten Formeln der Theorie der konvexen Körper (s. [1], S. 63 
oder [2], S. 47) und zugleich sind sie ein Spezialfall der Gleichungen von C.-C. HSIUNG 
[6] (für n = 3 von W. SCHERER [12]), welche die Gültigkeit der Formeln von T. Ku
bota auf orientierbare geschlossene Ну perflächen erweitern. 

D) Wir beziehen den Tangentialraum einer Hyperfläche § zweiter Klasse mit 

laufendem Punkt x auf die Basis ej , ..., e„_ j , so dass dx = J] < '̂®r Es sollen ^ 1 , . . . 
i = l 

..., 9„_i gewisse Ffaff*sche Formen bedeuten und es sei i\i2 . . . ÏV ̂ ^^^ Kombination 
von 1, 2, ..., n — 1; /1 < /2 < ••• < K- lïï^ äusseren Produkt cô  л cô  л . . . л ш"~^ 
Ф О ersetzen wir die Formen co'\ co'\ ..., со''' durch (pi^, cpi^, ..., (pi^ und die Summe 
solcher Produkte, welche allen Kombinationen ï\i2...iV entsprechen, bezeichnen 
wir mit 

(10) {(̂ 1 Л ' . . . A (p, A of-^^ Л ... Л œ""-^} (г = 1, . . . , п - 1) . 

^•) Für г; == 1, ..., m bedeutet {^а^.^.а^ die f-te elementarsymmetrische Funktion von 
a^, ,..,a^ und für v = 0 setzt man {a^ ... a^} = 1. 
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Ist / eine auf § erklärte Funktion zweiter Klasse und sind /^ ihre kovarianten 
Ableitungen zu a>\ so definieren wir die Pfaifsehen Formen cpi folgendermassen: 

И - 1 И - 1 

d л Yjfi^^ ~ Yj^i ^ ^'* ^^^ Ausdrücke 

(11) {(pi л ... А (p^ А ш''̂ ^ л ... л ш"~^}:ш^ л ... л ш""^ 
( г = 1 , . . . ,п - 1) 

hängen dann nur von x ab und stellen somit n — 1 Diff*erentialoperatoren in bezug 
auf § dar (s. Abschn. 5). Der erste von denen ist der wohlbekannte zweite Beltra-
mische Diff'erentialoperator. 

Die Operatoren (11) bezeichnen wir mit ^̂ .+ 1, falls § mit (3) identisch ist. 
Es seien ^^(a),.. . , ^„_2(a) die Hauptkrümmungsradien der als Hyperfläche 

in v(a) betrachteten Eifläche ^(a) . In den nichtparabolischen Punkten von S (d. h. 
in den Punkten mit R^^ ... R~-i Ф 0), welche durch die Ungleichung cos y Ф 0 für 
den nach (5) bestimmten Winkel gekennzeichnet werden (s. Abschn. 1), gilt dann 
(s. Abschn. 6) 

(12) 4(Я) = Q{^^ - Я, . . . ,^,_2 - Я} :cos7 + {R^ - Я, ...,/?,_^ - H} 
{r = 2,.,.,n); 

Speziell für r = 2 ist (vgl. (1,7) in [8]) 

(13) R^ + ... + R^.^ = -Qicosy + A2{H) + {n - 1)H , 

was eine Verallgemeinerung der wohlbekannten Formel von Weingarten ist. 
E) Unter Verwendung der Operatoren (12) kann man die Formel (7) für den 

Raurninhalt К von К zu der Form (mit A^^H) = 1; s. Abschn. 3 und 7) 

(14) V= b r ds + " I Я X Я ^ A„^,{H) dQ ,. 
Je nj^ r=o 

bringen, wo Q das sphärische Bild (3) von S ist. 
Auch die Darstellungen (9) ermöglichen eine zu (14) ähnliche Umformung. Es gilt 

nämlich (s. Abschn. 8) 

(15) и ^ ^ ! 1 1 ^ Г ^ ^ с 1 . + - 4 т С lC^.")H''^.-i.i-r{H)dQ, 
" J e ^ P \ J ß ^ = o V Ï / 

n ^ 
l 

(i== l , . . . , / t - 1 ) . 

Benutzt man hier nach (8) direkt die Krümmungsintegrale und die Oberfläche 0 
von S ebenso wie die Oberfläche (9(oc) von #'(a), so erhält man"*") 

) Statt dJ^(a) schreiben wir für das Oberflächenelement von J^(a) nur kurz di^. 
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+ 

(16) 0= f̂ Pds + l f s ' Л + ^U^zl„_Xя)dß, 
Je rij^r==0\ 1 J 

(,7) ( • { ^ . . - L b s - f f J i .^ . -Lb^d. 

nJQr = 0 \ I ) 

Im dreidimensionalen Raum bezeichnen wir mit F(a) den Flächeninhalt und mit 
L(a) den Umfang des durch die Eikruve #"(«) begrenzten Bereiches. Folglich iV^^^ = 
= F(a), 2ir^{a) = L(a), 1Г2(а) = тг und wenn wir noch M = ^^si^ï^ + ^i^) ^^ 
setzen, so erhalten wir aus (14) und aus (15) für i = 1,2, die Beziehungen 

(18) V=\Fds + ~\ H{H^ + H . A2{H) + A^{H)} dÜ , 
Je 3 Jß 

О = \ Lds+^( {3H^ + 2Я . A2{H) + A^{H)} dQ , 
Je ^ J Q 

M = 7ü I d5 + i I {ЗЯ + A2{H)} dQ . 
Je 3 Jß 

Im Abschn. 9 zeigen wir, dass (18) auch folgenderweise geschrieben werden kann 

(19) F = I F ds + I {iH^ ~ iH . A{H, H) + iA{A{H, Я), Я)} dQ , 

О = j Lds + I {Я^ - 1^(Я, Я)} dß , 

Is + I Я dß ; 
Jß 

M = n ds 
с 

hier bedeutet А den ersten Beltramischen Diff'erentialoperator in bezug auf Q. Die 
Formeln (19) für О und M sind mit (*) in [8] identisch. 

Betreff's anderer Darstellungen für die Oberfläche und die Krümmungsintegrale 
siehe Abschn. 10. 

F ) ES ist natürlich zu fragen, ob es möglich ist, die Kurve С so zu wählen, dass die 
Flächenintegrale ganz rechts in (14), (16) und (17) verschwinden und dass folglich 
das Volumen, die Oberfläche und die Krümmungsintegrale von К nur als die längs 
einer einzigen Kurve С genommenen Kurvenintegrale Yon Volumen, Oberfläche 
und Krümmungsintegralen von jr(a) darstellbar sind. 

Im allgemeinen ist das nicht der Fall, wie es schon von den elementaren Guldin-
schen Regeln zu sehen ist. Das einfache Beispiel für unsere Enveloppe ist zweifellos 
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eine ringförmige Rotationsfläche S in £3, deren Meridianschnitt die Randkurve #" 
eines Eibereiches Ж ist. Falls sich nun die Schwerpunkte von # ' und Ж in verschie
denen Entfernungen von der Rotationsachse von S befinden, so ist es unmöglich, 
den Rauminhalt und die Oberfläche von S auf die obenerwähnte Weise auszudrücken. 

Wenn aber für jedes a e <0, d) die Trägergerade des in x(a) gebundenen Tangen
tenvektors t(a) von С die Achse der ZyUnderfläche Z(a) ist, so gelten die verlangten 
Integraldarstellungen (s. Abschn. 11): 

(20) F - j - r ds , О = Г (P d5 , 
Je ] с 

[ | ~ ... - ^ 1 dS - f f | - ^ ... - ^ 1 d^ ds (i = 2, ..., n - 1) . 
Jsli^l ^i~x] Je Ĵ (a) 1̂ 1 ^i-lS 

Wie man diese Formeln verwerten kann, ist offensichtlich. Angenommen, es gelte 
für das Volumen von с>Г(а) und für die Oberfläche und die Krümmungsintegrale 
von #'(a) = 5jr(a) — und zwar für alle а e <0, a) — eine lineare Ungleichung mit 
konstanten Koeffizienten. Nach (20) erfüllen dieselbe Ungleichung auch das Volu
men von К und die Oberfläche und die Krümmungsintegrale von S = дК, 

Für den dreidimensionalen Raum ergibt sich aus (20) in der Bezeichnungsweise 
aus (18) oder (19), dass 

(21) V = F as, О = j L d5 , M = TT Г 
с Je J( 

ds 
e 

Wenn alle (natürlich achsensymmetrische) Zylinderflächen Z(a) eine gemeinsame 
Breite haben (dies gilt z. В., falls С eben ist, da dann, wie leicht aus [8], S. 201 folgt, 
die paraboHschen Punkte von S in zwei parallelen Ebenen liegen), genügen die Fun
ktionale (21) der Ungleichung 

(22) O^ - AMV ^ 0 , 

in der das Gleichheitszeichen dann und nur dann besteht, wenn ale Z(a) Rotations-
zyhnderflächen sind. 

Die Ungleichung (22) wurde in [9] für solche kantige ringförmige Körper bewiesen, 
welche aus den Teilen der konvexen achsensymmetrischen Zylinder, deren Achsen ein 

•geschlossenes Polygon von der Länge / = М/л: bilden, zusammengesetzt werden. 
Für diese Ungleichung ist in [11] eine Frobeniussche Verallgemeinerung und eine 
Verschärfung hergeleitet worden. Das Verfahren von [9] ist auch auf unsere glatten 
Enveloppen S anwendbar und es ist deshalb nötig, einen umständigen Beweis für (22) 
zu führen. 

Wir möchten darauf Aufmerksamkeit lenken, dass nach [10], S. 298 für das Volu
men, die Oberfläche und das Integral der mittleren Krümmung einer geschlossenen 
Kanalfläche vom Zusammenhang des Torus gerade die zu (22) umgekehrte Unglei-
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chung gilt und dass die Gleichheit die Röhrenflächen kennzeichnet. Folghch haben die 
Ungleichung (22) für Enveloppen von konvexen achsensymmetrischen ZyMnderflä-
chen und die erwähnte Ungleichung für Kanalflächen dieselben Extremalkörper. 

Es folgen die Beweise, auf welche wir bisher nur hinwiesen. 

1. Im folgenden durchlaufen stets die oberen oder unteren lateinischen Indizes 
i, j , к die Werte 1, 2, ..., n — 1 und die griechischen Indizes Я, JA die Werte 2, ..., n — 1 
und zwei gleiche Indizes -~ der eine oben, der andere unten — sollen nach Einstein
scher Konvention eine Summation bezeichnen. 

Auf Grund der im Abschn. A) der Einleitung eingehend angeführten Konstruktion 
der Enveloppe S können wir jedem Punkt y(a, u) von S ein rechtwinkliges n-Bein 
zuordnen, welches aus t(a), N(a, u) und aus weiteren Einheitsvektoren tja) besteht. 
Für seine Infinitesimalbewegung gilt bekannthch 

(1.1) dy = (DH + cüh;,, 

(1.2) dt = (0^1% + co\N, 

(1.3) dt;, = co,t + co% + (jülN , 

(1.4) dN = colt + œX, 

wo alle CO gewisse Pfafi'sche Formen sind, welche den Strukturgleichungen von E„ 
genügen. Die Matrix der со aus (1,2) —(1,4) ist off'enbar schief symmetrisch; man setze 
noch col = 0. 

Nachdem der Vektor t nur von a abhängt, ist nach (1,2) 

(1.5) a>ï л da = 0 

und in Hinsicht auf (5) und dt = n da noch 

(1.6) co\ = cos у . da . 

Infolge der Hnearen Unabhängigkeit der Formen aus (1,1) ist 

(1.7) со' =fdoc+f,co\ 

Wir setzen voraus, dass der Skalarkoeffizient / auf der ganzen Enveloppe S von Null 
verschieden ist: 

(1.8) / + 0 . 

Nach (1,1) und (1,7) ist dy = / t da für co^ = 0, woraus sofort die geometrische Be
deutung des Vorzeichens von / folgt. 

Die Formen aus (1,1) und (1,4), in welche wir da = 0 einsetzen, bezeichnen wir mit 
einem Streifen. Dem laufenden Punkt z(a, u) von #'(a) = Z(a) n v(a) können wir in 
v(a) das [n — l)~Bein t2 ... t„_ ^N zuordnen. Dann gilt nach (1,1) und (1,4) — immer für 
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fest gewähltes ос — dz = cöh;^, dN = œ^t^ und weil J^(a) eine Eifläche ist, so können 
wir annehmen, dass für die üblichen Oberflächenelemente d#'(a) und dß(a) der Fläche 
#'(a) und ihres sphärischen Bildes Q{a) und für das Produkt der Hauptkrümmungen 
von #'(a) gilt 

(1,9) d#'(a) = cö̂  л . . . л ш""^ , dQ{(x) = ш^ л . . . л cö "̂ 
n - l 

(UO) _ _ i _ . . . _ J L _ = . ^ k A i i i A i ^ > o . 
^ i ( a ) ^„-2(a) cö̂  л . . . л cö"-^ 

Nach (1,1), (1,7), (1,8) und (1,10) ist das Flächenelement von 5 

(1.11) dS = œ' А . . . л co"-^ = / . d a л ш^ л .. . л ш"~^ 

Das Flächenelement des sphärischen Bildes (З) von S ist nach (1,4) und (1,6) 

(1.12) du = col ^ ••• л ^n~^ = ~ cos у . da л cö̂  л . . . л ш^"^ . 
Das Produkt der Hauptkrümmungen von S drückt sich deshalb nach (1,10) —(1,12) 

folgenderweise aus: 

(1ДЗ) J_... Л.._=_Е511._1_..._1_.з) 

Daraus ergibt sich, dass die paraboHschen Punkte von S (d. h. die Punkte, in denen 
R^^ . . . R~}i = 0) durch cos 7 = 0 gekennzeichnet sind.^) 

Nach dem Abschn. A) der Einleitung ist die Stützfunktion Я(а, и) von S folgender-
massen bestimmt: 

(1.14) [y(a, u) ~ x(a)] . N(a, u) = H(oc, u) . 

Deshalb setzt man 
n-l 

(1.15) y == x + H,t + ̂ H,t, + HN, 
X = 2 

Offenbar ist dx = Qtda und differenziert man weiter (1,15) nach (1,2) —(1,4) und 
vergleicht das Ergebnis mit (1,1), so erhält man 

(1.16) cô  = ^ da + dHi ~ HI(D\ - Hœ\ , 

"(1Д7) CD' =dH,- H,œ\- Hcßl, 

(1,18) dH = H,CDI . 

^) Für w = 3 ist diese Formel schon in [8], (1,6) angegeben worden. In der Tat, das jetzt 
benutzte Dreibein hängt mit dem aus [8] einfach zusammen: t—t, t2 = n sin 7 — b cos y, 
N == n cos 7 -f Ь sin y; man kann noch у = и setzen. Die Formen co^, aP' sind dann leicht aus 
ag /aa , dQ\dy in [8], S. 203 mit Q =-у berechenbar und für die Skalarfunktion / a u s (1,7) ergibt 
s i c h / = Л : (Ä + d^h/dy^) = А : ̂ ^(а)» wo А der in [8], (5) angeführte Ausdruck ist. 

^) Vergleiche zum obigen die nachfolgende Fussnote^). 
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2. Benutzt man die in bezug auf die Kurve C* aus (l*) genommene Stützfunktion 
Я*(а, и) von S, so soll man x* statt x in (1,15) schreiben und in (1,15) —(1,18) zu 
allen Buchstaben H ein Sternchen beifügen. Der Vergleich der so erhaltenen Gleichun
gen mit (1,16) ~ (1,18) liefert für die Differenzen 

(2.1) X(a, u) = Я*(а, и) - Я(а, и) 

und Xi = Hf — Hl unmittelbar das Gleichungssystem 

(2.2) dXi - XiCo[ = {Q - ^*) da - Xco^ , 

(2.3) dX, - X,co[ = -Xcol, 

(2.4) dX =Xiw[. 

Nach (2,4) und (1,4) kann man den zweiten Beltramischen Differentialoperator 
A2{X) in bezug auf (3) berechnen: 

À2{X). cô  л . . . л со" ^ = 

= Z ^ n л ... л cû{~^ л [dXj - X;Co}) л œi^^ л ... 
и - 1 

Infolge (2,2), (2,3) und (1,6) ergibt sich daraus — auch in Hinsicht auf (2,1) — sofort 
(6). 

Aber auch umgekehrt, ist X eine Lösung von (6), so besteht das System (2,2) —(2,4) 
(man bestätigt zufolge (1,6) und (1,5), dass dieses System mit den Unbekannten 
X, Xi , . . . ,X„_i vollständig integrierbar ist). Der Ortsvektor x* = x — X{t — 

— YJ ̂ k^k ~ ^ ^ beschreibt dann eine Kurve C* und die Stützfunktion von S in 
Я = 2 

bezug auf C* ist H^ = H + X, 

3. Mittels der Kurve (l) und der (n — l)-dimensionalen Fläche S definieren wir 
die n-dimensionale Punktmenge 

(3.1) M = {x(a) + t[y{a, u) - x(a)] : a e <0, a), и e ß(a), Г e <0, 1 » . 

Wir setzen 

(3.2) d(x + t[Y - x]) = T 4 + T \ + T"N 

und das Volumen V(K) des von S berandeten Körpers К erklären wir folgender
weise (vgl. [7], Teil II, Kap. I, § 5): 

(3,3) V{K) = I f T̂  л . . . л T 
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Aus (1Д)~(1,4), (1,15) und (3,2) folgt 

(3.4) T̂  = (1 - t)Qd(x + H^dt + to)^ , 

T̂  = Яя dr + to)^ , T" = Я dr , 

also nach (1,7) ist 

(3.5) T̂  л . . . л T" = f -^ [ ( l - r )^ + l / ] Я . d a л cö̂  л .. . л ш"~^ л d r . 

Falls / > О ist und der Punkt x(a) stets im Innern von Z(a) liegt, was Я(а, и) > 0 
bedeutet, so ist nach (3,5) der Integrand des über <0, 1>, ß(a) und <0, a> genommenen 
Integrales in (3,3) offensichtlich nichtnegativ (gleich 0 nur für t = O) und folgHch 

(3,3') V(K) = 

Nur diesen Fall werden wir im folgenden betrachten. 
Gemäss (3,4) ist weiter 

(3.6) T̂  л . . . л T" = (1 - r) f-^Hg da л cö̂  л 

+ f-^Hco^ л . . . л ш"-^ л dt 
oder 

(3.7) Ti л ... л т" = f'^Hg da л ш^ л . . . л ш"~^ А dt + 

+ f~^H{cû^ - Qda) А œ^ А ... А со^^"^ л dt. 

Beachtet man nun, dass nach (1,9) das (n ~ l)-dimensionale Volumen des Eikör-
pers j r ( a ) mit der Randfläche #'(a) gleich (n — i)~^^^(^^yHö5^' л . . . л ш""^ ist, 
so ergibt sich — nach elementarer Integrationen in bezug auf ^ e <0, 1> — aus (3,3') 
mit (3,6) und hinsichtlich (1,11) sofort die Formel (7) und aus (3,3') mit (3,7) noch 

(3.8) F = I - r ds + (1/^) 1 H{cû^ - Q da) 
Je Js 

An diese letzte Formel werden wir wieder im Abschn. 7 anknüpfen.^) 

• '̂ ) Die Betrachtungen aus den Abschn. 1 und 3 möchten wir auf einem Beispiel in E^ illustrie
ren. Die Kurve С aus (1) sei ein Kreis um den Aufpunkt О mit dem Radius v; die Richtung и 
in der Normalebene von С kann man mit dem Winkel у identifizieren. Die Familie (4) definieren 
wir auf dreifache Weise: Z(a) sei jedesmal eine Rotationszylinderfläche mit festem Radius r < v, 
deren Achse entweder 1) die Tangente von С in x(a) oder 2) der zu dieser Tangente parallele 
Durchmesser von С oder endlich 3) die Tangente von С in x(a + тг) ist. Die Enveloppe S ist 
fortschreitend ein Torus, eine Kugelfläche um О und ein Torus mit dem Mittenkreis С enbeso wie 
im ersten Fall. Die Stützfunktionen von S sind 

(*) H = r bzw. r -{- V cos y bzw. r -{- 2v cos y . 
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4. Mittels der Kurve C* aus (1*) definieren wir — ählich wie im Abschn. 3 auf 
Grund der Kurve С ~ die Punktmenge 

(4.1) M* = {x*(a) + ^[y(a, u) - x*(a)] : а e <0, a), и e ß(a), t e <0, 1» 

und setzen 

(4.2) d(x* + t[Y - X*]) = zh + T \ + ?"N . 

Das Ziel dieses Abschn. ist der Beweis der Gleichung 

(4,3) j T̂  л ... л T" = I ' 
J M J M* 

. . . л т " 

Wir integrieren die Identität (3,6) über M und berechnen die elementaren Integra
tionen in bezug auf t. Dann versehen wir in (3,6) alle Formen т und ebenso H und Q 
mit einem Sternchen und integrieren die so erhaltene Identität über M*, indem wir 
wieder die Integrationen in bezug auf t durchführen. Die Ergebnisse zeigen, dass (4,3) 
zu 

(4,4) ('̂  - 1) I ( ^ * - H)œ^ A 

= \ (HQ - Я*^* ) da л 

äquivalent ist. 

Das begleitende Dreibein ist jedesmal 

t == {sin a, — cos a, 0} , ^2 = {sin у cos a, sin у sin a, cos y} , 
N = { — cos у cos a, — cos у sin a, sin y} 

und die Parameterdarstellungen von S lauten folgends: 

y == {(y — r cos y) cos OL, {v ~ r cos y) sin a, r sin y} 
bzw. 

{ — r cos 7 cos a, — r cos y sin a, r sin y} 
bzw. 

{ — (t; + r cos y) cos a, — (Ü + r cos y) sin a, r sin y} . 

Deshalb ist 

(**) co^ — {v — r cos y) йон bzw. —r cos 5̂  da bzw. — (г; + /^ cos ?) da , m = r dy , 

also ist / > 0 bzw. = 0 bzw. < 0 und éS = r{v — r cos y) da л dy bzw. —r^ cos у da Л dy bzw. 
—r(i? + r cos y) da Л dy; nachdem jedesmal 'З^(а) = тгг"̂  der Flächeninhalt des Normalschnittes 
von Z(a) ist, so würde nach (*) die Formel (7) 

(***) 2nv . nr bzw. 0 bzw. —2nv . nr 

liefern. Weiter ist in unserem Beispiel ^(a) = г;; deshalb wäre das Flächenintegral in (3,8) nach (*) 
und (**) gleich 0 bzw. —bn^r^'v bzw. —lln^r^v, so dass die Formel (3,8) wieder zu (***) führen 
möchte. 
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In der Bezeichnungsweise aus dem Abschn. 2 ergibt sich aus (1,15), dass 

(4,5) . x*(a) - x(a) = X^t + Y. ^А«Я + XN . 
П - 1 

A = 2 

Wir ordnen dem Vektorfeld (4,5) die äussere Form 

(4.6) Г - Y^i-^Y'^^v'^^ А ... л т'-^ л т^+^ л ... л т" + 
v=l 

+ Х.т^ л ... л т"""̂  

zu; sie nimmt auf der Enveloppe S gemäss (3,1) und (3,4) diesen Wert an: 
(4.7) T|,=:i = Х . ш ^ л ... л cû''-^ . 

Aus (3,2) und (1,2) —(1,4) ergibt sich leicht, dass d л т* = î  л со] + т" л ш ,̂ 
d л т" = т-' л со". Demzufolge ist für у = 1, ..., п 

(4.8) d л (т^ л ... л т*̂ -̂  л т'̂ -'̂  л ... л т") = 

= ( - ! ) ' " ' Е ^ ' л . . . л Т" -^ А col А ^ ' ' ' ' А . . . л Т " . 

Nach (2,2) —(2,4), (4,8) und (3,4) kann man schon das äussere Differential der Form 
(4,6) berechnen: 

(4.9) d л T = ( -1)" "^ {Q - ^*) . da л т^ л ... л т" == 

= H{Q - ^*) f "^ . dr л da л cö̂  л ... л ш""^ . 

Aus (4,9) und (4,6) mit (4,7) erhalten wir, indem wir den Stokesschen Satz anwen
den und die elementaren Integrationen in bezug auf t berechnen, 

(4.10) (n - 1) \ X ,(o^ А .,. А со""-^ = Г (̂  - ^*) Я . da л ш̂  
J s J s 

Das Integral links in (4,10) ist der Fluss des Vektorfeldes (4,5) durch die Enveloppe S 
und weil bekanntlich das (n — l)-maHge Volumen des {n — l)-dimensionalen Ei-
körpers jr(a) mit der Berandung J^(a) unter Verwendung von (1,9) die Integral
darstellungen 

(4Д1) f Hä5^ A ... л cô"-^ = 1 Н^ - п - 1 

hat, SO lässt sich nach (4,10) der Fluss von (4,5) durch S geometrisch einfach inter
pretieren. 
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Integriert man die Identität (4,11) längs der Kurve C*, so ergibt sich leicht, dass 

(4,12) =""'=L Я^* . da л Ш л .. . л cü" ^ = Я*^* . da л со л ... л ш" 
s J s 

Aus (4,10), (2,1) und (4,12) folgt (4,4), womit (4,3) bewiesen ist. 

5. Die Abschn. 5 und 6 beziehen sich auf den Teil D) der Einleitung. Der Kürze 
halber belassen wir für die (n — l)-dimensionale Fläche § dieselbe Wahl und dieselbe 
Bezeichnung der n-Beine wie für S, so dass wir mit (1,1) —(1,4) arbeiten werden. 
Bekanntlich ist 

(5Д) (Oi = a::CO 

und die Koeffizienten der auf Grund der symmetrischen Matrix (ац) gebildeten 
Säkulargleichung sind höchstens bis auf Vorzeichen die elementarsymmetrischen 
Funktionen der Hauptkrümmungen von § , d. h. diese Koeffizienten sind von den 
sekundären Parametern des n-Beines unabhängig. Die äussere Diferentiation von (5,1) 
und die nachfolgende Benutzung von (5,1) Hefern 

(5.2) {daij - aikco) - a^jO}^^ л w-̂* = 0 . 

Für die auf § definierte Funktion / setzen wir d/ = fico^ und durch äussere Diffe
rentiation und Anwendung des Cartanschen Lemmas erhalten wir 

(5.3) df,-fjCo{ = A,jCO^' 

mit der symmetrischen Matrix (Aij) der Skalarfunktionen Aij. Diff'erenziert man (5,3) 
auf äussere Weise und benutzt man dann (5,3) und (5,1), so bekommt man nach 
einfachen Umformungen, dass 

(5.4) {dAij - Aij^œ] - A„jœ\ - Aa^ycoj;) л cô* = О . 

Aus (5,2), (5,4) und (5,1) ergibt sich sofort, dass bei einer Änderung nur der sekun
dären Parameter die Variation von A^ dieselbe wie die von a^j ist. Demzufolge sind die 
Koeffizienten der zur Matrix {A^^ gehörenden Säkulargleichung — d. h. die 
Ausdrücke (U) — von den sekundären Parametern unabhängig. 

6. Jetzt berechnen wir A^iji) für r = 2, ..., n, d. h. die auf die Stützfunktion von S 
angewandten Differentialoperatoren (U) in bezug auf das sphärische Bild (3) von S. 

Nach (1,4) und (1,18) ist 

(6,1) Aj^H) = {(pi л . . . л ф^_1 л cô  л .. . л со1~^} : col А .,, А œl~^ , 

wo die Pfaff'schen Formen cp folgendermassen bestimmt sind: d л dЯ = ф̂ -со̂ , also 
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nach (1,18) und (1,16), (1,17) 

(6.2) <Pi = dFi - HiCDÎ = co^ - Hcol - Qdoc, 

Beachten wir die Bedeutung des Symbols (10), so erhalten wir aus (6,1) und (6,2) 
nach einfacher Rechnung, dass 

(6.3) CD̂̂  л ... л соГ '4 (Я) = 
= ^1 л {^2 л ... л ф^_1 л û>;; л ... л ш^~ }̂ + 

+ {(Р2 А ... А (р^ А СО'п А ... А С0"~^} = 

= - ^ d a Л {(cö̂  - Hœl) л ... л (cö''"^ - Н€о^„~^) л ш̂  л ... л ш^"^} + 
+ {{со^ - Hœl) л ... л (ш'' -• HœQ л со); л ... л ш"~^} . 

Denken wir uns die Tangentenvektoren t2, ..., t^_i von ^(oc) in Richtungen der 
KrümmungsHnien, so überzeugen wir uns leicht, dass für die Hauptkrümmungs
radien ^i(a) , . . . , ^n-ii'^) ^ön #'(a) gilt 

(6.4) {{w^ - Hœl) л ... л {ö5'-^ - HcDi'^) л CÖ;; л ... л cö^^} = 

= {^1 - Я, ..., ^,_2 - Я}со^ л ... л соГ^ . 

Sehen wir auf einen Augenblick von der bestimmten Wahl des Tangentenvektors t 
ab und nehmen wir wieder an, dass die Tangenten vektoren t, t2, ..., t„_i der Enve
loppe S in Richtungen ihrer KrümmungsUnien sind, so erhalten wir für die Haupt
krümmungen l/i^i, ..., l/i^„_i von S ähnlich 

(6.5) {{m^ - Hml) л ... л {of'^ - Hco'„~') л ш); л ... л соГ'} = 
= {R, -Я, . . . ,1^ ,_1 - Н}.со1 А ... А соГ' . 

Weil {i?i — Я, ..., K^_i — я } von der Wahl der sekundären Parameter unabhängig 
ist, so gilt (6,5) auch für die ursprüngHche Lage des Tangentenvektors t. (Wir möchten 
beiperken, dass die rechnerische Bestätigung von (6,5) mittels cô  = bjcol umständlich 
istrvgl.[l],S. 62-63.) 

Gemäss (1,6) ergeben sich aus (6,3) -- (6,5) in den nichtparaboUschen Punkten von S 
sofort die Formeln (12). 

7. Wir kehren zur Formel (3,8) zurück. Nach (1,16) und (1,17) ist 

(7,1) (o)^ ~ Qua) л u)̂  л ... л ш""^ = 
= (dЯl - Hiù){ + Hcol) л ... л (dЯ„„l - Я ,<_1 + Ясо^"^) = 

= {Л,{Н) + Я А„_,(Н) + ... + Я"-^ А2{Н) + Н"-') .col А ... А <~' ; 

wir gebrauchen natürlich noch (6,1) und (6,2). Aus (3,8), (7,1) und (1,12) folgt die 
Formel (14). 

312 



Betreffs der Formel (14) noch eine Bemerkung. Wegen / > 0 ist nach (1,13) auf 
dem unter Verwendung des Normalenvektors N durch R^^ . . . R'^i > 0 (bzw. < 0. 
gekennzeichneten Teil S^ (bzw. S^) der Enveloppe -S offensichtUch cos y < 0 (bzw. 
cos y > 0). Dementsprechend gemäss (1Д2) ist für das übHche Oberflächenelement 
des sphärischen Bildes ü^ (bzw. 0^) von S^ (bzw. 5/,) dQ^ = cô  л ... л co^^^'^ (bzw. 
düh = -col А ... А ^n~^) un das Integral j^{...} dÜ ist die Differenz von zwei 
üblichen Oberflächenintegralen: 

(7,2) [{...}dß= Г {...}dß,- f {...}dß,. 

8. Mittels der Steinerschen Formel für die Parallelkörper leiten wir aus (7) und (14) 
die Integraldarstellungen (9) und (15) her. Wir bezeichnen mit Z^(a) die konvexe 
zu Z(a) im Abstand (т parallele Zylinderfläche und statt (4) betrachten wir die ein-
parametrige FamiHe {Z^a); а e <0, a)}. Sie besitzt offensichtlich die zur Enveloppe S 
von (4) parallele und für genügend kleines |a| auch singularitätenfreie Enveloppe S^ 
mit der Stützfunktion 

(8,1) ЯДа, и) = Н{(х, u)y+ а . 

Für den Rauminhalt V^ des w-dimensionalen von S^ berandeten und foglich zu К 
im Abstand а parallelen Körpers K^ gilt die von H. HADWIGER [3], [4]^) erweiterte 
Steinersche Formel 

und zwar für а aus gewisser Umgebung von 0; wir haben freilich auch (8) benutzt. 
Für das Volumen des (n — l)-dimensionalen Körpers, dessen Berandung der 

Normalschnitt v(a) n Z^(a) ist (d. h. für die zu ^(oc) im Abstand а parallele Eifläche), 
gilt die klassische Steinersche Formel 

(8,3) rXoc)=''^("~%^irXa). 

Auf das Volumen V„ von K^ ist auch die Formel (14) anwendbar: 

F, = f n d. + i f H/ZK . Л„.ХН.) + НГ') dQ . 
Je n j ß r = 0 

Setzt man hierher aus (8,1)— (8,3) ein und beachtet man, dass ^„„^(Я^) = ^„„^(Я), 
so erhält man durch den Vergleich der Koeffizienten von a** mit Berücksichtigung 
von (8) tatsächlich (15). 

^) Siehe auch [5], S. 287, Anm. 8 zur S. 214. 
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Ähnlich kann man auch (9) ermitteln. Denn nach (7) ist 

(8.4) V, = - ! r^ds + -{ H^dS^; 

bekannthch aber 

(8.5) dS. = ( l + | y | i - . . . l } ) d S . 

sodass das Einsetzen aus (8,1), (8,3) und (8,5) in (8,4) und die nachfolgende Verglei-
chung mit (8,2) wieder (9) liefert. 

9. Zu der Herleitung der Umformungen (19) von (18), welche aus dem Abschn. 
E) der Einleitung noch zu beweisen bleiben, verifizieren wir zuerst in £3 diese Formeln 
(^ bedeutet eine auf Q definierte Funktion erster Klasse): 

(9Д) ^ g.A2{H)dQ= - ^{g,H)dQ, 
Jß Jß 

(9.2) f A з(Я) dQ=-^ A(H, H) dÜ , 
Jß 2 Jß 

(9.3) I Я . ^з(Я) dß = - I Я . A{H, H)dQ + -\ A{A{H, Я), Я) du ; 
Jß 2 j ß 4 j ß 

А ist der erste Beltramische Diff'erentialoperator in bezug auf Q. 
In der Tat, erstens ist nach (1,12), (6,1) und (6,2) 

(9.4) f g . A2{H) dQ= ! g.d A {H.COI - Я,ш^) 
J ß Jß 

und weil g .d А {H^col — Я2СО3) = —dg А (Я1СО3 — Я2СО3) + d л (̂ '(Я^Шз — Я2СО3)) 
ist, ergibt sich aus (9,4) unter Verwendung des Stokesschen Satzes sofort (9,1). 

Zweitens folgt nach (6,1) und (6,2) 

(9.5) ^з(Я) . œl А 0)1 = dЯl л dЯ2 + i dzl(Я, H) А col ; 

infolge dЯl л dЯ2 = d л (Я^ dЯ2) und dzl(Я, Н) А œl = А{Н, Н) œl А œl + 
+ d А (А(Н, Я ) . œl) ist nach dem Stokesschen Satz das über Q erstreckte Integral 
des ersten bzw. zweiten Summanden rechts in (9,5) gleich 0 bzw. ̂  J^ A[H, H) .œl л œl 
und deshalb gilt in Hinsicht auf (1,12) wirklich (9,2). 

Drittens die Anwendung des Stokesschen Satzes fortschreitend auf die über iß 
erstreckten Integrale von d л (Я . А{Н, Я) . œl), d A {Н .Н^. dЯ2), d л (Я . Я2 . 
. dHi) und die Addition des ersten und zweiten und die Substraktion des dritten 
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Ergebnisses Hefern nach einfachen Umformungen < 

(9,6) j H . A^{H) ,0)1 A col=-\ H , A{H, H) . cô  л cô  -

- - \ dH л (Hl dH2 - H2 d/fi + A{H, H) col) • 
2 J ß 

Man bestätigt aber leicht, dass dH л {Н^ dH2 - H2 dH^ + Л{Н, И) (D\) = 
= {A{H,H).A2{H) - ^А{А{Н,Н),Н)} ,0)1 л œj ist. Folglich ist nach (9,6) mit 
Rücksicht auf (1,12) 

^ H .A^{H)dQ = - \ H .A{H,H)dQ-
J ß 2 J ß 

- - I A{H, H). A2{H) dß + - I A{A{H, Я), H) dQ 
^ J Q 2 J ß 

und wenn wir hier auf das zweite Integral rechts die Formel (9,1) für g = А[Н, H) 
anwenden, so erhalten wir (9,3). 

Die Gleichheit der dritten bzw. zweiten bzw. ersten Formeln in (18) und (19) ist 
nun eine unmittelbare Folgerung von (9,1) für 0̂  = 1 bzw. von (9,1) für 0̂  = Я und 
von (9,2) bzw. von (9,1) für g = H^ und von (9,3). 

10. Wir möchten noch kurz die direkte Herleitung der zu (15) oder (16), (17) 
analogen Formeln andeuten. 
Nach (7,1) ist 

л o)'^'^ = (Q doc •}- 0)^ — Q da) л cô  л .. . л ш"~^ = 
n - l 

= Qda А ö)^ А . . . л ш" ^ + Х; Я*". А„^,{Н). со̂  л .. . л со. 
п-1 

г = 0 

Folglich erhalten wir gemäss (1,11), (1,9) und (1,12) für О = JßdS statt (16) diese 
Darstellung 

(* (* n-l 

(10,1) о = 
f* n-l 

ds + ^ Я ^ J„_XЯ)dß. 
Jß '•=0 

Ähnlich, wenn auch gewissermassen komplizierter, kann man die Formeln für die 
Krümmungsintegrale von S herleiten. 

Selbstverständhch, ist die Formel (10,1) auch auf die Oberfläche der zu S parallelen 
Enveloppe S„ anwendbar (vgl. Abschn. 8) und der Vergleich mit der Steiner sehen 
Formel für die Oberfläche liefert von neuem die Darstellungen für die Krümmungs
integrale. Dasselbe gilt für (17). 
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Für /î = 3 ist nach (10,1) in der Bezeichnungsweise aus (18) oder (19) 

(10,2) О = \ Lds + \ {H^ + H , A2{H) + Л^{Н)] dQ . 
Je J ß 

Unter Zuhilfenahme von (9,2) und (9,1) für g = H sieht man sofort, dass (10,2) 
wieder zu der in (19) gegebenen Form grebacht werden kann. 

11. Falls für jedes a e <0, a) die Zylinderfläche Z(a) in bezug auf die Tangente 
von (l) in x(a) achsensymmetrisch ist, so gilt für die Stützfunktion Я(а, и) von S 

(11.1) Я(а, w) - Я(а, - w ) ; 

dabei bezeichnen и und —u^) die Gegenpunkte von co(a) oder ß(a). Also 

(11.2) N(a, -u) = ~N(a, M ) , 

sodass sich nach (5) die Werte von cos у für и und — м im Vorzeichen unterscheiden» 
Gemäss (1,13) sind deshalb die „Gegenpunkte" von S 

(11.3) y(a, w) , y{cc, -u) 

(diese Punkte liegen auf der Charakteristik von Z(a) und auf den Geraden von Z(a), 
welche die Gegenpunkte von ^{oc) c= v(a) projizieren; folglich sind die Tangenten
ebenen von S in (11,3) parallel) parabohsch oder gehört der eine zum Teil S^ und der 
andere zum. Teil Ŝ , von S (s. Abschn. 7). 

Angenommen, der Ausdruck {.} in (7,2) enthielte nur 

(11.4) Я , 4 Я , Я ) , / 1 2 ( Я ) , . . . . 4 ( Я ) . 

Die Abbildung и -^ —u nach (11,1) und (11,2) führt Q^ in ß,,, dQ^ in dQ^ (s. Abschn. 
7) und reproduziert alle Werte (11,4). Demzufolge sind die Fläehenintegrale rechts 
in (7,2) gleich, d. h. j ^ {.} d ß = 0. " 

Damit ist aber gezeigt, dass sich im betrachteten Fall aus (14), (16) und (17) die 
einfachen Formeln (20) ergeben. 
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