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Czechoslovak Mathematical Journal, 19 (94) 1969, Praha

UBER GEOMETRIE IM GROSSEN DER ENVELOPPEN
VON KONVEXEN ZYLINDERFLACHEN

ZBYNEK NADENIK, Praha

(Eingelangt am 22. Januar 1968)

A) Im n-dimensionalen euklidischen Raum E, (n = 3) sei eine geschlossene regu-
lare analytische Kurve

(1) C = {x(a) : x <0, a)}

mit dem Bogen s und mit durchweg positiver erster Kriimmung k,(x) = 1/o(a)
gegeben; dabei soll « bzw. a die Bogen- bzw. Gesamtlinge des sphérischen Bildes
der Einheitsvektoren t(«) der Tangenten von C bedeuten.

Fiir jedes a € <0, a) wihlen wir in der (n — 1)-dimensionalen Normalebene v(x)
von C in x(«) eine (n — 2)-dimensionale Eifliche') #(x) mit dem in v(«) enthaltenen
Einheitsvektor N(a, u) der dusseren Flichennormale und mit der auf der (n — 2)-
dimensionalen Einheitskugelfliche w(e) um x(o) definierten Stiitzfunktion H(a, u); da
und im folgenden durchlduft u alle Punkte von () oder — was dasselbe bedeutet —
alle Punkte des in E, durchgefiihrten sphérischen Bildes Q(«) von w(a) ?). Die Funk-
tion H(a, u) ist dann fiir alle o und u erklért, und zwar entweder auf der bei geniigend
kleiner Einheit singularititenfreien ,,Einheitsrohrenfliche um C*, d. h. auf

(2) o = U{w(x) : 2 €0, a)} = {x(a) + N(a, u) : 2 € €0, a), u € ()} ,

oder auf der in Q(«) zergliederten, auf der (n — 1)-dimensionalen Einheitskugelfiiche
um den Aufpunkt von E, liegenden Mannigfaltigkeit

(3) Q = U{Q):xe€<0,a)} = {N(a, u) : € <0, a), u € Qa)} .

Wir projizieren die Eifliche #(«) in Richtung von t(«) mittels einer Zylinderfliche

1y Fiir n = 3 eine Eikurve. Es ist nicht notig, dieses immer zum Ausdruck zu bringen. Siehe
tibrigens [8].

2) Es wire also zutreffender u(o) statt u zu schreiben. Da aber Missverstindnisse ausgeschlossen
sind, bevorzugen wir die kurze Bezeichnung.
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Z(«) und nehmen an, dass die einparametrige Familie
4) {Z(«) : 2 €40, a)}

eine singularititenfreie geschlossene analytische Enveloppe S ohne Selbstdurchdrin-
gung besitzt. Da fiir jedes o die Vektoren N(a, u) zugleich die Normalenvektoren
von S lidngs der Charakteristik von Z(a) sind, so vermitteln sie im tiblichen Sinn eine
Abbildung zwischen S und w oder Q. Der Gegenstand der folgenden Untersuchungen
ist die (n — 1)-dimensionale torusartige Enveloppe S (betreffs ndherer Einschrin-
kung siehe Abschn. 1).

B) Die auf (2) oder (3) definierte Funktion H(a, u) mochten wir als die ,,Stiitz-
funktion von S* bezeichnen. Sie hingt natiirlich von (1) ab. Es sei

(1*) C* = {x*(a) : 2 € <0, a)}

eine andere Kurve mit denselben Eigenschaften wie (1), namentlich mit demselben
Tangentenbild wie (1) und mit positiver erster Kriimmung k¥(«) = 1/o*(«). Folglich
haben C und C* den gemeinsamen Einheitsvektor n(«) der ersten Normale und wir
setzen

(5) cosy = N(a, u). n(x).

Ist jetzt H*(o, u) die Stiitzfunktion von S in bezug auf C*, d. h. ist H*(a, u) fiir jedes
a €0, a) die in der (n — 1)-dimensionalen Normalebene v*(x) von C* in x*(a) in
bezug auf x*(a) aufgefasste Stiitzfunktion der (n — 2)-dimensionalen Eifliche
Z(x) n v¥(o) — ahnlich wie H(x, u) die Stiitzfunktion in v(x) von # () = Z(x) N
N () in bezug auf x{x) ist — so besteht die Gleichung

(6) A,(H* — H) + (n — 1) (H* — H) = (¢* — ¢) : cos y,

in der 4, den zweiten Beltramischen Differentialoperator in bezug auf (3) bedeutet
(s. Abschn. 2). Aber auch umgekehrt: Erfiillt die Differenz H* — H die Differential-
gleichung (6), so gibt es so eine Kurve C*, dass H*(«, u) die Stiitzfunktion von S in
bezug auf C* ist (s. Abschn. 2). Falls sich die Kurve C nach einem Grenziibergang,
welcher ihr Tangentenbild unverdndert ldsst, in einen Punkt zusammenzieht, so dass
1 : ky(«) gegen Null strebt, und wenn die Kurve C* demselben Prozess unterworfen
wird, so erhilt man aus (6) die Gleichung, welche mit der Bedingung fiir die Differenz
zweier Stiitzfunktionen eines konvexen Korpers in bezug auf zwei verschiedene
Punkte formal identisch ist.
C) Fiir das Volumen V des Korpers K mit der Berandung S gilt die Formel

™) y =1 Vds+1deS,

in der () das (n — 1)-dimensionale Volumen des Eikdrpers ()’ < v(a) mit der
Begrenzungsfliche & () bedeutet (s. Abschn. 3). Wir mochten die Aufmerksamkeit
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des Lesers darauf lenken, dass die rechte Seite in (7) nur scheinbar von C abhéngt
(s. Abschn. 4).

Es sollen # () die Quermassintegrale von #(«) bezeichnen; i =0, 1,...,n — 1.
Wir setzen fiir i = 1, ..., n (vgl. die formal gleichen Beziehungen in der Theorie der .
konvexen Kérper [1], S. 63)

(3) wo=v, wo=—> [ 1L Llgs,
n—1\Js (R Ry
n

n—i
sodass W, das Volumen von K und nW,; die Oberfliche und n (n B ) W, die
n—i

Kriimmungsintegrale von S = 0K sind. 1/Ry, ..., 1/R,_; bezeichnen die Haupt-
kriimmungen von S und das Symbol {R7"'... R;;} hat die iibliche Bedeutung?®).
Dann gelten die Formeln (s. Abschn. 8)

) W,.=l "//f,-ds+——1— H i...—lv}ds, (i=1,...,n—-1);
nJc n n—1 s R1 Ri .
n—i—1
W, = 0;

fiir i = 0 liefert (9) freilich (7).

Wenn sich die Kurve C auf obenerwidhnte Weise in einen Punkt zusammenzieht,
so fallen in (7) und (9) die Kurvenintegrale weg und aus (8) und (9) folgt (n — i).
fs{RTY...R\}dS =i [¢H{R{'...R7'} dS. Diese Relationen sind formal
identisch mit den von H. MiNkOwsKI fiir n = 3 und allgemein von T. KUBOTA
hergeleiteten wohlbekannten Formeln der Theorie der konvexen Kérper (s. [1], S. 63
oder [2], S. 47) und zugleich sind sie ein Spezialfall der Gleichungen von C.-C. HSIUNG
[6] (fiir n = 3 von W. SCHERER [12]), welche die Giiltigkeit der Formeln von T. Ku-
bota auf orientierbare geschlossene Hyperflichen erweitern.

D) Wir beziehen den Tangentialraum einer Hyperfliche $ zweiter Klasse mit
n—1
laufendem Punkt x auf die Basis ey, ..., e,_;, so dass dx = ) o’e;. Es sollen ¢y, ...
i=1
..v @On— gewisse Pfaffsche Formen bedeuten und es sei i,i, ... i, eine Kombination
von1,2,...n — 1;i, <i, < ... < i.Im dusseren Produkt * A @? A ... A @" !
+ 0 ersetzen wir die Formen o™, @®, ..., @™ durch ¢;, ¢, ..., ¢; und die Summe
solcher Produkte, welche allen Kombinationen i,i, ... i, entsprechen, bezeichnen
wir mit '
(10) {prrncohng A AL A0} (r=1.,n=1).

*) Fir v=1,...,m bedeutet {a1 av} die v-te elementarsymmetrische Funktion von
ay, ..., a, und fiir v = 0 setzt man {al av} = 1.
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Ist f eine auf $ erkldrte Funktion zweiter Klasse und sind f; ihre kovarianten
Ableitungen zu ', so definieren wir die Pfaffschen Formen ¢; folgendermassen:

n—1

n—1
d A Y fw' =Y ¢; A o' Die Ausdriicke
i=1 i=1

(11) {ops Ao A AT A LA 0 A A 0"

r=1,..,n-1)

hingen dann nur von x ab und stellen somit n — 1 Differentialoperatoren in bezug
auf $ dar (s. Abschn. 5). Der erste von denen ist der wohlbekannte zweite Beltra-
mische Differentialoperator.

Die Operatoren (11) bezeichnen wir mit 4, , falls $ mit (3) identisch ist.

Es seien %,(), ..., #,-,(«) die Hauptkriimmungsradien der als Hyperfliche
in v() betrachteten Eifliche #(«). In den nichtparabolischen Punkten von S (d. h.
in den Punkten mit R{" ... R;!; =* 0), welche durch die Ungleichung cos y = 0 fiir
den nach (5) bestimmten Winkel gekennzeichnet werden (s. Abschn. 1), gilt dann
(s. Abschn. 6) '

(12) 4(H)=o{%#, — H,..,%,_, — H}:cosy + {R, — H,..,R,_, — H}
(r=2,..,n);

Speziell fiir r = 2 ist (vgl. (1,7) in [8])

(13) Ri+ ...+ R,_y = —g:cosy+ 4,(H) + (n — 1)H,

was eine Verallgemeinerung der wohlbekannten Formel von Weingarten ist.
E) Unter Verwendung der Operatoren (12) kann man die Formel (7) fiir den
Rauminhalt ¥ von K'zu der Form (mit 4,(H) = 1;s. Abschn. 3 und 7)

‘ n—1
(14) V=des+1JHZH’.A,,_,(H)dQ,,
c n

o r=0

bringen, wo Q das sphérische Bild (3) von S ist.
Auch die Darstellungen (9) ermdglichen eine zu (14) dhnliche Umformung. Es gilt
némlich (s. Abschn. 8)

(15) Wi=";’fwc-ds+ In f 20<’t’>H'-An-m_,(H)dQ,
c n Qr=
(2

(i=1,..,n—-1).

Benutzt man hier nach (8) direkt die Kriimmungsintegrale und die Oberfliche O
von S ebenso wie die Oberfliche 0(x) von #(x), so erhilt man*)

4) Statt dF| (o) schreiben wir fir das Oberflichenelement von % () nur kurz d&.
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(16) 0= L@ ds + 1f b (" * 1) H . 4,_(H)dQ,

nJorso\ 1
R R

}dS=fJ {~1— ! }dfds+
clrw (%, Ri—y

+1J Z(’f’)H'.A,,_M_,(H)dQ (i=2,...,n—1).
Q

n r=0 1

1
R4

Im dreidimensionalen Raum bezeichnen wir mit F(«x) den Flicheninhalt und mit
L(x) den Umfang des durch die Eikruve & () begrenzten Bereiches. Folglich #o(«) =
= F(a), 29 y(«) = L{a), # () = = und wenn wir noch M = 1[s(R{* + R;')dS
setzen, so erhalten wir aus (14) und aus (15) fiir i = 1, 2, die Beziehungen

(18) V=des+é'fH{H2+H.A2(H)+A3(H)} dae,
C Q
0=des+§f{3H2+2H.A2(H)+A3(H)}dg,
C Q2
M =

n'[ds+ 1f{3H+AZ(H)}dsz.
C 3 Q
Im Abschn. 9 zeigen wir, dass (18) auch folgenderweise geschrieben werden kann

(19) V= j Fds + j {1H? — {H . A(H, H) + }4(4(H, H), H)} dQ ,

0- JLds+-[{H2—%A(H,H)}dQ,
C 0

M=nx ds+fHdQ;
C (2]

hier bedeutet 4 den ersten Beltramischen Differentialoperator in bezug auf Q. Die
Formeln (19) fiir O und M sind mit (*) in [8] identisch.

Betreffs anderer Darstellungen fiir die Oberfliche und die Kriimmungsintegrale
siche Abschn. 10.

F) Es ist natiirlich zu fragen, ob es moglich ist, die Kurve C so zu wihlen, dass die
Flichenintegrale ganz rechts in (14), (16) und (17) verschwinden und dass folglich
das Volumen, die Oberfliche und die Kriimmungsintegrale von K nur als die lings
einer einzigen Kurve C genommenen Kurvenintegrale von Volumen, Oberfliche
und Kriimmungsintegralen von % (e) darstellbar sind.

Im allgemeinen ist das nicht der Fall, wie es schon von den elementaren Guldin-
schen Regeln zu sehen ist. Das einfache Beispiel fiir unsere Enveloppe ist zweifellos
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eine ringformige Rotationsfliche S in E;, deren Meridianschnitt die Randkurve &
eines Eibereiches .7 ist. Falls sich nun die Schwerpunkte von & und 2 in verschie-
denen Entfernungen von der Rotationsachse von S befinden, so ist es unmdoglich,
den Rauminhalt und die Oberfliche von S auf die obenerwihnte Weise auszudriicken.

Wenn aber fiir jedes o € 0, a) die Tragergerade des in x(o) gebundenen Tangen-
tenvektors t(«) von C die Achse der Zylinderfliche Z(x) ist, so gelten die verlangten
Integraldarstellungen (s. Abschn. 11):

(20) V=f"Vds, O=J@ds,
[0} C

J{i..._‘*}dsﬁf {i ! }df/«‘ds (i=2.0n—1).
s (Ry Ri—4 cd 7@ (% Ri—y

Wie man diese Formeln verwerten kann, ist offensichtlich. Angenommen, es gelte
fiir das Volumen von #(«) und fiir die Oberfliche und die Kriimmungsintegrale
von () = 04 («) — und zwar fiir alle « € <0, a) — eine lineare Ungleichung mit
konstanten Koeffizienten. Nach (20) erfiillen dieselbe Ungleichung auch das Volu-
men von K und die Oberfliche und die Kriimmungsintegrale von S = 0K.

Fiir den dreidimensionalen Raum ergibt sich aus (20) in der Bezeichnungsweise
aus (18) oder (19), dass

(21) szFds, O=JLds, M=njds.
C (o}

c

Wenn alle (natiirlich achsensymmetrische) Zylinderflachen Z(oc) eine gemeinsame
Breite haben (dies gilt z. B., falls C eben ist, da dann, wie leicht aus [8], S. 201 folgt,
die parabolischen Punkte von S in zwei parallelen Ebenen liegen), geniigen die Fun-
ktionale (21) der Ungleichung

(22) 0% —4MV =0,

in der das Gleichheitszeichen dann und nur dann besteht, wenn ale Z(x) Rotations-
zylinderflichen sind.

Die Ungleichung (22) wurde in [9] fiir solche kantige ringférmige Korper bewiesen,
welche aus den Teilen der konvexen achsensymmetrischen Zylinder, deren Achsen ein
"geschlossenes Polygon von der Lidnge ! = M/n bilden, zusammengesetzt werden.
Fiir diese Ungleichung ist in [11] eine Frobeniussche Verallgemeinerung und eine
Verschirfung hergeleitet worden. Das Verfahren von [9] ist auch auf unsere glatten
Enveloppen S anwendbar und es ist deshalb notig, einen umstindigen Beweis fiir (22)
zu fiithren.

Wir mochten darauf Aufmerksamkeit lenken, dass nach [10], S. 298 fiir das Volu-
men, die Oberfliche und das Integral der mittleren Kriimmung einer geschlossenen
Kanalfliche vom Zusammenhang des Torus gerade die zu (22)' umgekehrte Unglei-
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chung gilt und dass die Gleichheit die Rohrenflichen kennzeichnet. Folglich haben die
Ungleichung (22) fiir Enveloppen von konvexen achsensymmetrischen Zylinderfla-
chen und die erwdhnte Ungleichung fiir Kanalflichen dieselben Extremalkorper.

Es folgen die Beweise, auf welche wir bisher nur hinwiesen.

1. Im folgenden durchlaufen stets die oberen oder unteren lateinischen Indizes
i, j, kdie Werte 1, 2, ..., n — 1 und die griechischen Indizes A, u die Werte 2, ..., n — 1
und zwei gleiche Indizes — der eine oben, der andere unten — sollen nach Einstein-
scher Konvention eine Summation bezeichnen.

Auf Grund der im Abschn. A) der Einleitung eingehend angefiihrten Konstruktion
der Enveloppe S konnen wir jedem Punkt y(, u) von S ein rechtwinkliges n-Bein
zuordnen, welches aus (o), N(a, u) und aus weiteren Einheitsvektoren t;(a) besteht.
Fiir seine Infinitesimalbewegung gilt bekanntlich

(L.1) dy = o't + o't
(1,2) dt = oft, + oiN,
(1,3) dt, = 0t + oft, + N,
(1.4) dN = it + ot,,

wo alle w gewisse Pfaffsche Formen sind, welche den Strukturgleichungen von E,
geniigen. Die Matrix der w aus (1,2)—(1,4) ist offenbar schiefsymmetrisch; man setze
noch o} = 0.

Nachdem der Vektor t nur von « abhéngt, ist nach (1,2)

(1,5) of Ada=0
und in Hinsicht auf (5) und dt = n da noch
(1,6) ' = cosy.da.
Infolge der linearen Unabhingigkeit der Formen aus (1,1) ist
(1,7) o' = fda + f0*.

Wir setzen voraus, dass der Skalarkoeffizient f auf der ganzen Enveloppe S von Null
verschieden ist:

(1.8) f#0.

Nach (1,1) und (1,7) ist dy = ft da fiir o* = 0, woraus sofort die geometrische Be-
deutung des Vorzeichens von f folgt.

Die Formen aus (1,1) und (1,4), in welche wir da = 0 einsetzen, bezeichnen wir mit
einem Streifen. Dem laufenden Punkt z(«, u) von #(«) = Z(«) N v() kdnnen wir in
v(e)das (n—1)-Beint,...t,_ N zuordnen. Dann gilt nach (1,1) und (1,4) — immer fiir
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fest gewihltes « — dz = @”t,, dN = @/t, und weil #(a) eine Eiflache ist, so konnen
wir annehmen, dass fiir die iiblichen Oberflichenelemente d (o) und dQ(x) der Fliche
Z () und ihres spharischen Bildes Q(«) und fiir das Produkt der Hauptkriimmungen
von Z(u) gilt
(1,9) dF (@) =@* A ... A @', dQ)=a; A ... A @),

—n—1

1 1 DA ... A O

Ri(2)  By_2(0) NN

Nach (1,1), (1,7), (1,8) und (1,10) ist das Flichenelement von S

(1,10) >0.

(1,11) dS=w'A...Ah0" t=f.de AD* A ... ADL.

Das Flichenelement des sphérischen Bildes (3) von S ist nach (1,4) und (1,6)

(1912) dQ = CD; Ao A (,0"_1 = — CQS‘)}_dfx A (1_)3 Al A 5:—1 )

n

Das Produkt der Hauptkriimmungen von S driickt sich deshalb nach (1,10)—(1,12)
folgenderweise aus:

(]’13) i 1 _ _¢cosy 1 -1 5)

R EnE e

Daraus ergibt sich, dass die parabolischen Punkte von S (d. h. die Punkte, in denen
R7'...R} = 0) durch cos y = 0 gekennzeichnet sind.6)

Nach dem Abschn. A) der Einleitung ist die Stiitzfunktion H(«, u) von S folgender-
massen bestimmt:

(1,14) [y(e, u) — x()]. N(et, u) = H(et, u).

Deshalb setzt man

n—1

(1,15) y=x+Hit+ Y Hit; + HN.
A=2

Offenbar ist dx = ¢t da und differenziert man weiter (1,15) nach (1,2) —(1,4) und
vergleicht das Ergebnis mit (1,1), so erhélt man

(1,16) o' = ¢da + dH, — Hoo! — Ho' ,
(1.17) o* =dH, — Hw! — Ho",
(1,18) dH = Hw! .

5) Fiir n = 3 ist diese Formel schon in [8], (1,6) angegeben worden. In der Tat, das jetzt
benutzte Dreibein hidngt mit dem aus [8] einfach zusammen: t= ¢, t, = nsiny — b cosy,
N = ncosy -+ b sin y; man kann noch y = u setzen. Die Formen !, »? sind dann leicht aus
2Q/da, 2Q/ @y in [8], S. 203 mit Q = y berechenbar und fiir die Skalarfunktion f aus (1,7) ergibt
sich f=A:(h+ 8®h/ey*) = A: R,(¢), wo A der in [8], (5) angefiihrte Ausdruck ist.

6) Vergleiche zum obigen die nachfolgende Fussnote?).
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2. Benutzt man die in bezug auf die Kurve C* aus (1*) genommene Stiitzfunktion
H*(ot, u) von S, so soll man x* statt x in (1,15) schreiben und in (1,15)—(1,18) zu
allen Buchstaben H ein Sternchen beifiigen. Der Vergleich der so erhaltenen Gleichun-
gen mit (1,16)—(1,18) liefert fiir die Differenzen
(2,1) X(ot, u) = H*(or, u) — H(at, u)

und X; = HY — H, unmittelbar das Gleichungssystem

(2’2) dX; — Xiwi = (Q - Q*) do — XCO,} s
(2,3) dX, — X,0! = —Xw?,
(2.4) dX = X,0!.

Nach (2,4) und (1,4) kann man den zweiten Beltramischen Differentialoperator
4,(X) in bezug auf (3) berechnen:

A,(X) . op A oo A @)=

n—1

iy . o _
=Yoo Ao A@TA(AX; - Xo) AT A AT
Jj=1

Infolge (2,2), (2,3) und (1,6) ergibt sich daraus — auch in Hinsicht auf (2,1) — sofort
(6).
Aber auch umgekehrt, ist X eine Losung von (6), so besteht das System (2,2)—(2,4)
(man bestitigt zufolge (1,6) und (1,5), dass dieses System mit den Unbekannten
X,X,,...,X,_; vollstindig integrierbar ist). Der Ortsvektor x* = x — Xt —

n—1

— > X,;t; — XN beschreibt dann eine Kurve C* und die Stiitzfunktion von S in
A=2

bezug auf C* ist H* = H + X.

3. Mittels der Kurve (1) und der (n — 1)-dimensionalen Fliche S definieren wir
die n-dimensionale Punktmenge

(31) M= {x(a) + t[y(er, u) — x(x)] : 0 €<0, a), ueQa), te<0, 1>} .
Wir setzen
(3:2) d(x + 1y — x]) =<'t + t’t, + 'N

und das Volumen V(K) des von S berandeten Korpers K erklaren wir folgender-
weise (vgl. [7], Teil 1L, Kap. I, § 5):
f A LLA T
M

(3.3) V(K) =
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Aus (1,1)—(1,4), (1,15) und (3,2) folgt
(3.4) = (1—t)eda + H; dt + to',
= H,dt + to*, " =Hdt,
also nach (1,7) ist
(3,5) A A= 1 -+ tf]H.du A @ A ... AG"" A dL.

Falls f > 0 ist und der Punkt x(o) stets im Innern von Z(a) liegt, was H(x, u) > 0
bedeutet, so ist nach (3,5) der Integrand des iiber <0, 1), Q(«) und <0, a) genommenen
Integrales in (3,3) offensichtlich nichtnegativ (gleich 0 nur fiir ¢ = 0) und folglich

(3.3) V(K) =Lfl A AT

Nur diesen Fall werden wir im folgenden betrachten.
Gemiss (3,4) ist weiter

(3.6) ttAoAat=(1—-1)"?Hodo A @* A ... A" A dE+
+ "'Ho' A ... A 0"t A dt

oder

3,7 Ty AL AT =1 Hoda A D> Ao A DT AdE+

+ " 'H(w' —oda) A @® A ... A @ At

Beachtet man nun, dass nach (1,9) das (n — 1)-dimensionale Volumen des Eikor-
pers A («) mit der Randfliche & (x) gleich (n — 1)7! [5 H®* A ... A &1 ist,
so ergibt sich — nach elementarer Integrationen in bezug auf ¢ € 0, 1) — aus (3,3)
mit (3,6) und hinsichtlich (1,11) sofort die Formel (7) und aus (3,3") mit (3,7) noch

(3.8) V=J.Vds-i—(l/n)j\H(cu1 —gda) A @ A ..A@"TE.
c s

An diese letzte Formel werden wir wieder im Abschn. 7 ankniipfen.7)
7) Die Betrachtungen aus den Abschn. 1 und 3 mochten wir auf einem Beispiel in Ej illustrie-
ren. Die Kurve C aus (1) sei ein Kreis um den Aufpunkt O mit dem Radius »; die Richtung u
in der Normalebene von C kann man mit dem Winkel y identifizieren. Die Familie (4) definieren
wir auf dreifache Weise: Z(«) sei jedesmal eine Rotationszylinderfliche mit festem Radius r < v,
deren Achse entweder 1) die Tangente von C in x(«) oder 2) der zu dieser Tangente parallele
Durchmesser von C oder endlich 3) die Tangente von C in x(x 4+ 7) ist. Die Enveloppe S ist
fortschreitend ein Torus, eine Kugelfliche um O und ein Torus mit dem Mittenkreis C enbeso wie

im ersten Fall. Die Stiitzfunktionen von S sind
@

*) H=r bzw. r+vcosy bzw. r-+ 2vcosy.
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4. Mittels der Kurve C* aus (1*) definieren wir — Zhlich wie im Abschn. 3 auf
Grund der Kurve C — die Punktmenge

4.1)  M* = {x*(«) + t[y(o, u) — x*(a)] : x € <0, a), u € Qa), 1 € 0, 1)}
und setzen

(4.2) d(x* + [y — x*]) = t't + t’t, + "N .

Das Ziel dieses Abschn. ist der Beweis der Gleichung

1 n * *n
(4.3) AL A= ttAaaT.
M M*

Wir integrieren die Identitit (3,6) iiber M und berechnen die elementaren Integra-
tionen in bezug auf ¢. Dann versehen wir in (3,6) alle Formen 7 und ebenso H und ¢
mit einem Sternchen und integrieren die so erhaltene Identitit iiber M*, indem wir
wieder die Integrationen in bezug auf ¢ durchfiihren. Die Ergebnisse zeigen, dass (4,3)
zu

(4’4) (n - I)IS(H* - H) o' A oA =

=J(HQ — H*¢*)do A @* A ... A @1
s

dquivalent ist.

Das begleitende Dreibein ist jedesmal

t = {sin«, — cos«, 0}, t,= {sinycos a, sinysin a, cos 7},

N = {— cos y cos a, — cos y sin «, sin y}
und die Parameterdarstellungen von S lauten folgends:

y= {(u — rcosy)cos a, (v — rcosp)sin a, r sin y}
bzw.
{~rcos Y COS &, —F COS y sin a, r sin y}
bzw.
{— (v + rcos y)cos &, — (v -+ rcos p)sin a, r sin y} .
Deshalb ist

(**) o' = (@—rcosy)da bzw. —rcosyda bzw. — (v+ rcosy)da, o?=rdy,
alsoist £ > 0 bzw. =0 bzw. < 0 und dS = r(v — r cos ) da A dy bzw. —r? cos y da A dy bzw.
—r(v + rcos y) da A dy; nachdem jedesmal ¥ (o) = nr? der Flacheninhalt des Normalschnittes
von Z(«) ist, so wiirde nach (*) die Formel (7)

(**¥) 2mo. w2 bzw. 0 bzw. —2mv.7r?

liefern. Weiter ist in unserem Beispiel g(«) = v; deshalb wire das Flachenintegral in (3,8) nach (*)
und (**) gleich 0 bzw. —67%r%v bzw. —1272r%p, so dass die Formel (3,8) wieder zu (***} fithren
mochte. .
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In der Bezeichnungsweise aus dem Abschn. 2 ergibt sich aus (1,15), dass

n—1
(4.5) x*(a) — x(a) = Xt + Y X;t; + XN
i=2
Wir ordnen dem Vektorfeld (4,5) die dussere Form
n—1 :
(4,6) T=Y(-1)"X,.t" A ... AT AT A LLAT +
v=1

+X. ' ALoATE

zu; sie nimmt auf der Enveloppe S gemiss (3,1) und (3,4) diesen Wert an:

4,7) Tl=y =X . 0" A ... A" L.
Aus (3,2) und (1,2)—(1,4) ergibt sich leicht, dass d A t =1/ A i+ 1" A o),
d A " =7 A @} Demzufolge ist fiir v = 1,...,n
(4.8) dA(E'A L ATTEATTI A LAY =
= (—1)"‘1X":1'c1 A ATTPA QAT A AT

Nach (2,2)—(2,4), (4,8) und (3,4) kann man schon das dussere Differential der Form
(4,6) berechnen:

(4,9 dAT=(=1)""(@—0".dent*A.. AT =
= H(Q - Q*)t"~z.dt AdoA@EA...AD"L.

. Aus (4,9) und (4,6) mit (4,7) erhalten wir, indem wir den Stokesschen Satz anwen-
den und die elementaren Integrationen in bezug auf ¢t berechnen,

(4,10 (n——l)VfX.a)1 A /\co""‘:j(g—g*)H.da/\cT)zA oA @ T,
s s

Das Integral links in (4,10) ist der Fluss des Vektorfeldes (4,5) durch die Enveloppe S
und weil bekanntlich das (n — 1)-malige Volumen des (n — 1)-dimensionalen Ei-
korpers #(«) mit der Berandung % («) unter Verwendung von (1,9) die Integral-
darstellungen :

(4,11) J H&? A ... A @1 =J- H*@* A ... A @t
F(a) F(a)

hat, so ldsst sich nach (4,10) der Fluss von (4,5) durch S geometrisch einfach inter-
pretieren.
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Integriert man die Identitit (4,11) lings der Kurve C*, so ergibt sich leicht, dass
(4.12) JHQ*.doz ADEA . AD"= JH*Q*.da ADEA...AB L.
S S

Aus (4,10), (2,1) und (4,12) folgt (4,4), womit (4,3) bewiesen ist.

5. Die Abschn. 5 und 6 bezichen sich auf den Teil D) der Einleitung. Der Kiirze
halber belassen wir fiir die (n — 1)-dimensionale Fliche $ dieselbe Wahl und dieselbe
Bezeichnung der n-Beine wie fiir S, so dass wir mit (1,1)—(1,4) arbeiten werden.
Bekanntlich ist

(5,1) o = a;;0f

und die Koefflzienten der auf Grund der symmetrischen Matrix (a;;) gebildeten
Sékulargleichung sind hochstens bis auf Vorzeichen die elementarsymmetrischen
Funktionen der Hauptkriimmungen von §, d. h. diese Koeffizienten sind von den
sekundiren Parametern des n-Beines unabhéngig. Die dussere Diferentiation von (5,1)
und die nachfolgende Benutzung von (5,1) liefern

(5.2) (da;; — auo® — a;0%) A 0’ =0.

Fiir die auf $ definierte Funktion f setzen wir df = f;»’ und durch dussere Diffe-
rentiation und Anwendung des Cartanschen Lemmas erhalten wir '
(5,3) df; — fiol = A;;0
mit der symmetrischen Matrix (A i j) der Skalarfunktionen A4;;. Differenziert man (5,3)
auf dussere Weise und benutzt man dann (5,3) und (5,1), so bekommt man nach
einfachen Umformungen, dass

(5.4) (d4;; — Agof — A, 0% — fia;;08) A & =0.

Aus (5,2), (5,4) und (5,1) ergibt sich sofort, dass bei einer Anderung nur der sekun-
déren Parameter die Variation von 4;; dieselbe wie die von a;; ist. Demzufolge sind die
Koeffizienten der zur Matrix (4;;) gehorenden Sikulargleichung — d. h. die

Ausdriicke (11) — von den sekundéren Parametern unabhéngig.

6. Jetzt berechnen wir A,(H) fir r = 2, ..., n, d. h. die auf die Stiitzfunktion von S
angewandten Differentialoperatoren (11) in bezug auf das spharische Bild (3) von S.
Nach (1,4) und (1,18) ist

n—1
n b

61) A4H) ={e; A cc AO_y AOLA .. AL} i) Al A @

wo die Pfaffschen Formen ¢ folgendermassen bestimmt sind: d A dH = ¢!, also
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nach (1,18) und (1,16), (1,17)
(6,2) ¢, =dH, — Ho} = o' — Ho, — ¢ da,
¢, =dH, — Ho}; = o* — Ho} .

Beachten wir die Bedeutung des Symbols (10), so erhalten wir aus (6,1) und (6,2)
nach einfacher Rechnung, dass

(6,3) or Ao A @) A(H) =
=0 A{P2 A AP  AOLA AT+
+{os A NG AL A oA =
= —oda A {(@ —HB) A ... N(@ ' —Hoy YA@, A ...ohn@) '} +
+ {(0' — Ho)) A ... A (0" — Hol) A @) A ... A @) '}

Denken wir uns die Tangentenvektoren t,, ..., t,_; von #(a) in Richtungen der
Kriimmungslinien, so iiberzeugen wir uns leicht, dass fiir die Hauptkriimmungs-
radien 2,(«), ..., &, ,(«) von F(a) gilt
(6,4) {(@ - Ho) A cc.on (@ ' —Ha Y ADGA ... hop ) =

={# —H,...,%_,—H}o, n ... N} "

Sehen wir auf einen Augenblick von der bestimmten Wahl des Tangentenvektors t

ab und nehmen wir wieder an, dass die Tangentenvektoren t, t,, ..., t,_, der Enve-

loppe S in Richtungen ihrer Kriimmungslinien sind, so erhalten wir fiir die Haupt-
kriimmungen 1/R, ..., 1/R,_; von S #hnlich

(6,5) {0 —Hop)) A oo A0 — Ho )Y Aoy A oo A o)1) =
={R,—H,..,R_; —H} .oy A ... N} 7"

Weil {R 1 —H,..,R,_;— H } von der Wahl der sekundidren Parameter unabhéngig
ist, so gilt (6,5) auch fiir die urspriingliche Lage des Tangentenvektors t. (Wir méchten
bemerken, dass die rechnerische Bestitigung von (6,5) mittels o’ = b} umsténdlich
ist; vgl. [1], S. 62—63.)

Gemiiss (1,6) ergeben sich aus (6,3)—(6,5) in den nichtparabolischen Punkten von S
sofort die Formeln (12).

" 7. Wir kehren zur Formel '(3,8‘) zuriick. Nach (1,16) und (1,17) ist
(7.1) (' = oda) A @* A ... A 0" =
=(dH, — Ho{ + Ho)) A ... A (dH,_; — Hol_; + Ho}™') =
=(4,H) + HA4,_((H) + ... + H 2 4,(H) + H" ") .oy A ... A 0}
wir gebrauchen natiirlich noch (6,1) und (6,2). Aus (3,8), (7,1) und (1,12) folgt die
Formel (14).
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Betreffs der Formel (14) noch eine Bemerkung. Wegen f > 0 ist nach (1,13) auf
dem unter Verwendung des Normalenvektors N durch Ry LR >0 (bzw. < 0.
gekennzeichneten Teil S, (bzw. S,) der Enveloppe S offensichtlich cos y < 0 (bzw.
cos y > 0). Dementsprechend gemdss (1,12) ist fiir das iibliche Oberflichenelement
des spharischen Bildes 2, (bzw. ;) von S, (bzw. S,) dQ, = ©, A ... A @' (bzw.
dQ, = —w) A ... A @}7") un das Integral [o{...} dQ ist die Differenz von zwei

iiblichen Oberflichenintegralen:
(7.2) f{...}dQ=J {...}dQE—J. (...} dg,.
Q Qe Qn

8. Mittels der Steinerschen Formel fiir die Parallelkérper leiten wir aus (7) und (14)
die Integraldarstellungen (9) und (15) her. Wir bezeichnen mit Z,(x) die konvexe
zu Z(«) im Abstand ¢ parallele Zylinderfliche und statt (4) betrachten wir die ein-
parametrige Familie {Z,(x); a € €0, a)}. Sie besitzt offensichtlich die zur Enveloppe S
von (4) parallele und fiir geniigend kleines |a| auch singularitatenfreie Enveloppe S,
mit der Stiitzfunktion

8,1) H (o, u) = H(x, u),+ o .
Fiir den Rauminhalt ¥, des n-dimensionalen von S, berandeten und foglich zu K

im Abstand o parallelen Kérpers K, gilt die von H. HADWIGER [3], [4]®) erweiterte
Steinersche Formel

(8.2) V,:Z(")a’W,=V+aJdS+ZO— {1 . l}dS,
r=0 \r N

s r=2 r R, R,_,

und zwar fiir ¢ aus gewisser Umgebung von 0; wir haben freilich auch (8) benutzt.

Fiir das Volumen des (n — 1)-dimensionalen Korpers, dessen Berandung der
Normalschnitt v() N Z,(a) ist (d. h. fiir die zu #(«) im Abstand o parallele Eifldche),
gilt die klassische Steinersche Formel

r=0

(3) i)=Y ("7 ]) TN ).

Auf das Volumen ¥, von K, ist auch die Formel (14) anwendbar:
n—1
v, = j v, ds + 1-[ H,(Y H,.4,_(H,) + H,"")dQ.
c nJo r=0

Setzt man hierher aus (8,1)—(8,3) ein und beachtet man, dass 4,_,(H,) = 4,_,(H),
so erhdlt man durch den Vergleich der Koeffizienten von ¢" mit Beriicksichtigung
von (8) tatséchlich (15).

8) Siehe auch [5], S. 287, Anm. 8 zur S. 214.
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Ahnlich kann man auch (9) ermitteln. Denn nach (7) ist

(8.4) : V,=l “/f,ds+lj H,dS, ;
njc nJ)ses

bekanntlich aber

(8,5) ds, = (1 +§a {i i}) ds,

Rl Rr E

sodass das Einsetzen aus (8,1), (8,3) und (8,5) in (8,4) und die nachfolgende Verglei-
chung mit (8,2) wieder (9) liefert.

9. Zu der Herleitung der Umformungen (19) von (18), welche aus dem Abschn.
E) der Einleitung noch zu beweisen bleiben, verifizieren wir zuerst in E; diese Formeln
(g bedeutet eine auf Q definierte Funktion erster Klasse):

©.1) Jg . 4y(H)d@ = — L(g, H)de,

Q

9.2) .[ A(H) 40 = ! LA(H, H)da,

Q2

9.3) I H.ay(m) a0 - % J HA(H,H) 49 + % LA(A(H, H), H)dQ ;

4 ist der erste Beltramische Differentialoperator in bezug auf Q.
In der Tat, erstens ist nach (1,12), (6,1) und (6,2)

(9,4) f g.4,(H)dQ = J‘ g.d A (Ho} - sz;)
0 Q

und weil g . d A (H w3 — Hy0})= —dg A (H,05 — H,0}) + d A (¢9(H,0} — H,0}))
ist, ergibt sich aus (9,4) unter Verwendung des Stokesschen Satzes sofort (9,1).
Zweitens folgt nach (6,1) und (6,2)

9,5) 45(H) . 03 A 0} =dH, A dH, + }dA(H, H) A 0?;

infolge dH, A dH, = d A (H,dH,) und d4(H, H) A o} = A(H, H) 0} A o} +
+ d A (4(H, H) . »?}) ist nach dem Stokesschen Satz das iiber Q erstreckte Integral
des ersten bzw. zweiten Summanden rechtsin (9,5) gleich Obzw. § [, A(H, H) . 03 A @}
und deshalb gilt in Hinsicht auf (1,12) wirklich (9,2).

Drittens die Anwendung des Stokesschen Satzes fortschreitend auf die iiber Q
erstreckten Integrale von d A (H . 4(H, H) . w}),d A (H.H,.dH,),d A (H.H,.
.dH,) und die Addition des ersten und zweiten und die Substraktion des dritten
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Ergebnisses liefern nach einfachen Umformungen
1
9,6) H.AyH). 03 A 03 == | H.A(H, H). 0} A o —
2 2)a
_ %J dH A (H, dH, — H, dH, + A(H, H) 0?).
Q

Man bestitigt aber leicht, dass dH A (H,dH, — H, dH, + A(H, H) 0}) =
= {A(H, H) . 4,(H) — 34(4(H, H), H)} . o} A w3 ist. Folglich ist nach (9,6) mit
Riicksicht auf (1,12)

j H. A,(H)dQ = %f H.A(H, H)dQ —
-2 J (1, 1) 4,000 + : f A(4(r, H), ) a2

und wenn wir hier auf das zweite Integral rechts die Formel (9,1) fiir g = 4(H, H)
anwenden, so erhalten wir (9,3).

Die Gleichheit der dritten bzw. zweiten bzw. ersten Formeln in (18) und (19) ist
nun eine unmittelbare Folgerung von (9,1) fiir g = 1 bzw. von (9,1) fiir g = H und
von (9,2) bzw. von (9,1) fiir g = H? und von (9,3).

10. Wir mdchten noch kurz die direkte Herleitung der zu (15) oder (16), (17)
analogen Formeln andeuten.
Nach (7,1) ist

o' AP A A0 =(gda + 0 —gdt) AP AL AR =

n—1
=0da AD* A ... A" L+ YH A, (H).0p A .. A @)7E.
r=0

Folglich erhalten wir gemiss (1,11), (1,9) und (1,12) fiir O = [, dS statt (16) diese
Darstellung

n—1
(10,1) 0- f ods + [ S H . 4,_(H)de.
C

Qr=0
Ahnlich, wenn auch gewissermassen komplizierter, kann man die Formeln fiir die
Kriimmungsintegrale von S herleiten.
Selbstverstidndlich, ist die Formel (10,1) auch auf die Oberfliche der zu S parallelen
Enveloppe S, anwendbar (vgl. Abschn. 8) und der Vergleich mit der Steinerschen

Formel fiir die Oberflache liefert von neuem die Darstellungen fiir die Kriimmungs-
integrale. Dasselbe gilt fiir (17).
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Fiir n = 3 ist nach (10,1) in der Bezeichnungsweise aus (18) oder (19)
(102) 0- j Lds + J (H? + H. 4,(H) + A(H)} 4.
C Q2

Unter Zuhilfenahme von (9,2) und (9,1) fiir g = H sieht man sofort, dass (10,2)
wieder zu der in (19) gegebenen Form grebacht werden kann.

11. Falls fiir jedes « € €0, a) die Zylinderfliche Z(x) in bezug auf die Tangente
von (1) in x() achsensymmetrisch ist, so gilt fiir die Stiitzfunktion H(a, u) von S

(11,1) H(a, u) = H(at, —u) ;
dabei bezeichnen u und —u °) die Gegenpunkte von () oder Q(«). Also
(11,2) N(ax, —u) = —N(o, u),

sodass sich nach (5) die Werte von cos y fiir u und —u im Vorzeichen unterscheidens
Gemiiss (1,13) sind deshalb die ,,Gegenpunkte** von S

(11,3) y(o, u), y(a, —u)

(diese Punkte liegen auf der Charakteristik von Z(«) und auf den Geraden von Z(«),
welche die Gegenpunkte von F(«) = v(«) projizieren; folglich sind die Tangenten-
ebenen von S in (11,3) parallel) parabolisch oder gehdrt der eine zum Teil S, und der
andere zum Teil S, von S (s. Abschn. 7).

Angenommen, der Ausdruck {.} in (7,2) enthielte nur

(11.,4) H, A(H, H), A,(H), ... A,(H) .

Die Abbildung u — —u nach (11,1) und (11,2) fiihrt Q, in Q,, dQ, in dQ, (s. Abschn.
7) und reproduziert alle Werte (11,4). Demzufolge sind d1e Flachemntegrale rechts
in (7,2) gleich, d. h. [, {.} d@ = 0.

Damit ist aber gezeigt, dass sich im betrachteten Fall aus (14), (16) und (17) die
einfachen Formeln (20) ergeben.
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