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Czechoslovak Mathematical Journal, 19 (94) 1969, Praha

SYSTEMES MONOPARAMETRIQUES DES ESPACES PROJECTIFS

MiLosLAV JUzA, Praha

(Regu le 1 juillet 1968)

Dans ce travail, il y a une généralisation de quelques notions de la théorie de CecH
des surface réglées sur les systémes monoparamétriques des espaces projectifs dans
un espace projectif de la dimension arbitraire.

1. Dans un espace projectif (réel) S,, de la dimension m ayons un systéme d’espaces
projectifs S,(t) = [yo(2), ¥4(2), ..., y,(t)] de la dimension n dépendant d’un paramétre
(réel) 1. La variété formée par les espaces S,({) sera appelée monosystéme.

Soit &4 un nombre naturel et le rang de la matrice

(1) (yO’ Yiseoos Vo y(’)7 o sytlv ecey ygl)y ecey yf"l)

soit (n + 1) (h + 1). Si nous avons sur le monosystéme le point
" .
(2) : Xo = Z ao Yi(to) >
i=0
alors I'espace h-osculateur du monosystéme a ce point est I’espace

n
(3) T(0ths 10) = [V0s - es Vs Voo cvos Vo oes YOI, L, yf,""l),';)a(')y(i")]g,o

et 'union des espaces h-osculateurs de tous les points de I'espace [yo(to), - .., ¥u(fo)]
est I’espace

(4) Th(tO) = [yOJ vy ym y:), eeey yr’n ceey Yg'), ceey yg‘)]t=to .

Ayons sur le monosystéme une courbe
(5) x(t) =.Z6ai(t) y{1), ai(to) = af .
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Le point x, sera appelé point semiquasiasymptotique d’indice h et d’ordre 1 de cette
courbe, si

x®* (1) € T,(t,)

a lieu. La courbe est semiquasiasymptotique d’indice h et d’ordre 1, si chaque son
point est semiquasiasymptotique d’indice h et d’ordre 1.

Supposons que nous avons déja défini courbe semiquasiasymptotique d’indice i
et d’ordre k — 1. Alors le point x(t,) de telle courbe sera appelé son point semiquasi-
asymptotique d’indice h et d’ordre k, si

xO (1) € T1)

a lieu. La courbe sera appelée semiquasiasymptotique d’indice h et d’ordre k, si
chaque son point est tel. Nous dirons aussi semlasymptothue ala place de semiquasi-
asymptotique d’indice 1.

Nous dirons que le point x(t,) de la courbe x(t) est son point quasiasymptotique
d’indice h, si

x® (o) € Ty(ohs to)

a lieu. La courbe quasiasymptotique d’indice h est la courbe dont tous les points
sont quasiasymptotiques d’indice h. Nous dirons asymptotique a la place de quasi-
asymptotique d’indice 1.

2. Le rang de la matrice (1) soit (n + 1) (h + 1) et le rang de la matrice

(h+l)

h+1
(y05'-'>ymy€)"-',y),t""ay0 : )

,yn

soit (n 4+ 1)(h + 1)+ k, 0 < k < n + 1. Nous pouvons numéroter les courbes
directrices de fagon que les points

(6) Y05 =05 Vs Yoo oo Voo we0s Vs o0 V5 p0H 0, oy yiD
soient linéairement indépendants. Alors il vaut

h n
© poErn = Za,yﬂ"“’ Z Z IV, i=kk+1,..,n

ol af, m} ; sont des fonctions de 7. Si nous introduissons les nouvelles courbes di-
rectrices par les rélations

yi=yia i=0,1,-..,k—'1,

k=1
Ji=yi—Yaly;, i=kk+1,...,n, &
j=0
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alors Jo, ..., y, seront liées par les rélations similaires & (7), mais il sera encore aJ = 0
pour tous i, j. Les points (6) resteront linéairement indépendants. Alors nous suppo-
serons désormais que les points (6) sont linéairement indépendants et que les courbes
directrices ont été choises de sorte que

h n
() oD = Z z 1P, i=kk+1,..,n
eat lieu.

Ayons sur le monosystéme la courbe (5). Nous allons chercher quand le point x(t,)
est son point semiquasiasymptotique d’indice h et d’ordre 1. Nous avons d’aprés (8)

n h n
N N U A ) Z( )y =
j=0 1=0 j=0

k-1 . h n
SRS OF L
ji=0 1=0 j=0

on (.) signifie les coefficients que nous n’intéressent pas. Pour x**V(ty) e T;(t,) il
est nécéssaire et il suffit que

2to) = o'(to) = ... = o~ (t,)

ait lieu.

Alors Pespace [yi(to), ..., ¥i(to)] de la dimension n — k a la propriété que le
point x(t,) est un point semiquasiasymptotique d’indice h et d’ordre 1 de la courbe
x(1) si et seulement si x(to) € [ Vi(to), ---» Yu(to)]- La courbe x(t) est semiquasiasympto-
tique d’indice h et d’ordre 1 si et seulement s’elle est placée sur la variété [ y,(t), ...
oo VD)]-

Spécialement, si k = n + 1, alors les points

h+1 h+1
YOa'--,ymy(’)a""yrlu- ayg) )5 ’yfl )

\
sont linéairement indépendants, alors aucune courbe de la forme (5) sur le mono-
systétme n’a de points semiquasiasymptotiques d’indice h. Si k = 0, alors chaque
courbe sur le monosystéme est semiquasiasymptotique d’mdlce h et d’ordre 1 (de
méme, comme on voit aisément, d’ordre arbitraire).

3. Les courbes directrices du monosystéme soient choisies de sorte que (8) ait
lieu. Soit

©) x(1) = Z o(t) y§°
une courbe semiquasiasymptotique d’indice h et d’ordre 1 surle monosystéme. Par la
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différentiation et I'application de (8) on obtient

h

n n
XD = A 43 S () =

j=k =0

||M=

J

20 (h)_*_Z( )y(h) h}; 2( )y(l)
—"z(zwm" A8 EO

q=0j=
On voit que x"*2)(t,) € T(t,) (cela signifie que x(t,) est le point semiquasiasympto-
tique d’indice h et d’ordre 2 de la courbe x(t) si et seulement si on a

n

(10) Y ol(tg) mi,(tg) =0 pour q=0,...,k—1.
=k

Ces points forment un sous-espace linéaire de la dimension n — k — k, de I'espace
[yo(to) - Yulto)], oit ky est le rang de la matrice (m,(to)) (j = k,....,n; o =
= ok —1). 11y a évidemment k; < k.

Sl on a spécialement k + k; = n + 1, des points semiquasiasymptotiques d’ordre
2 n’existent sur aucune courbe semiquasiasymptotique d’ordre 1. Si on a k; = 0,
alors sur chaque courbe semiquasiasymptotique d’ordre 1 le point x(to) est semi-
quasiasymptotique d’ordre 2.

4. Choisissons les courbes directrices sur le monosystéme de fagon que (8) ait
lieu et ayons sur ce monosystéme une courbe (5). Nous allons établir quand le
point x(t,) est le point quasiasymptotique d’indice h de cette courbe.

D’aprés (8) nous avons

n n
=.Z ay; + Za’ y
KB+D Z“J 1) 4 Zh“J Yo 4 ZO ZO( P =
J

=T 4 3 (0 Sl P+ E E ().
J= J= =

Les points (6) étant linéairement indépendants, d’apreés (3) il y a x(t,) € Ty(«, to) si
et seulement si '

» ) = e 8 0
(B) le rang de la matrice
aO, ey o"
hao’ + Z aqmg,h’ ey han’ + z (an’l'l
a=k 2

est 1 pour t = t,.
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La condition (A) nous dit que le point x(t,) doit &tre semiquasiasymptotique
d’indice h et d’ordre 1. La condition (B) est remplie, parce que un des nombres
a®(to), ..., «™(to) au moins est différent de zéro, si et seulement s’il existe un nombre 8
de sorte que

o (t) = —

zka"(to) mj (to) + Pai(ty) pour j<0,...n,
a=

S|

alors si pour t = t, on a

n n n n
=Y oy; — Z 2 oatmyy; + By oy,
j=0 =04g=k j=0

_1
h j

alors si la tangente de la courbe x(¢) au point x(f,) est la droite

[ (1o) (z Wy - 3 Z ’”)]

Alors nous avons ce théoréme: Les points (6) étant linéairement indépendants
et (8) étant rempli, le point x(t,) peut étre le point quasiasymptotique d’indice h de
la courbe x(t) si et seulement s’il est placé a Pespace [yi(to), ..., vu(to)]. A chaque
point de cet espace il existe une et une seule direction (direction quasiasymptotique)
telle que le point x(t,) est le point quasiasymptotique d’indice h si et seulement si la
tangent de la courbe x(t) au point x(t,) a cette direction.
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