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Czechoslovak Mathematical Journal, 19 (94) 1969, Praha 

SYSTEMES MONOPARAMETRIQUES DES ESPACES PROJECTIFS 

MiLOSLAV JÛZA, Praha 

(Reçu le 1 juillet 1968) 

Dans ce travail, il y a une généralisation de quelques notions de la théorie de CECH 

des surface réglées sur les systèmes monoparamétriques des espaces projectifs dans 
un espace projectif de la dimension arbitraire. 

1. Dans un espace projectif (réel) »Ŝ  de la dimension m ayons un système d'espaces 
projectifs Sn(t) = [j^o(0' )^i(0' • • •' Уп{Щ ^^ 1̂  dimension n dépendant d'un paramètre 
(réel) t. La variété formée par les espaces S„(̂ ) sera appelée monosystème. 

Soit h un nombre naturel et le rang de la matrice 

(1) {Уо. y и ' • -, Уп, Уо. • • . Уп^ • • •» Jo'^ • • •' yf^) 

soit (n + 1) (/z + 1). Si nous avons sur le monosystème le point 

n 

(2) ^0 = Z «0 yito) . 
i = 0 

alors l'espace /i-osculateur du monosystème à ce point est l'espace 

(3) T,{4, to) = [Уо, . •., У„, У'о, ...У'п,..., / t '\ • • ; У'Г'\ i 43'П.=,„ 
1 = 0 

et l'union des espaces /i-osculateurs de tous les points de l'espace [3̂ 0(̂ 0)» •••> Jn(̂ o)] 
est l'espace 

(4 ) Т11о) = Ьо,--;Уп,Уо,--,У'п,-;У^\-;/п'Ъ^,о-

Ayons sur le monosystème une courbe 

(5) х(0 = !:а'(ОУе(0, a"0o) = «o-
i = 0 
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Le point Xo sera appelé point semiquasiasymptotique d'indice h et d'ordre 1 de cette 
courbe, si 

a lieu. La courbe est semiquasiasymptotique d'indice h et d'ordre 1, si chaque son 
point est semiquasiasymptotique d'indice h et d'ordre L 

Supposons que nous avons déjà défini courbe semiquasiasymptotique d'indice h 
et d'ordre к — 1. Alors le point х(^о) de telle courbe sera appelé son point semiquasi­
asymptotique d'indice h et d'ordre /c, si 

a lieu. La courbe sera appelée semiquasiasymptotique d'indice h et d'ordre fc, si 
chaque son point est tel. Nous dirons aussi semiasymptotique à la place de semiquasi­
asymptotique d'indice L 

Nous dirons que le point x(^o) ^^ ^̂  courbe x{t) est son point quasiasymptotique 
d'indice h, si 

a lieu. La courbe quasiasymptotique d'indice h est la courbe dont tous les points 
sont quasiasymptotiques d'indice h. Nous dirons asymptotique à la place de quasi­
asymptotique d'indice 1. 

2. Le rang de la matrice (1) soit [n + 1) (/i + l) et le rang de la matrice 

V/O? •••> / и ' / 0 ' • • • ' /n? •••5 / 0 5 • • • ? / « ) 

soit [n + l)(h + 1) + k, 0 ̂  к -£ n + 1. Nous pouvons numéroter les courbes 
directrices de façon que les points 

(f\ y y y' , / y(h) y(h) ( / i + l ) , , (Л+1) 

soient hnéairement indépendants. Alors il vaut 

j=0 Ä=0j=0 

où a{, m{x sont des fonctions de t. Si nous introduissons les nouvelles courbes di­
rectrices par les relations 

yi = yt, i = 0, 1, . . .Д - 1 , 
fc-i 

j i = j i - z ^^ij'i ' î ' = fc,/c + 1 , . . . , П, » 

364 



alors y о, ..., Уп seront liées par les relations similaires à (7), mais il sera encore a{ = 0 
pour tous i, j . Les points (6) resteront linéairement indépendants. Alors nous suppo­
serons désormais que les points (6) sont linéairement indépendants et que les courbes 
directrices ont été choises de sorte que 

(8) yr'' = i t<>.yf', i^k,k+l,...,n, 
Я = 0 j = 0 

eût lieu. 
Ayons sur le monosystème la courbe (5). Nous allons chercher quand le point x(to) 

est son point semiquasiasymptotique d'indice h et d'ordre 1. Nous avons d'après (8) 

j=0 1=0j=0 

j = 0 1 = 0 j = 0 

on (.) signifie les coefficients que nous n'intéressent pas. Pour x^^^^^(to)e Г/,(̂ о) il 
est nécessaire et il suffit que 

«''(fo) = a4^o) = . . . = « ' * - ' % ) 

ait lieu. 

Alors l'espace [з̂ /с(̂ о)? • • •?-Ил(̂ о)] ^^ ^̂  dimension n — к a la propriété que le 
point x(^o) ^^^ wn point semiquasiasymptotique d'indice h et d'ordre 1 de la courbe 
x[t) si et seulement si x(fo) e [}̂ fc(̂ o)? • • •? Ул(^о)]- ̂ ^ courbe x{t) est semiquasiasympto­
tique d'indice h et d'ordre 1 si et seulement s'elle est placée sur la variété \ykif), . . . 

Spécialement, si /c = n + 1, alors les points 

JO» • • -5 Ую / 0 ' • • -5 / п ' • • •' / 0 ^ "-^ Уп 
\ 

sont Hnéairement indépendants, alors aucune courbe de la forme (5) sur le mono­
système n'a de points semiquasiasymptotiques d'indice h. Si /c = 0, alors chaque 
courbe sur le monosystème est semiquasiasymptotique d'indice h et d'ordre 1 (de 
même, comme on voit aisément, d'ordre arbitraire). 

3. Les courbes directrices du monosystème soient choisies de sorte que (8) ait 
lieu. Soit 

(9) x{t)^t^\i)yf 
j = k 

une courbe semiquasiasymptotique d'indice h et d'ordre 1 sur le monosystème. Par la 
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differentiation et l'application de (8) on obtient 

j=k 1=0 j=k 

= i '^^irnuyr + ti-) з'Г + "£ t (•) y':'. 
j = k q = 0 q = k 1 = 0 q = 0 

q=0j=k 1=0 q=0 

On voit que x^^^^^(^o) ^ ^(^o) {cela signifie que x(^o) ^^^ '^ point semiquasiasympto-
tique d'indice h et d'ordre 2 de la courbe x{t) si et seulement si on a 

n 

(10) X ^%) ^lh{to) = 0 pour (2 = 0, ..., fe - 1 . 
j=k 

Ces points forment un sous-espace linéaire de la dimension n — к — k^ de Vespace 
[3̂ 0(̂ 0)5 •••' л(^о)]» ^^ ^1 ^̂ ^ ^̂  rang de la matrice {^^\h{h)) 0 — k,...,, n; ce = 
= 0, ..., /c ~ 1). / / V a évidemment k^ ^ k. 

Si on a spécialement к + k^ = n -{- 1, des points semiquasiasymptotiques d'ordre 
2 n'existent sur aucune courbe semiquasiasymptotique d'ordre 1. Si on a /ĉ  = 0, 
alors sur chaque courbe semiquasiasymptotique d'ordre 1 le point x(^o) ^^t semi­
quasiasymptotique d'ordre 2. 

4. Choisissons les courbes directrices sur le monosystème de façon que (8) ait 
lieu et ayons sur ce monosystème une courbe (5). Nous allons établir quand le 
point x(to) est le point quasiasymptotique d'indice h de cette courbe. 

D'après (8) nous avons 

j = 0 J=0 

j = 0 i = 0 q=k 1=0j=0 

Les points (6) étant linéairement indépendants, d'après (3) il y a x(^o) ^ ^Й(^0' ^O) si 
et seulement si 

(A) oi°{to) = ... = a^'-'\to) = 0; 

( B ) le rang de la matrice 

/a° , . . . , a" 

fta°' + i a 'm",, . . . , йа"' + f a^m^,^ 

est 1 pour t = ÎQ. 
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La condition (A) nous dit que le point x{to) doit être semiquasiasymptotique 
d'indice h et d'ordre 1. La condition (В) est remplie, parce que un des nombres 
a^^ (̂fo), •.., â "̂ (̂ o) au moins est différent de zéro, si et seulement s'il existe un nombre ß 
de sorte que 

1 " 
^' {to) = ~ 7 Z a'(^o) Khi^o) + ßccito) pour j ^ 0, ..., n , 

h q = k 

alors si pour t = ô on a 

j = 0 h j = 0 q = k j = 0 

alors si la tangente de la courbe x{t) au point x(^o) ^st la droite 

L \-/ = ̂  ^ j = Oq = k /,= ,J 

Alors nous avons ce théorème: Les points (6) étant linéairement indépendants 
et (8) étant rempli, le point x(^o) P^^^ ^^^^ '^ point quasiasymptotique d'indice h de 
la courbe x(t) si et seulement s'il est placé à l'espace [^Ук{^о)^ •••? )̂ n(̂ o)]- ^ chaque 
point de cet espace il existe une et une seule direction (direction quasiasymptoîique) 
telle que le point x(^o) ^^^ '^ point quasiasymptotique d'indice h si et seulement si la 
tangent de la courbe x(t) au point x(^o) ^ ^̂ ^̂ ^ direction. 
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